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Introduccion

La localizacién es una técnica bien conocida en dlgebra conmutativa y geo-
metria algebraica. La construccién de anillos de fracciones y el proceso
asociado de localizacién de mddulos permiten reducir el estudio global de
ciertas propiedades referentes a un cierto anillo a un estudio local que in-
volucra anillos mas sencillos. Muchas de las propiedades formales de las
localizaciones de mdédulos son compartidas por otras transformaciones de
parecida naturaleza definidas en otros contextos. Este hecho condujo a una
axiomatizacién del concepto de funtor de localizacién en categorias arbi-
trarias, con una terminologia similar a la del algebra, o con otros nombres
[BW85], [GZ67], [MacT1].

La implementacién de la localizacién en topologia algebraica tuvo sus
raices en los trabajos de Serre [Ser53] y Adams [Ada61], y se empez6 a for-
malizar gracias a las contribuciones de Sullivan [Sul70], [Sul74] y Quillen
[Qui69], principalmente. Las localizaciones de tipos de homotopia han sido
estudiadas de manera particularmente extensa en el caso de localizacién
en primos [BK72a], [HMRT75]. Las localizaciones homolégicas generalizan
la localizacién en primos y fueron la via principal de transporte a la homo-
topia estable [Bou75], [Bou79al, [Bou79b], [Rav84|, asi como la herramienta
principal para el calculo de los grupos de homotopia estables de las esferas
durante muchos afios [DHS88], [H398], [Mah67], [Rav86].

En las dos ultimas décadas ha ido aumentando cada vez mdés el uso
de técnicas del adlgebra conmutativa en homotopia estable (véase [GM95],
[EKMM97]). La teoria de homotopia estable se centra en el estudio de
los espectros y captura una parte esencial de las propiedades homotdpicas
de los espacios, prescindiendo de los fenémenos peculiares que se dan en
dimensiones concretas. La categoria de homotopia estable es una categoria
aditiva triangulada, lo cual acerca mucho su estudio al de las categorias
derivadas de anillos.
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Desde la década de 1960 se han venido utilizando los espectros de
Adams-Boardman [Ada74], [Boa64] como modelos para la homotopia esta-
ble, aunque los modelos de Bousfield-Friedlander [BF78] se adaptan mejor
al formalismo de la teoria de categorias de modelos de Quillen. El producto
smash de espectros en la categoria de Adams—Boardman es conmutativo
y asociativo salvo homotopia, pero no lo es en la categoria subyacente de
espectros. La construccién de una categoria de espectros con un producto
smash estrictamente asociativo, conmutativo y con unidad ha sido uno de
los problemas importantes de la teoria de homotopia estable, pese a que du-
rante algunos afios se pensé que una tal categoria no podia existir [Lew91].
La solucién a este problema se obtuvo recientemente con la aparicién de
dos nuevas categorias de modelos para la homotopia estable: la categoria
de S-médulos [EKMMO97] y la categoria de espectros simétricos [HSSO00].
Estas nuevas categorias permiten trasladar fielmente diversas técnicas y
construcciones del dlgebra conmutativa a la categoria estable, y trabajar
con “espectros anillo” y “espectros médulo” de la misma manera que con
sus analogos algebraicos. Por ejemplo, la categoria derivada de un anillo R
con unidad es equivalente a la categoria homotépica de espectros médulo
sobre el espectro anillo H R de la homologia ordinaria con coeficientes en R.

Uno de los resultados centrales de esta memoria establece que, bajo
hipétesis apropiadas, los funtores de localizacién en la categoria homotépica
estable transforman espectros anillo en espectros anillo, y espectros médu-
lo sobre un anillo en espectros médulo sobre el mismo espectro anillo (o
incluso sobre €l localizado de ese espectro).

Estos y otros resultados recientes en teoria de localizacién tratan de la
conservacién de estructuras bajo la accién de las localizaciones. Dado un
objeto X con una determinada propiedad o estructura y un funtor de lo-
calizacién L, se estudia si LX posee o no la misma propiedad o estructura.
Existe una gran cantidad de estructuras que se conservan bajo el efecto
de las localizaciones (véase [Bas03], [Cas94], [Cas00]). Por ejemplo, la clase
de los espacios que escinden como productos de espacios de Eilenberg—
Mac Lane, también llamados GEMs, se conserva cuando aplicamos un fun-
tor de localizacién, y lo mismo ocurre con los H-espacios o los espacios de
lazos.

Algunas de estas estructuras que se conservan bajo localizaciones pue-
den incluirse dentro del marco mas general de algebras sobre opéradas. Las
opéradas son objetos que codifican estructuras algebraicas. Fueron utiliza-



das a principios de los 70 como herramientas en teoria de homotopia para
el estudio de los espacios de lazos iterados [BV73], [May72]. El estudio de
las opéradas en categorias monoidales simétricas ha permitido importan-
tes aplicaciones en algebra, topologia y fisica [BM03], [GNPRO04], [Laa03],
[Man01], [Mar96], [MSS02].

Localizacién homotodpica

La localizacién con respecto a una aplicacién continua f fue desarrollada
por Bousfield [Bou94|, [Bou97| y Farjoun [Far96] principalmente. Se trata de
una construccién universal en la categoria homotépica de los espacios (CW-
complejos o conjuntos simpliciales) que convierte a f en una equivalencia
homotépica. Los funtores de f-localizacién incluyen como casos particu-
lares transformaciones idempotentes ya conocidas, como las localizaciones
homolégicas, la construccién plus de Quillen, las secciones de Postnikov,
o las localizaciones en conjuntos de primos. La teoria de f-localizacién tu-
vo importantes repercusiones en el estudio de torres cromaticas inestables,
teoria K y clases de Bousfield, entre otros conceptos.

En [Bou96], Bousfield aplica el lenguaje de localizacién con respecto a
una aplicacién a la homotopia estable, en un intento de relacionar la perio-
dicidad estable con la inestable. Como consecuencia, aparecen nuevas trans-
formaciones idempotentes, que generalizan las localizaciones homoldgicas
estables y otras construcciones clasicas en la categoria de los espectros como
las secciones de Postnikov o las localizaciones en conjuntos de primos.

En su forma mas general, la nocién de localizacién homotdpica con res-
pecto a un morfismo f puede definirse en cualquier categoria de modelos
C que sea simplicial. Los ejemplos de categorias de modelos simpliciales
incluyen tanto la homotopia inestable (conjuntos simpliciales) como la ho-
motopia estable (espectros simétricos [HSS00]). Sin embargo, para poder
asegurar la existencia de estos funtores de f-localizacién para cualquier
morfismo f es necesario suponer algunas hipdtesis adicionales sobre la ca-
tegoria C.

La construccién del funtor de f-localizacién utiliza de manera crucial
el small object argument de Quillen [Hir03, 10.5], que permite realizar
factorizaciones funtoriales en categorias de modelos. Las ideas para esta
construccién de f-localizaciones en categorias de modelos simpliciales apa-
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recen ya en [Bou77|. En [Far96], Farjoun construye la f-localizacién en las
categorias de CW-complejos y conjuntos simpliciales. Mas recientemente,
la completa monografia de Hirschhorn [Hir03] demuestra la existencia de f-
localizaciones en una clase mdas amplia de categorias (categorias celulares),
que incluyen las categorias de espacios topoldgicos Hausdorff compacta-
mente generados y conjuntos simpliciales, ambas con y sin punto base, y la
categoria de espectros simétricos.

Anillos y modulos en homotopia estable

La categoria homotdpica estable es una categoria monoidal simétrica, con
un producto smash asociativo y conmutativo salvo homotopia. Un espectro
anillo en sentido clasico es un objeto monoide en la categoria homotdpica
estable. Asi, un espectro anillo F es un espectro dotado de dos aplicaciones
u:ENE — Eymn:S — E, donde S es el espectro de las esferas, que
juega el papel de la unidad de la categoria monoidal. Estas dos aplicaciones
se llaman producto y unidad de F respectivamente y verifican condiciones
de asociatividad y unidad dadas por la conmutatividad salvo homotopia de
los siguientes diagramas:

1IN nAl 1An
ENENE—ENE SNE—ENE<—ENAS
I N
E/\ETXE E.

Los espectros médulo sobre un espectro anillo se definen andlogamente
como los médulos sobre monoides en la categoria homotépica estable. De
esta manera, si F es un espectro anillo, un espectro médulo sobre £ o un
E-médulo es un espectro M junto con una aplicaciéon m: EAM — M tal
que los siguientes diagramas conmutan salvo homotopia:

ENEAM-L™EBAM SAM S BAM
E/\Mm%M

La categoria de los E-mddulos homotépicos, E-hmod, se define como la
categoria de Eilenberg-Moore asociada a la ménada (EA—,nALl,uA1l) en
la categoria homotdpica estable.
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Las primeras categorias de modelos para la homotopia estable dotadas
de un producto smash estrictamente asociativo y conmutativo fueron la ca-
tegoria de los S-mddulos [EKMMO97] y la categoria de los espectros simétri-
cos [HSS00]. Estas dos categorias permiten definir estructuras de espectros
anillo y espectros médulo tanto en la propia categoria de modelos (estructu-
ras “estrictas”) como en la categoria de homotopia (estructuras “homotdpi-
cas”). Las estructuras de espectro anillo estricto y espectro médulo estricto
se definen igual que sus andlogas homotdpicas, con la excepcién de que los
diagramas conmutan estrictamente, no sélo salvo homotopia. Si tomamos
como modelo la categoria de los espectros simétricos Sp¥, dado un espectro
anillo F, la categoria de los E-mdédulos estrictos, F-mod, es la categoria de
Eilenberg—Moore asociada a la ménada (B A —,n A1,u A1) en Sp”.

En esta memoria se estudia el efecto de los funtores de f-localizacién
sobre las estructuras de espectro anillo y espectro mdédulo homotédpicos,
y se demuestra que esas estructuras se conservan para una amplia clase
de funtores bajo ciertas hipdtesis de conectividad. Como consecuencia, se
obtienen resultados sobre conservacién de estructuras de GEMs estables,
andlogos a los que se obtienen en el caso inestable [Far96]. Los GEMs es-
tables estan caracterizados por ser exactamente los médulos homotdpicos
sobre el espectro HZ de la teoria de homologia ordinaria.

También se analiza la relacién que existe entre la categoria de los E-
méddulos homotépicos E-hmod y la categoria homotdpica de los E-mdédulos
estrictos Ho(E-mod). En algunos casos, por ejemplo si E = HZ, estas dos
categorias son equivalentes.

Diversos ejemplos muestran que las localizaciones no sélo conservan las
estructuras homotépicas de anillo, sino también las estrictas. Para el estu-
dio de la conservacién de anillos estrictos es necesario analizar €l caso mas
general de conservacién de estructuras de algebras sobre opéradas. En una
categoria de modelos monoidal y simétrica en la cual tenga sentido la defi-
nicién de opéradas, los monoides estdn caracterizados por ser las algebras
sobre una opérada Ass. La categoria de las opéradas puede dotarse de una
estructura de categoria de modelos en muchos casos [BMO03], por ejemplo
cuando trabajamos con opéradas de conjuntos simpliciales. Asi, si defini-
mos como A., la opérada obtenida tomando una resolucién cofibrante de
la opérada Ass en la categoria de conjuntos simpliciales, los A..-espacios
son los espacios de lazos, y en la categoria de espectros simétricos (que
estd enriquecida en conjuntos simpliciales) los A, -espectros son los espec-
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tros anillo estrictos, también llamados espectros anillo A,,. Veremos que
los funtores de localizacién conservan estructuras de algebras sobre opéra-
das cofibrantes bajo ciertas condiciones, lo cual tiene como consecuencia la
conservacion de espectros anillo estrictos.

Contenido del trabajo y resultados principales

El primer capitulo de la memoria sirve de introduccién a la teoria de ho-
motopia estable. En él se describe la evolucién de la homotopia estable y
sus propiedades, desde el modelo de Spanier—Whitehead de 1953 [SW53],
pasando por la categoria clasica de Adams—Boardman [Ada74|, [Boa64],
hasta los modelos mas actuales como son la categoria de los S-mdédulos
[EKMMO7], la categoria de los espectros simétricos [HSS00], o el trata-
miento axiomatico de [HPS97].

Recordaremos los conceptos mas importantes de la categoria homotdpi-
ca estable de Adams—Boardman [Ada74|, que usaremos en la mayor parte
de esta memoria. Nos centraremos sobre todo en sus elementos béasicos: la
nocién de espectro, el producto smash y las teorias de homologia y coho-
mologia.

La categoria de los S-mddulos y la de los espectros simétricos son ca-
tegorias de modelos para la homotopia estable con un producto smash
asociativo, conmutativo y unitario en sentido estricto. La categoria de los
espectros simétricos, de la que también recordaremos brevemente las de-
finiciones mas importantes, serd la que utilizaremos cuando necesitemos
trabajar especificamente en una categoria de modelos.

Las propiedades basicas de la categoria de homotopia estable son com-
partidas por otras categorias, sobre todo algebraicas. Recordaremos estas
propiedades comunes, que se describen en [Mar83| y de forma axiomati-
ca en [HPS97], y que incluyen entre otras las de categoria triangulada o
categoria monoidal simétrica. Estos conceptos se utilizaran en posteriores
capitulos de la memoria.

El segundo capitulo se dedica a estudiar los funtores de f-localizacién
en categorias de modelos simpliciales. Se recuerdan las definiciones de ca-
tegoria de modelos de Quillen [Qui67], [Hov99], categoria simplicial y otros

conceptos como categoria de modelos propia o categoria localmente presen-
table.
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La existencia de funtores de f-localizacién para cualquier aplicacién f
estad garantizada cuando la categoria de modelos en la que trabajamos tiene
buenas propiedades. Estas propiedades incluyen ser una categoria simpli-
cial, cofibrantemente generada, propia por la izquierda y localmente presen-
table. La construccién de estos funtores se basa en el small object argument
de Quillen [Hir03, 10.5] y las ideas de esta construccién ya aparecen en un
articulo de Bousfield [Bou77], aunque de hecho se remontan al trabajo de
Gabriel-Zisman [GZ67].

En la memoria se desarrolla con detalle esta construccién para las cate-
gorias que satisfacen las condiciones anteriores. Estas categorias incluyen,
por ejemplo, la categoria de conjuntos simpliciales, y en el caso de la ho-
motopia estable, la categoria de espectros simétricos. De esta manera, se
construye un funtor de f-localizacién L;: € — C que invierte de mane-
ra universal la aplicacién f. Este funtor es idempotente en la cateogoria
homotédpica y conserva equivalencias débiles.

El funtor L; permite dotar a la categoria € de una nueva estructura
de categoria de modelos L;C, en la que las equivalencias débiles son las f-
equivalencias, es decir, las aplicaciones g tales que Lsg es una equivalencia
débil, y las cofibraciones de L;C son las mismas que las de la estructura de
modelos original de €. De este modo, una f-localizacién de un objeto en €
es exactamente una aproximacién fibrante a ese objeto en la categoria de
modelos localizada.

En el capitulo 3 se consideran funtores de f-localizacién en la categoria
homotépica estable. Tomando como categoria de modelos la de los espectros
simétricos, sabemos que existe cualquier funtor de f-localizacién en esta ca-
tegoria, el cual a su vez da lugar a un funtor de f-localizacién al pasar a la
categoria homotdpica. Siguiendo [Bou96], los conceptos de espectro f-local
y f-equivalencia se definen utilizando el recubridor conectivo F¢(—, —) del
espectro de funciones F'(—, —), puesto que sus grupos de homotopia coinci-
den con los del conjunto simplicial Map(—, —) de la categoria de espectros
simétricos. El hecho de utilizar el recubridor conectivo F¢(—, —) juega un
papel clave en el estudio de la interaccién de las f-localizaciones estables
con el funtor suspensién.

Dada una aplicacién de espectros f-locales, su fibra homotépica tam-
bién es f-local. De ahi se deduce que la clase de los espectros f-locales
esta cerrada por desuspensiones y la clase de las f-equivalencias esta cerra-
da por suspensiones. Este hecho pone de manifiesto la importancia del
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estudio de la relacién entre la f-localizacién y la suspensién. Para cada
espectro X hay una aplicacién natural

SL;X — L;BX.

Diremos que L; conmuta con la suspensién o que es un funtor exacto (o
triangulado en el sentido de [Nee01]) si esta aplicacién es una equivalencia
homotédpica para todo X . Esta clase de funtores tienen buenas propiedades
de clausura de espectros f-locales y f-equivalencias por suspensiones y de-
suspensiones arbitrarias y de conservacién de cofibraciones. Demostraremos
el siguiente teorema que caracteriza estos funtores:

Teorema. Sea f: A — B una aplicacién de espectros. Son equivalentes:
i) XL X ~ L{¥X para todo espectro X.
i) B*L¢X ~ L;T*X para todo espectro X y todo k € 7Z.

iii) Si B es un espectro f-local, entonces Z*E es f-local para todo

kelZ.

iv) Si g es una f-equivalencia, entonces ©*g es una f-equivalencia
para todo k € 7.

v) LyX ~ Lgis X para todo espectro X y para todo k € Z.

vi) La aplicacién F(B,E) — F(A, E) inductda por f es una equiva-
lencia homotépica para todo espectro E que sea f-local.

vii) St E es f-local, entonces F(X, E) es f-local para todo espectro X .

viii) S1 g: X — Y y h: M — N son f-equivalencias arbitrarias,
entonces gANh: X N\M — Y AN es una f-equivalencia.

ix) St X — Y — Z es una cofibracién de espectros, entonces
LiX — LY — L;Z también es una cofibracion.

Hay otra clase de funtores importantes que casi conmutan con la sus-
pensidén, y que definimos como funtores de localizacién cuasi-exactos. Son
aquellos que tienen la propiedad de que, dada una cofibracién de espectros
X — Y — Zenlacual X y Z son f-locales, entonces Y también lo
es. Hstos funtores casi conservan cofibraciones; de hecho, demostraremos



xi

que si el funtor de localizacién es cuasi-exacto, entonces conserva todas las
cofibraciones cuya cofibra es f-local.

El primer ejemplo que aparece de funtores que no conmutan con la
suspension son las secciones de Postnikov. Las secciones de Postnikov son
un caso particular de funtores de nulificacién, que son f-localizaciones en
las que la aplicacién f es de la forma f: A — % para algin espectro A. El
funtor de nulificacién con respecto a A se denotard P,. Cuando A = ©**13,
el funtor de nulificacién que se obtiene es la k-ésima seccién de Postnikov.
Las nulificaciones son ejemplos de funtores de localizacién cuasi-exactos.

La relacién entre los funtores de f-localizacién y las nulificaciones es
muy estrecha. Si C es la cofibra de la aplicacién f, siempre tenemos una
transformacién natural de funtores

PC I Lf.

Demostraremos que cuando el funtor L; conmuta con la suspensién, esta
transformacién natural es una equivalencia. De hecho, L; conmuta con la
suspension si y sélo si P conmuta con la suspensién.

La localizacién de espectros en conjuntos de primos se define analoga-
mente a la localizacién en primos de espacios y grupos. Si P es un conjunto
de primos y X es un espectro, la P-localizacién de X es la aplicacién

IND: X ~XNS — XNMZp,

donde MZp es un espectro de Moore para el anillo de los enteros P-
localizados y 7 es la aplicacién inducida por la unidad en Zp. La localizacién
en primos en un caso particular de f-localizacién. Lios espectros P-locales
son precisamente aquellos cuyos grupos de homotopia son Zp-méddulos.

En el capitulo 4 se describe cémo afecta a las estructuras de espectro ani-
llo y espectro médulo la accién de un funtor de localizacién en la categoria
homotépica estable. Demostraremos que, cuando el funtor de localizacién
conmuta con la suspensién, conserva las estructuras de espectro anillo y
espectro médulo.

Teorema. S: un funtor de localizacion Ly conmuta con la suspension,
entonces se cumple lo siguiente:

i) Si B es un espectro anillo, entonces el espectro L¢E adquiere una
uneca estructura de espectro anillo tal que la aplicacion de locali-
zacion lg: B — LyE es una aplicacion de anillos. St ademds E
es conmutativo, entonces también lo es L E.
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ii) St M es un espectro E-mdédulo, entonces el espectro Ly M adquiere
una unica estructura de E-mdédulo tal que la aplicacién de locali-
zacion ly: M — Ly M es una aplicaciéon de E-mddulos. Ademds
LM admate una tdnica estructura de L;E-mddulo que extiende
la estructura de E-mddulo.

Los funtores de localizacién que no conmutan con la suspensién no con-
servan en general estas estructuras. Un contraejemplo nos lo proporciona el
espectro K (n) de las teorias K de Morava. El espectro K(n) es un espectro
anillo y sin embargo su seccién de Postnikov en el nivel cero K(n)) no
admite estructura de espectro anillo. Considerando K (n) como un médulo
sobre si mismo se demuestra también que K (n)() no puede tener estructura
de K(n)-mdédulo.

Esta falta de conservacién de estructuras de los funtores de localizacién
que no conmutan con la suspensién puede solucionarse si afiadimos algunas
condiciones de conectividad.

Teorema. St L; es un funtor de localizacion cualquiera, entonces se
cumple lo siguiente:

i) Si E es un espectro anillo conectivo y Ly E es conectivo, entonces
el espectro L;E adquiere una dnica estructura de espectro anillo
tal que la aplicacion de localizacion lg: E — LyE es una aplica-
cion de anillos. St ademds E es conmutativo, entonces también
lo es el espectro LK.

ii) St M es un espectro E-mddulo, donde E es un espectro anillo co-
nectivo, entonces el espectro L;M adquiere una dnica estructura
de E-mddulo tal que la aplicacion de localizacion lyy: M — Ly M
es una aplicacion de E-mddulos. Ademds s1 Ly E también es co-
nectwo, LM admite una unica estructura de LyE-mddulo que
extiende la estructura de E-mddulo.

Como consecuencia de este teorema se puede derivar la conservacién de
otras estructuras, como los GEMs estables. Los GEMs estables se definen
como los espectros E tales que

E ~ \/ YEH A,

keZ
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Cuando los A; son todos R-méddulos, se dice que E es un R-GEM estable.
Esta propiedad de escisién de los R-GEMs estables nos permite caracte-
rizarlos precisamente como los espectros médulo sobre el espectro anillo
HR. De este modo, el teorema anterior junto con el hecho de que HR es
un espectro conectivo nos permiten probar lo siguiente:

Teorema. Sea R un anillo con unidad y f una aplicacion cualquiera. St
E es un R-GEM estable, entonces Ly E también es un R-GEM estable
y la aplicacién de localizacion lg: E — LiE es una aplicacion de
HR-médulos.

En el caso mas sencillo de que el GEM estable esté formado por un
unico espectro de Eilenberg—Mac Lane, demostramos un resultado anélogo
al del caso inestable [Bou82], [Far96| sobre los grupos de homotopia de su
localizacién.

Teorema. Sea G un grupo abeliano y sea k € Z. Entonces tenemos una
equivalencia
L;v*HG ~ $*HG, v 2F HG,

como HZ-mddulos, para ciertos grupos abelianos G; y G,. St G es un
R-mdédulo, entonces G, y G, también lo son.

Asi, la localizacién de un GEM estable puede ser obtenida a partir de
las localizaciones de los espectros de Eilenberg—Mac Lane que lo forman, es
decir, si B ~ V75" H Ay, entonces L;E ~ Vi L BFH A,

Los dos siguiente capitulos tratan sobre la localizacién de espectros de
Eilenberg—Mac Lane. En el capitulo 5 nos centraremos en el caso particu-
lar de las localizaciones homoldgicas. Estas localizaciones fueron iniciadas
por Adams en [Ada73] para espacios topoldgicos. Bousfield desarrollé pos-
teriormente esta teoria y demostrd su existencia para espacios [Bou75] y
espectros [Bou79al.

Los funtores de localizacién homoldgica son casos particulares de fun-
tores de f-localizacién que invierten de manera universal las equivalencias
respecto a una teoria de homologia dada. Dado un espectro E, se denota
por Lg el funtor de localizacién homolégica con respecto a £. En [Bou79a]
se estudian las localizaciones Ly X cuando los espectros £ y X son am-
bos conectivos. El mismo problema para el caso de espacios de Hilenberg—
Mac Lane fue tratado por Bousfield en [Bou82]. En este capitulo, nosotros
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estudiamos la localizacién homolégica LgHG para cualquier grupo abelia-
no G y cualquier espectro F, no sélo los conectivos, y veremos que esta
localizacién va a venir determinada por el hecho de que los espectros HZ/p
y HQ sean o no aciclicos con respecto a F. Como todo funtor de locali-
zacidén homoldgica conmuta con la suspensién, podemos extender nuestros
resultados a localizaciones homolégicas de H R-mddulos.

Presentaremos algunos calculos explicitos de localizaciones con respecto
a teorias de homologia concretas. Demostraremos, por ejemplo, que la loca-
lizacién con respecto a teoria K o con respecto a un espectro de Johnson-
Wilson E(n) de cualquier H R-mddulo es la racionalizacién. En el caso de
localizaciones de espectros de Eilenberg—Mac Lane, determinamos exacta-
mente todas las posibles localizaciones homoldgicas para diferentes grupos
abelianos. Estas localizaciones se determinan a partir de las condiciones de
aciclicidad de los espectros HQ y HZ/p con respecto a E y del conjunto
de primos para los cuales el grupo abeliano G no es tinicamente p-divisible.

Teorema. Sean A, = Ext(Z/p>,G), B, = Hom(Z/p>*,G) y sea P el con-
junto de primos p tales que HZ/p no es E-aciclico y G no es unica-
mente p-divisible. Dado un espectro cualquiera E y un grupo abeliano
G tenemos lo siguiente:

i) St HQ es E-aciclico, entonces LgHG ~ [[ _,(HA,V LHB,).

peEP
ii) St HQ no es E-aciclico, tenemos una cofibracién

LgHG — H(G®Q)V [[(HA, VEHB,) — MQA [[(HA, VZHB,).
peP peP

La tabla siguiente muestra los célculos obtenidos de todas las posibles
localizaciones homoldgicas de espectros de Eilenberg—Mac Lane para varios
grupos abelianos, dependiendo de las condiciones de E-aciclicidad de los
espectros HQ y HZ/p. Las columnas corresponden, comenzando por la
izquierda, a los casos EQ = 0y EA HZ/p = 0 para todo p; EQ # 0y
ENHZ/p=0paratodop; EQ=0y EANHZ/p # 0 paratodop € P; y
EQ#0y ENHZ/p # 0 para todo p € P.
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LgHZ |0| HQ | [l,epHZ, | HZp
LgHZ/p* | 0| 0 HZ/p* HZ7/p*
LgHQ |0| HQ 0 HQ
LgHZp | 0| HQ | [l,cprr HZy | HZpnr
LgHZ/p® | 0| 0 NHZ, HZ/p™
LgHZ, |0|HQ, HZ, HZ,

En todos estos ejemplos, el Gnico de los grupos abelianos cuya localiza-
cién del espectro de Eilenberg—Mac Lane asociado tiene un posible grupo
de homotopia en dimensién 1 es Z/p>. Este grupo tiene la propiedad de ser
un grupo abeliano divisible. Para grupos abelianos reducidos, probaremos
el siguiente resultado, que demostraremos también en el capitulo siguiente
de forma mas general para un funtor de f-localizacién cualquiera.

Teorema. S1 G es un grupo abeliano reducido y E es un espectro cual-
quiera, entonces LrHG ~ HA para cierto grupo abeliano A.

Utilizando este teorema y la descomposicién de cualquier grupo abeliano
como una suma directa de un grupo divisible y otro reducido, deducimos
que si en un grupo abeliano G no aparece Z/p™ como sumando directo
para ningin primo p, o bien LgHZ/p> es 0 o HZ/p>, entonces LgHG
tiene un solo grupo de homotopia en dimensién 0.

La ultima parte de este capitulo se dedica a un caso especial de locali-
zaciones homoldgicas, los funtores de localizacién smashing. Estos funtores
estan caracterizados por el hecho de que la localizacién de cualquier espec-
tro se obtiene haciendo el producto smash con la localizacién del espectro
de las esferas, es decir, LX ~ X A LS para todo espectro X. Todos los
funtores de localizacién smashing son localizaciones homolégicas L = L,
donde F = LS. También se dice que un espectro F es smashing cuando
el funtor Ly es smashing [Rav84|. Los espectros K y E(n) son smashing
para todo n [DHS88|. Para esta clase de funtores demostraremos que la
homologia de LS esta concentrada en dimensién cero. Esto contrasta con
el hecho de que la homotopia de LS puede ser no acotada; por ejemplo,
Lk S tiene infinitos grupos de homotopia no nulos en dimensiones positivas
y negativas [Rav84].
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Teorema. St L es un funtor de localizacion smashing, entonces se cumple
que (HZ),(LS) es 0 st k # 0 y es un subanillo de los racionales si k = 0.

Cuando (HZ)o(LS) es exactamente QQ, veremos que el funtor L es o bien
la racionalizacién, o bien LS tiene infinitos grupos de homotopia no nulos
en dimensiones negativas. Este hecho proporciona una nueva demostracién
de que LxS y Lg(m)S no estdn acotados inferiormente.

En el capitulo 6 se desarrolla el caso general de f-localizaciones de es-
pectros de Eilenberg—Mac Lane. El caso inestable ha sido tratado con ante-
rioridad en [Far96] y [CRT00]. Nuestros resultados extienden algunos de los
resultados aparecidos en estos trabajos a la categoria homotdpica estable.
Hemos demostrado anteriormente que la localizacién de una suspensién de
un espectro de Eilenberg—Mac Lane, X* HG, tiene como méximo dos grupos
de homotopia no triviales en dimensiones k& y k + 1. Probaremos que estos
dos grupos de homotopia satisfacen ciertas condiciones en relacién con el
grupo G. En concreto, si A = m(LsHG) y B = m11(LsHG), entonces

Hom(A, A) = Hom(G,A) y Hom(A, B) = Hom(G, B).

En algunos casos concretos, por ejemplo cuando G es un grupo abeliano
libre o G es Z/p*, veremos que el segundo de estos grupos de homotopia
es nulo. Estudiaremos las f-localizaciones del espectro HG cuando G es un
grupo abeliano finitamente generado y, en particular, cuéles son todas los
posibles localizaciones del espectro HZ.

Teorema. La localizacion del espectro L*HZ tiene como mdzimo un gru-
po de homotopia no trivial, es decir, LY*HZ ~ S*HA. Si A # 0, enton-
ces A cumple que la aplicacién Hom(A, A) — A definida por ¢ — p(1,4)
es un isomorfismo de grupos.

Los grupos abelianos A con la propiedad anterior adquieren estructura
de anillo y se llaman anillos rigidos. Lia terminologia de anillos rigidos fue
utilizada por primera vez en [CRT00] para describir las f-localizaciones de
la esfera S'. Sin embargo, este tipo de anillos ya habia sido estudiado ante-
riormente con el nombre de E-anillos en otros contextos [Sch73]. Los anillos
rigidos incluyen, entre otros, los subanillos de Q, Z/n, los enteros p-adicos
y todos los anillos sélidos en el sentido de Bousfield-Kan [BK72b]. Aunque
existen anillos rigidos de cardinalidad arbitrariamente grande [DMV87],
hay grupos como Z/p™ o @p que no admiten una estructura de anillo rigi-
do. Por lo tanto, no existe ningtin funtor de localizacién tal que m(LZ*HZ)
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sea Z/p*> o @p. Para cada anillo rigido A, la aplicacién f: S — MA, in-
ducida por la unidad de A, da lugar a un funtor de f-localizacién tal que
L;HZ ~ HA. BEsto nos permite demostrar el siguiente resultado:

Teorema. Hay una clase propia de funtores de f-localizacion no equiva-
lentes en la categoria homotdpica estable.

Eiste hecho contrasta con la existencia de sélo un conjunto de clases de
Bousfield [DP01] y por tanto sélo un conjunto de localizaciones homolégicas
no equivalentes.

El otro resultado importante de este capitulo es la generalizacién del teo-
rema sobre localizaciones homolégicas de espectros de Eilenberg—Mac Lane
con grupo de homotopia reducido que vimos en el capitulo 5. Aqui demos-
tramos ese teorema para funtores de f-localizacién en general.

Teorema. S G es un grupo abeliano reducido y f es una aplicacién
cualquiera, entonces L;T*HG ~ S*HA, para algin grupo abeliano A y
para todo k € 7.

Como consecuencia, si Z/p> no aparece como sumando directo de un
grupo abeliano G para todo primo p, su localizacién L;Z*HG tiene como
maximo un grupo de homotopia no trivial en dimensién k para cualquier
funtor de localizacién Ljy.

En el capitulo 7 estudiamos la relacién que existe entre las categorias de
espectros médulo homotépicos y las categorias de espectros médulo estric-
tos. En el capitulo 3 hemos trabajado con anillos y médulos homotépicos,
que son los monoides y los médulos sobre monoides respectivamente en
la categoria homotdpica estable. Los anillos y mddulos estrictos se definen
de igual manera, pero en la categoria de modelos. Para ello necesitamos
una categoria de modelos para la homotopia estable que tenga un producto
smash estrictamente asociativo y conmutativo, como la categoria de los
espectros simétricos [HSS00]. Una vez definidos los médulos homotépicos
y los estrictos sobre un espectro anillo F, se considera en cada caso la ca-
tegoria de Hilenberg—Moore asociada a la ménada definida por el funtor
X — E N X. Cuando consideramos esta mdénada en la categoria homotdpi-
ca estable, su categoria de Eilenberg—Moore asociada es la categoria de los
E-médulos homotdpicos, E-hmod. Cuando la consideramos en la categoria
de espectros simétricos, la categoria de Eilenberg—Moore asociada es la ca-
tegoria de E-moédulos estrictos, F-mod, que tiene también estructura de
categoria de modelos.
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Las categorias de mdédulos estrictos tienen mejores propiedades que las
de médulos homotdpicos. Por ejemplo, la fibra de una aplicacién de médu-
los estrictos vuelve a ser un médulo estricto, mientras que este resultado es
falso en el caso de médulos homotépicos [May98|. Estudiaremos la relacién
entre la categoria de los E-mddulos homotdpicos y la categoria homotdpi-
ca de los E-mddulos estrictos en el caso & = HR para un anillo R con
unidad. La categoria H R-mod es equivalente en el sentido de Quillen a
la categoria de complejos de cadenas no acotados de R-mdédulos [Rob87],
[SS03]. Las categorias HR-hmod y Ho(H R-mod) no son equivalentes en
general, aunque en algunos casos, por ejemplo cuando R = 7Z, si que existe
una equivalencia entre dichas categorias. Veremos cémo esta equivalencia
depende de la dimensién global del anillo R.

Teorema. S R es un cuerpo o un subanillo de QQ, entonces hay una
equivalencia de categorias entre Ho(H R-mod) y HR-hmod.

Todos los mdédulos considerados en la memoria serdn médulos por la
izquierda.

Por 1ltimo, en el capitulo 8 tratamos sobre la conservacién por funto-
res de localizacién de estructuras definidas como algebras sobre opéradas
en una categoria de modelos simplicial y monoidal simétrica. Estas estruc-
turas incluyen los espectros anillo estrictos y los espacios de lazos, entre
otras. Recordaremos las definiciones de opéradas y algebras sobre opéradas
en categorias monoidales y algunos ejemplos. Veremos cémo dotar de una
estructura de categoria de modelos a la categoria de las opéradas, tal como
se describe en [BM03], y cdmo definir 4lgebras sobre opéradas simpliciales
en la categoria de espectros simétricos o en cualquier categoria enriquecida
en conjuntos simpliciales.

En una categoria de modelos monoidal y simétrica en la cual tenga sen-
tido la definicién de opéradas, los monoides estdn caracterizados por ser las
algebras sobre una opérada Ass. La opérada A, se define a partir de una
resolucién cofibrante de la opérada Ass en la categoria de opéradas de con-
juntos simpliciales. Las algebras sobre esta opérada A, en la categoria de
espacios (conjuntos simpliciales) son precisamente los espacios de lazos. En
la categoria de espectros simétricos (que esta enriquecida en conjuntos sim-
pliciales) las algebras sobre A, son los espectros anillo estrictos, también
llamados espectros anillo A,.. El principal resultado de este capitulo es €l
siguiente teorema de conservacién de algebras sobre opéradas cofibrantes.
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Teorema. Sea O una opérada cofibrante en conjuntos simpliciales y sea
S una categoria de modelos simplicial y monoidal. Sea L un funtor de
localizacion homotopica en §. Supongamos que X es un objeto cofi-
brante de 8§ y ademds un dlgebra sobre O, y que la aplicacién natural

Map((LX)®™, LX) — Map(X®", LX)

es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales para todo n. Enton-
ces LX es un dlgebra sobre O y la aplicacion de localizacionl: X — LX
es un morfismo de dlgebras sobre 0.

Las dos aplicaciones principales de este teorema se dan en la categoria
de conjuntos simpliciales y en la categoria de espectros simétricos. En la ca-
tegoria de conjuntos simpliciales, cualquier funtor de localizacién satisface
las condiciones del teorema, ya que, la localizacién conmuta con produc-
tos finitos en esta categoria. Por lo tanto, la localizacién de un espacio de
lazos es homotdpicante equivalente a un espacio de lazos. Este hecho fue
demostrado con otros métodos en [Bou96]|, [Far96, 3.A.3] o [Baz01].

En la categoria de espectros simétricos, dado un espectro anillo X, la
aplicacién

XN..NX —LXN...NLX

induce una equivalencia débil de conjuntos simpliciales
Map(LX A...ANLX,LX) ~Map(X A...NX,LX)

cuando el funtor L conmuta con la suspensién o cuando X y LX son ambos
conectivos. En los dos casos, la localizacién de un espectro anillo (estricto)
es homotdpicamente equivalente a un espectro anillo (estricto). La condi-
cién de conectividad es necesaria, ya que como hemos visto en un ejemplo
anterior, la seccién de Postnikov de nivel cero del espectro anillo K (n) de la
n-ésima teoria K de Morava no es ni siquiera un espectro anillo homotdpico.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Homotopia estable

Un fendmeno estable en topologia algebraica es algo que ocurre indepen-
dientemente de la dimensién cuando ésta es suficientemente grande. Un
claro ejemplo de fendmeno estable y que se puede considerar como uno de
los puntos de partida de la homotopia estable es el teorema de la suspensién
de Freudenthal [Fre37], en el que se demuestra que dados dos CW-complejos
de dimensién finita X e Y, la aplicacién inducida por el funtor suspensién

[X,Y] 2 [BX, TY]

entre las clases de homotopia de aplicaciones continuas es una biyeccién
si dim X < 2|Y| — 2, donde |Y'| denota el grado de conectividad de Y, es
decir, |[Y| = min{k | [£*S,Y] # 0}. Por lo tanto, la sucesién

[X,Y] = [2X,5Y] = [22X, 2%Y] — - - -

se estabiliza en algin momento. El teorema de la suspensién de Freudenthal
tiene como consecuencia que los grupos de homotopia de las esferas son
estables cuando la dimensién es suficientemente alta. Mas concretamente,
el homomorfismo de grupos

Tnik(S™) — 7rn+k+1(3n+1)

es un isomorfismo cuando n > k + 1.
A partir del estudio de estos fenémenos estables, surge la idea de cons-
truir una categoria homotdpica en la cual desaparezcan estos problemas
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dependientes de la dimensidn, es decir, en la cual el funtor suspensién sea
invertible.

El primer intento de categoria para la homotopia estable fue la construi-
da por Spanier y Whitehead en 1953 [SW53]. Los objetos de esta categoria
son pares (X,n), donde X es un CW-complejo y n € Z, y los morfismos
entre dos objetos (X, n) e (Y, m) se definen como

{(X,n),(Y,m)} = ggli&g [BF X, BFmY).

Dos objetos (X, n) e (Y, m) son equivalentes si y sélo si ¥t X y BFmYy
son equivalentes para un k suficientemente grande. Podemos definir dos
funtores de suspensién: uno formal o(X,n) = (X,n + 1) y otro geométrico
Y(X,n) = (32X, n). Estos dos funtores son equivalentes, es decir, para todo
objeto (X, n) hay una equivalencia natural (X, n) ~ %(X,n). El teorema
de la suspensién de Freudenthal siempre es cierto en la categoria de Spanier
y Whitehead, independientemente de la dimensién, esto es, la aplicacién
natural

{(X,n), (Y,m)} — {5(X,n), B(Y,m)}

es un isomorfismo para cualquiera (X,n) e (Y, m). Esta categoria tiene
buenas propiedades, pues es aditiva y monoidal, con un producto smash A
definido por

(X,n)AN(Y,m)=(XANY,n+m).

Pero presenta también algunos problemas. El principal es que no cumple
el teorema de representabilidad de Brown. Hay teorias de cohomologia que
no estan representadas por ningin objeto de esta categoria.

Después de la categoria de Spanier y Whitehead, el siguiente paso en
la construccién de la categoria estable viene marcado por el concepto de
espectro. Los espectros son los objetos de la categoria homotépica estable.
La primera nocién de espectro se debe a Lima [Lim59]. Un espectro se
define como una sucesién {E,},cz de espacios (conjuntos simpliciales o
CW-complejos) con punto base, junto con aplicaciones de estructura

en: BE, — Bpis

cuyas propiedades generalizan el estudio de las propiedades homotdpicas
estables de los espacios. De alguna manera, un espectro trata de contener
toda la informacién posible de un espacio y sus suspensiones.



1.1 Homotopia estable

A lo largo de los afios 60 y tras la publicacién de algunos trabajos, entre
otros de Brown [Bro63], Puppe [Pup62] y Whitehead [Whi62a], [Whi62b],
se fijan cudles deben ser las principales caracteristicas de la categoria ho-
motdpica estable. Esta categoria ha de reunir los siguientes requisitos:

» Tener productos y coproductos arbitrarios.

» Cualquier teoria de cohomologia debe ser representable (teorema de
representabilidad de Brown).

= Tener un producto smash asociativo, conmutativo y unitario (es por
tanto una categoria monoidal).

= Ser una categoria triangulada.

La primera construccién de una categoria que comprendiera todas estas
propiedades fue llevada a cabo por Boardman en 1964 en su tesis doctoral
[Boa64]. A partir de entonces, se llevaron a cabo varios refinamientos de la
construccién original de Boardman. Quiza el mas estudiado y el que hoy
dia se tiene como referencia béasica de la categoria homotdpica estable es el
de Adams [Ada74], que describiremos en la seccién 1.2.

El punto débil de la categoria de Adams—Boardman es el de la construc-
cién del producto smash. En esta categoria el producto smash de espectros
es asociativo y conmutativo inicamente salvo homotopia. Es decir la cate-
goria de espectros no es monoidal simétrica (aunque si lo es su categoria
homotépica asociada). Esto hace que objetos que se definen utilizando el
producto smash, como pueden ser los espectros anillo y los espectros médu-
lo, sean objetos que tienen sentido inicamente en la categoria homotépica.

Este problema llevé a reformular las caracteristicas de una buena cate-
goria de espectros, que son las siguientes (las definiciones se recuerdan con
detalle en las secciones 1.4 y 2.1):

» Estructura de categoria de modelos.

» Tensorizada y cotensorizada sobre conjuntos simpliciales (o espacios
topoldgicos).

» Monoidal, simétrica y cerrada.

= Su categoria homotépica, obtenida invirtiendo las equivalencias débi-
les, debe ser equivalente a la de Adams—Boardman.
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La construccién de una categoria de espectros con un producto smash
estrictamente asociativo, conmutativo y con unidad ha sido uno de los pro-
blemas importantes dentro de la teoria de homotopia estable. La solucién
a este problema no se produjo hasta 30 afios después, con la aparicién de
dos nuevas categorias para modelar la homotopia estable. Estas nuevas ca-
tegorias son la categoria de los S-mddulos [EKMMO97], que recoge las ideas
de Peter May y varios coautores, y la categoria de los espectros simétricos
[HSS00], debida principalmente a Jeff Smith.

Ambas categorias poseen un producto smash asociativo, conmutativo
y con unidad. Ademas estan dotadas de una estructura de categoria de
modelos en el sentido de Quillen. La categoria de espectros simétricos es
técnicamente mas simple que la de los S-médulos, aunque cada una de
ellas tiene sus ventajas dependiendo de las aplicaciones. Sin embargo, sus
categorias homotdpicas asociadas son equivalentes a la categoria de Adams—
Boardman.

1.2. La categoria homotopica estable

La referencia basica para la categoria homotdpica estable de los espectros
es la desarrollada por Adams en [Ada74]; también puede encontrarse una
descripcién de esta categoria en [Rud98] o [Swi75]. En esta seccién vamos
a describir esta categoria, centrandonos en las definiciones y construccio-
nes basicas, el producto smash de espectros y las teorias de homologia
y cohomologia generalizadas. Las demostraciones de los teoremas pueden
encontrarse principalmente en [Ada74].

Definiciones y propiedades basicas

Definicion 1.2.1. Un espectro E es una sucesién { E,, €, }ncz de CW-comple-
jos E, con punto base y aplicaciones ¢,: X E, — E, 1, donde X F,, es la
suspensién reducida de E,, es decir, ZF, = S' A E,. A estos espectros se
les llama C'W-espectros. Un subespectro de un espectro F es un espectro
{Fn,Tn}nez tal que F, es un CW-subcomplejo de E, con punto base y
Tn: LF, 1 — F, es larestriccién de €, a & F,, ;.

Silas aplicaciones €, son equivalencias débiles para un n suficientemente
grande, entonces se dice que el espectro es un X-espectro o un espectro
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suspension. Si las aplicaciones adjuntas a las aplicaciones de estructura
e, . B, — QEFE, ., son equivalencias débiles para todo n € Z, entonces se
dice que E es un 2-espectro.

Ejemplo 1.2.2. Dado un CW-complejo X, podemos asociarle un espectro
21X del siguiente modo:

"X sin >0,
* sin <0,

(EOOX)n = {

donde cada ¢, es la identidad. El espectro £*°X se llama espectro suspen-
s16n de X. Un caso particular importante es el del espectro de las esferas
Y59 que denotaremos simplemente por S.

Ejemplo 1.2.3. Dado un grupo abeliano A, podemos construir un -espec-
tro HA, que llamaremos espectro de Eilenberg—Mac Lane asociado a A,
del siguiente modo:

K(A,n) sin >0,
* sin <O0.

(HA)n = {

Las aplicaciones ¢/ son equivalencias débiles, ya que QK(A,n + 1) ~
K(A,n)y QK(A,0) = .

Una propiedad importante de los espectros es que podemos suspenderlos
y desuspenderlos tantas veces como sea necesario. Dado un espectro F y
un entero k, definimos un nuevo espectro 2*E, donde (2% E), = E, . v la
aplicacién B(3FE), — (Z*E), .1 €s €nik.

Los grupos de homotopia de un espectro son los grupos de homotopia
estables. Para un espectro dado F, tenemos la siguiente sucesién de homo-
morfismos

Z n)*
7rn+k(En) - 7rn+k+1(ZEn) (8—)> 7rn+k+1(En+1) -
Se define el k-ésimo grupo de homotopia, 7 (E), como el limite directo de
este diagrama:
m(E) = lm 7, x(E,).

n—-—4oo
Ejemplo 1.2.4. En el caso del espectro de Eilenberg-Mac Lane H A, tenemos
que

) A sik=0,
Wk(HA) = nEEI_looﬂn+k(K(Aan)) = { 0 sik ?é 0.
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Para cada CW-complejo, los grupos de homotopia del espectro XX se
llaman grupos de homotopia estable de X:
(LX) = lirf Trie(B"X) = mp(X).
Una vez que tenemos los objetos de la categoria homotépica estable,
pasamos a describir cudles son los morfismos.

Definicién 1.2.5. Sean (E,,e,) y (Fn, T.) dos espectros. Una funcidn entre
espectros f: E — F es una familia de aplicaciones celulares que preservan
el punto base f,: E, — F, tales que el diagrama

SE, 2 nF,

B f*> Foi
n+1

conmuta para todo n € Z.

Definicién 1.2.6. Una celda de un espectro E es una sucesién
(e,Be,...,TFe, .. ),

donde e es una celda de algin E,, de tal manera que e no es la suspensién
de ninguna celda de F, ;. Un subespectro F' de un espectro E se dice
cofinal en E si cada celda de E va a parar en algiin momento a F', es decir,
para cada celda de F, existe un m tal que ¥™e estd contenido en F,, ,,,.

Definicion 1.2.7. Sean E y F dos espectros. Consideremos el conjunto §
de todos los pares (E', f') tales que ' C E es un subespectro cofinal
y f': B/ — F es una funcién. Definimos en 8 la siguiente relacién de
equivalencia: (f', E') ~ (f"”,E") si y sélo si existe un par (E", f’) donde
E" C EENE", E" es cofinal y f' | B = f” = f” | E”. Llamamos
aplicacion de espectros de E a F' a cada una de estas clases de equivalencia.

El siguiente paso serd definir cudl es la categoria homotépica de los
espectros. Para poder definir homotopias entre aplicaciones de espectros,
tenemos que definir primero el producto smash de un espectro con un
espacio. Si (E,,&,) es un espectro y X es un CW-complejo, definimos el
espectro E A X como (E A X), = E, A X. Las aplicaciones de estructura
serdn €, = €, A 1.
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Definicion 1.2.8. Dos aplicaciones de espectros fo, fi: E — F se dicen
homdtopas y se denota fy ~ f1, si existe una aplicacién H: EAIT — F tal
que hotg = fo y hot, = f;, donde iy,2,: E — E NI son las aplicaciones
inducidas por las inclusiones de 0 y 1 en I respectivamente.

La relacién de homotopia entre aplicaciones es una relacién de equiva-
lencia. El conjunto de clases de equivalencia de aplicaciones f: B — F' se
denota por [E, F]. Una de las propiedades fundamentales de la categoria
homotépica estable es que la suspensién da lugar a una biyeccién natural
[E, F] = [£E,LF|. Esta biyeccién implica entre otras cosas que el conjunto
[E, F| es un grupo abeliano para cada £ y F.

Definicion 1.2.9. La categoria homotdpica estable de los espectros es la
categoria que tiene por objetos los espectros y por morfismos las clases de
homotopia de aplicaciones de espectros.

Podemos dar una definicién equivalente de los grupos de homotopia de
un espectro usando las clases de homotopia, m,(E) = [£7S, E]. Todos los
grupos de homotopia de un espectro son grupos abelianos.

Definicion 1.2.10. Un espectro E se dice conectivo si w;(E) = 0 para z < 0.
A veces también se utiliza el término n-conexo para un espectro E tal que
7e(E) = 0si k < n. Asi, un espectro conectivo es un espectro (—1)-conexo.

Definicién 1.2.11. Dado un espectro F, una torre de Postnikov de E es un
diagrama conmutativo

HE(WA“? HE’H,#»]. HE HEn 1) —>E(n 2)—>
Tn+1

tal que, para cada k € Z, tenemos que:
i) m(E®)) = 0 para todo 1 > k.
i) La aplicacién (7;).: 7;(E) — m;(Ex)) es un isomorfismo para < < k.
El espectro E,) se llama la n-ésima seccién de Postnikov de E. Para
todo espectro E existe una torre de Postnikov, que se construye inducti-

vamente y en la cual cada ) estd determinado por E salvo equivalencia
[Rud98, teorema 4.13].
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Definicion 1.2.12. Dada una aplicacién de espectros f: E — F', diremos
que la sucesién

E-LFr .cf
es una sucesion fibra-cofibra estricta o una cofibracién estricta, donde

el espectro C'f es el cono de la aplicacién f, que se define tomando el cono
en cada f,. Una sucesién de la forma

x -y Yz
se dice que es una sucesion fibra-cofibra, un tridngulo eracto o una cofi-

bracion si existe una aplicacién f: E — F' y un diagrama

X—>Y—>Z

| o

EHFHC}‘

que es conmutativo salvo homotopia, donde «, 8 y <y son equivalencias ho-
motoépicas. Por simplicidad, utilizaremos el término cofibracién para referir-
nos a las sucesiones fibra-cofibra. Asi, si X — Y — Z es una cofibracién,
X y Z denotaran respectivamente la fibra y la cofibra de la cofibracién.

Cada cofibracién X 1Y — Z se puede prolongar hacia la derecha y
hacia la izquierda indeﬁnidamente, originando una sucesién

ey 2wz o x Ly 2z wnx Pwy
que da lugar a dos sucesiones exactas [Ada74, 111, proposiciones 3.9 y 3.10].

Teorema 1.2.13. La cofibracién X Jy 2. Z da lugar a dos sucesiones
exactas de grupos abelianos

- [B71Z,F] «— [X, E] [Y BE] £— [Z, E] «— [BX,E] «—
— [B,2'2) — [BE, X] 15 [BE,Y] %> B, 2] — B, £X] —
para cada espectro E. L]

Cuando trabajamos con CW-complejos, la primera de estas sucesiones
es similar a la sucesién exacta asociada con una cofibracién f: X — Y
con cofibra Z, y la segunda es similar a la sucesién exacta asociada a una
fibracién f: X — Y con fibra ¥~1Z. En la categoria homotépica estable
desaparece la distincién entre fibraciones y cofibraciones.
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El producto smash de espectros

Anteriormente hemos definido el producto smash de un espectro con un
CW-complejo. Se puede construir un producto smash entre espectros que
generalice este caso. La construccién de este producto smash es bastante
técnica. La idea intuitiva es la siguiente: dados dos espectros E/ y F', definir
ENF como limy, y,— oo Bn A Fy,. Mds concretamente, si EAF = P, entonces
se define Py = Ep k) A\Ym(x) de tal manera que k = n(k)+m(k) y n(k) y m(k)
tienden a infinito cuando k tiende a infinito. Una descripcién detallada de
esta construccién se encuentra en [AdaT74, III, §4].

Lo que si vamos a describir con detalle son las propiedades fundamen-
tales de este producto smash, que son ademds las propiedades que debe
tener un producto smash en cualquier categoria estable:

= Bs un funtor covariante en cada una de sus dos componentes.
» Hay equivalencias homotdpicas naturales:

arrc): (EANF)NG — EN(FNG),
Ter: ENF — FAE,
I:.SNE — E,
ri:ENS — E,
YEr): SEANF — L(ENF).

» Sea {E,}qacr una familia de espectros y sean ¢,: By — VacrE, las
correspondientes inclusiones. Entonces la aplicacién natural

Vacr(Bq N F) — (VacrEo) N F
dada por las aplicaciones 7, V 1 es una equivalencia homotédpica.

» Los siguientes diagramas que relacionan las equivalencias homotdpicas
naturales a, 7, [, y r conmutan salvo homotopia:

1/\aT
aAl

(EANF)ANG)NH 25 (EANF)AN(GANH)—235EN(FA(GAH))
YANH 225 (EAN(FAG)ANH —23EAN((FAG)AH),

(EANF)ANG
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(EAFYANG LS (FAEYANG —25FA(EAG)

i lw

EN(FAG)—=(FAG)NE—5FAN(GA\E),

ENF=——EAF SAS——>SAS

(S L

FANE——FABE, SAS——SAS,

(SANEYANF—5SAN(EANF) (EANF)NS—EAN(FAS)

ml ll l lw

ENF———FEA\F, ENF———FEA\F,

(EANS)ANF—"3EAN(SAF) SANE—>EAS
rAll \Ll/\l IJ/ l’
ENF————EAF, E=——7FE.

Dados dos espectros Y y Z, el funtor [— AY, Z] es un funtor representa-
ble por el teorema de representabilidad de Brown. Por lo tanto, existe un
espectro que denotamos por F(Y, Z), unico salvo homotopia, que cumple

(X \Y,Z] = [X,F(Y, 2)]
y al que llamamos el espectro de funciones. El funtor F(Y, —) es un adjunto
por la derecha del funtor — A Y.
Homologia y cohomologia

Dado un espectro F y un entero k, definimos la E-homologia y la E-
cohomologia respectivamente de otro espectro X de la siguiente manera

Ey(X)=m(EAX)=[2FS,E A X],
E¥(X)=7n_4(F(X,E)) =[X,Z*E)].

El espectro de Eilenberg—Mac Lane HG da lugar a la homologia y cohomo-
logia ordinarias con coeficientes en G. El espectro S de las esferas da lugar
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también a una teoria de homologia y cohomologia, llamadas homotopia y
cohomotopia estable.

Para cada grupo abeliano G, existe un espectro MG, tinico salvo homo-
topia con las siguientes propiedades:

» m,(MG) =0 para: < 0.
» To(MG) 2 G = (HZ)y(MG).
» (HZ);(MG) = 0 para z # 0.

El espectro MG se llama espectro de Moore asociado al grupo abeliano G.
El teorema de Hurewicz [Rud98, I1.4.6] relaciona los grupos de homotopia
de un espectro conectivo con sus grupos de homologia.

Teorema 1.2.14. Sea a: S — E wuna aplicacién que induce isomorfismo
en mo y sea X un espectro. St m;(X) = 0 parat < n, entonces E;(X) =0
para 1 < n y la aplicacion

a, = (aN1).: me(X) — Ep(X)
es un 1somorfismo para k = n y un epimorfismo parak=n+1. L[]

Corolario 1.2.15. S2 f: X — Y es una aplicacién entre espectros conecti-
vos tal que (HZ)(f): (HZ)x(X) — (HZ)x(Y) es un tsomorfismo para
todo k € 7, entonces f es una equivalencia homotdpica. []

Para cada espectro X tenemos un homomorfismo
h= (A1), m(X) — (HZ)(X),

donde ¢: S — HZ corresponde a la unidad en my(HZ) = Z. El homomor-
fismo h se llama homomorfismo de Hurewicz.

En la categoria homotdpica estable también hay un teorema de coeficien-
tes universales que relaciona la homologia y cohomologia con coeficientes
con la homologia entera [Rud98, 11.4.9] y una férmula de Kinneth para la
homologia del producto smash de dos espectros [Mar83, 6.2, proposicién 7).

Teorema 1.2.16. Para cada espectro E y cada grupo abeliano G tenemos
dos sucesiones exactas cortas de grupos abelianos

0 — Bxt((HZ),_1(E), G) — (HG)"(E) — Hom((HZ).(E),G) — 0,
0 — (HZ)o(B) ® G — (HG)n(E) — Tor((HZ)n_1(E),G) — 0,

para todo n € Z. []
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En particular, mo(HB N HA) = (HB)o(HA) 2 A® By [HA/HB] =
(HB)°(HA) = Hom(A, B) para cualesquiera grupos abelianos A, B.

Teorema 1.2.17. Dados dos espectros E y F cualesquiera, tenemos una
sucesién exacta corta de grupos abelianos

0 — P (HZ):(E) ® (HZ);(F) — (HZ).(E A F)
— @ Tor((HZ)(E),(HZ);(F)) — O,

1+j=n—1
para todo n € 7. [

Este teorema es valido también si sustituimos Z por cualquier anillo R
que sea un dominio de ideales principales, cambiando ® y Tor por Qg y
Torp respectivamente.

1.3. Modelos para la categoria homotdpica estable

La categoria de espectros simétricos [HSS00] proporciona la construccién
mas simple de una categoria de espectros dotada de un producto smash
estricto, esto es, un producto smash asociativo y conmutativo antes de
pasar a la categoria homotdpica. Con este producto smash, esta categoria
es simétrica y monoidal, y esto permite una buena definicién de espectros
anillo (monoides en la categoria), espectros médulo (médulos sobre monoi-
des en la categoria) y sus respectivas categorias homotdpicas. Denotaremos
esta categoria por Sp*.

Un espectro simétrico es una sucesién de conjuntos simpliciales con
punto base {X,}»>o junto con aplicaciones de estructura

o:S'ANX, — Xni1

que preservan el punto base y una accién por la izquierda del grupo simétri-
co X, sobre X, para cada n. Ademas la composicién

cF=co(S*Ad)o---0(SF T AG): SFAX, — Xnik

dada por las aplicaciones S* A S' A X, x_it1 ST g1 A Xnik_; € 2 X Xip-

equivariante para £k > 1 y n > 0. Un morfismo de espectros stmétricos
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f: X — Y es una sucesién de aplicaciones f,: X, — Y,, que conservan
el punto base tal que cada f, es ¥,-equivariante y el diagrama

Sl /\X‘n U—>Xn+1

1/\fnl J/fn+1

Sl A Yn U—>Yn+1

es conmutativo para cada n > 0.

Es posible dotar a esta categoria de una estructura de categoria de
modelos simplicial [H3S00, §3 y §5] (véase la definicién de categoria de
modelos en la seccién 2.1). Se define el conjunto simplicial

Maps,»(X,Y) = SP(X A Aln],, Y).
Prolongando los funtores de conjuntos simpliciales (—)¥ y — A K segin
[HSS00, definicién 1.2.9], se definen los espectros simétricos XX y X @ K
para todo espectro simétrico X y todo conjunto simplicial K. Esto nos da
la estructura simplicial en Sp¥. Se definen también las siguientes clases de

morfismos en Sp*:

= Equivalencias estables: Una aplicacién f: X — Y es una equivalencia
estable si la aplicacién

E°f: B°(Y) — E%(X)

es un isomorfismo para todo Q-espectro inyectivo E (véase [HSS00,
definicién 3.1.1]).

= Cofibraciones estables: Una aplicacién f es una cofibracién estable si
tiene la propiedad de elevacién por la izquierda con respecto a todas
las aplicaciones g: X — Y tales que g,: X, — Y, es una fibracién
trivial de conjuntos simpliciales para todo n.

= Fibraciones estables: Una aplicacién f es una fibracién estable si tiene
la propiedad de elevacién por la derecha con respecto a todas las
aplicaciones g: X — Y tales que g,: X,, — Y,, es una cofibracién
trivial de conjuntos simpliciales para todo n.

La categoria de espectros simétricos con las equivalencias estables como
equivalencias débiles, las cofibraciones estables como cofibraciones y las fi-
braciones estables como fibraciones tiene estructura de categoria de modelos
[HSS00, seccién 3.4].
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Teorema 1.3.1. La categoria de espectros simétricos es una categoria de
modelos sitmplicial, monoidal y simétrica, cuya categoria homotépica
es equivalente a la de Adams—Boardman. L]

La categoria de los S-médulos de Peter May [EKMM97] fue la primera
categoria de modelos para la homotopia estable con un verdadero producto
smash estricto. Los S-médulos se definen a partir de espectros indizados
no por los enteros, sino por el conjunto de subespacios de dimensién finita
de un espacio con un producto real interno U = R*. Asi, un espectro F
asigna a cada subespacio de dimensién finita V' de U un espacio con punto
base EV, junto con aplicaciones (adjuntas) de estructura

Gyw: BV — QV\VEW

cuando V C U. El espacio W \ V es el complemento ortogonal de V en W,
y Q" X es el espacio de aplicaciones Map(S"W, X) que conservan el punto
base, donde SW es la compactificacién por un punto de W. Ademas, las
aplicaciones Gy, deben ser homeomorfismos. Un morfismo de espectros
f: E — FE' es una sucesién de aplicaciones que conservan el punto base
fv: BV — E'V tal que el siguiente diagrama conmuta

EV Tv s BV

~ ~/
‘TV,WJ/ J/UV,W

QW\VEW ————— QW\VE'W.

QWY fy,

La categoria de los S-médulos también es una categoria con una estruc-
tura de modelos, monoidal y simétrica [EKMM97, VII.4] y su categoria
homotdpica es equivalente a la de Adams—Boardman. No describiremos
aqui la estructura de categoria de modelos de los S-médulos, ya que en
el resto de la memoria utilizaremos Uinicamente la categoria de espectros
simétricos cuando necesitemos trabajar especificamente en una categoria
de modelos.

Aunque son de naturaleza bastante distinta, es posible establecer un
funtor simétrico y monoidal entre la categoria de los S-mdédulos y la cate-
goria de espectros simétricos que induce equivalencias entre las respectivas
categorias homotdpicas de espectros anillo y espectros médulo [Sch01].
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1.4. Axiomatica de la categoria homotdpica estable

Las propiedades formales de la categoria homotdpica estable de los espec-
tros de Adams y Boardman son compartidas por una clase de categorias que
se llaman categorias homotdpicas estables. Estas propiedades comunes se
describen en [Mar83] y [HPS97], donde se da un tratamiento axiomatico de
estas categorias. Esencialmente, una categoria homotdpica estable es una
categoria triangulada monoidal y cerrada, junto con un conjunto de ge-
neradores que satisfacen la dualidad de Spanier—Whitehead. La categoria
homotdpica de los espectros de Adams y Boardman es el prototipo de cate-
goria homotdpica estable, pero hay otros ejemplos tanto topolégicos como
algebraicos, como veremos al final de esta seccién.

Comenzaremos recordando las definiciones de las estructuras basicas de
una categoria homotdpica estable: es una categoria triangulada y monoidal.
Las definiciones y propiedades mas importantes sobre categorias triangu-
ladas pueden encontrarse en el libro de Neeman [Nee0Ol]. Las categorias
monoidales estdn desarrolladas por ejemplo en [Mac71].

Definicion 1.4.1. Una triangulacién en una categoria aditiva C consiste en
un funtor aditivo ¥: € — € junto con una coleccién de diagramas A, que
llamaremos tridngulos exactos o cofibraciones, de la forma

X —Y —7 —3X

y tales que

i) Cualquier diagrama isomorfo a un diagrama de A estd en A.
ii) El diagrama 0 — X . X —0estaen A para todo X de C.

iii) Si el diagrama X Ty 272 v X estaen A, también lo esta el
diagrama ¥ - Z Ponx sy

iv) Dada una aplicacién f: X — Y, existe un diagrama de la forma
x Ly 7z __nx que esta en A.

v) Si tenemos un diagrama conmutativo de la forma

» 7 —— %X

X >Y
T
U 4%

W —— YU

~
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en el cual las dos filas estdn en A, entonces existe una aplicacién (que
no es Unica) h: Z — W que hace que todo el diagrama conmute.

vi) Se cumple el axioma del octaedro de Verdier. Supongamos que tene-

mos aplicaciones X Ty Lz y tridngulos exactos

x Ly v X,
x¥ 7z v 39X,
y 472 W -—73%Y.

Entonces podemos completarlos a un diagrama conmutativo

f
X Y N N X
1 g 1
X > 7 5 s TX
gof
0 W ——— W 50

~ b3 ~N- ~- A
SX LNy — > BU — 52X,

donde la primera y la segunda fila y la segunda columna son los
tridngulos exactos dados, y cada fila y cada columna del diagrama es
un tridngulo exacto.

Una categoria triangulada C es una categoria aditiva junto con una trian-
gulacién. Esta definicién de categoria triangulada es la que aparece en
[Mar83] o [Nee0l] y es equivalente a la definicién de Verdier [Ver77].

Dado un tridngulo exacto o cofibracién de la forma
sz—xLyvy 2z

llamaremos a Z la cofibra de f y a ©7'Z la fibra de f. Si Z es la cofibra
de f, nos referiremos a menudo a la sucesién X J.Y — Z como una
cofibracién.

Un funtor L: € — € decimos que es un funtor ezacto o triangulado
cuando conmuta con el funtor ¥, es decir si hay un isomorfismo natural

LY X — XLX
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para todo X de €. Un funtor aditivo H: € — Ab donde Ab es la cate-
goria de grupos abelianos se dice ezacto si transforma triangulos exactos
en sucesiones exactas de grupos. Un funtor cohomolégico es un funtor
exacto contravariante H: C%? — Ab que envia coproductos a productos.
Por ejemplo, el funtor C(—,Y) es un funtor cohomoldgico para todo Y de
C. Un funtor cohomolégico H se dice representable si existe un objeto Y
de € y un isomorfismo natural de funtores entre H y C(—,Y).

Una subcategoria D de una categoria triangulada C se dice que es una
subcategoria localizante si esta cerrada por tridangulos exactos, coproduc-
tos y retractos, es decir:

i) Si X — Y — Z — £ X es un tridngulo exacto en el cual entre X,
Y y Z dos de ellos estdn en D, el tercero también lo esta.

ii) Cualquier coproducto de objetos de D estd en D.

iii) Si Y es un objeto de D y tenemos aplicaciones X L7 25 X con
pot =1, entonces X estd en D.

Definicion 1.4.2. Una categoria monoidal simétrica C = (€, ®, S,a,r,!,c)
es una categoria C junto con un bifuntor covariante — ® —: € — C, un
objeto S de €, al que llamaremos unidad, e isomorfismos naturales

axyvz: (X®Y)®Z — X (Y ®2Z),
rx: X®S — X, Ix: S®X — X,
CX’YIX®Y—>Y®X,

para X, Y y Z de C cualesquiera, que cumplen ciertos axiomas de coherencia
que vienen dados por la conmutatividad de los siguientes diagramas para
X, Y, ZyWdeC:

(XY)RZ2)W 25 (XQY)(ZW) —">X (Y ®(ZxW))

a®1l Tl@a

(XY 2)W s X (Y ®Z)W),

a

(X@Y)RZ—"3Xa(Y®2Z) —>Y®2)X

c@ll l

YeX)02Z——Ye(X®2) =Y (ZeX),
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(X®9)Y 2+ X2(S®Y) XY ——YeX

’% / ll /

X®Y, X®Y.

Una categoria monoidal simétrica se dice que es cerrada si, para todo
objeto Y de C, el funtor — ® Y: € — C tiene un adjunto por la derecha.
Este adjunto lo denotaremos por Hom(Y,—) o F(Y,—) y lo llamaremos
Hom interno u objeto de funciones interno. Esta adjuncién nos da una
biyeccién

C(X®Y,Z)=C(X,Hom(Y, 2)) (1.1)

para X, Y y Z de C cualesquiera.

Sea ahora C una categoria triangulada, monoidal simétrica y cerrada.
Diremos que la estructura monoidal de € y la triangulacién son compatibles
cuando:

i) El producto ® conserva suspensiones, es decir, hay una equivalencia
natural
exy: XY — E(X®Y)

para todos los X e Y de C, tal que el siguiente diagrama es conmuta-
tivo

EXRY)2Z L 8(XeY)0Z —>S(X®Y)® Z)

l lza

SX e (Y © %) »B(X @ (Y © 2)).

e

A partir de esta equivalencia podemos construir isomorfismos
Hom(ZX,Y) ~ Z 'Hom(X,Y) y Hom(X,2Y) ~ Z Hom(X,Y)
para todos los X e Y de C.

ii) El producto ® es exacto. Si X Ty 2,72 " 5X esun triangulo
exacto y W es un objeto de C, entonces

fel

Xow Byew 2 zew X (X @ W)

es un tridngulo exacto.
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iii) El funtor Hom(X,Y') es exacto en la segunda variable (en el sentido
del apartado anterior) y es exacto en la primera variable salvo el

signo. Supongamos que X Ty 2.7 M 9X es un triangulo
exacto. Entonces, para todo objeto W de C, el diagrama

%' Hom(X,W) — Hom(Z, W) — Hom(Y, W) — Hom(X, W),

donde las aplicaciones son — Hom(h, 1), Hom(g,1) y Hom(f,1) res-
pectivamente, es un tridngulo exacto.

iv) Para i,7 € Z, el siguiente diagrama conmuta

NSNS ——>nitig

[

YIS ® TS ——> 0t S,

Un objeto X de una categoria C aditiva monoidal simétrica y cerrada
se dice que es fuertemente dualizable si la aplicacién natural

Hom(X,S)®Y — Hom(X,Y)

es un isomorfismo para todo Y de C.
Ahora ya podemos presentar los axiomas de una categoria homotépica
estable en el sentido de Hovey—Palmieri-Strickland [HPS97].

Definicién 1.4.3. Una categoria homotépica estable es una categoria C con
la siguiente estructura:

i) Una triangulacién en C.

ii) Una estructura de categoria monoidal simétrica y cerrada compatible
con la triangulacién.

iii) Un conjunto G de objetos fuertemente dualizables, de tal manera que
la tnica subcategoria localizante de C que contiene a G es C.

iv) Existen coproductos arbitrarios en C.
v) Todo funtor cohomoldgico en € es representable.

Ejemplo 1.4.4. A continuacién veremos algunos ejemplos de categorias ho-
motdpicas estables [HPS97, ejemplo 1.2.3].
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i)

i)

iii)

La categoria homotdpica de los espectros es el prototipo de categoria
homotdpica estable. En esta categoria el funtor ¥ es la suspensidn,
los tridngulos exactos son las cofibraciones y el producto ® es el pro-
ducto smash de espectros A. Los objetos Hom(—, —), que en esta
categoria se denotan por F'(—, —), se obtienen como adjuntos del pro-
ducto smash por representabilidad de Brown. El conjunto G esta for-
mado por el espectro de las esferas S, que es la unidad de la categoria
monoidal.

La categoria derivada D(R) de un anillo conmutativo con unidad R.
Eista categoria se define como la categoria homotdpica de la categoria
de complejos de cadenas no acotados de R-mddulos. Tenemos un fun-
tor ¥ que viene dado por la traslacién de indices en el complejo de
cadenas. La categoria D(R) es triangulada, el producto ® cuya unidad
es R es derivado del producto tensorial de R-méddulos y los objetos
Hom(—, —) son derivados del Hom entre R-mddulos.

Otros ejemplos son la categoria de espectros con una accién de G,
donde G es un grupo de Lie compacto, la categoria de complejos de
cocadenas inyectivos sobre un algebra de Hopf conmutativa, la cate-
goria derivada de F-mdédulos, donde F es una S-algebra conmutativa
en el sentido de [EKMM97] o la categoria de espectros locales con
respecto a un funtor de localizacién homoldgico.



Capitulo 2

Localizacion en categorias de modelos
simpliciales

La nocién de localizacién con respecto a un morfismo f puede definirse
en cualquier categoria C que tenga una estructura de categoria de modelos
simplicial. Sin embargo, para asegurar la existencia de estos funtores de
f-localizacién hay que anadir algunas hipétesis adicionales a la categoria C.
En este capitulo veremos cuéles son esas condiciones y demostraremos la
existencia de un funtor de localizacién Ly en cualquier categoria de modelos
simplicial que las cumpla.

La construccién de este funtor utiliza como base el small object ar-
gument de Quillen [Hir03, 10.5], y es similar a la que se realiza para
demostrar la existencia de localizaciones en los casos de las categorias
de CW-complejos o conjuntos simpliciales [Far96|, [Hir03]. Utilizando el
small object argument podemos factorizar de manera funtorial la aplica-
cién X — * mediante una cofibracién trivial ix: X — L;X, que seré la
aplicacién de f-localizacién, seguida de una fibracién. Anadlogamente, la
aplicacién () — X puede factorizarse por una cofibracién seguida de una
fibracién trivial. Estas dos factorizaciones forman parte de una nueva es-
tructura de modelos L;C en C, que se llama estructura de modelos local-
zada, en la que las equivalencias débiles son las aplicaciones que el funtor
de f-localizacién transforma en equivalencias débiles y las cofibraciones son
las mismas que las de C.

Comenzaremos el capitulo con las definiciones y resultados basicos de
categorias de modelos simpliciales. Lia definicién de categoria de modelos
aparece por primera vez en [Qui67|. Las monografias [Hov99], [Hir03] y
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[DHKSO04] proporcionan un tratamiento més moderno y completo sobre
categorias de modelos y sus propiedades. En la segunda seccién trataremos
sobre objetos pequefios y categorias localmente presentables [AR94]. Estos
conceptos forman parte de las condiciones necesarias sobre la categoria C
para que existan las f-localizaciones, que construiremos explicitamente en
la tltima parte del capitulo.

2.1. Categorias de modelos simpliciales

Trabajaremos con la definicién de categoria de modelos que aparece en
[Hov99] o [Hir03]. Esta definicién es ligeramente mas fuerte que la defini-
cién clasica de Quillen de categoria de modelos cerrada, ya que supone que
la categoria es completa y cocompleta, es decir, contiene todos los limites
y colimites pequefios (no sélo los finitos) y ademads se exige que la factori-
zacién de los morfismos sea funtorial (véase axioma (M5)).

Definicion 2.1.1. Una categoria de modelos es una categoria € junto con
tres clases de morfismos (que llamaremos equivalencias débiles, fibraciones
y cofibraciones), que cumplen los siguientes cinco axiomas:

(M1) C esté cerrada por limites y colimites pequefios, es decir, para toda ca-
tegoria pequeia I y todo funtor F': I — C existen lim; F' y colim; F’
en C. También se dice que C es completa y cocompleta.

(M2) Si f y g son morfismos de C tales que g o f estd definido y entre f,
gy go f dos de ellos son equivalencias débiles, entonces el tercero
también lo es.

(M3) Dado un diagrama conmutativo

A—— X —

f f

—>

7 ”
! /

<

B——Y —

1 T

Syl

enelcual ot =14y r o7 = 1g (en este caso decimos que f es
un retracto de g), si g es una equivalencia débil, una fibracién o una
cofibracién, también lo es f.
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(M4) Si tenemos un diagrama conmutativo en C de la forma

A— X

B—Y

donde 2 es una cofibracién y p es una fibracién, entonces si 2 o p es
ademds una equivalencia débil, existe una elevacién (representada por
la flecha discontinua) que hace conmutativo todo el diagrama.

(M5) Cualquier morfismo f de C admite dos factorizaciones funtoriales:

s f =po1, donde 7 es una cofibracién y p es una fibracién y una
equivalencia débil,

= f =goy, donde g es una fibracién y 7 es una cofibracién y una
equivalencia débil.

Decimos que un morfismo f es una fibracion (cofibracién) trivial si
es una fibracién (cofibracién) y una equivalencia débil. Un objeto X de C
es fibrante si la aplicacién de X al objeto final X — * es una fibracién.
Dualmente, X es cofibrante cuando la aplicacién del objeto inicial a él
mismo () — X es una cofibracién.

Definicion 2.1.2. Si2: A — By p: X — Y son dos morfismos para los
cuales existe la elevacién (flecha discontinua) en todo diagrama conmutativo
de la forma

W
4
N

entonces decimos que
» ; tiene la propiedad de elevacién a izquierda respecto a p;
= p tiene la propiedad de elevacién a derecha respecto a 1.

De los axiomas de la definicién de categoria de modelos se deduce que
conociendo dos de las tres clases de morfismos equivalencias débiles, fibra-

ciones y cofibraciones, podemos determinar la tercera [Hir03, proposiciones
7.2.3y 7.2.6].
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Proposicién 2.1.3. Sea C una categoria de modelos.

i) Una aplicacién es una cofibracion (cofibracidn trivial) st y sélo st
tiene la propiedad de elevacion a izquierda con respecto a todas
las fibraciones triviales (fibraciones).

ii) Una aplicacién es una fibracién (fibracién trivial) si y sélo st
tiene la propiedad de elevacion a derecha con respecto a todas la
cofibraciones triviales (cofibraciones).

iii) Una aplicaciéon es una equivalencia débil si y sélo si se puede
factorizar como una cofibraciéon trivial sequida de una fibracion
trivial. [

Una categoria C se dice que es cofibrantemente generada si las fibra-
ciones son detectadas por un conjunto de cofibraciones triviales, es decir,
existe un conjunto J de cofibraciones triviales en C tales que una aplica-
cién es una fibracién si y sélo si tiene la propiedad de elevacién a derecha
con respecto a todos los elementos de J. Los elementos de J se llaman
cofibraciones triviales generadoras.

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de clausura de
las clases de fibraciones y cofibraciones [Hir03, proposiciones 7.2.4 y 7.2.5].

Proposicién 2.1.4. Sea C una categoria de modelos.

i) Las clases de fibraciones y cofibraciones estdn cerradas por com-
posicion.

ii) Las clases de fibractones y fibraciones triviales estdn cerradas por
productos.

iii) Las clases de cofibraciones y cofibraciones triviales estan cerradas
por coproductos. (]

Una categoria simplicial es una categoria € enriquecida en conjuntos
simpliciales, es decir, para cada par de objetos X e Y de C, tenemos un
conjunto simplicial Map(X,Y') cuyos vértices corresponden a los morfismos
en C entre X e Y. Una categoria de modelos simplicial € es una categoria
simplicial que también es categoria de modelos, junto con construcciones
naturales de objetos X ® K y X¥ en C, donde X es un objetode Cy K es
un conjunto simplicial, que cumplen unos ciertos axiomas.
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Definicién 2.1.5. Una categoria stmplicial C es una categoria tal que

i) Para cada par de objetos X e Y de C tenemos un conjunto simplicial,
que denotaremos por Map(X,Y).

ii) Para cada tres objetos X, Y y Z de C hay una aplicacién
CX\Y,Z: Map(Y7 Z) X I\/Iap(X, Y) - Map(Xa Z)

tal que el siguiente diagrama conmuta para X, Y, Z y W de C:

c 1
(Map(Y, Z) x Map(X,Y)) x Map(W, X} 23 Map(X, Z) x Map(W, X)

|

Map(Y, Z) x (Map(X,Y) x Map(W, X)) WX,z

1><Cw,x,yl

Map(Y, Z) x Map(W,Y)

> Map(W, Z).

CwW,Y,zZ

iii) Para cada objeto X de €, hay una aplicacién de conjuntos simpliciales
1x: * — Map(X, X) que hace que los siguientes diagramas conmuten
para todo X e Y de C:

* X Map(X,Y) HMapYY x Map(X,Y)

|

Map(X,Y),

Map(X,Y) x*—>MpXY x Map(X, X)

| e

Map(X,Y).
iv) Para cada par de objetos X e Y de C, hay un isomorfismo
Map(X,Y)o = C(X,Y).
Definicién 2.1.6. Una categoria de modelos simplicial es una categoria sim-

plicial que también es categoria de modelos y que satisface los dos axiomas
siguientes:
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(M6) Para cada par de objetos X e Y de C y para todo conjunto simplicial
K, existen objetos X ® K e Y¥ de C tales que tenemos las siguientes
equivalencias naturales de conjuntos simpliciales:

Map(X ® K,Y) = Map(K, Map(X,Y)) = Map(X, Y¥).

(M7) Siz: A— Byp: X — Y son una cofibracién y una fibracién en C
respectivamente, entonces la aplicacién de conjuntos simpliciales

Map(B, X) — Map(A4, X) Xumap(a,y) Map(B,Y)

es una fibracién, que es trivial si z o p es una equivalencia débil.

El isomorfismo de conjuntos simpliciales de (M6) da lugar en grado cero
a una biyeccién natural de conjuntos

C(X ® K,Y) = sSets(K,Map(X,Y)) = C(X,YH). (2.1)

Una categoria de modelos se dice que es propia si las equivalencias
débiles se preservan por pushouts y pullbacks a través de fibraciones y
cofibraciones respectivamente.

Definicién 2.1.7. Sea C una categoria de modelos.

i) Decimos que C es propia por la 1zquierda si dado cualquier diagrama
de pushout

A"
s
B——D

en el que f es una equivalencia débil y h es una cofibracién, entonces
g es una equivalencia débil.

ii) Decimos que C es propia por la derecha si dado cualquier diagrama
de pullback
A—C
AN
B T> D
en el que g es una equivalencia débil y k£ es una fibracién, entonces f
es una equivalencia débil.



2.2 Objetos pequeiios y categorias localmente presentables 27

2.2. Objetos pequenos y categorias localmente
presentables

Sea € una categoria de modelos cocompleta y A un ordinal. Una A-sucesion
en € es un funtor B: A — C, es decir, un diagrama en C

tal que para cada ordinal limite v < A la aplicacién inducida
colimg., Bg — E,

es un isomorfismo. La composicién de la A-sucesién se define como la apli-
cacién natural
EO — COlimﬁ<)\ Eﬁ.

Definicién 2.2.1. Sea k un cardinal. Un objeto X de C es xk-pequeno si para
todo cardinal regular A > k y toda A-sucesién

en C, la aplicacién natural de conjuntos
COlimﬁ<>\ G(X, Eﬁ) — G(X, CO]imﬁ<>\ E'@)

es una biyeccién. También se dice que el funtor C(X, —) conserva colimites
de longitud A > k. Un objeto es pequenio si es k-pequeio para algin
cardinal .

Esta definicién es equivalente a decir que si un objeto X es k-pequeilo,
entonces para todo cardinal regular A > k, cualquier aplicacién f: X —
colimg.y Eg factoriza a través de E, para algin o < A:

X L) COHmﬁ<>\ Eﬁ

A

E,.
Esta factorizacién es ademds tinica en el sentido de que si existen g y ¢’
tales que f = 1,09 = 14 0 ¢/, entonces existe @’ > a tal que

/

E(a—d)og=FEla—d)og.
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El concepto de objeto pequefio es un caso particular de objeto presentable.
Los objetos presentables aparecen en el estudio de las categorias localmen-
te presentables, en las que como veremos todo objeto es pequeno. Estas
categorias fueron definidas por Gabriel y Ulmer en [GU71]. La monografia
de Addmek y Rosicky [AR94| es también una referencia bésica.

Sea k un cardinal regular. Un conjunto de indices I es un conjunto
k-dirigido si todo subconjunto de I de cardinalidad menor que « tiene una
cota superior.

Definicién 2.2.2. Sea « un cardinal regular. Un objeto X de C es x-presen-
table si el funtor C(X, —) conserva colimites sobre conjuntos de indices que
sean k-dirigidos.

Observar que si X es x-dirigido, entonces también es «’-dirigido para
cualquier cardinal regular £’ > k.

Lema 2.2.3. Sea k un cardinal regular. Entonces k es un conjunto A-
dirigido para todo cardinal reqular A < k.

Demostracion. Sea A un cardinal regular que cumple que A < k, y sea
J C & tal que card(J) < A. Paracada j € J,sea k; = card{t € | 1 < 7}.
Entonces, k; < k para todo 7 € J y K # Ujecyk; ya que K es un cardinal
regular. Por lo tanto existe un ¢y € x tal que 2o > 7 para todo 5 € J. O

Este lema implica en particular que todo cardinal regular k es un con-
junto x-dirigido y por lo tanto, todo objeto x-presentable es xk-pequeno. El
reciproco no es cierto en general.

Definicién 2.2.4. Una categoria C se llama localmente k-presentable si existe
un conjunto A de objetos k-presentables de C tales que cualquier objeto
de la categoria es el colimite sobre un conjunto k-dirigido de elementos de
A. Una categoria es localmente presentable si es localmente k-presentable
para algtun cardinal regular .

Proposicién 2.2.5. St C es una categoria localmente presentable, entonces
todo objeto de C es pequeno.

Demostracién. Supongamos que C sea localmente x-presentable y sea A
el conjunto de objetos x-presentables asociado a C. En particular, los ele-
mentos de A son k-pequeilos, como consecuencia del lema 2.2.3. S1 X € A,
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entonces X = colim,c; D;, donde I es un conjunto k-dirigido y cada D; es
k-presentable, y en particular k-pequefio. Sea u = card(/). Veamos que X
es v-pequeio, donde v > max(k, ). Sea A un cardinal regular tal que A > v
y E: A — C una A-sucesién. Dada una aplicacién f: X — colimg.y Ep
cualquiera, como D; es k-pequefio ¥ A > k, la composicién d; o f factoriza
a través de algin E, :

X L) COlimﬁ<>\ Eﬁ

S

Di > Ea.; .

Sea ahora a = sup{o; | ¢ € I}. Este supremo existe y ademds F, #
colimg.» Eg, ya que card{a; | 2 € I} < p. Para todo 2 € I, la composicién
d; o f factoriza entonces a través de un tinico E,:

X # COlimﬁ<>\ Eﬁ

SN

D,L' ISR, > Ea-

Tenemos, por tanto, para cada 2 € I una aplicacién D; — E,, lo cual nos
da por la propiedad universal del colimite una aplicacién

X = colim;c; D; — E,,

y por lo tanto X es v-pequeio. O

2.3. Construcciéon de f-localizaciones

Sea C una categoria de modelos simplicial. Una localizacién homotdpica
es un funtor L: ¢ — C junto con una transformacién natural /: Id — L
que conserva equivalencias débiles, toma valores fibrantes y la aplicacién
lx: X — LX es una cofibracién tal que para cada X que sea cofibrante y
cada Y, el morfismo

Map(LX,LY) — Map(X, LY)

inducido por [ x es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales. Los fun-
tores de f-localizacién son un caso particular de localizaciones homotépicas;
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de hecho, salvo ciertas hipdtesis de teoria de conjuntos, todas las locali-
zaciones homotdpicas son f-localizaciones para alguna aplicacién f. Hste
resultado, demostrado en la categoria de grupos en [CS01] y en la categoria
de conjuntos simpliciales en [CSS04], puede generalizarse a localizaciones
homotdpicas en una categoria de modelos simplicial cualquiera [CCO04].

La existencia de f-localizaciones para toda aplicacién f y para todo
objeto de una categoria C estd garantizada cuando la categoria C es sim-
plicial y cumple ciertas hipétesis. La herramienta principal para probar la
existencia de funtores de localizacién es el small object argument (véanse
[Qui67], [Hir03, 10.5]), que nos permite construir factorizaciones funtoriales
en categorias de modelos. La siguiente construccién estd basada en ideas
de [Bou77] y [Hir03].

Sea C una categoria de modelos simplicial y sea f: A — B una co-
fibracién entre objetos cofibrantes. Supondremos las siguientes hipdtesis
adicionales sobre la categoria C para poder construir la f-localizacidén:

i) C es propia por la izquierda.

ii) C es cofibrantemente generada. Denotaremos por J el conjunto de
cofibraciones triviales generadoras.

iii) Los objetos A, A[n] ® A]gp (04 OA[n] ® B y todos los dominios de
elementos de J son pequeinos.

La hipdtesis iii) se cumple por ejemplo si la categoria C es localmente
presentable (véase proposicién 2.2.5). Comenzaremos con la definicién de
f-localizacién en una categoria de modelos simplicial.

Definiciéon 2.3.1. Sea C una categoria de modelos simplicial y sean X un
objeto de Cy f: A — B una cofibracién entre objetos cofibrantes.

i) X es f-local si es fibrante y la aplicacién inducida
Map(Ba X) - Map(Aa X)
es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

ii) Una aplicacién g: X — Y es una f-equivalencia si existe una apro-
ximacién cofibrante g: X — Y de g tal que la aplicacién inducida

Map(?7 Z) - Map(jza Z)
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es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales, para todo objeto
Z que sea f-local.

Dado un objeto X de C, una f-localizacién de X se define como un
morfismo X — L;X que es una f-equivalencia y donde el objeto L;X es
f-local.

Los siguientes resultados muestran algunas de las propiedades de clau-
sura de los objetos f-locales y las f-equivalencias con respecto a retractos
y a limites y colimites homotépicos.

Lema 2.3.2. Dado un objeto X de C, st X es f-local y Y — X es una
aplicacién con una inversa homotépica por la 1zquierda, entonces Y es

f-local.

Demostraciéon. Podemos factorizar la aplicaciéon ¥ — X como una co-
fibracién ¥ — Z seguida de una fibracién trivial Z — X, por (M5).
Asi pues, como ocurre en [Hir03, proposicién 1.2.5], la aplicacién de con-
juntos simpliciales inducida

Map(f,Y): Map(B, X) — Map(4, X)

es un retracto de Map(f, Z) y por lo tanto es una equivalencia débil de
conjuntos simpliciales. O

Lema 2.3.3. Todo limite homotdpico de objetos f-locales es f-local.

Demostracién. Sea I una categoria pequena y D: I — € un diagrama
en C tal que D; es f-local para todo 2z € I. Entonces,

Map(B, holim;c; D;) ~ holim;.; Map(B, D;)
~ holim;.; Map(A4, D;) ~ Map(B, holim,; D;)

y por tanto holim;.; D; es f-local. U

Observacién 2.3.4. De manera andloga podemos demostrar que todo co-
limite homotépico de f-equivalencias es una f-equivalencia, y que todo
retracto homotdpico de una f-equivalencia vuelve a ser una f-equivalencia.

Vamos a demostrar la existencia de f-localizaciones en cualquier cate-
goria de modelos simplicial que cumpla las hipétesis anteriores. Dado un
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objeto X de C, necesitaremos construir un objeto L;X que sea f-local jun-
to con una f-equivalencia X — L;X. La construccién serd de caracter
funtorial.

En primer lugar, el objeto L;X ha de ser f-local, por lo tanto fibrante,
es decir, la aplicacién L X — * tendrd la propiedad de elevacién a derecha
con respecto a todas las aplicaciones de J (conjunto de cofibraciones trivia-
les generadoras). El axioma (M7) implica que si L;X es fibrante, entonces
la aplicacién inducida

Map(B, L;X) -1 Map(4, L;X)

es una fibracién de conjuntos simpliciales. Por lo tanto, si L;X es fibrante,
entonces es f-local si y sélo si f* es una fibracidén trivial de conjuntos
simpliciales, es decir, tiene la propiedad de elevacién a derecha respecto a
la familia de inclusiones 0A[n] — Al[n| para todo n > 0:

OA[n] —— Map(B, LX)
R

[

A[n] —— Map(4, L X).

El isomorfismo s8ets(K,Map(Y,Z)) = C(K ® Y,Z) de (2.1), para todo
conjunto simplicial X y para Y, Z objetos de €, transforma el diagrama
anterior en el siguiente:

Aln] @ AHBA[n}@A OA[n|® B ﬁ(LfX

|

A[n]@Bv > .

De este modo podemos obtener una caracterizacién de los objetos f-locales.

Proposicién 2.3.5. Un objeto X de C es f-local si sélo st la aplicacion
X — x tiene la propiedad de elevacién a derecha con respecto a las
dos famzilias de morfismos siguientes:

i) J={cofibraciones triviales generadoras}.

i) I = {A[n] © AllsameadAln] © B — Aln]@ B, n > o}. O
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Observar que los elementos de I son cofibraciones. Dado un morfismo g
en I, la existencia de una elevacién a izquierda de g con respecto a cualquier
fibracién trivial X — Y,

Aln] © Alloamea 000 © B ﬂX

]

Aln] ® Y,

es equivalente por la biyeccién (2.1) a que exista una elevacién en el si-
guiente diagrama de conjuntos simpliciales:

dA[n] » Map(B, X)

A[n] — Map(Aa X) X Map(A4,Y) Map(B, Y)

Esta elevacién siempre existe ya que el morfismo de la derecha es una
fibracién trivial por (M7) y el morfismo 0A[n] — A[n] es una cofibracién
de conjuntos simpliciales.

Sea K = I UJ. Elegimos ahora un cardinal A tal que todos los dominios
de morfismos del conjunto K sean A-pequeiios (basta con elegir A como el
minimo cardinal que cumple que estos dominios son A-pequefios). Supon-
gamos que K = {A; — B;, t € J}. Sea Ey = X y construimos el siguiente
pushout, donde el coproducto varia sobre todos los posibles morfismos de
A; a Fy para cada 1 € J:

H A;—— Fj

| ]

HBi—>E1-

De esta manera obtenemos el objeto F;. Procedemos ahora inductivamente;
E, . se obtiene a partir de F, mediante el pushout

HA1—>En

| ]

HBi — B,

donde ahora el coproducto varia sobre todos los posibles morfismos de A;
a B, paracada: € J. Si+ es un ordinal limite, entonces E, = colimg.,, Eg.
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Tenemos asi una A-sucesién
Ey— Ey — By — - — By — -+ (B <N
y definimos la localizacién
L¢X = colimgy Ejg.

La composicién de la A-sucesién By = X — Ly X = colimg.y Eg es la
aplicacién de localizacién.

Cada una de las aplicaciones B, — E,; es una cofibracién, ya que es
el pushout de un coproducto de cofibraciones. Tenemos de este modo una
A-sucesién de cofibraciones

X=F—FE — B — - — BEg—---

cuya composicién X = Ey — colimg.» Eg = L;X es una cofibracién.

En la construccién de L;X hemos utilizado el small object argument
de Quillen, en el cual se realizan sucesivos pushouts y colimites. Hs, por
tanto, una construccién funtorial. De este modo podemos definir el funtor
de f-localizacién

Li: C—C

que asigna a cada X el objeto L;X construido anteriormente.

Para completar la construccién de la f-localizacién nos falta comprobar
que el objeto L;X es, en efecto, f-local para todo X y que la aplicacién
X — Ly X = colimg., Eg es una f-equivalencia.

Lema 2.3.6. El objeto L;X definido anteriormente es f-local.

Demostraciéon. Por la proposicién 2.3.5 basta con comprobar que la apli-
cacién L;X — x tiene la propiedad de elevacién a derecha con respecto
a todos los elementos de la clase de aplicaciones K. Dada una aplicacién
A; — B; de K, debemos ver que existe la elevacién

Ai— L X (2.2)

B; —> *.
Como LyX = colimg.y Eg y cada A; es A-pequeiio, la aplicacién natural

COliIIl’@<>\ G(Ai, Eﬁ) — G(Ai, COHIIIIB<>\ Eﬁ)
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es una biyeccién. Por lo tanto, la aplicacién A; — L;X factoriza a través
de Eg — L;X para algin § < A y tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo
Az—>LfX
B; >Eﬁ

La aplicacién B; — Ejg existe por construccién de los Eg, y por compo-
sicién con la aplicacién Ez — L;X, define la elevacién en el diagrama
(2.2). O

Todas las aplicaciones de K son f-equivalencias. Sea g una aplicacién de
K. Si g pertenece al conjunto J, entonces g: A, — B; es una cofibracién
trivial. Denotemos por g: Avi — Ei una aproximacién cofibrante de g.
Podemos elegir g de manera que sea también una cofibracién trivial [Hir03,
proposicién 8.1.23]. Utilizando ahora el axioma (M7), obtenemos que la
aplicacién natural
Map(B;, X) — Map(4;, X)

es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales para todo objeto X que
sea fibrante, en particular para todo X que sea f-local, y asi g es una
f-equivalencia. Si g pertenece a la clase I, entonces es de la forma

g:A®A[n]H B ® 8A[n] — B ® Aln].

A®OA[n]
Las aplicaciones A ® 0A[n] — B ® 0A[n] y A® A[n] — B ® A[n] son
ambas f-equivalencias ya que f es una cofibracién entre objetos cofibrantes
y tanto dA[n] como A[n] son conjuntos simpliciales cofibrantes. El pushout
de una f-equivalencia que es una cofibracién entre objetos cofibrantes vuel-
ve a ser una f-equivalencia ya que, por hipdtesis, la categoria € es propia
por la izquierda (véase [Hir03, lema 3.2.10]). El siguiente diagrama de pus-
hout
A® 0A[n] > A® Aln]

- l

B 0An] — A® Aln] [Lsonp B © OA[N]




36 Localizacion en categorias de modelos simpliciales

implica que la aplicacién g es también una f-equivalencia, ya que es com-
posién de f-equivalencias.

Lema 2.3.7. La aplicacién X — L;X es una f-equivalencia.

Demostracién. Cada aplicacién Eg — FEgy es una f-equivalencia, ya que
es el pushout de una aplicacién que es una cofibracién y una f-equivalencia
y la categoria C es propia por la izquierda (véase [Hir03, lema 3.2.10]). Con-
sideremos ahora la siguiente A-sucesién de cofibraciones y f-equivalencias:

X:EO—>E1—>E2_>“‘—>E5—>"'

Por la proposicién 17.9.4 de [Hir03], podemos encontrar otra A-sucesién de
cofibraciones junto con una aplicacién de A-sucesiones

>Eﬁ
>Eﬁ

~

N e
7

BE,—— B, ——

L 1]

Ey > >

v
v

tal que:
i) Cada aplicacién vertical Eﬁ — FEj3 es una aproximacién cofibrante
de Ejg.
ii) Cada aplicacién Eﬁ — Eﬁ+1 es una cofibracién.
iii) La aplicacién colimg. Eﬁ — colimg. ) Ejg es una aproximacién cofi-
brante de colimg. Fg.

Sea Z un objeto f-local. Como cada aplicacién Eg — Ejg,; es una f-equi-
valencia y cada Eg — Eg.; es una cofibracién, la aplicacién

Map(Ep.1, %) — Map(Hg, Z)
es una fibracién trivial. De este modo,
Map(EO,Z) — Map(El,Z) — e e— Map(Eﬁ,Z) —
es una torre de fibraciones triviales de conjuntos simpliciales. Por lo tanto
la composicién

Map(colimg. » E'ﬁ, Z) — }im} Map(Eﬁ, Z) — Map(Fy, 2)
<

es una equivalencia débil y la aplicacién X — L;X = colimg. Eg es una
f-equivalencia. O
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Partiendo de una categoria de modelos simplicial, hemos construido a
partir de una cofibracién f: A — B entre objetos cofibrantes un funtor
L que asigna a cada objeto X de C una f-localizacién Ix: X — L;X.

El siguiente teorema recoge las hipdtesis sobre la categoria € para la
existencia de funtores de f-localizacién para cualquier aplicacién f.

Teorema 2.3.8. Sea C una categoria de modelos simplicial, cofibrante-
mente generada y localmente presentable, y sea f: A — B una cofi-
bracion entre objetos cofibrantes. Entonces existe un funtor de f-loca-
lizacion en C. [

La hipétesis de que f sea una cofibracién puede debilitarse partiendo del
hecho de que si f no es cofibracién, se empieza aproximandola por una co-
fibracién. Las condiciones del teorema anterior las satisfacen las categorias
de conjuntos simpliciales o espectros simétricos, entre otras.

La existencia del funtor de f-localizacién permite definir nuevas estruc-
turas de modelos en la categoria C. Si definimos ahora las equivalencias
débiles como las aplicaciones g tales que L;g es una equivalencia débil y
mantenemos las cofibraciones, tenemos una nueva estructura de modelos
en C, que se denota por L;C y se llama estructura de modelos localizada.
Utilizando la aplicacién de f-localizacién podemos obtener una factoriza-
cién funtorial de la aplicacién X — * como una fibracién trivial seguida
de una cofibracién:

LiX.

Recordar que L;X es fibrante y la aplicacién Ix es una cofibracién. Utili-
zando el small object argument de manera analoga a la construccién de
L;X, podemos construir un funtor CW; junto con una transformacién na-
tural c: CW; — Id que toma valores cofibrantes y tal que, para todo X, la
aplicacién cx: CWyX — X es una fibracién. Esto nos permite conseguir
una factorizacién funtorial de la aplicacién ) — X como una fibracién
seguida de una cofibracién trivial:
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Estas factorizaciones corresponden a las factorizaciones funtoriales de las
aplicaciones X — *x y ) — X en L;C. Cada aplicacién f proporciona
una nueva estructura de modelos en €. Dado un objeto X, las aplicaciones
lx y cx corresponden respectivamente a una aproximacién fibrante y a una
aproximacién cofibrante de X en la categoria de modelos localizada.

Este resultado se cumple también en categorias de modelos celulares en
el sentido de [Hir03, definicién 12.1.1]. El teorema 4.1.1 de [Hir03] demues-
tra la existencia de f-localizaciones en este tipo de categorias.



Capitulo 3

Funtores de localizacion en homotopia
estable

En este capitulo vamos a describir cudles son las principales propiedades de
los funtores de localizacién en la categoria homotdpica de los espectros. En
el capitulo 2 se muestra cémo construir la f-localizacién en una categoria
C para cualquier aplicacién f y cualquier objeto X, siempre que C sea una
categoria de modelos simplicial que verifique ciertas hipdtesis adicionales,
que aparecen en el teorema 2.3.8. Estas hipdtesis incluyen que la categoria
sea propia por la izquierda, cofibrantemente generada y localmente presen-
table.

Para construir funtores de localizacién en la categoria homotdpica esta-
ble, tomamos como base la categoria de espectros simétricos sobre conjuntos
simpliciales [HSS00] o la categoria de Bousfield—Friedlander [BF78|. Ambas
categorias satisfacen las condiciones del teorema 2.3.8 arriba mencionadas.
Las categorias homotdpicas asociadas a estas categorias de modelos son
equivalentes a la categoria homotépica estable de Adams—Boardman.

3.1. Espectros de funciones

En la categoria de espectros simétricos, dados dos espectros X e Y tales
que X es cofibrante e Y es fibrante, el conjunto simplicial Map(X,Y) es
un espacio de lazos infinito, y para cualquier eleccién de punto base, sus
grupos de homotopia verifican que

me(Map(X,Y),*) & [ZFX, Y] = m(F(X,Y)) parak >0,
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donde F(X,Y) es el espectro de funciones de X a Y, obtenido por repre-
sentabilidad de Brown a partir del funtor [— A X,Y]. El funtor F(X, —) es
un adjunto por la derecha del funtor X A —, por tanto para todo X, Y,
Z se cumple que [X ANY, Z] =2 [X, F(Y, Z)]. Los grupos de homotopia del
conjunto simplicial Map(X,Y) son isomorfos a los del recubridor conectivo
F¢(X,Y) del espectro de funciones de X a Y, que utilizaremos para de-
finir la localizacién. El recubridor conectivo X°¢ de un espectro X es un
espectro (—1)-conexo que tiene los mismos grupos de homotopia que X en
dimensién mayor o igual que cero, es decir,

' s
mi(X¢) = mi(X) S.l Z =0
0 s11 < 0.

A partir de ahora trabajaremos con espectros de funciones (derivados) en
la categoria homotdpica estable, que denotaremos por Ho®, sin hacer refe-
rencia a la categoria de modelos elegida.

Definicién 3.1.1. Sea f: A — B una aplicacién de espectros.

» Un espectro X se dice f-local si la aplicacién f induce una equiva-
lencia homotépica F¢(B,X) ~ F°(A, X), donde F¢(—,—) es el recu-
bridor conectivo del espectro de funciones.

» Una aplicacidén g: X — Y es una f-equivalencia si g induce una
equivalencia homotépica F¢(Y, Z) ~ F°(X, Z) para todo espectro Z
que sea f-local.

» Una f-localizacién de un espectro X es una aplicacién Ix: X —
L¢X tal que Ix es una f-equivalencia y L;X es un espectro f-local.

Para cada aplicacién f, cada espectro X tiene asociada una f-locali-
zacién L;X, y esta asociacién que a cada X le hace corresponder L;X se
construye como un funtor homotépico en la categoria de los espectros, como
se explica en seccién 2.3 del capitulo 2.

La aplicacién de localizacién Ix: X — L;X tiene dos propiedades
universales en Ho® que la caracterizan:

i) La aplicacién Ix: X — L;X es wnicial entre todas las aplicaciones
de X a espectros f-locales, es decir, si g: X — Y es una aplicacién
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de espectros donde Y es f-local, entonces existe una tnica aplicacién
h: L;X — Y tal que g ~ holy,

X X5 LiX
T h
.
Y

ii) La aplicacién Ix: X — L;X es final entre todas las f-equivalencias
cuyo dominio es X, es decir, si g: X — Y es una f-equivalencia,
entonces existe una tnica aplicacién h: ¥ — L;X talquelx ~ hog,

X 250X
=
gi L
h
Y

Para demostrar la primera de las propiedades, sea Y un espectro f-local.
Entonces, utilizando que lx es una f-equivalencia, tenemos

(X, Y] 2 mo(F(X,Y)) & mo(F(X,Y)) 2 mo(F(L; X,Y))
~ mo(F(L;X,Y)) & [Ls X, Y.

La segunda se demuestra anadlogamente. Si g: X — Y es una f-equivalen-
cia, entonces

(X, L X] = mo(F(X, L X)) = mo(F(X, L X)) = mo(F(Y, L X))
=m(F(Y,Lf X)) 2[Y, L X].

Cualquiera de estas dos propiedades universales nos garantiza que si tene-

mos un espectro Y que es f-local y una aplicacién X — Y que es una
f-equivalencia, entonces ¥ ~ L;X.

Corolario 3.1.2. Para una aplicacién f dada, el funtor de localizacion Ly
es unico salvo homotopia. []

Los espectros X que son f-locales son precisamente aquellos que cum-
plen que X ~ L;X. En efecto, si X es f-local, aplicando la primera de
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las propiedades universales a la aplicacién identidad en X, obtenemos que
existe una tnica aplicacién h: Ly X — X tal que holx ~ 1y,

X % LiX

Lo

X.
Utilizando un razonamiento analogo se prueba que las aplicaciones X — Y
tales que L; X — L;Y es una equivalencia homotdpica son exactamente
las f-equivalencias. Si g: X — Y es una f-equivalencia, la composicién
ly og es una f-equivalencia. Utilizando ahora la segunda de las propiedades
universales de la localizacién, existe una tnica aplicacién h: LY — L X
tal que holy o g ~ Iy,

X 50X

g B
Y —>LfY
ly

Los espectros f-locales o las aplicaciones que son f-equivalencias carac-
terizan los funtores de localizacién en el sentido de que dados dos funtores
Ly y Ly, ambos coinciden si y sélo si la clase de espectros f-locales coin-
cide con la clase de espectros g-locales, o bien, la clase de f-equivalencias
coincide con la de g-equivalencias. Cuando decimos que L; y L, coinciden
significa que Ly X ~ L,X para todo espectro X.

Un funtor :dempotente en una categoria C es un endofuntor I junto
con una transformacién natural I: Id — L tal que Ll =Ly Ll: L — L?
es un isomorfismo.

Proposicién 3.1.3. El funtor de localizacion Ly es idempotente en la ca-
tegoria homotdépica estable.

Demostracion. La aplicacién de localizacién Ix: X — L;X define una
transformacién natural I: Id — Ly. Por tanto, el siguiente diagrama con-
muta salvo homotopia por naturalidad

X#fo

LfX HLfoX,
lLfX
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es decir, lfo olx >~ L¢lx olx para cada espectro X. Utilizando la propie-
dad universal de la localizacién esto implica que l;x ~ Lflx. Para cada
espectro X, tomamos ahora la aplicacién identidad en L;X y sea ux la
Unica aplicacién que cierra el diagrama

lrex
LfX LfoX

1l i
K

L;X.

Tenemos que pxoly, x eslaidentidad en Ly X . De la propiedad universal de
la localizacién también se deduce que lp,x opx esla identidad en L;L;X.
Asipues, I, x es un isomorfismo en la categoria homotépica de los espectros
y por tanto el funtor L; es idempotente. Il

3.2. Propiedades de los funtores de localizacion

El funtor suspensién juega un papel fundamental en la teoria de homotopia
estable. También es un funtor importante en la teoria de f-localizaciones
de espectros. En esta seccidn estudiaremos de qué manera y en qué casos la
localizacién L¢X de un espectro determina o puede ser determinada por la
de sus suspensiones L;3*X con k € Z. En general no tiene porque haber
ninguna relacién entre estas localizaciones; de hecho, los espectros f-locales
y las f-equivalencias no son cerrados por suspensiones y desuspensiones
arbitrarias en general.

Proposicion 3.2.1. Sea f: A — B una aplicacién de espectros. Sean X —
Y - Z yE — F — G dos cofibraciones de espectros y sean g, h e 1
aplicaciones tales que el siguiente diagrama conmuta:

X—>Y —Z7

o

E— F——QG.
Entonces:
i) StY y Z son f-locales, también lo es X.

ii) St g y h son f-equivalencias, también lo es 1.
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Demostracién. Basta con aplicar las definiciones y utilizar la sucesién
exacta larga asociada a cada cofibracién de espectros. En el caso del primer
apartado, la sucesién X — Y — Z dalugar al siguiente diagrama de grupos
abelianos

-+ ——>[2B,Y]—[%B,Z] —[B,X] —[B,Y] —[B, Z]

e N N

3 [BAY]—— B4, 2] — [A, X — [A, Y] — (A, Z].

Como Y y Z son f-locales por hipdtesis, el lema de los cinco implica que
hay un isomorfismo [%*B, X] = [ZFA, X] para todo £ > 0. Por lo tanto
F¢(B,X)~ F°(A,X) y asi X es f-local. Para demostrar la segunda parte,
sea ahora C un espectro f-local. Las sucesiones exactas asociadas a las
sucesiones X — Y — Z y E — F — G dan lugar al siguiente diagrama

[X,Cl<—Y,C]+—[Z,C]+— [£X,C]+— [TY,C] +— - --

N S

[E,C]+— [F,C]+—[G,C]+—[ZE,C]|+— [ZF,C]<+— -

Como g y h son f-equivalencias, aplicando de nuevo el lema de los cinco,
tenemos un isomorfismo [Z*Z, C] = [Z*G, C] para todo k > 0. Esto nos da
una equivalencia F¢(Z,C) ~ F¢(G,C) para todo C que sea f-local, y por
lo tanto 2 es una f-equivalencia. O

Observacion 3.2.2. Esta proposicién puede verse como un caso particular
del lema 2.3.3. La fibra homotdpica de una aplicacién es un caso particular
de limite homotépico, y la aplicacién del segundo apartado es un colimite
homotépico de f-equivalencias.

Corolario 3.2.3. Sea f una aplicacion de espectros.

i) St E es un espectro f-local, entonces también lo es el espectro
Y *E para k > 0.

ii) S g: X — Y es una f-equivalencia, también lo es ©*g para
k> 0.
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Demostracion. Si E es f-local, podemos aplicar el primer apartado de la
proposicién 3.2.1 a la sucesién

Y !B —x—E

De esta manera obtenemos que X' F es f-local. Podemos reiterar ahora el
proceso y de este modo vemos que ¥ *E es f-local para todo & > 0. En el
caso de que g sea una f-equivalencia, basta aplicar el segundo apartado de
la proposicién 3.2.1 al diagrama de sucesiones

X —x—2X

o

Y —x—3Y

para obtener que ¥ g es una f-equivalencia. Reiterando el proceso tenemos
que Z*g es una f-equivalencia para todo k > 0. Il

Debido a que F¢(B,E) ~ F°(3*B,%*E) para todo B, E y k € Z,
podemos concluir que si E es un espectro f-local, entonces L*EF es X* f-
local para todo k € Z y lo mismo para f-equivalencias, es decir, si g es una
f-equivalencia, entonces ¥*g es una ¥* f-equivalencia para todo k € Z. A
partir de este hecho podemos deducir el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.4. Para cualguier aplicacion de espectros f y cualquier
espectro X tenemos una equivalencia homotépica

LiS %X ~ 5% Lo X,
para todo k € 7

Demostracidn. La aplicacién de localizacién [: X — Ly« ;X es una ok f-
equivalencia, por tanto %I es una f-equivalencia. Ademas, Z_kLEkfX
es f-local ya que Lg:i;X es ¥ f-local. El resultado es consecuencia del
corolario 3.1.2. O

Proposicién 3.2.5. Sea X — Y — Z una cofibracién de espectros, y sea
L un funtor de localizacién cualquiera. St L X es contrdctil, entonces
la aplicacion Y — Z es una f-equivalencia.
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Demostracion. Consideremos la sucesidn exacta larga de grupos abelianos
- — [BX,BE] — [Z,BE] — [Y,E] — [X,E] — - -

asociada a la sucesiéon X — Y — Z para cualquier espectro F. Si F es
f-local, entonces [£*X,E] = 0 para todo k& > 0, por la segunda parte
del corolario 3.2.3, ya que como L;X es contractil, la aplicacién X — *
es una f-equivalencia. Asi pues, [2*Z, E] = [©*Y, E] para todo k > 0 y
para todo espectro E que sea f-local, y esto implica que Y — Z es una
f-equivalencia. O

El funtor de localizacién es un funtor aditivo en Ho®. Dados dos espec-
tros cualesquiera X e Y, tenemos una equivalencia natural

LfX V LfY ~ Lf(X \/Y),

ya que el coproducto Ix Viy: X VY — L;X V L;Y es una f-equivalencia
y Ly X V L{Y es un producto de espectros f-locales y, por tanto, f-local.

Como consecuencia del corolario 3.2.3, para cualquier aplicacién f y
cualquier espectro X tenemos una aplicacién natural

SL;X — L;BX. (3.1)

Cuando esta aplicacién natural es una equivalencia homotdpica decimos que
el funtor Ly conmuta con la suspension. Asi pues, el funtor L; conmuta
con la suspensién si y sélo si XL; X ~ L% X, ya que en este caso LLsX es
f-local, y entonces la aplicacién (3.1) es una f-equivalencia entre espectros
f-locales.

Trabajar con funtores de localizacién que conmutan con la suspensién
tiene sus ventajas con respecto a los que no tienen esta propiedad. Para esta
clase de funtores los espectros f-locales y las f-equivalencias si que estan
cerradas por suspensiones y desuspensiones arbitrarias, y ademas preservan
cofibraciones de espectros.

Teorema 3.2.6. Sea f: A — B una aplicacién de espectros. Son equiva-
lentes:

i) XL X ~ L{¥X para todo espectro X.

i) B*L;X ~ L;Z*X para todo espectro X y todo k € 7Z.
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iii) S1 E es un espectro f-local, entonces T*E también es f-local para
todo k € 7.

iv) Si g es una f-equivalencia, entonces LFg es también una f-equi-
valencia para todo k € 7.

v) Ly X ~ Ly« X para todo espectro X y todo k € Z.

vi) La aplicacién F(B,E) — F(A, E) inducida por f es una equiva-
lencia homotdpica para todo espectro f-local E.

vii) St E es f-local y X es cualquier espectro, entonces F(X,E) es

f-local.

viii) S2 g: X — Y y h: M — N son f-equivalencias arbitrarias,
entonces la aplicaciéon gANh: X NAM — Y NN también es una
f-equivalencia.

ix) St X - Y — Z es una cofibracion de espectros, entonces L X —
LY — L;Z también es una cofibracién de espectros.

Demostracién. Los enunciados i) y ii) son equivalentes y ii) implica iii).
Observar que iii) implica que Ly X es f-local para todo X y por tanto se
cumple 1) ya que (3.1) es una f-equivalencia. Utilizando las definiciones se
puede ver directamente que iii) y iv) son equivalentes. A partir de iv) se
deduce que para cualquier k € Z, la aplicacién ©* f es una f-equivalencia y
f es una %* f-equivalencia. Esto nos dice que la clase de espectros f-locales
y la clase de espectros %* f-locales coinciden, lo cual implica v). Ahora v)
junto con la proposicién 3.2.4 implica ii).

El enunciado vi) es equivalente a afirmar que f induce una equivalencia

F°(B,2*E) ~ F°(A,T*E)

para todo k € Z, y por tanto se deduce a partir de iii). Para demostrar vii),
hemos de comprobar que

F¢B,F(X,E)) ~ F(A F(X,E)),

lo cual es equivalente a que F°(X, F(B,E)) ~ F¢(X, F(A, E)), y esto se
deduce de vi). El apartado viii) se demuestra a partir de vii) tomando un



48 Funtores de localizaciéon en homotopia estable

espectro f-local E cualquiera y observando que

F(Y AN,E) ~ F°(Y, F(N, E)) ~ F*(X, F(N, E))
~ F¢(N,F(X,E)) ~ F*(M,F(X,E)) ~ F*(X A M, E).

Ahora iv) se deduce a partir de viii) haciendo el producto smash de g con
la identidad en ©*S, para k € Z. Tenemos por tanto que los apartados i) a
viii) son todos equivalentes entre si.

Para obtener ix) a partir de i), dada una cofibracién X — Y — Z,
consideramos el diagrama

»t > X > 7 >N X

R

szilz /LfX >2Lf271Z%ZLfX,

donde C es la cofibra de la aplicacién L;3"'Z — L;X. Aplicando i)
tenemos que TL;X7'Z ~ L;Z y TL;X ~ L;TX. Asi pues, todas las
aplicaciones verticales excepto quizds Y — C son f-equivalencias. El lema
de los cinco implica que ¥ — C es también una f-equivalencia y C es
f-local. Por lo tanto C ~ L;Y. Finalmente, para ver que ix) implica i)
utilizamos la cofibracién X — x — XX, para cada X. O

Observacion 3.2.7. Aunque nosotros nos centramos en el estudio de funto-
res de f-localizacién en la categoria homotdpica estable, el teorema anterior
tiene una aplicacién mas general. La equivalencia entre los apartados i) a
vi) es valida para cualquier funtor exacto en una categoria triangulada C,
sustituyendo F(X,Y) por el conjunto de morfismos C(X,Y) entre X e ¥V
en C. El resto de los apartados utilizan para su demostracién propiedades
del producto smash de espectros, propias de la categoria estable.

Hemos vistos que sélo los funtores que conmutan con la suspensién
preservan cualquier cofibracién de espectros. Dado un funtor de localizacién
cualquiera y una cofibracién, podemos obtener otra cofibracién localizando
tUnicamente la fibra. Esta construccién que describiremos a continuacién
recibe el nombre de localizacién fibra a fibra.

Proposicion 3.2.8. St X — Y — Z es una cofibracién de espectros,
entonces existe otra cofibracién de espectros L; X — Y — Z y una
aplicacion Y — Y que es una f-equivalencia.



3.2 Propiedades de los funtores de localizacién 49

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama

-1z > X >Y > 7

| \

PH
nlg —— Ly X VA

Sea Y la cofibra de la composicién 2717 — X x, L;X. La aplicacién
inducida ¥ — Y es una f-equivalencia, por el segundo apartado de la
proposicién 3.2.1. O

También es posible mezclar la localizacién fibra a fibra con la localiza-
cién con respecto a la suspensién de una aplicacién.

Proposicion 3.29. St X — Y — Z es una cofibracién de espectros,
entonces existe otra cofibracion de espectros Ly X — Y — LsZ y
una aplicacién Y — Y que es una f-equivalencia.

Demostracién. Tenemos ahora el siguiente diagrama

n1lz > X >Y > 7
e
sz_lz—>LfX Lng,

y definimos Y como la cofibra de L;%7'Z — L;X. Tenemos asi definida
una aplicacién Y — Y que es una f-equivalencia por el segundo apartado
de la proposicién 3.2.1. O

Diremos que un funtor de f-localizacién es cuasi-exacto si dada una
cofibracién de espectros X — Y — Z en la cual X y Z son f-locales,
entonces Y también lo es. Esta clase de funtores tiene mejores propiedades
de conservacién de cofibraciones.

Proposicion 3.2.10. Sea X — Y — Z una cofibracién de espectros donde
Z es f-local. S1 el funtor Ly es cuasi-eracto, entonces Ly preserva la
cofibracion.

Demostracién. Aplicando localizacién fibra a fibra (proposicién 3.2.8) a
la sucesién X — Y — Z y utilizando que L; es cuasi-exacto, tenemos
que Y es f-local, ya que Z lo es por hipétesis. Por lo tanto L;Y ~ Y,yel
funtor L; conserva la cofibracién. 0
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3.3. Nulificaciones

Un caso particular importante de f-localizaciones es aquel en que la aplica-
cién f es de laforma f: A — *. A estas f-localizaciones se les llama nuli-
ficactones. En estos casos el funtor L se denota como Py y se le denomina
funtor de A-nulificacién. Los espectros locales correspondientes se llaman
A-nulos y las f-equivalencias reciben el nombre de P,-equivalencias.

Definicién 3.3.1. Sea A un espectro cualquiera.
i) Un espectro X se llama A-nulo si F¢(A, X) ~ *.

ii) Una aplicacién g: X — Y es una P,-equivalencia si g induce una
equivalencia homotépica F¢(Y, Z) ~ F°(X, Z) para todo espectro Z
que sea A-nulo.

Un caso especial de nulificaciones se da cuando localizamos con respecto
a la aplicacién f: £*¥S — x, donde S es el espectro de las esferas y k € Z.
En este caso Pgrr15F ~ Ey), donde Ey) es la k-ésima seccién de Postnikov
de E, es decir, m;(Ex)) = 0 para ¢+ > k y hay una aplicacién B — Ey,
que induce isomorfismos en los grupos de homotopia de dimensién menor o
igual que k (véase definicién 1.2.11). Los espectros conectivos pueden verse
entonces como aquellos espectros E tales que PsE = 0. Esta caracterizacién
nos permite demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 3.3.2. S1 f: A — B es una aplicacién de espectros con A y B
conectivos, entonces el funtor de localizacién no cambia los grupos de
homotopia en dimensiones negativas. En particular, st E es conectivo,
entonces Ly FE también lo es.

Demostraciéon. Si A 'y B son conectivos, entonces f: A — B es una Pg-
equivalencia, ya que Psf = 0. Por lo tanto, F¢(B, Z) ~ F°(A, Z) para todo
espectro Z que sea S-nulo. Esto implica que todo espectro S-nulo es f-local
y asi toda f-equivalencia es también una Ps-equivalencia. En particular, la
aplicacién de localizacién es una Ps-equivalencia. O

Para cualquier funtor de f-localizacién, dada una aplicacién entre es-
pectros f-locales, hemos visto en la proposicidén 3.2.1 que la fibra de esta
aplicacién también es f-local. En el caso de los funtores de nulificacién se
cumple ademads que son cuasi-exactos.
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Lema 3.3.3. Sea P, el funtor de A-nulificacion y sea X — Y — Z una
cofibracion de espectros. St X y Z son A-nulos, entonces Y también
es A-nulo.

Demostracién. Tenemos asociada a la cofibracién una sucesién exacta
o — [BA)Y] — [BAZ] — [AX] — [A Y] — [A 2] — -

Como X y Z son A-nulos, [2FA, X] = [B*A, Z] = 0 para todo k > 0, por
lo que [Z*A,Y] = 0 para todo k > 0. O

Existe una estrecha relacién entre un funtor de f-localizacién y la nuli-
ficacién con respecto a la cofibra de f. Si f: A — B es una aplicacién de
espectros y C es la cofibra de f, siempre hay una transformacién natural
de funtores

Pc — Ly

ya que todo espectro que es f-local es C-nulo. Del mismo modo, hay trans-
formaciones naturales de funtores

Lyt — Pc y Lf— Pyac

ya que todo espectro C-nulo es X f-local y todo espectro ¥~ 'C-nulo es
f-local respectivamente. De esta manera tenemos asociada una torre de
funtores de localizacién

-—)PECHLEfHPCHLf—)P)]—lCHLE—lf—)Pz—lC—)"‘ (32)

que converge por la izquierda al funtor identidad. Esta torre de localizacio-
nes es similar a la que aparece en [CR97| en el caso de espacios topoldgicos.

Esta pequena diferencia entre f-localizacién y nulificacién desaparece
cuando el funtor Ly conmuta con la suspensién. De hecho, un funtor de
f-localizacién que conmuta con la suspensién es un funtor de nulificacién.

Proposicion 3.3.4. St el funtor de localizacion L; conmuta con la sus-
pension, entonces la aplicacion natural PcX — Ly X, donde C es la
cofibra de f, es una equivalencia homotdpica para todo espectro X.

Demostracion. Tenemos transformaciones naturales Ly; — Po — Ly
que corresponden a las respectivas inclusiones de clases de espectros locales.
Como la composicién Lys — Ly es una equivalencia por el apartado v)
del teorema 3.2.6, también lo es la aplicacién PoX — L;X, para todo
espectro X. ]
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Proposicion 3.3.5. El funtor de localizacién Ly conmuta con la suspension
st y solo si el funtor de nulificacién Pz, donde C es la cofibra de f,
conmuta con la suspension.

Demostracién. Si X 5 Y — C es una cofibracién de espectros, enton-
ces F(X,E) «—— F(Y,E) «— F(C, E) es otra cofibracién de espectros para
todo espectro E. Esta nueva cofibracién da lugar a una sucesién exacta
larga de grupos de homotopia

T (F(Y, B) — mua(F(X, B) — ma(F(C, B))
- WH(F(Ya E)) - 7rn(l"'_'()(,E)) — Wn_l(F(C, E)) _ ...

Por el apartado vi) del teorema 3.2.6, el funtor L conmuta con la suspen-
sién si y sélo si F(Y, E) ~ F(X, E) para todo espectro E que sea f-local.
Usando la sucesién exacta de homotopia, obtenemos que 7,(F(C, E)) =0
para todo n € Z. Esto es equivalente a que F(C, E) ~ % y esto ocurre si
y solo si el funtor Po conmuta con la suspensién, utilizando de nuevo el
apartado vi) del teorema 3.2.6. 0]

Como ya hemos visto, todo funtor L; que conmuta con la suspensién
es un funtor de nulificacién con respecto a la cofibra de f, pero no todos
los funtores de nulificacién conmutan con la suspensién. Las secciones de
Postnikov, es decir, los funtores de nulificacién Psrg, son un ejemplo de
funtores de localizacién que no conmutan con la suspensién; de hecho, dado
k€ Z,sim,(E)#0, entonces Psri1gEE % Y PsegH.

Sin embargo, los funtores de nulificacién tienen mejores propiedades de
conservacion cofibraciones que un funtor de f-localizacién cualquiera.

Corolario 3.3.6. Sea X — Y — Z wuna cofibracién de espectros y sea
P, el funtor de A-nulificacién. S1 Z es A-nulo, entonces el funtor P,
preserva la cofibracion.

Demostracion. Los funtores de nulificacidn son cuasi-exactos, por el lema
3.3.3. Basta con aplicar ahora la proposicién 3.2.10. |

3.4. Localizaciones en conjuntos de primos

La teoria de localizacién en conjuntos de primos en las categorias de espa-
cios topoldgicos y grupos ha sido ampliamente estudiada durante la década
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de los afios 70 [BK72a], [HMR75]. Dado un conjunto de nimeros primos
P (que puede ser vacio), un espacio simplemente conexo se dice que es P-
local si todos sus grupos de homotopia son Zp-méddulos, donde Zp denota
el anillo de los enteros localizados en P, esto es, Zp es el subanillo de Q que
contiene a Z y en el que son invertibles todos los primos que no pertenecen
a P. Para cada espacio simplemente conexo X, existe una aplicacién dnica
salvo homotopia X — Xp que induce un isomorfismo natural

Wk(X) — Wk(X) ®Zp

para todo k > 2. El espacio Xp es la localizacién de X en el conjunto de
primos P, también llamado P-localizacién de X.

En la categoria de grupos abelianos, la P-localizacién de un grupo abe-
liano G viene definida por el homomorfismo de grupos

lo: G — G®Zp,

donde lz(g) = g ® 1. El grupo G se dice que es P-local si lg es un iso-
morfismo. Un homomorfismo de grupos abelianos f: G — H se dice que
P-localiza a G si existe un isomorfismo h: G®Zp — H tal que el siguiente
diagrama conmuta

G—5G®ZLp
fl /
H.
Lema 3.4.1. Para cada grupo abeliano G, cada espectro X y todo k € Z,
existe una sucesién exacta natural de grupos abelianos
0 — Bxt(G, mes1(X)) — [B* MG, X] — Hom(G, (X)) — 0
donde MG es el espectro de Moore asociado a G.

Demostracion. Sea ®,Z — ®pZ — G una presentacién libre del grupo G.
Tenemos asociada una cofibracién de espectros de Moore

Vo ZFS — VpEFS — TFMG — v ZFTS — v aFtls
que da la siguiente sucesién exacta:
Hom(PpZ, 7i41(X)) — Hom(DuZ, mri1(X)) — [EFMG, X]
— Hom(®pZ, 1(X)) — Hom(®aZ, me (X))
para todo k € Z. O
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En el caso de la categoria homotdpica estable, para cada espectro X, la
P-localizacién de X se define como la aplicacién natural

1IN X ~XANS — XANMZp,

donde MZp es el espectro de Moore asociado a Zp y la aplicacién n: S —
M7Zp corresponde a la unidad de Zp = mo(MZp). Un espectro X se dice que
es P-local si la aplicacién 1 An es una equivalencia. A menudo escribiremos
Xp para denotar X A MZp.

Una de las consecuencias directas de la definicién es que la P-localizacién
de espectros es una localizacién homoldgica con respecto a la teoria de ho-
mologia que define MZp (véase capitulo 5). Asi pues, la P-localizacién
conmuta con la suspensién. Otro hecho importante es que Sp ~ MZp y
por lo tanto

Xp~XANSp

para todo espectro X. Esta propiedad nos dice que la P-localizacién de cual-
quier espectro X viene determinada por la P-localizacién del espectro de
las esferas. Eista caracteristica no es propia inicamente de la P-localizacién,
sino que la comparten otros funtores de localizacién mas generales, que lla-
maremos funtores de localizacién smashing. Para esta clase de funtores, la
localizacién de cualquier espectro se obtiene haciendo el producto smash
de dicho espectro con la localizacién de la esfera. Veremos mas detalles
sobre estos funtores de localizacién en la seccién 5.4.

La P-localizacién de espectros P-localiza los grupos de homotopia y los
grupos de homologia. En efecto, para todo k € Z y cualquier espectro X
tenemos un isomorfismo

Fk(Xp) = Wk(X) & ﬂo(MZp) = Fk(X) X Zp.

A partir de este resultado se deduce un isomorfismo andlogo para homo-
logia. Dados espectros X y E cualesquiera y para todo k € Z, tenemos un
isomorfismo

Ep(Xp) 2 m(BEAX ANMZp) = By(X) ® Zp.

Sin embargo, no sucede lo mismo en el caso de la cohomologia. Aplicando
el lema 3.4.1 tenemos el siguiente isomorfismo

E*(Xp) 2 [X AN MZp,Y*E] = [MZp, F(X,2FE)]
~ Hom(Zp, E*(X)) @ Ext(Zp, E* (X)),
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para todo k € Z y cualesquiera espectros E y X.

La P-localizacién de espectros es un caso particular de f-localizacién. A
continuacién veremos cémo construir una aplicacidén f explicitamente. Su-
pongamos que queremos localizar un espectro X en un conjunto de primos
P. Para cada primo g que no esta en el conjunto P tenemos una aplicacién
s% s que induce multiplicacién por g en 7y(S) = Z. Sea g el wedge de
todas estas aplicaciones, una para cada g que no esté en P,

g: Vegp S — VggpS.

Con esta definicién de la aplicacién g, un espectro es g-local si la aplicacién
inducida por g
F(VegpS, X) — F(VgepS, X)

es una equivalencia homotdpica, es decir, si los grupos de homotopia (X))
son Zp-mébdulos para todo k£ > 0.

Sea ahora la aplicacién f = V,.oX"g definida como el wedge de todas
las desuspensiones de g. Ein este caso, un espectro es f-local si y sélo si todos
sus grupos de homotopia son Zp-mddulos. La aplicacién de P-localizacién
X — Xp es una equivalencia (es decir, el espectro X es P-local) si y sélo
si todos los grupos de homotopia de X son Zp-mdédulos. Asi pues, el funtor
L y el funtor de P-localizacién tienen los mismos espectros locales y por
tanto son equivalentes.

Teorema 3.4.2. Sea P un conjunto de primos y sea g: Vogp S — VggpS
el wedge de todas las aplicaciones (una para cada q que no esté en P)
que nducen multiplicacion por q en my(S), y consideremos la aplicacion
f = VnwoX™g. Entonces, L;X ~ Xp para todo espectro X. []

Observar que en la construccién de la aplicacién f no es necesario con-
siderar todas las desuspensiones para n < 0; basta con tomar las desuspen-
siones a partir de un cierto & < 0. Asi, si f = V, g, donde k < 0, entonces
también se cumple que L;X ~ Xp.

El funtor de P-localizacién es también equivalente a la nulificacién con
respecto a la cofibra de f, ya que la P-localizacién conmuta con la suspen-
sién. En este caso, si C es la cofibra de f,

C ~ VogpnaoZ"MZ/q.

También podemos considerar el funtor de nulificacién con respecto a M =
VeepMZ/q, la cofibra de g. El funtor de nulificacién correspondiente Py
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no conmuta con la suspensién, ya que L, no conmuta con la suspensién, y
no cambia los grupos de homotopia en dimensiones negativas por la propo-
sicién 3.3.2. Del lema 3.4.1 se sigue que los espectros M-nulos son aquellos
espectros X tales que m(X) es un Zp-mdédulo para todo k > 0 y mo(X)
es libre de P’-torsién, donde P’ denota el complementario del conjunto P.
Por lo tanto, la nulificacién con respecto a Vy¢pMZ/q mata la P’-torsién
en my y P-localiza los grupos de homotopia en dimensiones positivas. En
este caso, la torre de localizacién (3.2) asociada a la aplicacién g nos da
una sucesién de funtores de localizacién

'—>PZM—>L)39—>PM—>L9—>P271M—>L)3719—>P271M—>"'

que converge al funtor identidad por la izquierda y al funtor de P-localiza-
cién por la derecha.



Capitulo 4

Conservacion de estructuras

Existe una amplia cantidad de estructuras algebraicas que se conservan ba-
jo la aplicacién de funtores idempotentes en homotopia inestable y en otras
categorias. Por ejemplo, la clase de los espacios que se expresan como un
producto de espacios de Eilenberg-Mac Lane (también llamados GEMs) se
conserva cuando aplicamos un funtor de localizacién con respecto a cual-
quier aplicacién continua. En la categoria de grupos, los funtores idempo-
tentes preservan los grupos abelianos, y otras estructuras como la de grupo
nilpotente se conservan bajo la accién de localizaciones homolégicas o loca-
lizaciones en conjuntos de primos. Una recopilacién reciente de resultados
sobre la preservacion de estructuras por funtores idempotentes en la cate-
goria de espacios topoldgicos y en la categoria de grupos puede encontrarse
en [Cas00] y [Bas03].

En este capitulo estudiamos las estructuras de espectro anillo y espectro
méddulo en la categoria homotépica estable y su comportamiento respecto a
los funtores de localizacién. En esta categoria, los espectros anillo se corres-
ponden con los monoides y los espectros médulo con los médulos sobre
monoides. Presentaremos resultados sobre la conservacién de estructuras
de espectro anillo y espectro médulo en la categoria homotdpica estable y
derivaremos algunas propiedades importantes. Demostraremos que los fun-
tores de localizacién se comportan bien con respecto a estas estructuras
cuando conmutan con la suspensién o si afiadimos adecuadas hipdtesis de
conectividad. Por ejemplo, los funtores de localizacién conservan espectros
médulo sobre espectros anillo conectivos.

Un caso importante de espectros médulo lo forman los espectros médulo
sobre el espectro anillo de Eilenberg-Mac Lane HR, o H R-mddulos, donde
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R es un anillo con unidad. Veremos que estos espectros son precisamente
los R-GEMs estables, es decir, espectros que escinden como un wedge de
suspensiones de espectros de Eilenberg—Mac Lane cuyos grupos de homo-
topia son R-médulos. Como consecuencia, demostraremos que los funtores
de localizacién preservan R-GEMs estables, andlogamente a como ocurria
en el caso inestable [Far96, 4.B.4].

4.1. Espectros anillo y espectros médulo

Aunque es posible trabajar con mdédulos y anillos estrictos gracias a las
nuevas categorias de modelos para la homotopia estable, durante todo el
capitulo trabajaremos con espectros anillo y espectros mdédulo en la cate-
goria homotdpica. En el capitulo 7 trataremos con maés detalle la diferencia
entre espectros médulo estrictos y homotdpicos y sus categorias asociadas.

Trabajaremos en la categoria homotdpica estable Ho®. Los espectros
anillo y los espectros médulo se definen en esta categoria como los monoides
y los médulos sobre monoides respectivamente.

Definicién 4.1.1. Un espectro anillo E es un espectro junto con dos aplica-
ciones u: EANE — Eyn:S— E,quesellaman el producto y la unidad
del anillo, tales que los siguientes diagramas conmutan salvo homotopia:

ENENE LS EANE EAS N BAE Y SAE
/J/\ll l,u \lﬂ/

A veces se denota el espectro anillo E por la terna (&, u,n).

Un espectro anillo EF se dice conmutativo si el siguiente diagrama con-
muta salvo homotopia:

T

ENE———EMNE
X‘ /
B,

donde T es la aplicacién tweist (que permuta los dos factores).
Una aplicacién ¢: (B, u,n) — (E', 1',n') de espectros anillo es una apli-
cacién ¢: E — E’ que es compatible con el producto y la unidad de los
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dos anillos, es decir, tal que los siguientes diagramas conmutan salvo ho-
motopia:

EANE XS AR

AN

E4¢>E’ E—>E

La categoria de espectros anillo (homotépicos) es la subcategoria de Ho®
cuyos objetos son los espectros anillo y cuyos morfismos son las aplicaciones
de espectros anillo. Dado un espectro anillo podemos considerar los médulos
sobre este anillo.

Definicion 4.1.2. Dado un espectro anillo (E, u,7n), un espectro mddulo
(M, m) sobre E, o simplemente un E-mddulo, es un espectro M junto con
una aplicaciéon m: E A M — M tal que los siguientes diagramas conmutan
salvo homotopia:

nAl

EANEAM S EAM SAM S EBAM

S

E/\MTM M.

Si M y N son dos E-méddulos, una aplicacién ¢: (M, m) — (N,n) es una
aplicacién de E-méddulos si es compatible con las aplicaciones de estructura
m y n, es decir, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia:

1Np
ENM—EAN

ml l

La categoria de E-mddulos (homotdpicos) es la subcategoria de Ho® cuyos
objetos son los E-mddulos y cuyos morfismos son las aplicaciones de E-
moédulos. Denotaremos esta categoria por E-hmod.

Ejemplo 4.1.3. Sea R un anillo (en el sentido algebraico) con unidad y M
un R-médulo. Entonces el espectro de Eilenberg—Mac Lane H R asociado a
R es un espectro anillo, que es conmutativo si R lo es, y el espectro HM es
un H R-médulo. De hecho, las aplicaciones que definen las estructuras de
espectro anillo y médulo vienen inducidas por la multiplicacién y la unidad
de R como anillo y la aplicacién de estructura de M como R-médulo. Mas
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concretamente, la multiplicacién en R es un elemento de Hom(R ® R, R),
que da lugar a una aplicacién u: HR A HR — H R del siguiente modo:

[HRAHR,HR] = (HR)°(HR A HR)
=~ Hom((HZ)o(HR AN HR),R) = Hom(R ® R, R).

En la dltima igualdad utilizamos que (HZ)o(HR AN HR) = R ® R. Este
hecho se deduce utilizando que HR y HR A H R son espectros conectivos y
aplicando el teorema 1.2.14 (teorema de Hurewicz). La unidad de R es un
elemento de mo( H R) y por lo tanto da lugar a una aplicacién : S — HR.
La terna (HR, u,n) asi definida es un espectro anillo. Los diagramas que
definen la estructura de espectro anillo conmutan gracias al isomorfismo
natural
(X, HE] = Hom((HZ)o(X), (HZ)o(HR)),

que se deduce del teorema de coeficientes universales (teorema 1.2.16) y
que es valido para todo espectro X que sea conectivo.

Para ver que HM es un H R-mddulo se procede de la misma manera.
Ahora la estructura de R-médulo de M viene dada por un elemento de
Hom(R ® M, M) y éste da lugar a una aplicaciéon m: HRAHR — HM,
ya que

[HRAHM,HM] = (HM)°(HR A\ HM)
= Hom((HZ)o(HRNHM), M) = Hom(R ® M, M).
Asi pues, el par (HM, m) es un HR-mdédulo.
Observacion 4.1.4. Del mismo modo que todo anillo es un grupo abeliano,
el espectro HR es un HZ-mddulo para todo anillo R, via la aplicacién
H7 — HR inducida por el morfismo Z — R que envia la unidad de Z a
la unidad del anillo R.

Si M es un espectro E-mddulo, entonces para cada espectro X el gru-
po abeliano graduado [E£*X, M| es un 7,.(E)-mdédulo. Para cada aplicacién
a € m(E) y cada aplicacién f € [Z7X, M] obtenemos otra aplicacién en
[2*77 X, M] componiendo con la aplicacién de estructura de E-médulo de
M de la siguiente manera:

SHX NS AYX M EAM T M.
En particular, tomando 2 = 0 y X = S obtenemos que, si M es un HR-
mébdulo, entonces sus grupos de homotopia (M) son R-médulos para todo

keZ.
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4.2. Localizacion de espectros anillo y espectros médulo

A continuacién vamos a estudiar la interaccién de los funtores de locali-
zacién con las estructuras de anillo y de médulo. En el caso de funtores
de f-localizacién que conmutan con la suspensién, la f-localizacién de un
espectro anillo o médulo adquiere una estructura compatible de anillo o
médulo respectivamente. Recordemos que el funtor L; conmuta con la sus-
pensién si L;5X ~ XLy X para todo espectro X (véase teorema 3.2.6).

En el resto de esta seccién supondremos que f es una aplicacién de
espectros cualquiera y escribiremos L para denotar al funtor de localiza-
cién Ly. Del mismo modo nos referiremos como espectros locales o es-
pectros L-locales a los espectros f-locales, y como L-equivalencias a las
f-equivalencias.

Teorema 4.2.1. Sz el funtor de localizacién L conmuta con la suspension,
entonces se cumple lo siguiente:

i) St E es un espectro anillo, entonces el espectro LE adquiere una
uneca estructura de espectro anillo tal que la aplicacion de loca-
lizacion lg: E — LE es una aplicacién de anillos. S1 ademds E
es conmutativo, entonces también lo es LE.

ii) St M es un espectro E-mddulo, entonces el espectro LM adquiere
una Unica estructura de E-mddulo tal que la aplicacion de locali-
zacién ly: M — LM es una aplicacién de E-mdédulos. Ademds
LM admate una unica estructura de LE-mddulo que extiende la
estructura de E-modulo.

Demostracién. Para demostrar la primera parte necesitamos construir un
producto y una unidad en LE. Como el espectro LE es local y el funtor de
localizacién conmuta con la suspensién, por el teorema 3.2.6 tenemos una
equivalencia homotépica

F(E,LE)~ F(LE, LE).

Esta equivalencia, junto con la propiedad de adjuncién del producto smash
da lugar a una sucesién de isomorfismos

[E A B,LE| = [E,F(E,LE)| = E, F(LE, LE))
~ [EA LE,LE] ~ [LE, F(E,LE)] ~ [LE, F(LE, LE)]
~ [LE A LE, LE).
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De este modo, si 4 y 7 son el producto y la unidad respectivamente del
espectro anillo F, la aplicacién y se extiende a una tinica aplicacién

4:LENLE — LE

que hace que el siguiente diagrama conmute salvo homotopia:

ENE—"—E (4.1)

ZE/\ZEJ/ J/ZE

LENLE ﬁ > LE.

La unidad 7 de LE la definimos como la composicién Iz o n:

ELZLE (4.2)
"IT o

ST
S.

El espectro LE junto con las aplicaciones g y 77 tiene estructura de espectro
anillo. La conmutatividad de los diagramas que definen esta estructura para
&y 11 se deducen de la conmutatividad de los diagramas para 4y  y de la
propiedad universal del funtor de localizacién (utilizando la parte viii) del
teorema 3.2.6). La conmutatividad de los diagramas (4.1) y (4.2) convierte
a la aplicacién de localizacién lp: F — LF en una aplicacién de anillos.

La segunda parte se demuestra del mismo modo. Ahora necesitamos
construir una aplicacién m: E AN LM — LM que dote a LM de una
estructura de E-médulo. Sea m: EA M — M la aplicacién de estructura
de E-médulo de M. Tenemos ahora una sucesién de isomorfismos

[EANM,LM]|=|[E,F(M,LM)| = [E,F(LM,LM)]| = [EANLM,LM]. (4.3)
De esta manera, la aplicacién m se extiende a una tinica aplicacién
m: EANLM — LM
que hace que el siguiente diagrama conmute salvo homotopia:

EANM—"—M (4-4)

le |

EALM -.»LM,
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y asi, m dota a LM de estructura de F-mddulo. Como antes, la conmutati-
vidad de los diagramas de estructura para m se sigue de la conmutatividad
de los diagramas para m y la propiedad universal de la localizacién. La
conmutatividad del diagrama (4.4) prueba que la aplicacién de localizacién
lyr: M — LM es una aplicacién de E-méddulos.

Para dotar a LM con una estructura de LE-mdédulo basta con avanzar
un paso mas en los isomorfismos de (4.3):

[EALM,LM] = [LM,F(E,LM)| = LM, F(LE,LM)] = [LM A LE, LM].

Asi, la aplicacion m: E AN M — M se extiende a una tnica aplicacién
m: LE N LM — LM que hace que el siguiente diagrama conmute salvo

homotopia:
EANM—"—M
lE/\lM\L llM
LENLM ey LM,
dando a LM una estructura de LFE-mddulo. ]

Los funtores de localizacién que no conmutan con la suspensién no con-
servan las estructuras de espectro anillo y espectro médulo en general, como
veremos a continuacién. El siguiente lema es 1til para demostrar que ciertos
espectros no admiten estructura de anillo o médulo.

Lema 4.2.2. Sean E y F dos espectros anillo y sea M un espectro E-
mddulo. Si Fo(E) =0, entonces F,(M) = 0 para todo k € Z.

Demostracién. Como E y F' son espectros anillo, también lo es B A F,
tomando como producto y como unidad el smash de los productos y las
unidades de E y F' respectivamente. Por hipétesis Fy(E) = 0, que es equi-
valente a que mo(E A F') = 0; por lo tanto, la unidad S — EAF de EAF
es nula y esto implica que E A F' ~ 0. S1 M es un E-médulo, entonces la
composicién

nAl

SAMTSEAM 2 M,

donde 7 es la unidad de E' y m es la aplicacién de estructura de E-médulo
de M, es una equivalencia homotédpica. Si hacemos el producto smash de
F' con esta composicién seguimos teniendo una equivalencia

SANFAM —ENFAM — FAM,
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y asi obtenemos que F' A M ~ 0, por lo que F;(M) = m,(F AN M) = 0 para
todo 2 € Z. l

Ejemplo 4.2.3. El siguiente ejemplo muestra que la localizacién no conser-
va en general las estructuras de espectro anillo y espectro médulo. Dado
un ntmero natural n y un primo fijado p, denotaremos por K(n) el es-
pectro anillo correspondiente a la n-ésima teoria K de Morava referida al
primo p. Consideremos ahora el funtor de localizacién correspondiente a
la seccién de Postnikov en el nivel cero. Dado un espectro X cualquiera,
se denota por X(o) la seccién de Postnikov en el nivel cero de X (véase
definicién 1.2.11). Este funtor es el funtor de f-localizacién con respecto
a la aplicacién f: S — *. Al aplicarlo al espectro K(n), tenemos que
(HZ[p)o(K(n)@) = 0y (HZ/p)i(K(n)«©)) # 0 para algin ¢ > 0 (véase
[Rud98, IX.7.27]). Por el lema 4.2.2, esto implica que K(n)c) no puede
tener estructura de espectro anillo.
Otra manera de ver este hecho es a partir de la cofibracién

2k(n) — K(n) — K(n)q), (4-5)

donde d = 2(p™—1) y k(n), que es la cofibra de la aplicacién de localizacién,
denota el recubridor conectivo de K(n). Supongamos que K(n)) fuese un
espectro anillo. Entonces K(n)o) A HZ/p también lo seria, ya que HZ/p
lo es. Como K(n) A HZ/p ~ 0, se sigue que (HZ/p)o(K(n)@o) = 0. Por lo
tanto, la unidad S — K(n))AHZ/p de K(n)o)ANHZ/p serianula, y esto
implicaria que K(n)o) A HZ/p ~ 0. Pero esto, junto con la sucesién (4.5),
llevaria a una contradiccién, ya que la cohomologia médulo p de k(n), es
un cociente no nulo del dlgebra de Steenrod (ver [Rud98, IX.7.17]).

El mismo argumento, considerando K (n) como un médulo sobre si mis-
mo y utilizando que (HZ/p)o(K(n)) = 0y el lema 4.2.2, prueba que K (n) )
no tiene estructura de K(n)-médulo.

El hecho de que los funtores de localizacién que no conmutan con la
suspensién no conserven en general las estructuras de espectro anillo y
espectro mddulo puede solucionarse imponiendo algunas condiciones de
conectividad sobre los espectros que hagan que la adjuncién

FY(X \Y,Z)~ F(X,F(Y, Z)),

en la que aparecen los recubridores conectivos del espectro de funciones,
sea valida. Esto es cierto cuando el espectro X sea conectivo.
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Teorema 4.2.4. S1 L es un funtor de localizacion cualquiera, entonces se
cumple lo siguiente:

i) St E es un espectro anillo conectivo y LE es conectivo, entonces el
espectro LE adquiere una unica estructura de espectro anillo tal
que la aplicacién de localizacion lg: E — LE es una aplicacion
de anillos. S1 ademds E es conmutativo, entonces también lo es
el espectro LE.

ii) St M es un espectro E-mddulo, donde E es un espectro anillo co-
nectivo, entonces el espectro LM adquiere una unica estructura de
E-médulo tal que la aplicacion de localizacion ly: M — LM es
una aplicacion de E-mddulos. Ademds si1 LE también es conecti-
vo, LM admate una unica estructura de LE-mdédulo que extiende
la estructura de E-modulo.

Demostracion. Si E es un espectro conectivo, tenemos las siguientes equi-
valencias

FY(E,F(X,Y)) ~F(E,F(X,Y)) ~F(ENX,)Y)
para todo par de espectros X e Y, que dan lugar a una biyeccién
B, F(X,Y)]| = [EAX,Y].

La demostracién se completa siguiendo los mismos pasos que en la demos-
tracién del teorema 4.2.1 O

Observacion 4.2.5. La hipdtesis de que LE sea conectivo en el teorema
4.2.4 se cumple automéaticamente cuando los espectros F, A y B son co-
nectivos, por la proposicién 3.3.2 (A y B son los espectros que aparecen en
la aplicacién f que define el funtor de localizacién).

4.3. Modulos sobre espectros de Eilenberg—-Mac Lane

En esta seccién vamos a describir la estructura de los médulos sobre espec-
tros anillo de Eilenberg—Mac Lane. Estos médulos van a venir caracteriza-
dos por ser precisamente aquellos médulos que escinden como un wedge de
suspensiones de espectros de Eilenberg—Mac Lane. En el caso de espacios
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topolégicos, aquellos espacios que escinden como un producto de espacios
de Eilenberg—Mac Lane se llaman GEMs. Los espacios X con esta propiedad
estdn caracterizados por ser retractos de SP* X, donde SP* es el producto
simétrico infinito de Dold-Thom [Far96, 4.B.2].

Dado un anillo R cualquiera con unidad, consideremos el espectro de
Eilenberg-Mac Lane asociado HR. Como hemos visto anteriormente en el
ejemplo 4.1.3, HR es un espectro anillo. Dado un espectro X cualquiera,
podemos conseguir un espectro H R-médulo simplemente tomando HRAX.
Este hecho es mas general, y se cumple para cualquier espectro anillo. Si &
es un espectro anillo y X es un espectro cualquiera, entonces el producto
smash E A X es un E-méddulo via la aplicacién de estructura dada por

UANl:EANEAX — EAX,

donde u es el producto de F.

Para cualquier espectro anillo (£, 4, 7n), la terna (EA —,n AL, uA1l) es
una moénada en la categoria homotdépica estable Ho°. Las algebras sobre esta
ménada son los pares (M, m) donde M es un espectroym: EAM — M es
una aplicacién que hace que ciertos diagramas conmuten salvo homotopia.
Estos diagramas dotan a M con la estructura de un espectro E-médulo. Asi,
la categoria de algebras, también llamada categoria de Eilenberg—Moore,
asociada a la ménada (B A —,m A1l,u A1), es la categoria de E-mddulos
que denotaremos E-hmod. El correspondiente grupo de aplicaciones de
E-médulos de M a N en esta categoria lo denotaremos por [M, N|z nmoa-
Todos los detalles sobre ménadas y categorias de mdédulos se discuten en
el capitulo 7. Ahora simplemente necesitamos utilizar el resultado de que
toda moénada factoriza como un par de funtores adjuntos a través de su
categoria de Eilenberg—Moore [Bor94, Ch.4]. En nuestro caso, este hecho
nos proporciona el siguiente isomorfismo

Lema 4.3.1. Sea E un espectro anillo. El funtor
EN—: Ho° — E-hmod

que asigna a cada espectro X el espectro E N X es adjunto por la 1z-
quterda del funtor olvido E-hmod — Ho®. Es decir, para todo espectro
X y todo E-mdédulo M, hay un isomorfismo natural

[X, M] = [E N X, M]ghmoa (4.6)

inductdo por la unidad de E. L]
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Definicion 4.3.2. Sea R un anillo con unidad. Un espectro E es un R-
GEM estable si es equivalente a un wedge de suspensiones de espectros
de Eilenberg—Mac Lane, es decir,

E ~ Ve ZFH Ay,

donde cada A es un R-médulo (y por lo tanto cada H Ay es un H R-mdédu-
lo). Cuando R = Z, los Z-GEMs estables se llaman simplemente GEMs
estables.

Vamos a estudiar en primer lugar el caso en que R = Z. De la definicién
de GEM estable se sigue que si M es un GEM estable, entonces también es
un HZ-mdédulo, ya que es un wedge de espectros de Eilenberg—Mac Lane
que son HZ-médulos. El reciproco también es cierto.

Proposicién 4.3.3. Para cada HZ-mdédulo M existe una aplicacion de HZ-
mdédulos
HZ A (ViezZ*MAy) = M

que es una equivalencia homotdpica, donde A, = m(M).

Demostracion. Para cada k € 7Z, vamos a elegir una aplicacién o, de
[Z*M Ay, M] que vaya a parar a la identidad de Hom( A4y, Ax) via la aplica-
cién dada en la sucesién exacta del lema 3.4.1. Por el isomorfismo natural
(4.6), cada ay, da lugar a una aplicacién de HZ-méddulos

ap: HZASFMA, — M

tal que o, = mo(1Aay), donde m es la aplicacién de estructura de M como
H7-médulo. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo salvo homotopia:

k IVAY-7%
SANE*MA,—SANM

SN

HZ N SFM A, WHZ/\MWM.

Cada a;, induce isomorfismo en 7, ya que la aplicacién n A1 de la izquierda
del diagrama y la aplicacién 1A qy de la parte superior inducen isomorfismos
en 7, (donde 7 es la unidad del espectro anillo HZ). Por la propiedad
universal del wedge podemos construir ahora una aplicacién

a: HZA (ViezZ*MA) — M
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tal que a o 1, = ay, donde 7; son las correspondientes inclusiones de cada
HZ NY*H A, en el wedge. Asi pues, a induce isomorfismo en 7, para todo
k € Z y es por lo tanto una equivalencia homotépica. O

Corolario 4.3.4. Un espectro X es un HZ-mddulo st y sélo st existe otro
espectro Y tal que X ~ HZNY . ]

Observacion 4.3.5. La proposicién 4.3.3 nos dice que los espectros HZ-
médulos son precisamente los GEMs estables, ya que HZAMG ~ HG para
cualquier grupo abeliano G y, por lo tanto, si M es un HZ-mdédulo entonces
M ~ Vyez DR H(mp(M)). De igual manera, los H R-médulos y los R-GEMs
estables son lo mismo, porque cada H R-médulo es un HZ-médulo y los
grupos de homotopia de un H R-mdédulo son R-mdédulos (ver observacién
4.1.4).

Corolario 4.3.6. Sean A y B dos grupos abelianos cualesquiera. Entonces

[HA, HB] s hmos = Hom(A, B),
[HA, SHB s nmoe = Ext(4, B),

Demostracién. Para el espectro H A, la proposicién 4.3.3 implica en par-
ticular que HZANMA ~ H A como HZ-médulos. Por el lema 4.3.1, tenemos
un isomorfismo natural

[MA,2*HB] = [HA, Z*H Bz hmoa-
El resultado se completa utilizando el lema 3.4.1 0

Ademas de la caracterizacién de los GEMs estables como HZ-méddulos,
existen otras maneras indirectas de detectar cudndo un espectro es un GEM
estable, que son consecuencia fundamentalmente del llamado ‘Lema Clave’
estable de Bousfield [Bou96, lema 2.4|, que se enuncia a continuacién:

Lema 4.3.7. Dados dos espectros X e Y cualesquiera, s1 [BFX,Y] = 0
para todo k > 1, entonces

[HZAX,Y|2[X,Y] y [Z*HZAX,Y]=0

para todo k > 1.
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Demostracion. Sea C la cofibra de la aplicacién S — HZ dada por la
unidad del espectro anillo HZ. Utilizando la sucesién exacta larga asociada
a la cofibracién S — HZ — C, tenemos que m(C) = 0 si £ < 1. Como
1 (F(X,Y)) =[2*X,Y] = 0si k > 1, entonces

[BFC A X,Y] = [Z*C,F(X,Y)] =0 paratodo k> —1.
Ahora, a partir de la sucesién exacta

[22X,Y] — [BC A X,Y] — [SHZA X,Y] — [BX, Y]
— [CAX,Y] — [HZAX,Y] — [X,)Y] — [Z'CAX,Y] — -

tenemos por tanto que [HZ A X,Y] = [X,Y] y [B*HZ A X,Y] = 0 para
todo k£ > 1. |

Corolario 4.3.8. St [Z*X,X] = 0 para todo k > 1, entonces X tiene una
estructura natural de GEM estable.

Demostracion. Por el lema 4.3.7, [HZ N X, X] = [X, X]. La identidad en
[X, X] nos da de forma natural una aplicacién m: HZ A X — X que da
estructura de HZ-médulo a X. [

También hay maneras de conseguir GEMs estables a partir de la loca-
lizacién de un espectro cualquiera. Sea f una aplicacién de espectros y sea
Ly el funtor de f-localizacién asociado.

Corolario 4.3.9. Dado un espectro X cualquiera, si L;X = 0 entonces
Lyt X es un GEM estable.

Demostracién. Como % ¥Ly;X es f-local paratodo k > 1y LiLg;X ~
L;X = 0, entonces

[2* L5 X, L X] & [Lys X, 2 *Ly;X] =0 paratodo k > 1.
Podemos aplicar por tanto a LysX el corolario 4.3.8. O

Como ya hemos visto, los funtores de localizacién no preservan cofibra-
ciones en general. Aquellos funtores que las conservan estan caracterizados
por la propiedad de conmutar con la suspensién (teorema 3.2.6). Pero hay
una clase de funtores de localizacién que son los cuasi-exactos, que ‘casi’
conservan cofibraciones. De hecho, preservan aquellas cuya cofibra es local
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(véase proposicién 3.2.10). Esta propiedad de casi conservacién de cofibra-
ciones puede medirse en términos de GEMs estables. Sea L; un funtor de
f-localizacién cualquiera y sea X — Y — Z una cofibracién de espec-
tros. La fibra de la aplicacién natural

LfX — ﬁb(LfY E— LfZ)

se llama término de error del funtor L; asociado a la cofibracién. Este
término mide de alguna manera lo que le falta al funtor L; para preservar
la cofibracién, es decir, si el término de error es nulo, entonces L; X —
L¢Y — L;Z es una cofibracién.

Proposicion 4.3.10. St Ly es un funtor de localizacién cuasi-ezacto, en-
tonces la fibra de la aplicacién natural Ly X — L;X es un GEM
estable para todo espectro X.

Demostracion. Sea F' la fibra de la aplicacién Ly X — L;X. Como Ly
es cuasi-exacto, si aplicamos el funtor a la sucesién F — Ly X — LfX
volvemos a obtener una cofibracién por la proposicién 3.2.10, ya que Lz X
es f-local. Ahora bien, como LsLysX ~ L;X, entonces LyF = 0 y asi,
por el corolario 4.3.9, Ly F es un GEM estable. Pero F' es X f-local, por lo
tanto F' ~ Ly F. L]

Teorema 4.3.11. 5@ Ly es un funtor cuasi-exzacto, entonces el término de
error de Ly asociado a cualquier cofibracion es un GEM estable.

Demostraciéon. Sea X — Y —— Z una cofibracién de espectros y sea F'
su término de error asociado. Consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo, en el que las filas y columnas son cofibraciones:

F > Fy

| !

Fy
LfX >? \LEfZ
L;Y

| |

Fo >LfZ.

La segunda fila es la sucesién dada en la proposicién 3.2.9. Los espectros Fj,
Fy y F, son las fibras de las correspondientes aplicaciones. Como el funtor
Ly es cuasi-exacto, Y ~ Ly;Y. Los espectros Fy y F; tienen estructura de
GEM estable, por la proposicién 4.3.10. Por lo tanto, también la tiene F,
que es la fibra de la aplicacién F, — F;. [l
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4.4. \Localizacion de GEMs estables

En esta seccién vamos a ver como los R-GEMs estables se conservan bajo
la accién de un funtor de f-localizacién. Estudiaremos el caso particular
de la localizacién de la n-ésima suspensién de un espectro de Eilenberg—
Mac Lane y veremos que dicha localizacién tiene como maximo dos grupos
de homotopia no triviales en dimensiones n y n + 1.

En lo que sigue, L denotard el funtor de localizacién L; con respecto
a una aplicacién cualquiera f de espectros. Utilizando los resultados sobre
localizacién de E-médulos de la seccién 4.2, podemos demostrar el siguiente
resultado sobre conservacién de R-GEMs estables.

Teorema 4.4.1. Sea R un anillo con unidad. St E es un R-GEM estable,
entonces LE también es un R-GEM estable y la aplicacidn de locali-
zacion lg: EE — LE es una aplicaciéon de HR-mdédulos.

Demostracién. Un R-GEM estable es lo mismo que un H R-médulo y el
espectro anillo H R es conectivo. Podemos aplicar por tanto el apartado ii)
del teorema 4.2.4 para acabar la demostracién. Il

Este teorema nos dice que si E ~ Viez2*HA, donde cada A; es un
R-médulo, entonces
LE ~ Ve ZFHG,

donde cada G vuelve a ser un R-mddulo. De especial interés es el caso en
el que el espectro F consiste tinicamente en la n-ésima suspensién de un
espectro de Eilenberg—Mac Lane, es decir, £ ~ ¥"HG con G un R-médulo
y n € Z. Aplicando el teorema 4.4.1, sabemos que

LY"HG ~ Ve ZFHGY,

donde cada Gj es un R-médulo. De hecho, la mayor parte de los G son
nulos, como veremos a continuacién. Consideremos la siguiente sucesién
de aplicaciones de HZ-mdédulos (recordar que todo H R-mddulo es un HZ-
médulo):

SPHG - LY"HG 2o v SFHG, B THG,

donde [ es la aplicacién de localizacién, § es una inversa homotépica de la
aplicacién de la proposicién 4.3.3 y p; es la proyeccién en el 2-ésimo factor.



72 Conservacion de estructuras

Por el corolario 4.3.6 tenemos que
[ZnHG, EiHGi]HZ—hmod =0

salvo que 1 = n 072 = n+ 1. La propiedad universal de la localizacién, junto
con el hecho de que ' HG,; sea f-local porque es un retracto de Vicz 2 HGy,
(véase lema 2.3.2), nos dice que G; = 0sit # n ot # n+ 1. Asi pues, la
localizacién de la n-ésima suspensién de un espectro de Eilenberg—Mac Lane
tiene como maximo dos grupos de homotopia no triviales.

Teorema 4.4.2. Sea G un grupo abeliano y sea n € Z. Entonces tenemos
una equivalencia

LY"HG ~Y¥"HG,V Z""'HG,

como HZ-mdédulos, para ciertos grupos abelianos G; y G,. St G es un
R-mdédulo, entonces G; y Gy también lo son. L.

Gracias al teorema 4.4.2 podemos describir la localizacién de cualquier
HR-médulo en funcién de la localizacién de los espectros de Eilenberg—
Mac Lane que lo forman.

Corolario 4.4.3. St E ~ VX *HA,, entonces LE ~ VLS H Ay

Demostracidn. El espectro Vi LN H A, es f-local, ya que la aplicacién
natural

\/ Lo*HA, — [[ Lo*H A,

keZ keZ
es una equivalencia homotépica y [],., LY*HA, es f-local. El teorema
4.4.2 nos asegura que para cada valor de & s6lo un niimero finito de grupos
de homotopia (de hecho son dos como méximo) son no nulos. La aplicacién

\/ YEHA, — \/ LY*HA,
keZ keZ

es una f-equivalencia porque es un wedge de f-equivalencias. El resultado
se sigue de la unicidad homotépica de la localizacién. O

En algunos casos, la localizacién de un espectro de Eilenberg—Mac Lane
HG tiene un sélo grupo de homotopia, por ejemplo cuando G es un grupo
libre. Este y otros resultados se describen con mas detalle en el capitulo 6.



Capitulo 5

Localizacion homoldgica de espectros
de Eilenberg—Mac Lane

Las localizaciones homoldgicas, también llamadas localizaciones de Bous-
field, fueron definidas por primera vez por Adams [Ada73]. Bousfield de-
sarrollé la teoria de localizaciones homolégicas, demostrando la existencia
de estos funtores primero en la categoria de espacios topoldgicos [Bou75]
y posteriormente en la categoria de espectros [Bou79a]. Dado un espectro
E, un funtor de localizacién homoldgica con respecto a E, que denotare-
mos por Lg, es un funtor idempotente que invierte de manera universal
las equivalencias homolégicas (con respecto a la teoria de homologia dada
por E) transforméandolas en equivalencias homotdpicas. Las localizaciones
homolégicas son un caso particular de f-localizaciones; de hecho, son nuli-
ficaciones, y ademas conmutan con la suspensidn.

En [Bou79a] se estudia el caso de las localizaciones LgX cuando los
espectros £ y X son ambos conectivos. HEstas localizaciones siempre son
localizaciones en un conjunto de primos o compleciones en un conjunto
de primos, que depende de los grupos de homotopia de E. Si alguno de
los espectros £ o X no es conectivo, los resultados que se obtienen son
menos previsibles. Por ejemplo, si K denota el espectro de la teoria K
compleja y S es el espectro de las esferas, entonces LxS tiene infinitos
grupos de homotopia no nulos en dimensiones positivas y negativas (ver
[Rav84, teorema 8.10]). Al final del capitulo veremos una demostracién
alternativa de este resultado, valida también para los espectros de Johnson—
Wilson E(n).

En este capitulo vamos a desarrollar un estudio de las localizaciones
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homolégicas LgX en el caso en el que E sea un espectro cualquiera y X
sea un H R-mdédulo, donde R es un anillo con unidad. Como caso particu-
lar, obtendremos informacién sobre localizaciones homolégicas de espectros
de Eilenberg-Mac Lane. Un estudio analogo habia sido llevado a cabo por
Bousfield en [Bou82] para espacios topoldgicos. Nuestros resultados tradu-
cen los obtenidos por Bousfield al caso de espectros.

En la primera seccién recordaremos las definiciones y propiedades méas
importantes de las localizaciones homolégicas. Después, veremos como la
localizacién LgX de un H R-médulo X viene determinada por la localiza-
cién de los espectros de Eilenberg—Mac Lane que lo forman y el conjunto de
primos p para los cuales el espectro HZ/p no es aciclico con respecto a E.
Desarrollaremos algunos calculos explicitos de localizaciones con respecto
a diferentes teorias de homologia y algunos ejemplos de cdlculos concretos
de Ly HG para diferentes grupos abelianos G.

Posteriormente veremos una aplicacién a los funtores de localizacién
smashing, que son un tipo concreto de localizacién homolégica. Para estos
funtores, la localizacién de un espectro se determina haciendo el producto
smash de dicho espectro con la localizacién del espectro de las esferas.
Demostraremos que para esta clase de funtores la localizacién de la esfera
tiene un dnico grupo de homologia entera, que es ademas un subanillo de
los racionales.

Terminaremos el capitulo con una breve exposicién sobre localizaciones
cohomoldgicas. Hstas localizaciones generalizan las localizaciones homoldégi-
cas, pero su existencia continia siendo un problema abierto [Hov95].

5.1. Localizaciones homoldgicas

Denotaremos por Ho® la categoria homotdpica estable. Las localizaciones
homolégicas fueron desarrolladas en la categoria homotdpica estable por
Bousfield en [Bou79a]. Cada espectro E en la categoria homotdpica estable
da lugar a una teoria de homologia definida como Ex(X) = m(E A X)
para cualquier espectro X y para todo k € Z. La localizacién homolégica
respecto de la teoria de homologia E es un funtor que transforma de manera
universal las equivalencias homoldgicas respecto a esta teoria de homologia
en equivalencias homotédpicas.

Definicién 5.1.1. Si E es un espectro, entonces:
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i) Un espectro X es E-aciclico si Ex(X) = m,(E N X) = 0 para todo
kelZ.

ii) Una aplicacién de espectros f: X — Y es una E-equivalencia si
la aplicacién inducida fi: Ex(X) — E(Y) es un isomorfismo para
todo k € Z.

iii) Un espectro Z es E-local si cada E-equivalencia f: X — Y induce
una equivalencia homotépica F(Y, Z) ~ F(X, Z), o de manera equi-
valente, si F(W, Z) = 0 para todo espectro W que sea E-aciclico.

Una E-localizacién de un espectro X es una E-equivalencia
lX: X — LEX

donde LgX es un espectro E-local. La aplicacién lx se llama aplicacion
de localizacion.

Podemos asignar a cada espectro X una localizacién homolégica Lz X
de manera funtorial. Denotaremos por Ly a este funtor, que llamaremos
funtor de E-localizacién. Esta construccién es universal en el sentido de
que la aplicacién de localizacién es inicial en Ho® entre las aplicaciones de
X a espectros E-locales y es terminal entre todas las E-equivalencias con
dominio X. Ademas, el funtor de localizacién es tinico salvo homotopia.

Definicién 5.1.2. Dado un espectro E, llamamos clase de Bousfield de E
y la denotamos por (E) a la clase de equivalencia formada por todos los
espectros con los mismos espectros aciclicos que F.

Las clases de Bousfield clasifican los funtores de localizacién homoldgica.
Dados dos espectros E y F, los funtores de E-localizacién y F'-localizacién
coinciden si y sdlo si lo hacen sus clases de Bousfield, es decir, si y sélo si
(B) = (F).

La existencia de un funtor de E-localizacién para cada espectro E fue
demostrada por Bousfield en [Bou79a, teorema 1.1], donde también se prue-
ba que la localizacién homolégica es un caso particular de f-localizacién;
en concreto, es una nulificacién [Bou79a, lema 1.14].

Teorema 5.1.3. Dado un espectro E, existe otro espectro A tal que Ly ~
P,, donde P, denota el funtor de A-nulificacion. L]
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5.2. Tipos de aciclicidad y localizacion de modulos

En esta seccién vamos a estudiar céomo los tipos de E-aciclicidad del es-
pectro de Eilenberg-Mac Lane HZ/p para cada primo p y del espectro HQ
determinan la localizacién Lgz,,X para cualquier espectro E y cualquier
HR-médulo X. Esta localizacién dependera de los primos p para los cuales
ENHZ|/p#0ydesi EAHQ=0 o no.

Hemos visto que los H R-mddulos son exactamente los R-GEMs estables
(observacién 4.3.5). Por tanto, si £ es un H R-médulo, entonces

B~ \/kezzkHAk,

donde cada A; = mi(E) es un R-mddulo. En el caso de que R = Z, los
HZ-médulos son los espectros de la forma HZ A X (véase corolario 4.3.4.
Cualquier H R-mdédulo es un HZ-moédulo a través de la aplicacién Z — R
que envia la unidad de Z a la unidad de R. El espectro de Eilenberg—
Mac Lane HG es un H R-médulo si G es un R-médulo.

Dado un grupo abeliano G y un espectro E, denotamos EG = EA MG,
donde MG es el espectro de Moore asociado al grupo G. Un diagrama
conmutativo de espectros de la forma

x sy

h

7

Q

es un cuadrado aritmético si existe una aplicacién j3: W — L X tal que

A -’ j
x Iy vzt w Snx
es una cofibracién de espectros.

En [Bou79b|, Bousfield demostré que dado cualquier espectro E, su
clase de Bousfield escinde de la siguiente manera:

(B) = (EQ) v \/ (BZ/p), (5.1)

pe?

donde P es el conjunto de todos los nimeros primos, es decir, un espectro
es E-aciclico si y sélo si es EQ-aciclico y EZ/p-aciclico para todo primo p.
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Esencialmente, este resultado nos dice que podemos recuperar la localiza-
cién LyX a partir de la informacién en cada primo Lgz/, X y del conoci-
miento de lo que ocurre racionalmente LgpX, como muestra el siguiente
cuadrado aritmético [Bou79a, proposicién 2.9].

Teorema 5.2.1. Dados dos espectros cualesquiera E y X tenemos un cua-
drado aritmético

LaX ———— [lep LpzpX (5-2)

l

LEQX *}LE@ (Hpe‘.? ng/pX> ,

donde P es el conjunto de todos los primos. []

En el caso racional, las EQ-localizaciones estan completamente deter-
minadas en [Bou79a, proposicién 2.8]. Para cualquier espectro F, la loca-
lizacién Lgg es siempre la racionalizacién. Mdas concretamente, LgopX =~
LugX ~ X N MQ para cualesquiera espectros £y X.

Nosotros vamos a centrarnos en el calculo de Lgz/, X cuando X es un
H R-médulo. Este calculo va a depender de los tipos de E-aciclicidad para
el espectro HZ/p en cada primo p. Observar que si Z*HZ/p es E-aciclico
para algin 7 € Z entonces ¥ HZ/p es E-aciclico para todo k € Z, ya que
la localizacién homolégica conmuta con la suspensién.

Proposicion 5.2.2. St HZ/p es E-aciclico, entonces Lz, X = 0 para cual-
quier HR-mddulo X.

Demostracion. Basta con comprobar que MZ/p A X es E-aciclico, ya que
en ese caso BEZ/p N X ~ ENMZ/p N X = 0. El espectro MZ/p N X es
EQ-aciclico y EZ/g-aciclico para q # p trivialmente. Para ¢ = p tenemos
que

MZ|/pNX NEZ]p~X'NHZNMZ/p\NEZ]p =0

ya que X es en particular un HZ-médulo y por tanto escinde como HZA X',
y ademas HZNEZ/p ~ EANHZ/p = 0. Utilizando ahora la descomposicién
de (5.1) tenemos que X es EZ/p-aciclico. O

Lema 5.2.3. St HZ/p no es E-aciclico y f: X — Y es una EZ/p-
equivalencia, entonces es una HZ/p-equivalencia.
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Demostracién. Como la localizacién homolégica conmuta con la suspen-
sién, si hacemos el producto smash de f con un espectro cualquiera con-
tinda siendo una EZ/p-equivalencia (véase teorema 3.2.6). En particular, si
hacemos smash con el espectro HZ, la aplicacién f induce una equivalencia
homotdpica

EZ/p NHZNX ~EZ/p\NHZANY.

El espectro EZ/p N HZ ~ E N HZ/p es un HZ/p-médulo, por lo tanto
sus grupos de homotopia son espacios vectoriales sobre Z/p y escinde como
un wedge Vi B*HZ/p (en el conjunto de indices I puede haber enteros
repetidos). Este wedge es no nulo ya que por hipétesis E A HZ/p # O.
Asi pues, f induce una equivalencia homotépica

VierZ*HZp AN X ~ Vi1 SFHZ]p N Y,
lo que convierte a f en una HZ/p-equivalencia. O

El siguiente teorema nos permite calcular la localizacién Lgz/,X para
espectros conectivos o H R-médulos X en el caso en que el espectro HZ/p
no sea F-aciclico.

Teorema 5.2.4. St HZ/p no es E-aciclico, entonces Lgz/pX ~ Luyz/pX
para cualquier espectro X que sea conectivo o un HR-mddulo.

Demostracién. Si X es un espectro conectivo entonces L7/, X ~ Lyz/pX
(véase [Bou79a, teorema 3.1]). La aplicacién X — Lyz/pX ~ Lyz/pX es
una MZ/p-equivalencia, y por tanto una EZ/p-equivalencia. Ademdgs, el
espectro Lyyz,,X es EZ/p-local, ya que el lema 5.2.3 nos dice que todo
espectro HZ /p-local es EZ/p-local. Si X es un H R-mddulo, el resultado se
sigue de lo anterior y de la proposicién 5.2.6. O

Podemos calcular L7/, X para cualquier espectro utilizando el siguien-
te resultado [Bou79a, proposicién 2.5]:

Proposicién 5.2.5. Dado un espectro X cualquiera,
LyzppX =~ F(X'MZ/p™, X)
y tenemos una sucesion ezxacta corta
0 — BExt(Z/p>, me(X)) — mi(Lmz/pX) — Hom(Z/p™, mp—1(X)) — 0,

que escinde para todo k € 7. L]
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En el caso particular de que X sea un espectro de Eilenberg—Mac Lane
HG, tenemos que Lyyz,HG ~ HAV LHB, donde A = Ext(Z/p>~,G) y
B =~ Hom(Z/p>, G).

La propiedad de escisién de los H R-médulos como un wedge de sus-
pensiones de espectros de Eilenberg—Mac Lane, junto con el hecho de que
las localizaciones homolégicas conmutan con la suspensién, nos permite
describir las localizaciones homoldgicas de un H R-mdédulo a partir de las
localizaciones de los espectros de Eilenberg-Mac Lane que lo forman.

Proposicién 5.2.6. Si X es un HR-mddulo tal que X ~ Vi, ZFHA,, en-
tonces LgX ~ ViczLFLgH AL, para cualquier espectro E.

Demostracién. Como el funtor Ly conmuta con la suspensién, tenemos
que LgX*HA;, ~ S*LpHA,. El resultado se deduce ahora del corola-
rio 4.4.3. L]

Por tanto, para el estudio de localizaciones homolégicas de H R-médulos
podemos restringirnos al caso particular de la localizacién de espectros de
Eilenberg-Mac Lane LgHG. Como hemos visto en el teorema 4.4.2, esta
localizacién tendra como méaximo dos grupos de homotopia no triviales en
dimensiones cero y uno. Gracias al cuadrado aritmético de Bousfield, para
conocer Ly HG es suficiente determinar Lgy,, HG para todo primo p, ya
que en el caso racional ya sabemos que LggHG ~ H(Q® G) para cualquier
espectro E.

Un grupo abeliano G se dice que es unicamente p-divisible si para todo
g € G existe un dnico h € G tal que g = ph. Esta condicién es equivalente
a decir que Z/p® G =0y Tor(Z/p,G) = 0.

Lema 5.2.7. Para cualquier espectro E, el grupo mi(E) es unicamente
p-divisible para todo k € 7Z si y sélo si EZ/p = 0.

Demostracién. Elresultado se obtiene directamente utilizando la sucesién
exacta corta

0 — Z/p @ m(E) — mw(EZ/p) — Tor(Z/p, mx—1(E)) — 0,
vélida para todo k € Z. O

Como caso particular tenemos que el grupo abeliano (HZ);(E) es tGni-
camente p-divisible para todo k € Z si y s6élo si E A HZ/p = 0. Observar
también que si 7, (F) es unicamente p-divisible, entonces (HZ),(E) es uni-
camente p-divisible.
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Proposicién 5.2.8. St HZ/p no es E-aciclico, entonces Lgz, HG =0 sty
sélo st G es unicamente p-divisible.

Demostraciéon. Si Lgz ), HG = 0, entonces E AN HZ/p AN MG = 0. Como
ENHZ/p es un HZ/p-médulo,

ENHZ|pANMG ~ Ve S*HZ/p A MG = 0.

Por lo tanto HZ/p AMG ~ MZ/p NHG = 0y G es tinicamente p-divisible
por el lema 5.2.7.

Por otro lado, si G es tnicamente p-divisible, entonces HGA MZ/p = 0
por el lema 5.2.7. Por tanto Lgz/, HG = 0 O

El teorema 5.2.4 y la proposicién 5.2.8 nos permiten calcular la loca-
lizacién Lgz/, HG dependiendo de los tipos de E-aciclicidad de HZ/p. Si
HZ/p es E-aciclico, entonces Lgz, HG = 0. En el caso en que HZ/p no
sea F-aciclico, entonces Lgy/, HG ~ L7/, HG si G no es unicamente p-
divisible y Lgz/, HG = 0 en otro caso. El cuadrado aritmético (5.2) en el
caso en que X = HG es el siguiente:

LgHG ————— Ilpep Lz/pHG (53)

| !

H(G®Q) —s MQA (Hpep LEZ/pHG>

donde P es el conjunto de los niimeros primos p tales que EAHZ/p #0y
G no es tinicamente p-divisible.

Teorema 5.2.9. Sean A, = Ext(Z/p>,G), B, = Hom(Z/p>*,G) y sea P
el conjunto de primos p tales que HZ/p no es E-aciclico y G no es
unicamente p-divisible

. Dado un espectro cualquiera E y un grupo abeliano G tenemos lo
siguiente:

i) St HQ es E-aciclico, entonces

LgHG ~ [[(HA, v ZHB,).

peP
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ii) St HQ no es E-aciclico, entonces tenemos una cofibraciéon de
espectros

LgHG — H(G®Q)V [[(HA, VSHB,) —» MQA [[(HA, VSHB,).
peP peP

Demostracion. El resultado es consecuencia de las proposiciones 5.2.2,
5.2.8, €l teorema 5.2.4 y el cuadrado aritmético (5.3). O

5.3. Algunos ejemplos

En esta seccién vamos a ver cémo calcular la localizacién homoldgica de un
espectro de Eilenberg-Mac Lane en algunos ejemplos concretos. En primer
lugar vamos a calcular Ly HG para algunas teorias de homologia £ no
conectivas y cualquier grupo abeliano G.

Localizacién con respecto a la teoria K de Morava K(n)

Sea n > 0, p un primo fijado y K(n) €l espectro que representa la n-
ésima teoria K de Morava relativa al primo p. Si n = 0, entonces K(0) =
HQ = MQ y por lo tanto Lx)HG ~ H(G ® Q). Paran > 1, tenemos que
.(K(n)) 2 Z/p[v, ", v,], con |v,| = 2(p™—1). En este caso, K(n)AMQ =0
y HZ/p es K(n)-aciclico para todo primo p, ya que K(n) A HZ/p = 0
para todo primo p (véase por ejemplo [Rav84, teorema 2.1]). Por lo tanto
LK(n)HG =0sin Z 1.

Proposicion 5.3.1. Dado un HR-mddulo cualquiera X, su localizacion con
respecto a K(n) es cero st n > 0 o es la racionalizacién st n = 0, es
decir, LgoyX ~ X N MQ. []

Localizacién con respecto a la teoria de Johnson-Wilson E(n)

La clase de Bousfield de la teoria de homologia E(n) se descompone como
un wedge de teorias K de Morava, (E(n)) = VI (K (z)) (véase [Rav84,
teorema 2.1]); por lo tanto Lgn)HG ~ LkoHG ~ H(G ® Q), ya que
LK(i)HG =0siz Z 1.



82 Localizacion homoldgica de espectros de Eilenberg—Mac Lane

Localizacién con respecto a teoria K

El espectro HZ/p es K-aciclico para todo primo p y KQ # 0, por lo que
LxkHG ~ H({G® Q).

Proposicion 5.3.2. Dado un HR-mdédulo cualquiera, su localizacion con
respecto a E(n) o teoria K es la racionalizacion. ]

En los siguientes ejemplos calcularemos todas las posibles localizacio-
nes homoldgicas de HG con respecto a F para algunos grupos abelianos G
y algunas familias de grupos abelianos concretas. Para ello utilizaremos el
teorema 5.2.9. Dado un espectro cualquiera E, y un grupo abeliano G, tene-
mos las siguientes cuatro condiciones, que nos determinaran la localizacién
Ly HG completamente:

Condicién I: EQ =0y E AN HZ/p = 0 para todo primo p.

Condicién II: EQ #0y E AN HZ/p = 0 para todo primo p.

Condicién III: EQ =0y E A HZ/p # 0 para todo p de un conjunto
de primos P.

Condicién IV: EQ # 0y E N HZ/p # 0 para todo p de un conjunto
de primos P.

Localizaciones de HZ

El grupo abeliano de los enteros no es tinicamente p-divisible para ningin
primo p. Si se cumple la condicién 11, entonces Ly HZ ~ HQ. Por otro lado,

A~

Hom(Z/p*,Z) =0 y BExt(Z/p™,Z)= 7,

donde ip es el anillo de los enteros p-adicos. Si se cumple la condicién 111,
entonces LgHZ ~ H([[,cp
7o en (5.3), tenemos el siguiente diagrama de pullback de grupos abelianos:

2,,). Y si se cumple la condicién IV, tomando

no(LpHZ) —— [1,cp Lo
Q—O0® Hpep Zz’

donde P es el conjuntos de primos tales que £ A HZ/p # 0. Por lo tanto,



5.3 Algunos ejemplos 83

Localizaciones de HZ/p" con p primo

El grupo abeliano Z/p* es tinicamente g-divisible para todo q # p y ademads
LpoHZ/p* ~ H(Q® Z/p*) = 0. También tenemos que

Hom(Z/p™,Z/p"*) =0 y Ext(Z/p™,Z/p") = Z/p".

Asi pues, LgHZ/p* = 0 si se cumple la condicién Il y LgHZ/p* ~ HZ/p*
si se cumple la condicién IIT o la IV.

Localizaciones de HQ

El grupo de los racionales es inicamente p-divisible para todo primo p, por
tanto Lgz/, HQ = 0. Si se cumple la condicién III, entonces LgHQ = 0, y
LpHQ = HQ si se satisface la condicién II o la IV.

Localizaciones de HZpg para un conjunto de primos R

Para todo primo p € R tenemos que
Hom(Z/p>,Zgr) =0 y Ext(Z/p™,Zgr) = Zp.

De hecho, si G es un grupo abeliano libre de torsién, entonces se verifica
que Hom(Z/p>,G) = 0 y Ext(Z/p>,G) = 0 si y sélo si G es p-divisible. Si
se cumple la condicién II, entonces LgHZr ~ HQ porque Q®Zgr = Q. Si se
cumple la condicién 111, entonces Ly HZ g ~ H(HpeRmP Zp). Y si se cumple
la condicién IV, entonces LgHZgr ~ HZgr~p, donde P es el conjunto de
todos los primos tales que EAHZ/p # 0. Observar que este caso generaliza
el caso de la localizacién de HZ, cuando R = (), y el de la localizacién de

HQ, cuando R es el conjunto de todos los primos.

Localizaciones de HZ/p>

El grupo Z/p™ es unicamente g-divisible para todo primo g # p. En este
caso, LgoHZ/p™ = 0 ya que Q ® Z/p>™ = 0. Por otro lado,

Hom(Z/p®,Z/p®) = Z, y Bxt(Z/p®, Z/p®) = 0.

Asi, si se cumple la condicién II, entonces LgHZ/p™ = 0. Si se cumple la
condicién III, entonces LgHZ/p™ ~ £ HZ,. Y si se cumple la condicién
IV, entonces por el teorema 5.2.9 tenemos una cofibracién de espectros

LgHZ/p™ — SHZ, — SHQ, — SH(Q,/Z,),
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donde @p & Zp ® Q son los racionales p-adicos. Por lo tanto LgHZ/p™ ~
H(Q,/Z,) ~ HZ/p>™.
Localizaciones de H Zp

Basta con fijarnos en el primo p, porque ZP es Unicamente g-divisible para
todo primo g # p. En este caso tenemos que

Hom(Z/p™,Z,) =0 y Ext(Z/p™ L) = L,.

Si se cumple la condicién II, entonces LEHZ, ~ H@p. Y si se cumple la
condicién IIT o la IV, entonces LgHZ, ~ HZ,.

La siguiente tabla resume los resultados de las localizaciones obtenidas
para los diferentes grupos anteriores. El conjunto P es el conjunto de primos
p tales que HZ/p no es E-aciclico.

Condicién I | Condicién II | Condicién III | Condicién IV
LpHZ 0 HQ [Ler HZ, HZp
LgHZ/p" 0 0 HZ/p* HZ/p
LzHQ 0 HQ 0 HQ
LgHZg 0 HQ [Leror HZy H7Z.pnr
LgHZ/p™ 0 0 SHZ, HZ/p>
LpHZ, 0 HQ, HZ, HZ,

Localizacién de HG cuando G es un grupo abeliano finitamente generado

Todo grupo abeliano finitamente generado G escinde como una suma di-
recta finita G = @7 ,C;, donde cada C; es o bien Z, o bien Z/p* para algiin
primopy k > 1. Como HG ~ V! | HC;, entonces LgHG ~ V! |LgHC; yla
localizacién de cada HC; se determina utilizando los resultados anteriores
para la localizacién de HZ y HZ/p".

Localizaciéon de HG cuando G es un grupo abeliano divisible

Todo grupo abeliano divisible escinde como una suma directa de copias
de Q y Z/p> para varios primos p. Si G es un grupo abeliano divisible,
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entonces G = R@® T, donde R = ®;Q y T = @,(P;,Z/p>). Por lo tanto
LgHG ~ LgHRV LgHT. Como R es un retracto de [, Q, se tiene que
LpHR~ HR o LgHR = 0, dependiendo de si HQ es E-local o E-aciclico.
La localizacién Ly H'T puede determinarse utilizando la sucesién exacta de
grupos abelianos

0 — Zp — Q — pepZ/p™ — 0,

los resultados anteriores para la localizacién de HZ/p>™ y HZp y la propie-
dad de la localizacién homoldgica de conservar cofibraciones.

Localizacién de HG cuando G es un grupo reducido

En todos los casos estudiados anteriormente excepto en el caso de HZ/p™
todas las localizaciones homoldgicas de HG tienen como méximo un sélo
grupo de homotopia en dimensién cero. Esta propiedad no sélo la cumplen
los grupos anteriores, sino que también se verifica cuando localizamos HG
para cualquier grupo abeliano G que sea reducido. Un grupo abeliano G se
dice que es reductdo si no tiene subgrupos divisibles no triviales.

Teorema 5.3.3. St G es un grupo abeliano reducido y E es un espectro
cualquiera, entonces LgHG ~ HA para algiun A.

Demostracion. Si G es reducido, entonces Hom(Z/p>, G) = 0. El resulta-
do se deduce aplicando ahora el teorema 5.2.9. U

Dado un grupo abeliano cualquiera G, siempre lo podemos descomponer
como G; @ Gy, donde G; es el subgrupo divisible maximal de G y G5 es
reducido. Por otro lado, G; escinde como una suma directa de Q y Z/p™
para varios primos p. Por lo tanto, por el teorema 5.3.3 y los resultados
anteriores sobre localizaciones homolégicas de HG cuando G es abeliano
divisible, la 1unica posibilidad para que en la localizacién homolégica de
un espectro de EHilenberg—Mac Lane aparezca un grupo de homotopia en
dimensién 1 es que Z/p> aparezca como un factor de la descomposicién

del grupo G y que LgHZ/p™ # 0.

Corolario 5.3.4. St Z/p™ no es un sumando directo de G para ningin
primo p, entonces para cualquier espectro E se cumple que LgHG ~
HA para cierto grupo abeliano A. L]
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5.4. Funtores de localizacion smashing

Un funtor de localizacién L es smashing cuando la localizacién de cual-
quier espectro viene determinada por la localizacién LS del espectro de las
esferas. Mdas concretamente, L es smashing si la aplicacién natural

1IN X — X ALS

es una localizacién para todo espectro X, dondel: S — LS es la aplicacién
de localizacién del espectro de las esferas. También se dice que un espectro
E es smashing cuando el funtor de localizacién Lg lo es [Rav84, definicién
1.28]. Si el funtor L es smashing, entonces una aplicacién h: X — Y es
una L-equivalencia si

hAl

XNLS —YANLS

es una equivalencia, es decir, si
(LS)i(X) = (LS)k(Y) paratodo k€ Z.

De este modo podemos ver que toda localizacién smashing L es una loca-
lizacién homolégica L = Ly, donde E ~ LS y por lo tanto conmuta con la
suspensién. Ademas, el espectro LS es un espectro anillo conmutativo, por
el teorema 4.2.1 y LS A LS ~ LS, porque la aplicacién de multiplicacién
LSANLS — LS es inversa por la izquierda de la aplicacién de localizacién
1Nl: LS — LSALS.

Reciprocamente, si F es un espectro anillo y la aplicacién de multipli-
cacibn E N E — E es una equivalencia, entonces Ly es smashing. La
aplicacién

nANl: SANX — BENX,

donde 7 es la unidad de E, es una F-equivalencia ya que EAE ~ Ey EANX
es E-local porque es un E-médulo. Por lo tanto, & ~ LgSy LX ~ X A\LgS.

En [Rav84, proposicién 1.27] se demuestra que un espectro E es sma-
shing siy sélo si el funtor Lz conmuta con limites directos. Esto ocurre, por
ejemplo, para el funtor de localizacién homolégica con respecto al espectro
de la teoria K o a los espectros de Johnson—Wilson E(n) para cualquier n.

Teorema 5.4.1. Si L es un funtor de localizacion smashing, entonces
(HZ)x(LS) = 0 st k # 0 y es cero o un subanillo de los racionales si
kE=0.
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Demostracion. Para todo k € 7Z, tenemos que

donde A es un subanillo de los racionales o un producto de enteros p-adicos
para varios primos, como hemos visto en la seccién anterior. Por lo tanto, si
k # 0, entonces (HZ),(LS) = 0. Como LS ALS ~ LS por ser L smashing,
el teorema de Kiunneth 1.2.17, implica que

(HZ)o(LS) ® (HZ)o(LS) = (HZ)o(LS) ¥
Tor((HZ)o(LS), (HZ)o(LS)) = 0.

Asi pues, el anillo A es libre de torsién y ademas cumple que A ®; A = A.
Los anillos que cumplen esta tiltima condicién se llaman anzillos sélidos
[BK72b] y todos estan clasificados. Segtin esta clasificacién, la tinica posi-
bilidad es que A sea un subanillo de los racionales. O

Corolario 5.4.2. S1 L es un funtor de localizacién smashing que cumple
que (HZ)o(LS) = Q, entonces o bien L es el funtor de localizacién ho-
moldgica con respecto a HQ, o LS tiene infinitos grupos de homotopia
no nulos en dimensiones negativas.

Demostracion. Como LHZ ~ HQ, entonces LSAHQ ~ HQ es distinto de
cero. Esto implica que HQ es L-local. Ahora, la unidad S — HQQ factoriza
a través de LS por la propiedad universal de la localizacién, dando lugar
a una aplicacién LS — HQ que es una equivalencia en homologia HZ,
de acuerdo con el teorema anterior. Si LS estd acotado, entonces por el
corolario 1.2.15 tenemos que LS ~ HQ y asi LX ~ X NLS ~ X N HQ
para todo X. O

El anillo Hy(LS) es Q por ejemplo si L es el funtor de localizacién
homoldgica con respecto al espectro K o al espectro E(n) para cualquier
n. Para cada uno de estos dos casos, por la proposicién 5.3.1, estas loca-
lizaciones homolégicas son la racionalizacién sobre H R-mddulos, y por lo
tanto

LKHZ ~ LE(n)HZ ~ H@

Observaciéon 5.4.3. El resultado anterior proporciona una demostracién
sencilla del hecho que los espectros LxS y Lgx)S son no acotados (para el
caso LS ya habia sido demostrado en [Rav84, Teoremas 8.10 y 8.15]).



88 Localizacion homoldgica de espectros de Eilenberg—Mac Lane

5.5. Localizaciones cohomoldgicas

Hemos visto que cada espectro E en la categoria homotdpica estable da
lugar a una teoria de homologia y una de cohomologia:

Ek(X) = Wk(E A X),
EH(X) = m_o(F(X, B))

para todo espectro X y todo k € Z. En la primera seccién de este capitulo
hemos visto como se describen las localizaciones con respecto a una teoria
de homologia. Andlogamente a estas localizaciones pueden definirse las lo-
calizaciones con respecto a una teoria de cohomologia [Bou79c|, [Hov95].
Dado un espectro E, una localizacién cohomolégica con respecto a E es
una transformacién idempotente que invierte precisamente las equivalen-
cias cohomolégicas con respecto a la teoria de cohomologia dada por E.

Definicién 5.5.1. Si F es un espectro, entonces:

i) Una aplicacién de espectros f: X — Y es una E*-equivalencia si
la aplicacién inducida f*: E*(Y) — E*(X) es un isomorfismo para
todo k € Z.

ii) Un espectro X es E*-aciclico si E¥(X) = 0 para todo k € Z.

iii) Un espectro Z es E*-local si cada E*-equivalencia f: X — Y induce
una equivalencia homotépica F(Y, Z) ~ F(X, Z), o equivalentemente,
si F(W, Z) = 0 para todo espectro W que sea E*-aciclico.

Una E*-localizacién de un espectro X es una E*-equivalencia
Ix: X — Lg-X
donde Lg-X es un espectro E*-local.

Las localizaciones homoldgicas son un caso particular de localizacién
cohomoldgica. Dado un espectro F, los espectros E-aciclicos coinciden con
los espectros (I E)*-aciclicos, donde IE es el dual de Brown—-Comenetz de
E [Hov95, proposicién 1.1]. Las localizaciones cohomolégicas también con-
mutan con la suspensién. Sin embargo, la existencia de localizaciones co-
homoldgicas para un espectro cualquiera sigue siendo un problema abierto.
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Los articulos de Bousfield [Bou79c| y Hovey [Hov95] presentan algunos
avances en esta direccién.

En [Bou79c]|, Bousfield demuestra que si un espectro E cumple que los
grupos Z/p @ mx(E) y Tor(Z/p, 7x(E)) son finitos para todo k € Z y para
todo primo p, entonces existe la localizacién cohomoldgica con respecto a E.
Para demostrar este resultado se construye otro espectro G de tal manera
que las G-equivalencias sean las mismas que las E*-equivalencias y por lo
tanto la localizacién cohomolégica con respecto a E sea una localizacién
homoldgica (con respecto a G), que ya se sabe que existe.

En esta linea se encuentra también la conjetura de Hovey [Hov95]. Hovey
define la clase cohomolégica de Bousfield de un espectro E, que se denota
por (E*), como la clase de equivalencia formada por todos los espectros
cuya teoria de cohomologia posee los mismos aciclicos que E*. HEstas clases,
de igual manera que ocurria con las clases de Bousfield homolégicas (véase
definicién 5.1.2) clasifican los funtores de localizacién cohomolégicos. Dados
dos espectros F y F, entonces Lz X = Lp-X para todo X si y sélo si
(B*) = (F").

Conjetura de Hovey. Dado un espectro E, existe otro espectro X tal que
(B7) = (X).

Eista conjetura es equivalente a decir que toda localizacién cohomolégica
es homolégica, y por tanto implicaria la existencia de las primeras.

Las localizaciones que conmutan con la suspensién comparten muchas
de las propiedades de las localizaciones homoldgicas. Cabe preguntarse si
toda localizacién que conmuta con la suspensién es una localizacién ho-
moldgica. Si este resultado fuese cierto, implicaria en particular la conje-
tura de Hovey y la existencia de localizaciones cohomolégicas. Este es un
problema que adn sigue abierto.

Problema. Demostrar que toda localizacién que conmuta con la suspensién
es una localizacién homoldgica.






Capitulo 6

Localizacion homotopica de espectros
de Eilenberg—Mac Lane

La f-localizacién de la k-ésima suspensién del espectro de Eilenberg—Mac
Lane Z¥*HG, donde G es un grupo abeliano cualquiera, es un GEM estable
que tiene como maximo dos grupos de homotopia en dimensiones consecu-
tivas k y k + 1 (véase teorema 4.4.2). Vamos a demostrar en este capitulo
que estos dos grupos de homotopia satisfacen ciertas condiciones en relacién

con G. Asi, si A =m(L;Z*HG) y B = m1(LsZ*HG), entonces
Hom(A, A) 2 Hom(G,A4A) y Hom(A,B) = Hom(G, B).

En algunos casos concretos, por ejemplo cuando G es un grupo abeliano
libre o finitamente generado, el segundo de estos grupos de homotopia es
nulo.

En este capitulo estudiaremos f-localizaciones de ¥*HG cuando G es
finitamente generado y nos centraremos en el caso particular del espectro
Y* H7.. Para este espectro, describiremos todas sus posibles f-localizaciones
y veremos que L;3*H7Z ~ S¥*H A donde A es un anillo caracterizado por
la propiedad de que la aplicacién

Hom(A,A) — A

definida por ¢ — (1) es un isomorfismo. Los anillos con esta propiedad
son anillos conmutativos, que se llaman anzllos rigidos, y proporcionan una
clase propia de funtores de f-localizacién no equivalentes. Todos los anillos
rigidos se obtienen como f-localizaciones del espectro HZ. La terminologia
de anillos rigidos aparece por primera vez en [CRTO00] para describir las
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f-localizaciones de la esfera S!, aunque los anillos rigidos ya habian sido
estudiados anteriormente en otros contextos con el nombre de FE-anillos
[Sch73].

Los conceptos algebraicos de anillo rigido y anillo sélido [BK72b], pue-
den definirse andlogamente para espectros anillos. Demostraremos que los
espectros anillo rigidos en este contexto resultan ser las f-localizaciones
del espectro de las esferas, mientras que los espectros anillo sélidos son las
localizaciones smashing del espectro de las esferas.

Veremos también que la localizacién de un espectro de Eilenberg—Mac
Lane Z*HG tiene como méximo un grupo de homotopia en dimensién
k cuando el grupo G es abeliano reducido, es decir, cuando G no tiene
ningtn subgrupo divisible no trivial. Este resultado generaliza el analogo
obtenido para localizaciones homolégicas (véase teorema 5.3.3). Para un
grupo abeliano cualquiera G, el hecho de que en la localizacién de T*HG
aparezca o no un segundo grupo de homotopia dependera tinicamente de
si el grupo de Prufer 7Z/p™ aparece como un sumando directo de G.

6.1. Espectros de Eilenberg-Mac Lane f-locales

En esta seccién vamos a presentar algunos resultados sobre espectros de
Eilenberg—-Mac Lane y f-localizaciones donde f es una aplicacién arbitra-
ria de espectros. Estudiaremos de qué forma el hecho de que el espectro
Y*HG sea f-local viene determinado porque lo sean los espectros Z¥HQ y
$*HZ/p™ para cada primo p. Por simplicidad en la notacién, nos centra-
remos el caso k = 0 (espectros de la forma HG), pero todos los resultados
son validos para cualquier k € Z ajustando los indices convenientemente.
Un morfismo cualquiera de grupos abelianos g: A — B induce una
aplicaciéon de HZ-mébdulos entre espectros de Eilenberg—Mac Lane

Hg: HA— HB

tal que m(Hg) = g, ya que Hom(A, B) = [HA, HB]ys pmoa- Su fibra es
también un HZ-mébdulo, que escinde del siguiente modo:

fib(Hg) ~ H(Kerg) vV & "H(Coker g). (6.1)

Este hecho nos permite demostrar el siguiente resultado.
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Lema 6.1.1. St HG es un espectro f-local, entonces también lo son los
espectros HG, y ¥ 'HG, donde G; = Hom(A4,G) y G, = Ext(A,G) para
cualquier grupo abeliano A.

Demostracién. Tomamos una resolucién libre de A,
00— R—F—A—0,

donde R y F son grupos abelianos libres. Esta resolucién da lugar a una
sucesién exacta de grupos

0 — Hom(A,G) — Hom(F,G) — Hom(R,G) — Ext(4,G) — 0.

Como R y F son libres y HG es f-local, también lo son H(Hom(F,G)) y
H(Hom(R,G)), ya que Hom(F,G) y Hom(R, G) son un productos directos
de copias de G. Por lo tanto, la fibra de la aplicacién

H(Hom(F,G)) — H(Hom(R,G)),

que es H(Hom(4, G)) VI 'H(Ext(4,G)), también es f-local (ver proposi-
cién 3.2.1). Los espectros HG, y £ ' HG5 son f-locales porque son retractos
de la fibra. U

Un grupo abeliano G se dice que es de exponente finito si existe un
natural n tal que nG = 0, es decir, para todo g de G se tiene que ng = 0.
Un resultado clasico de teoria de grupos abelianos dice que si G es de
exponente finito, entonces es suma directa de grupos ciclicos [Kap69]. Si
G verifica que p"G = 0 para algin primo p y algin natural n, entonces G
es suma directa de grupos de la forma Z/p’, con 1 < 5 < n. Cuando G
cumple que p"G = 0, el espectro HZ/p"™ detecta los espectros HG que son
f-locales.

Lema 6.1.2. St HZ/p™ es f-local, entonces HG es f-local para todo G tal
que p"G = 0.

Demostraciéon. Como G es isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos
Z]p’ con 0 < j < n, podemos escribirlo como el niicleo de una aplicacién

g: II, 210" — 11,2/,

que da lugar a la siguiente cofibracién de espectros, por (6.1):

(no exhaustiva)

-1 n n
HG Vv & 'H(Coker g) — HI HZ/p" — HJ HZ/p".
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La fibra es f-local porque HZ/p™ lo es y el producto de f-locales es f-local.
El espectro HG es f-local porque es un retracto de la fibra. ]

Dado un conjunto de primos J y un grupo abeliano G, se dice que
G es Ext-J-completo si para todo p € J se tiene que Hom(Z/p,G) =
Ext(Z/p,G) = 0, o equivalentemente, Z/p ® G = Tor(Z/p,G) = 0. El
grupo G se llama Ext-completo si Hom(Q, G) = Ext(Q, G) = 0.

Corolario 6.1.3. S: HZ/p"™ es f-local para todo n, entonces HA es f-local
para todo grupo A que sea Ext-p-completo.

Demostracién. Para cada n, tenemos la cofibracién de espectros
HAXY, HA — H(A/p™A)

que da lugar a la siguiente torre de cofibraciones

HAZS HA—— H(A/p*A)

A

HA2sHA— H(A/pA).

Si tomamos el limite inverso de esta torre, obtenemos que
HA ~ holim, H(A/p™A).

El limite inverso de la columna de la izquierda es trivial, ya que A es
Ext-p-completo (véase [BK72a, p.175]). Ahora HA es el limite inverso de
espectros f-locales por el lema 6.1.2, y por lo tanto es f-local (véase lema
2.3.3). l

Un grupo abeliano se dice racional si es un espacio vectorial sobre Q.
Estos grupos escinden como una suma directa de copias de Q. Para grupos
abelianos racionales se cumple el siguiente resultado.

Lema 6.1.4. St HQ es f-local, entonces HG es f-local para todo grupo
abeliano racional G.
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Demostracion. Como G es racional podemos escribirlo como el nticleo de
una aplicacién (no exhaustiva)

g: HIQ—>HJ_@

Tenemos de este modo la siguiente sucesién de espectros, por (6.1):
-1
HGV % 'H(Coker g) — HI HQ — HJ HQ.

Como la fibra es f-local por serlo HQ, el espectro HG también es f-local
por ser un retracto de la fibra. [

Observar que si G es un grupo abeliano racional y HG es f-local, enton-
ces HQ es f-local, ya que es un retracto de HG, puesto que G es isomorfo
a una suma directa de copias de Q.

Lema 6.1.5. Sea P un conjunto de primos y supongamos que HQ y
HZ/p"™ son f-locales para todo p € P y para todo n. Entonces, HG es
f-local para todo Zp-mdédulo G tal que Hom(Z/p>*,G) = 0 para cada
p € P.

Demostraciéon. Si G es un Zp-médulo, entonces G es inicamente p-divi-
sible para cada p € P. Por lo tanto la localizacién homolégica Lz, HG
es cero para todo p ¢ P, por la proposicién 5.2.8. Aplicando el funtor
de localizacién homolégica Ls a HG, el teorema 5.2.1 nos da el siguiente
cuadrado aritmético

HG ——— | ,ep H(EXY(Z/p™, G))

| |

H(G® Q) — MQA[],cp H(Ext(Z/p>, G)).

Los espectros de los vértices inferiores del cuadrado son f-locales por el lema
6.1.4, ya que su grupo de homotopia es abeliano racional. Lo mismo ocurre
con el vértice superior derecho, aplicando el corolario 6.1.3, ya que es un
producto de espectros de Eilenberg—Mac Lane cuyos grupos de homotopia
son Ext-p-completos. Asi pues, HG es f-local. U

Lema 6.1.6. S7 A es un grupo abeliano tal que p"A = p"*'A para algin
n, entonces A= B ® C donde p"B =0 y C es p-divisible.
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Demostraciéon. Tenemos la siguiente sucesién exacta corta de grupos abe-
lianos
0—p"A— A— A/p"A— 0.

El grupo p"A es p-divisible y A/p™A es de exponente finito y por lo
tanto isomorfo a una suma directa de copias de Z/p' con 7 < n. Co-
mo Ext(A/p"”A,p"A) = 0, la sucesién exacta escinde y por lo tanto A =
Alp"A @ prA. H

Lema 6.1.7. S2 A es un grupo abeliano que no es Uunicamente p-divisible
y LHA es f-local, entonces HG es f-local para todo grupo G que sea
Ext-p-completo.

Demostraciéon. Vamos a realizar la demostracién distinguiendo varios ca-
sos posibles para el grupo abeliano A. Consideremos la sucesién de gru-
pos dada por {p'A},>;. Si esta sucesién no se hace constante, es decir,
p'A ¥ p**t1 A para cada ¢ > 1, entonces tenemos la siguiente sucesién exacta

AZZ A AlpiA

y ademdas A/p'A = ®1<;<;7Z/p’ (observar que, en esta descomposicién, siem-
pre aparece al menos una copia de Z/p*, ya que si no, p’ A/p'A = 0 para
algiin j < 1, lo cual implicaria que p*A = p’ A, que es una contradiccién).
Esta sucesién exacta induce una cofibracién de espectros

Y H(Ker(xp')) V H(®1<;<iZ/p’) — LHA — THA.

Como THA es f-local por hipétesis, también lo es H(®1<;<;Z/p’) y por
tanto HZ/p', ya que es un retracto de la fibra de una aplicacién entre
espectros f-locales. Asi pues, tenemos que para todo 7 > 1 el espectro
HZ/p" es f-local y podemos aplicar el corolario 6.1.3.

Si Hom(Z/p, A) # 0, como X HA es f-local también lo es Y HZ/p apli-
cando el lema 6.1.1, debido a que Hom(Z/p, A) escinde como una suma
directa de copias de Z/p. Ahora bien, también HZ/p es f-local puesto que
es la desuspensién de un f-local, y procediendo como en la demostracién
del teorema 6.2.2, se tiene que HZ/p' es f-local para todo ¢ > 1. La de-
mostracién termina aplicando de nuevo el corolario 6.1.3.

Por 1ltimo, vamos a suponer que existe un 7 > 1 tal que p’A = p'T'A4
y ademéas que Hom(Z/p, A) = 0. En este caso, por el lema 6.1.6, tenemos
que A=~ B@ C, donde p'B = 0 y C es p-divisible. Como

Hom(Z/p, A) = Hom(Z/p, B) & Hom(Z/p, C)
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y Hom(Z/p, A) = 0, debe cumplirse que Hom(Z/p, B) = 0, lo cual nos lleva
a una contradiccién, pues p'B = 0. [l

Lema 6.1.8. Dado un grupo abeliano A que no sea Ext-completo, st LHA
es f-local, entonces HQ es f-local.

Demostracién. Si A no es Ext-completo, entonces o bien Hom(Q, A) # 0
o bien Ext(Q,A) # 0. Si Hom(Q, A) # 0, entonces LH(Hom(Q, A)) es
f-local, por el lema 6.1.2. Ahora bien, su desuspensién también es local
y racional, por lo tanto HQ es f-local. El caso en que Ext(Q, A) # 0 se
demuestra de la misma manera. O

6.2. Algunos ejemplos. Localizaciones de HZ

Dada una aplicacién de espectros f arbitraria, denotaremos por L al funtor
de f-localizacién. En el capitulo 4 hemos visto que la localizacién homotépi-
ca LE de un R-GEM estable E vuelve a ser un R-GEM estable. En el caso
mas sencillo, si E ~ L¥*HG con G un R-médulo y k € Z, entonces el teo-
rema 4.4.2 nos dice que LF tiene como maximo dos grupos de homotopia
no nulos en dimensiones k y k£ + 1, que también son R-mddulos. En al-
gunas ocasiones, el segundo grupo de homotopia que aparece es nulo y la
localizacién de L¥*HG tiene un dnico grupo de homotopia en dimensién k.

Teorema 6.2.1. S1 G es un grupo abeliano libre y k € 7, entonces tenemos
que LY*HG ~ SFH A para algin grupo abeliano A.

Demostracion. Por el teorema 4.4.2 sabemos que LX*HG tiene como
maximo dos grupos de homotopia en dimensiones k£ y k£ + 1. Supongamos
que LY*HG ~ S*HA v ¥ HB. Por el corolario 4.3.6,

[B*HG, ¥ H Bl s nmes = Ext(G, B).

Si G es un grupo libre, entonces Ext(G, B) = 0 y en el diagrama

SFHG ——SFHAV SH1HB

k+1
Y HB,
cuyas aplicaciones son morfismos de HZ-méddulos, la composicién

prol: T*HG — T**'HB
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es homotdépicamente nula. Ademds L* 1 H B es f-local porque es un retracto
de LY*HG. Entonces, la propiedad universal de la localizacién nos asegura
que B = 0. [

Teorema 6.2.2. St p es un numero primo, n un entero positivo y k € 7,
entonces LX*HZ/p" =0 o LE*HZ/p" ~ X*HZ/p' con 1 <1i < n.

Demostracion. Supongamos por simplicidad que k = 0. Si k € Z, se pro-
cede de manera analoga. Comenzaremos considerando el caso n = 1. Por el
teorema 4.4.2,

LHZ|p~ HA, VEZHA,

donde A; y A, son Z/p-mdédulos, y por tanto escinden como una suma
directa de copias de Z/p. Como desuspensiones y retractos de locales son
locales, se sigue que, o bien A; = Ay = 0, o bien HZ/p es f-local, en
cuyo caso LHZ/p = HZ/p. Si A; = Ay = 0 entonces LHZ/p = 0 y las
cofibraciones

HZ/p — HZ/p" — HZ/p" %,

para todo r > 2, implican inductivamente que LHZ/p" es contractil para
todo r > 1, por la proposicién 3.2.5.

Sea ahora n un entero positivo y vamos a suponer que HZ/p es f-local.
De nuevo, utilizando el teorema 4.4.2, podemos escribir

LHZ/p" ~ HB, V S HB,,

donde ahora B; y B, son Z/p"-méddulos, es decir, grupos abelianos con
exponente divisor de p™. Por [Kap69], los grupos B; y B son suma direc-
ta de subgrupos isomorfos a Z/p’, con 1 < j < n. Si By = 0, entonces
Hom(B,, B;) = Hom(Z/p", B,) por la propiedad universal de L. Esto fuer-
za que B; conste sélamente de un sumando y que ademds la aplicacién
Z]p™ — B sea exhaustiva (como en [Cas00, teorema 3.4]). Finalmente,
supongamos que B, es distinto de cero y llegaremos a una contradiccién.
Sea m el menor nimero natural tal que Z/p™ es un sumando directo de
B,. Entonces, XHZ/p™ y por tanto HZ/p™ son f-locales. Ahora bien, las
cofibraciones
HZ/p+V™ . HZ/p™ — SHZ/p™,

para todo r > 1, implican inductivamente que HZ/p"™ es f-local para
todo » > 1, por la proposicién 3.2.1. Elegimos pues un r tal que rm > n
y aplicando el lema 6.1.2 obtenemos que HZ/p"™ es f-local, lo cual es una
contradiccién. O]
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Dado un grupo abeliano G finitamente generado, el teorema de clasifica-
cién de estos grupos nos dice que podemos expresar G como @?_;G; donde
cada G; es, o bien Z, o bien Z/p* para algtin primo p y algin k > 1. Como
el funtor de localizacién conmuta con productos finitos, si G = & ,G;,
entonces aplicando los teoremas 6.2.1 y 6.2.2,

LY*HG ~ S H(®r A;)
donde A; & m(LY*HG;).

Corolario 6.2.3. 51 G es un grupo abeliano finitamente generado y k € 7Z,
entonces LY*HG ~ S*HA, para algin grupo abeliano A. [

La localizacién no conserva grupos abelianos finitamente generados, ya
que algunos de los grupos que aparecen como grupos de homotopia de la
localizacién de HZ no son finitamente generados, como por ejemplo QQ.

Si LY*HG ~ TFHA v ' HB, podemos obtener informacién sobre
los dos grupos de homotopia A y B utilizando la propiedad universal de la
localizacién. Como ¥ H Ay £F*1 H B son locales por ser retractos de locales,
proyectando en cada uno de los factores tenemos los siguientes diagramas:

SEHG —— SEHAV SHLHB SEHG —— SFHAV S HB

P1 P2

SEHA Sk B,

que junto con la propiedad universal de la localizacién nos dan los siguientes
isomorfismos:

[B*HA SFHA] x [B*'HB,2*HA| =~ [S*HG, S H A],
[B*HA, o* ' HB] x [2*"'HB, 2" HB] = [x*HG,o*" HB].

Pero [ZFT'HB, % HA] = 0, ya que
[B*HB,S*HA] = (HA)’(ZHB) = Hom(m(ZHB), A) = 0,
y por tanto tenemos los siguientes isomorfismos de grupos abelianos:

Hom(A, A) 2 Hom(G, A),
Ext(A, B) @ Hom(B, B) = Ext(G, B).
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De manera analoga y utilizando el hecho de que ¥ H B también es local,
pues es la desuspensién de un local, se tiene el isomorfismo

Hom(A, B) = Hom(G, B).

El siguiente resultado retine las tres propiedades anteriores sobre los dos
grupos de homotopia de la localizacién de S*HG.

Proposicién 6.2.4. Si LY*HG ~ S*HAVEL**1HB, entonces para todo k € Z
se cumple:

i) Hom(A, A) = Hom(G, A).
ii) Hom(A4, B) 2 Hom(G, B).

iii) Ext(4, B) @ Hom(B, B) = Ext(G, B). L]

En el caso particular de la localizacién de %* HZ, sabemos que B = 0
por el teorema 6.2.1. El apartado i) de la proposicién 6.2.4 nos dice que
Hom(A, A) = A,y este isomorfismo viene dado por la aplicacién ¢ — ¢(14).
La composicién de morfismos en Hom(A4, A) define una multiplicacién en
A para la cual 14 es el elemento identidad. Asi, si A es distinto de cero,
entonces admite una estructura de anillo.

Definicién 6.2.5. Un anillo con unidad se dice que es un anillo rigido si
la aplicacién evaluacién Hom(A, A) — A dada por ¢ — ¢(1,) es un
isomorfismo.

Todos los anillos rigidos son conmutativos. Si A es un anillo rigido y
a € A, entonces los morfismos de Hom(A, A) definidos como

o(r)=ra y ¢P(r)=ar,

para todo r € A, verifican que ¢(14) = 9(14). Por lo tanto ar = ra en A
para todo r € A.

La terminologia de anillos rigidos fue utilizada por primera vez en
[CRT00] para describir las f-localizaciones de la esfera S'. Sin embargpo,
este tipo de anillos ya habia sido estudiado anteriormente en otros con-
textos, con el nombre de E-anillos [Sch73]. Ejemplos de anillos rigidos son
Z/n, los subanillos de Q (incluyendo Z y Q) o el anillo de los enteros p-
adicos 2,, para cualquier primo p. Hay otros muchos ejemplos, como los
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productos [[,cpZ/p o [[ cp 2,,, donde P es un conjunto de primos. Tam-
bién son rigidos todos los anillos sélidos en el sentido de Bousfield-Kan
[BK72b], es decir, los anillos R tales que la multiplicacién R ®; R — R
es un isomorfismo.

De hecho, existen anillos rigidos de cardinalidad arbitrariamente grande
(véase [DMV87]). Sin embargo, hay grupos como el grupo de Priifer (o
grupo de las raices p-ésimas de la unidad) Z/p> o el cuerpo p-adico @p
que no admiten una estructura de anillo rigido. Por tanto, no existe ningtin

funtor de localizacién tal que 7 (LE*HZ) sea Z/p™ o Q,.

Teorema 6.2.6. Dado k € Z, la localizacién del espectro L*HZ tiene como
mdzimo un grupo de homotopia no trivial, es decir, LY*HZ ~ S*HA,
y st A # 0, entonces A tiene estructura de anillo rigido. []

Todos los anillos rigidos aparecen como f-localizaciones del espectro
HZ. Dado un anillo rigido A, sea f: S — M A la aplicacién de espectros
inducida por la unidad de A (recordar que [S, M A] = m(MA) = A). En-
tonces LyH7Z ~ HA. El espectro HA es f-local ya que por el lema 3.4.1,
[E*M A, HA] = Hom(A, A) si k = 0 y es nulo en otro caso; por lo tanto,

[B*MA HA) = [2*S, HA] paratodo k > 0.

La aplicacién g: H7Z — H A obtenida haciendo el producto smash de f
con la identidad en HZ es una f-equivalencia, porque HZ es conectivo.
Observar que también para esta aplicacién g se cumple que L,HZ ~ HA.

Corolario 6.2.7. Hay una clase propia de funtores de f-localizacion no
equivalentes.

Demostracién. Hay una clase propia de anillos rigidos no isomorfos por
[DMV87]. Para cada uno de estos anillos rigidos A, tenemos un funtor Ly
asociado, donde f: S — MA, que cumple que L;HZ ~ HA. U

6.3. Espectros anillo sélidos y rigidos

En algebra, un anillo con unidad R se dice que es un anillo sélido en el
sentido de [BK72b] si la multiplicacién del anillo yu: R ®z; R — R es
un isomorfismo. Algunos ejemplos de anillos sélidos son Z, Q o Z/n. Sin
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embargo, Z,, o R no son sélidos. Los anillos sélidos estan completamente
clasificados [BK72b] y todos son conmutativos y numerables.

Dado un anillo cualquiera R con unidad, podemos definir un funtor de
la categoria de grupos abelianos a la categoria de R-mddulos

F: Ab — R-mod

dado por F(A) = A ®; R para todo grupo abeliano A. Este funtor F' es
adjunto por la izquierda del funtor olvido de R-mdédulos a Z-médulos y
proporciona por tanto un isomorfismo

Homy (A, B) = Hompg(A ®z R, B)

para todo grupo abeliano A y todo R-médulo B. Cuando el anillo R es un
anillo sélido, el funtor F' es un funtor idempotente, ya que A ®; R ®z R =
A ®7 R. De hecho, esta propiedad caracteriza los anillos sélidos.

Proposicion 6.3.1. Un anillo R con unidad es sélido st y sélo st el funtor
F: Z-mod — R-mod definido como F(A) = A®y R es idempotente.

Demostracion. Si F' es un funtor idempotente, tomando A = 7Z tenemos
que

R®;R=27Z®, Rz R=F(F(Z)=2F(Z)=7Z%;R=R
y por lo tanto R = R ®z R. O

Cuando un anillo R es rigido (véase definicién 6.2.5), la aplicacién
n: Z — R dada por n(1) = 1y tiene la siguiente propiedad universal:
dada cualquier otra aplicacién g: Z — R existe una tinica h: R — R tal
que g = hon,
7Z—>R

gl -
L

R.

Es decir, la aplicacién 7 es una localizacién de Z en la categoria de grupos
abelianos. Los anillos rigidos estan caracterizados por esta propiedad.

Proposicién 6.3.2. Un anillo R con unidad es rigido st y sélo st la apli-
cactén n: 7Z — R dada por n(1) = 1 es una localizacién de 7 en la
categoria de grupos abelianos. L]
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Todo anillo sélido es un anillo rigido, ya que, si R es sélido, entonces
Homy(R, R) =2 Homg(R ®z R, R) = Hompg(R, R) = R.

Analogamente a la definicidn algebraica de anillos sélidos y rigidos, po-
demos definir espectros anillo sélidos y espectros anillo rigidos. Las propie-
dades de estos espectros anillo son, como veremos, similares a las de sus
analogos algebraicos.

Definicién 6.3.3. Un espectro anillo E es un espectro anillo sélido, si la
multiplicacién F A E — E es una equivalencia homotépica.

Observar que todo espectro anillo sélido E es smashing (ver Seccién
5.4) o dicho de otra manera, el funtor de localizacién homolégica Lg es
smashing. En este caso, Ly = Ly, donde T' = LS y el espetro T es un
espectro anillo sélido [Rav84, proposicién 1.27]. Los espectros anillos sélidos
vienen caracterizados por la siguiente propiedad.

Proposicion 6.3.4. Un espectro anillo E es sélido st y sélo st el funtor
L: Ho®* — Ho*® definido como LX = X AN E para todo espectro X es un
funtor de localizacién.

Demostracién. Supongamos que F es sélido, entonces . = Lg, donde
E ~ SANE = LS ya que las L-equivalencias son precisamente las E-
equivalencias. Reciprocamente, si L es un funtor de localizacién, £ = LS
es local y por tanto £ ~ LE = E N K. ]

Definicién 6.3.5. Un espectro anillo F es un espectro anillo rigido si la
aplicacién de evaluacién F¢(E, E) — E° es una equivalencia homotdpica.

Estos espectros rigidos vienen caracterizados por ser exactamente loca-
lizaciones del espectro de las esferas.

Proposicién 6.3.6. Un espectro anillo E es rigido st y sélo st la aplicacion
identidad del anillo n: S — E es una localizacion de la esfera.
Demostracion. Si E es rigido, entonces F°(E,E) ~ E° ~ F¢(S,E). De
hecho, L,S ~ E ya que 7 es una 7n-equivalencia y F es n-local. Reciproca-
mente, si F es local, también lo es ¥ *F para todo k > 0. Como 7 es una
localizacién, la propiedad universal

n*E



104 Localizacién homotdpica de espectros de Eilenberg—Mac Lane

implica que

[S, 2 *E] =~ [E,%"*E] paratodo k >0,

y asi, F¢(E,E) ~ E°. l
Proposicién 6.3.7. Todo espectro anillo sélido es un espectro anillo rigido.

Demostracion. Si E es sélido, el funtor LX = X A E es una localizacién
para todo espectro X. Tomando X = S y utilizando la propiedad universal
de la localizacién tenemos que F(E,E) ~ F(S,E) ~ E. ]

Ejemplo 6.3.8. El espectro anillo HZ es rigido pero no sdlido. Si fuese
sélido, entonces HZ A HZI, o~ HZP, lo que a nivel de 7 1mp11car1a que
Z ® Zp = ZP, que mo es cierto. En cambio, se cumple que [S, HZ o] =
[HZ,,HZ,] y [S*HZ,, HZ,) = 0 para todo k > 1.

En homotopia inestable, todas las f-localizaciones de la esfera S! son
espacios de Hilenberg—Mac Lane cuyo grupo de homotopia tiene la estruc-
tura de un anillo rigido [CRT00]. Todos los anillos rigidos aparecen de esta
manera. El siguiente teorema muestra la relacién entre las localizaciones de
los espectros S y HZ, y las estructuras de espectro anillo sélido y rigido.

Teorema 6.3.9. Sea L; un funtor de f-localizacion cualquiera. Entonces:

i) LS es un espectro anillo rigido y todos los espectros anillo rigi-
dos aparecen de esta manera. St Ly es un funtor de localizacion
smashing, entonces L;S es un espectro anillo sélido y todos los
espectros anillo sélidos aparecen de esta manera.

ii) LyHZ ~ HA para algun grupo abeliano A que tiene estructura de
anillo rigido y todos los anillos rigidos aparecen de esta manera.
Si Ly es un funtor de localizacién smashing, entonces A es un
subanillo de los racionales.

Demostracién. La primera parte es consecuencia de las proposiciones 6.3.4
y 6.3.6. La segunda es consecuencia de los teoremas 5.4.1 y 6.2.6.

O
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6.4. Espectros de Eilenberg—-Mac Lane reducidos

Un grupo abeliano A se dice que es reductdo si no posee ningin subgrupo no
trivial que sea divisible. Un espectro de Eilenberg-Mac Liane HG decimos
que es reducido cuando G es reducido. Vamos a ver que la localizacién de
espectros de Hilenberg—Mac Lane con grupo de homotopia reducido tiene
también como maximo un solo grupo de homotopia no nulo.

Teorema 6.4.1. Si G es un grupo abeliano reducido, entonces LY*HG ~
YE*HA, para algun grupo abeliano A y para todo k € Z.

Demostraciéon. Por simplicidad, tomamos & = 0. Para el resto de casos
se procede de igual manera. Supongamos que LHG ~ HAV YHB y sea
P el conjunto de primos tales p que B no es tnicamente p-divisible. Ya
sabemos que X HB es local, porque es retracto de un local. Por el lema
6.1.7, los espectros H(Hpep Ext(Z/p>,G)) y HZ/p* para todo k < oo
y p € P son f-locales (observar que HZ/p* es Ext-P-completo [BK72a,
p.174]). Podemos distinguir ahora dos casos diferentes:

i) Supongamos que B es Ext- P-completo. Por la propiedad universal del
funtor de localizacién L tenemos el siguiente diagrama conmutativo

HG—>HA VZHB

~

HGp.
donde [ es la aplicacién de localizacién dada por el funtor L y I’ es
la aplicacién dada por el funtor de localizacién homoldgico con res-
pecto a M(@pepZ/p). Observar que HGp ~ H([ [ .p Ext(Z/p*, G)).

ocp Bx4(Z/p>,G). Como THB es L-local y
también es M (@,cpZ/p)-local, aplicando las propiedades universales

Denotaremos Gp = 11

de la localizacién tenemos isomorfismos

[HG,SHB) = [HAV SHB,SHB] y
[HG,SHB) = [HGp,SHB],

que dan lugar a un isomorfismo
[HAV SHB,SHB| = [HGp, SHB].
Por lo tanto, [HB, HB] = Hom(B,B) =0y asi B = 0.
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ii) Supongamos que B no es Ext-P-completo. El lema 6.1.8 implica que
HQ es L-local y por el lema 6.1.5, H(G ® Zp) es también L-local.
Procediendo ahora de igual manera que en el caso anterior pero sien-
do !’ 1a localizacién homoldgica con respecto a MZp obtenemos que
B =0.

O

Todo grupo abeliano G escinde como una suma directa G; ® G5, donde
G es un grupo abeliano divisible y G5 es un grupo abeliano reducido. Por lo
tanto, LHG ~ LHG,V LHG,. La parte de la localizacién correspondiente a
HG, consta como maximo de un grupo de homotopia, como hemos visto en
el teorema 6.4.1. El grupo G, a su vez lo podemos descomponer como una
suma directa de copias de Q y Z/p> para varios primos p. La localizacién
de un espectro de Eilenberg—Mac Lane racional vuelve a ser otro espectro
de Hilenberg—Mac Lane racional; por lo tanto, la tinica posibilidad para que
en la localizacién de un espectro de Eilenberg-Mac Lane LHG aparezca un
grupo de homotopia no nulo en dimensién uno es que Z/p™ aparezca como
sumando directo de G y que LHZ/p>* = ¥ H B para algin grupo abeliano
B distinto de cero.

Veamos un ejemplo concreto. Dado un k£ < oo, sea f: HZ/p® —
Y HZ/p* la aplicacién de HZ-médulos dada por la identidad en el grupo
Ext(Z/p>,7Z/p*). Como f es trivialmente una f-equivalencia y SHZ/p"
es f-local, entones L;HZ/p™ ~ S HZ/p*. El mismo ejemplo cambiando
HZ/p* por HZ,, nos permite obtener una aplicacién g tal que L,HZ/p> ~
L HZ,.

Corolario 6.4.2. Sea G un grupo abeliano cualquiera y k € Z. Si Z/p™ no
aparece como sumando directo de G para ningin primo p, entonces
LY*HG ~ ©*HA para algin grupo abeliano A. L]



Capitulo 7

Categorias de mddulos estrictos y
homotapicos

Los espectros anillo y los espectros médulo han sido cldsicamente objetos
definidos en la categoria homotdpica estable, que como hemos visto en
el capitulo 1, tiene un producto smash asociativo y conmutativo salvo
homotopia. Las aplicaciones de estructura que definen los espectros anillo y
los espectros médulo dan lugar a diagramas que conmutan salvo homotopia.
Dado un espectro anillo F, los E-mdédulos en este contexto junto con las
aplicaciones de E-médulos forman una categoria, que puede verse como la
categoria de Eilenberg—Moore asociada a la ménada definida por el funtor
X — E N X. Llamaremos a esta categoria la categoria de los E-mdédulos
homotépicos.

Sin embargo, la reciente aparicién de las nuevas categorias de mode-
los para la homotopia estable, como los espectros simétricos [HSS00] o
los S-médulos [EKMMO97|, dotadas de un producto smash estrictamente
asociativo y conmutativo, han permitido definir espectros anillo estrictos
(monoides en la categoria) y espectros médulo estrictos (mddulos sobre
monoides). Las aplicaciones de estructura para estos anillos y mddulos es-
trictos dan lugar a diagramas que realmente conmutan en la categoria de
modelos (sin necesidad de pasar a la categoria homotépica). Asi, dado un
espectro anillo estricto E, la categoria de los E-mdédulos estrictos tiene
una estructura de categoria de modelos y podemos considerar también la
categoria homotdpica de los E-médulos estrictos.

Por lo tanto, para cada espectro anillo estricto E, tenemos definidas
dos categorias que interesa comparar. Una es la categoria de los E-mddulos
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homotdpicos y la otra la categoria homotdpica de los E-mddulos estrictos.

Las categorias de los mddulos estrictos tienen mejores propiedades que
las categorias de los médulos homotdpicos. La fibra de una aplicacién de
médulos estrictos es un mdédulo estricto, mientras que el mismo resultado es
falso en el caso de los médulos homotépicos [May98]. Si R es un anillo con
unidad y H R denota el correspondiente espectro de Hilenberg—Mac Lane,
entonces la categoria de modelos de los H R-mddulos estrictos es equivalente
en el sentido de Quillen a la categoria de complejos de cadenas no acotados
de R-médulos [Rob87], [SS03].

La categoria homotdpica de los H R-médulos estrictos y la categoria de
los HR-mddulos homotdpicos no son equivalentes en general. Sin embar-
go, hay algunos casos, por ejemplo cuando R = Z, en los cuales hay una
equivalencia entre dichas categorias.

En este capitulo estudiaremos estas dos categorias de médulos. En pri-
mer lugar veremos que las categorias de médulos pueden expresarse como
categorias de Eilenberg—Moore asociadas a ciertas ménadas. Posteriormen-
te daremos una condicién suficiente sobre el anillo R para que exista una
equivalencia de categorias en el caso de H R-médulos.

7.1. Mbonadas y la categoria de Eilenberg—Moore

En esta seccién vamos a recordar la definicién general de ménada en una
categoria, veremos cémo se define su categoria de algebras asociada o ca-
tegoria de Eilenberg—Moore, y algunos de los resultados basicos sobre esta
categoria. Estos y otros resultados sobre ménadas pueden encontrarse en
[Bor94, §4], [BW85, §3] o [Mac71, Cap. VI.

Definicion 7.1.1. Dada una categoria €, una mdnada en C es una terna
T =(T,n,u) donde T: € — Cesun funtor y n: lde — T y u: TT —
T son dos transformaciones naturales tales que los siguientes diagramas
conmutan:

nT Tn wT
T ——TT T TTT —TT

N2

Dada una ménada cualquiera, se definen las dlgebras sobre esta ménada
de la siguiente manera:
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Definicion 7.1.2. Sea T = (T, n, 1) una ménada en C. Un dlgebra sobre T
o una T-dlgebra es un par (M, m), donde M € Cy m: TM — M es un
morfismo que cumple que los siguientes diagramas conmutan:

M- 7N TTM 22T M
I N

Si (M,m) y (N,n) son dos T-algebras, entonces un morfismo de T-
dlgebras f: (M, m) — (N,n) es un morfismo f: M — N en C tal que
el siguiente diagrama conmuta:

Tf
TM — TN

ml l

Dada una ménada T = (7,7, ) en una categoria C, denotaremos por
CT la categoria cuyos objetos son las T-4lgebras y cuyos morfismos son
los morfismos de T-algebras. La categoria CT de 4lgebras sobre T se llama
categoria de Filenberg—Moore asociada a T.

Podemos definir un funtor olvido U: €T — @ de la categoria de T-4lge-
bras a C de la siguiente manera: U(M,m) = M y U(f) = f. Este funtor
asi definido es un funtor fiel y ademads tiene un adjunto por la izquierda
F: G — @7 definido como F(M) = (TM,un) vy F(f) = T(f). La uni-
dad de la adjuncién es n: Ide — FU =T y la counidad ¢: UF — Ider
estd definida como £(j;,,) = m. HEsta adjuncién nos relaciona los morfis-
mos en la categoria C con los morfismos en la categoria de T-4lgebras CT
mediante la biyeccién

CT((TX, px), (Y,m)) = C(X,Y) (7.1)
para todo objeto X de C y toda T-4lgebra (Y, m).

Definicién 7.1.3. Dadas dos ménadas T = (T,n,u) y S = (5,7, ') en una
categoria C, un morfismo de mdénadas S — T es una transformacién
natural A: S — T tal que los siguientes diagramas conmutan:

s SoS-2smoT

P

Ide §————T.
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Observacion 7.1.4. Cualquier morfismo de ménadas A: S — T da lugar
a un funtor fiel Q: €T — €S ya que toda T-algebra tiene estructura de
S-algebra via el morfismo A. De este modo, el funtor ) se define como
Q(M,m)=(M,moAy)y Q(f) = f. Este funtor estd bien definido porque
(moAy)ony=mony =1y y (Mmody)ouy =(moAy)oS(moly).
Por tanto (M, m o Ay) es una S-algebra. Ademds tenemos un diagrama

conmutativo

GTLGS

}%%

donde F' es el funtor olvido, que hemos visto anteriormente que era fiel.
Asi pues, @) también es fiel.

Ejemplo 7.1.5. Sea Ab la categoria de grupos abelianos y sea R un anillo
con unidad. El funtor R® —: Ab — Ab junto con el producto y la unidad
de R es una moénada en la categoria de grupos abelianos. La categoria de
Eilenberg—Moore asociada con esta ménada es la categoria de R-mddulos.

7.2. Categorias estables de F-mddulos

En esta seccidén vamos a describir, para un espectro anillo F, la categoria
de los E-médulos estrictos y la de los EF-mdédulos homotdpicos como ca-
sos particulares de categorias de Hilenberg—Moore asociadas con ménadas.
Trabajaremos en la categoria Sp* de espectros simétricos [HSS00]. Esta ca-
tegoria tiene un producto smash estrictamente asociativo y conmutativo,
lo que nos permite definir anillos y mdédulos de la misma forma que los
definiamos en la categoria homotépica.

Definicién 7.2.1. Un espectro anillo (estricto) es un objeto B € Sp” junto
con dos morfismos u: EAE — Eyn: S — E,donde S es el espectro
de las esferas, de tal manera que los siguientes diagramas conmutan en la
categoria Sp”:

nAl 1An

BEAS TS EANECSANE  ENENESEANE (7.2)

\g - ] I

E/\E#—>E.
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El espectro anillo E es conmutativosi poT = u,donde 7: EAE — ENE
es la aplicacién twist.

Dado un espectro anillo E € Sp¥, un espectro E-mddulo (estricto) es
un par (M, m) con M € Sp® y m: EA M — M tales que los siguientes
diagramas conmutan en Sp*:

SAM S EAM ENEAM S EAM (7.3)

Ejemplo 7.2.2. Igual que ocurria en el caso de anillos y médulos homotdpi-
cos (ejemplo 4.1.3), si R es un anillo asociativo con unidad y M es un
R-médulo, el espectro de Eilenberg-MacLane HR es un espectro anillo
(estricto) y HM es un HR-médulo (estricto). Las aplicaciones de estruc-
tura de HR y HM vienen inducidas por el producto y la unidad de R, y
por el homomorfismo de estructura de M como R-mdédulo.

Dados dos E-médulos (M, m) y (N,n), un morfismo de E-méddulos
f: (M,m) — (N,n) es una aplicacién f: M — N tal que el siguien-
te diagrama conmuta:

INS
EAM-—5EAN (7-4)
M———N.

Dado un espectro anillo (E, 7, u) en Sp*, podemos considerar el funtor
E A —: Sp¥ — Sp®. Bste funtor envia cada espectro X a un espectro
E-médulo E A X. Las transformaciones naturales n A1: Idg,= — EA —y
uNl: ENEAN— — E A — forman una ménada en la categoria Sp* por
la conmutatividad de (7.2). La categoria de Eilenberg—Moore asociada a la
ménada (EA—,nA1, uA1) es la categoria cuyos objetos son los E-mddulos
y cuyos morfismos son las aplicaciones de F-mddulos. Denotaremos como
E-mod a esta categoria y la llamaremos categoria de espectros mddulo
estrictos. HEsta categoria admite una estructura de categoria de modelos
en la que las equivalencias débiles y las fibraciones son las aplicaciones
de E-moédulos que son equivalencias débiles y fibraciones en la categoria
subyacente Sp* (véase [SS00], [SS03]). Si Ho(E-mod) es la categoria ho-
motdpica asociada, y M y N son objetos de Ho(E-mod), utilizaremos la
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notacién [M, Nz ..« para referirnos al grupo de morfismos entre M y N en
esta categorfa. Asi, (77.1) nos da una biyeccién

E-mod(E A M,N) = Sp”(M, N)

para cualesquiera F-médulos M y N. Esta biyeccién no induce en general
una biyeccién en clases de homotopia de aplicaciones, como veremos en los
Corolarios 7.3.6 y 7.3.7.

Ahora, dado un espectro anillo F en Sp*, podemos considerar la ménada
(EAN—,mA1,uA1) pero en la categoria homotépica Ho(Sp”). Llamaremos
categoria de E-mddulos homotdpicos a la categoria de Eilenberg—Moore
asociada a esta ménada y la denotaremos por E-hmod. Dados dos objetos
M y N en E-hmod, denotaremos por [M, N|g sm.a al grupo de morfismos
entre ellos en la categoria de Eilenberg—Moore. La biyeccién (7.1) nos dice
cémo relacionar los morfismos de estas dos categorias, mediante el isomor-
fismo

[EEA M, Nlghma = [M, N].

Observar que los objetos en E-hmod son E-mddulos en el sentido clasi-
co, es decir, equipados con aplicaciones de estructura para las cuales los dia-
gramas (7.2) y (7.3) conmutan salvo homotopia. Asi pues, todo E-mddulo
estricto es en particular un F-mddulo homotépico.

7.3. Moddulos homotdpicos y categorias derivadas

Las categorias E-mod y E-hmod definidas anteriormente son muy diferentes
en general. En esta seccién compararemos ambas en el caso en que F sea
el espectro anillo H R para algin anillo con unidad R.

Sea R un anillo con unidad. La categoria derivada del anillo anillo R,
que denotamos por D(R), es la categoria homotdpica de Ch(R), la categoria
de modelos de complejos de cadenas no acotados de R-moddulos por la
izquierda [Hov99, 2.3]. Las equivalencias débiles en Ch(R) son los cuasi-
isomorfismos, es decir, las aplicaciones de complejos de cadenas que inducen
isomorfismos en todos los grupos de homologia. Si E es un R-médulo y
k € Z, denotaremos por E[k] al complejo de cadenas

—0—0—F—0—0— .-
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donde E estd situado en dimensién k. Dados dos R-médulos A y B, los
morfismos entre A[0] y Blk| en la categoria D(R) se corresponden con el
grupo Ext%(A4, B), es decir,

D(R)(A[0], B[k]) = Ext% (4, B)

para cualesquiera R-médulos A y B; ver [Wei94, cap. 10] para una descrip-
cién detallada de la categoria derivada.

La dimensidn proyectiva pd(A) de un R-médulo A se define como el
menor entero n tal que existe una resolucién de A por R-médulos proyec-
tivos P, de la forma

0O—P,—PFP,,— - —P —F—A—0.

Si tal niimero entero no existe, diremos que pd(A) = oco. La dimensidn
global de un anillo R se define como gd(R) = sUp ¢ g-moa{Pd(4)}.

Ejemplo 7.3.1. Para el anillo de los nimeros enteros, gd(Z) = 1. Cual-
quier anillo que sea un domino de ideales principales tiene dimensién glo-
bal menor o igual que uno. Sin embargo, para el anillo Z/4 se tiene que
9d(Z/4) = oo. En el caso de un anillo de polinomios en n variables,
9d(R[z1,...,z,]) = gd(R) + n.

Los anillos R tales que gd(R) = 0 se llaman anzllos semistmples. Todos
los cuerpos y los productos directos finitos de cuerpos son anillos semisim-
ples. En general, gd(R) = 0 si y sélo si R es un producto directo finito de
anillos de matrices sobre anillos de divisién, por el teorema de Wedderburn—
Artin (véase [AFT74, §13], por ejemplo). Asi, si R es conmutativo, entonces
gd(R) = 0 si y sélo si R es un producto directo finito de cuerpos.

Los grupos Ext’;z estan muy relacionados con la dimensién global del
anillo R. Un resultado clasico de dlgebra homoldgica establece que la di-
mensién global de un anillo R es k si y sélo si Extjq(A, B) = 0 para todo
1 > k (véase por ejemplo [Wei94, teorema 4.1.2]).

Proposicion 7.3.2. Si gd(R) = 1, entonces cualquier complejo de cadenas
de R-mddulos

d dn— d
cC. ... —C,>»C,. .= . —=C,=>C,— -

es cuast-tsomorfo, y por tanto equivalente en D(R), a BrezAr donde
cada complejo Ay es de la forma

Ay: -+ —0—R, — F —0—---
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con Fy, y R, en dimensiones k y k + 1 respectivamente, y tal que
Hi(Ap) = Hiy(C).

Demostracion. Sea Ry e, B, 2 H(C) una resolucién proyectiva del
k-ésimo grupo de homologia Hy(C) de C. Definimos A; como el complejo

-—0—R, — F, —0—---

con Fj, en dimensién k y R; en dimensién k + 1. Ahora vamos a construir
una aplicacién entre @z Ax ¥y C que induzca isomorfismo en homologia.
Para cada k tenemos el siguiente diagrama:

Cri1
N 0

¥

g Im€k+l

X

R’“>T> F, —pk» Hi(C).

N

Como Fj es un médulo proyectivo y 7 es exhaustiva, existe una aplica-
cién pi: Fy, — Kerd, C Cj que cierra el diagrama. La aplicacién py o 1,
estd bien definida porque p;, o 2, C Ker m = Im dy, ;. De nuevo, como Ry es
proyectivo y la aplicacién Cj,; — Imdy,; es exhaustiva, existe una apli-
cacién qi: Ry — Ciy1 que cierra el diagrama. Para cada k € Z tenemos
definidas aplicaciones p; y gi de la siguiente manera:

Cr1 > C O

K

Rk —)Fk,

y esto induce una aplicacién ®iczAr — C que es un cuasi-isomorfismo.

O

Observacién 7.3.3. Para un anillo R tal que gd(R) = 0, la proposicién
7.3.2 es también cierta de manera mas sencilla. En este caso, C ~ ®ycz Ay,
donde Ay = Hy(C)[k] es el complejo de cadenas con Hy(C) en dimensién
k y cero en el resto.
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Observar que la proposicién 7.3.2 no se cumple cuando gd(R) > 1.
Supongamos que gd(R) = k > 1 y consideremos un elemento ¢ distinto
de cero en EXt%(M, N), donde M y N son R-médulos. Este elemento £ se
puede representar mediante una sucesién exacta de médulos

0O—N—FE,—-—F —M-—0,

donde Ej,..., Ej son libres [Mac67, corolario II1.6.5]. Tomemos ahora el
complejo de cadenas

E: "'—)O—>Ek—>Ek71—>"'—>E1—)O—>"'

con E; en dimensién 0. Este complejo tiene homologia solamente en di-
mensiones 0y k — 1, Hy(E) = M y Hy_1(E) = N. Pero si este complejo es
cuasi-isomorfo a M[0]®N[k—1] entonces £ = 0, puesto que, al ser F, ..., By
libres, existe un cuasi-isomorfismo del primer complejo al segundo y por
tanto un diagrama conmutativo

N—E, — By > > Hy > By > M
N——N >0 yoor——0—— M — M.

El siguiente resultado fue demostrado por primera vez en [Rob87]. Una
generalizacién reciente puede verse en [SS03].

Teorema 7.3.4. Dado un anillo R, hay una equivalencia de Quillen entre
la categoria de modelos Ch(R) de complejos de cadenas no acotados de
R-mddulos y la categoria de modelos de los HR-mddulos (estrictos).
Esta equivalencia induce una equivalencia entre las respectivas cate-
gorias homotépicas D(R) y Ho(HR-mod). [

La categoria H R-hmod ya ha sido estudiada en el capitulo 4. Sus objetos
son exactamente los R-GEMs estables. Un espectro F € Ho(Sp”) es un
R-GEM estable si E ~ Vi3 HA, donde cada A; es un R-médulo. Si
M,N € HR-hmod y M ~ Vycz5*HA, y N ~ V,c;5*HB,, entonces

(M, Nannmea = | [ [JIHA = HBlannmos (7:5)

keZ jET
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ya que la aplicacién natural V,c;,X*HA, — [Liez Y*H A, en este caso
particular es una equivalencia. Asi pues, el estudio de los morfismos en
HR-hmod se reduce al estudio de [HA, S*HB]yp hmos- BEn €l caso R = Z
recordamos el resultado obtenido en el corolario 4.3.6.

Proposicion 7.3.5. Para cualesquiera grupos abelianos A y B se cumple
que

[HA, HB]ys nmos = Hom(A, B)

[HA,LHB|u)nmoa = Ext(A, B)

[HA, “F*HB]yspmea =0 st k #0,1. ]

Corolario 7.3.6. Si k # 0,1, entonces [HA, 2*H Bz nmos = 0 para cualquier
anillo R y cualesquiera R-mddulos A y B.

Demostracion. La aplicaciéon que envia la unidad de Z a la de R induce
una transformacién natural HZA— — H RA— y un morfismo de ménadas.
El resultado se deduce de la observacién 7.1.4. O

Corolario 7.3.7. No es posible establecer una equivalencia de categorias
entre Ho(HR-mod) y HR-hmod st gd(R) > 1.

Demostracién. Supongamos que existe una equivalencia de categorias en-
tre Ho(H R-mod) y HR-hmod. Entonces, para cualesquiera dos R-mddulos
A, B y para todo k € Z, tenemos que

[HA, S*HBunnmes = [HA, S HByrmea = BExt% (A4, B)

por el teorema 7.3.4. Pero [HA, ¥ HByanmea = 0 51 k # 0,1, por el coro-
lario 7.3.6, y esto es una contradiccién ya que gd(R) > 1. O

Discutiremos ahora [H A, E’“HB]HR_hmod en los casos k =0y k = 1 para
cualquier anillo R. La siguiente proposicién generaliza la proposicién 7.3.5
para cualquier anillo R en el caso k = 0.

Proposicién 7.3.8. Para cualquier anillo R y cualesquiera R-mdédulos A y
B tenemos que [HA, HB|yrnmo = Hompg(A, B).

Demostracién. Sea una aplicacién f: HA — HB. Los espectros HA y
HB son HR-médulos ya que A y B son R-médulos. La aplicacién f serd un
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morfismo en la categoria H R-hmod si el siguiente diagrama conmuta salvo

homotopia:

HRAHA— sHRAHB

mHA\L J{mHB

HA ; » HB,

donde my4 vy myp denotan las aplicaciones de estructura de HAy HB
como H R-médulos respectivamente. Podemos definir una aplicacién

®: [HA, HB] — [HRA HA, HB]

de la siguiente manera: ®(f) = f omyga — myp o (1 A f). De este modo,
f serd un morfismo en HR-hmod si y sélo si f € Ker®. Pero [HA, HB| =
Hom(A,B)y [HRN HA,HB] = Hom(R ® A, B). La aplicacién f € Ker
siy sblo si f(ra) =rf(a) paratodor € Ry a € A, y esto es lo mismo que
decir que f € Hompg(A4, B). O

El caso k = 1 es mas complicado. Aunque podemos dar una descripcién
de [HA, ZHB] g nmos como el niicleo de una aplicacién
®:.[HA,XHB] — [HRANHA,SHB],
como en la demostracién de la proposicién 7.3.8,y [HA, ¥ H B] = Ext(A, B)
y [HRNHA,YHB] = Ext(R® A, B), en general se tiene que
[HA,XHB|ynnmes # Extr(A4, B).

Si fuese cierto que [HA,ZHB|yrnmoa = Extr(A, B) como era de esperar,
entonces por la observacién 7.1.4 y la proposicién 7.3.5, tendriamos siempre
una aplicacién inyectiva

Extr(A, B)—> Ext(A, B)

para cualquier anillo R y cualesquiera R-mdédulos A y B, y esto no es cierto
en general. El siguiente resultado muestra un contraejemplo para el anillo
Q[z] cuya dimensién global es gd(Q[z]) = gd(Q) + 1 = 1.

Ejemplo 7.3.9. Sea R = Q[z], A = Q[z]/(z™) y B = Q. Entonces el grupo
Extgr(A, B) es distinto de 0 porque la sucesién exacta

Q—— Qlz]/(z"*") —» Q[z]/(z")
no escinde. Si existiese una escisién, entonces 2" = 0 en Q[z]/(z™), lo cual

es una contradiccién. Por otro lado, Ext(A, B) = 0 como grupos abelianos,
porque Q es divisible.
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7.4. Una equivalencia de categorias

En esta seccién vamos a estudiar para qué anillos R hay una equivalencia
entre las categorias Ho(H R-mod) y HR-hmod. Ya sabemos, por el coro-
lario 7.3.7, que no existe tal equivalencia si la dimensién global del anillo
es mayor estrictamente que uno. Por otro lado, tampoco todos los anillos
de dimensién global uno van a verificar esta equivalencia, como se deduce
del ejemplo 7.3.9. Sin embargo, existe una equivalencia de categorias si el
anillo R tiene dimensién global cero o es un subanillo de los racionales.

Teorema 7.4.1. Sea R un anillo conmutativo tal que gd(R) < 1. Entonces
hay una equivalencia de categorias entre Ho(HR-mod) y HR-hmod si
y sélo s1 [HA, ZEHB|grnme = Extr(A, B).

Demostracion. Supongamos que [HA, YHByp nmos = Extg(A, B). Vamos
a construir un funtor $: HR-hmod — D(R) que sea una equivalencia de
categorias. Sera suficiente con definir el funtor sobre los objetos de la forma
N'HA, ya que dado M € HR-hmod es equivalente a Vjcz 2% H A, vy sobre
los morfismos de la forma f: HA — Y*HB para k = 0 y k = 1, gracias
a la igualdad (7.5). Si ® es una equivalencia de categorias, componiendo
esta equivalencia con la del teorema 7.3.4 tendremos que Ho(H R-mod) ~
HR-hmod. Vamos a considerar de forma separada los casos de dimensién
global cero y uno.

» Caso gd(R) = 0. En este caso, Extr(A4,B) = 0 y, por hipétesis,
[HA,SHBurnmea = 0. Definimos ®(Z*HA) = A[k]. De esta ma-
nera, si M en HR-hmod es tal que M ~ V,c;ZFHA,, entonces
®(M) = [[,cz Axlk]. Asi pues, para una aplicacién f: HA — HB
definimos ®(f) = mo(f), la aplicacién correspondiente entre A[0] y
BJ[0]. Ahora bien, ¢ es un funtor fiel y pleno y ademds cada objeto
de D(R) pertenece a la imagen del funtor ¢ por la observacién 7.3.3;
por tanto, es una equivalencia de categorias.

» Caso gd(R) = 1. Definimos $(Z*HA) = P(A) donde P, (A) es el
complejo de cadenas

-—0—R, —F, —0—---

con F y Ri en dimensiones k y k + 1 respectivamente, y R, —
F, — A una resolucién proyectiva de A. Si M ~ ViR HA,, en-
tonces (M) =[],z Pre(Ax). Una aplicacién f € [HA, HB]yghmoa =



7.4 Una equivalencia de categorias 119

Hompg(A, B) se eleva a una aplicacién fentre las resoluciones proyec-
tivas de A y B:
Rp——Fy

fl lf
RB —_— FB,

y de esta manera a una aplicacién del complejo Po(A4) = $(HA) al
complejo Po(B) = $(H B). Definimos ®(f) = f.

Del mismo modo, una aplicacién g € [HA, ZHB]yp nmoa = Extr(A4, B)
se eleva a una aplicacién g entre los complejos Po(A4) = $(HA) y
P.(B) = 3(ZHB):

Ry——Fy

l’g

RB — FB
Definimos ®(g) = g. El producto de Yoneda Y entre los grupos Ext%,
Exti,(B, C) ® Ext’(4, B) — Ext%7(4,C)

convierte a ¢ en un funtor. Este funtor es fiel y pleno y cada objeto
de D(R) esté en la imagen de $ debido a la proposicién 7.3.2; por lo
tanto, es una equivalencia de categorias.

Reciprocamente, si existe una equivalencia entre la categoria H R-hmod
y la categoria Ho(H R-mod), entonces

[HA, 2 HBunnmod = [HA, S HBlypmes = Exth (A4, B),
para todo k € Z. O

Los cuerpos y los anillos sélidos libres de torsidn satisfacen las condi-
ciones del teorema anterior. Si R es un cuerpo, y A y B son R-méddulos,
entonces

[HA, XHBl g hmoa = [ViHR, LHB]gphmoa = H[S, LHB] =0.
Un anillo R es sélido si la multiplicacién induce un isomorfismo R ®7 R =

R, considerando el producto tensorial sobre Z. Los anillos sélidos fueron
descritos por primera vez en [BK72b|. Si R es sélido, entonces en particular
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R®z A= A donde A es un R-médulo cualquiera. Esto implica que cuando
R es sélido, dados dos R-médulos A y B, se cumple que

Hompg(A, B) = Hom(A, B); Extr(A, B) = Ext(A, B).

Si R es libre de torsién, entonces HR A M A ~ H(R ® A) para cualquier
R-médulo A. Un anillo R que cumpla estas dos condiciones verifica que
[HA,£HB|grnmoa = Extr(A, B).

Lema 7.4.2. S: R es un anillo libre de tosion, sélido y de dimension
global uno, entonces R es un subanillo de los racionales.

Demostracién. La demostracién se deduce a partir del teorema de clasifi-
cacién de los anillos sélidos [BK72b]. O

Corolario 7.4.3. S1 R es un cuerpo o R es un subanillo de los racionales,
entonces existe una equivalencia de categorias entre Ho(HR-mod) y
HR-hmod. (]

7.5. Localizacion homotdpica de modulos estrictos

Vamos a recordar algunas de las definiciones y propiedades de la localizacién
homotépica vistas en el capitulo 2. Sea f: A — B una cofibracién entre
objetos cofibrantes en la categoria Sp™ de espectros simétricos. Un espectro
simétrico X € Sp” se llama f-local si es fibrante y la fibracién inducida de
conjuntos simpliciales

MapSpE(Ba X) - MapSpZ (A: X)

es una equivalencia débil. Una aplicacién g: X — Y de espectros simétri-
cos es una f-equivalencia si existe una aproximacién cofibrante g: X —Y
tal que la fibracién inducida de conjuntos simpliciales

Mapg,=(Y, Z) — Mapg,s(X, Z)

es una equivalencia débil para cada espectro simétrico Z que sea f-local.
Una f-localizacién de X € Sp” es una f-equivalencia lx: X — L;X tal
que L;X es f-local. En la categoria homotépica Ho(Sp*), la aplicacién
de localizacién lx es inicial entre todas las aplicaciones que van de X a
espectros simétricos f-locales, y es terminal entre las f-equivalencias que
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tienen X como dominio. La existencia de una f-localizacién, como ya hemos
visto, estd garantizada por el teorema 2.3.8, y es tinica salvo homotopia.
La localizacién con respecto a una aplicacién f: A — B de espectros
simétricos es un funtor homotépico idempotente en Ho(Sp*).

Cuando trabajamos en la categoria homotépica Ho(Sp¥), la f-localiza-
cién Ly M de un E-médulo M € E-hmod tiene una estructura de E-mdédulo
compatible, suponiendo que el espectro anillo F es conectivo o que el fun-
tor de localizacién Ly conmuta con la suspensién (véanse teoremas 4.2.1
y 4.2.4). Sin embargo, no sabemos en general si L;M es equivalente a un
E-moédulo estricto cuando M es un E-médulo estricto. Si E = HR, enton-
ces cualquier localizacién de un H R-mddulo estricto es equivalente a un
H R-médulo homotépico para todo anillo R con unidad, ya que todo H R-
méddulo estricto es en particular homotépico y por tanto escinde como un
wedge de suspensiones de espectros de Eilenberg-Mac Lane cuyos grupos
de homotopia son R-médulos. Esto hace que el funtor candnico

Ho(HR-mod) — HR-hmod

sea esencialmente exhaustivo, es decir, que cualquier elemento de H R-hmod
sea isomorfo a un elemento de la imagen del funtor. En general, para un
espectro anillo F, la localizacién de un E-méddulo estricto serd equivalente
a un F-médulo estricto siempre que el funtor

Ho(E-mod) — E-hmod

sea esencialmente exhaustivo.

En el caso de localizaciones de médulos homotépicos, los teoremas 4.2.1
y 4.2.4 nos dicen que la aplicacién de localizacién es una aplicacién de
modulos homotdpicos. El analogo para médulos estrictos no sera cierto en
general. Sin embargo, la equivalencia de categorias del corolario 7.4.3 nos
permite demostrarlo en el caso de que £ = HR, cuando R es un cuerpo o
un subanillo de los racionales.

Teorema 7.5.1. St M es un HR-mddulo estricto, entonces para cualquier
f se cumple Ly M ~ N, donde N es un HR-mddulo estricto. St R es
un cuerpo o un subanillo de QQ, entonces la composicion

M™M= N

es homdétopa a un morfismo de HR-mdédulos estrictos.



122 Categorias de médulos estrictos y homotdpicos

Demostracion. Sabemos que el resultado es cierto para M en HR-hmod
porque HR es un espectro conectivo. Ahora podemos utilizar la equiva-
lencia de categorias entre HR-hmod y Ho(H R-mod) que proporciona el
teorema 7.4.1. 0



Capitulo 8

Opéradas y localizacion

Los objetos monoide en la categoria de espacios topoldgicos o conjuntos sim-
pliciales tienen el tipo de homotopia de espacios de lazos [BV73], [Sta63] y
los espectros anillo clasicos pueden verse como los monoides en la categoria
homotdpica estable. Cada una de estas dos estructuras se conserva cuando
le aplicamos un funtor de localizacién. En [Far96], Farjoun demuestra que
toda localizacién de un H-espacio vuelve a ser un H-espacio, y que toda
localizacién de un espacio de lazos es un espacio de lazos. Mientras que
el primer resultado se demuestra utilizando tinicamente la propiedad de la
localizacién de conmutar con productos finitos, el segundo es méas compli-
cado de probar. En [Bou96], Bousfield da otro argumento alternativo para
esta demostracién.

En la categoria de homotopia estable, hemos visto en el capitulo 4 que
los funtores de localizacién conservan las estructuras de espectro anillo en
la categoria homotépica, bajo ciertas hipdtesis de conectividad o cuando
el funtor de localizacién conmuta con la suspensién (véanse teoremas 4.2.1
y 4.2.4). Las nuevas categorias de modelos para la homotopia estable, do-
tadas de un producto smash estrictamente asociativo y conmutativo, co-
mo la categoria de los espectros simétricos [HSS00] o la de los S-médulos
[EKMMO97], permiten definir espectros anillo estrictos. En este capitulo,
probaremos que los espectros anillo estrictos se conservan por funtores de
localizacién, bajo las mismas hipdtesis anteriores.

Los espectros anillo estrictos, que son los monoides en una categoria de
modelos para la homotopia estable, pueden verse como algebras sobre la
opérada Ass, que se define como Ass(n) = S[Z,], donde S es la unidad de la
categoria monoidal y la accién de %, sobre cada Ass(n) es por composicién.
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Es posible dotar a la categoria de opéradas en conjuntos simpliciales de
una estructura de categoria de modelos [BM03]. Si A, es una resolucién
cofibrante de Ass, entonces los espacios A, son espacios del mismo tipo de
homotopia que un espacio de lazos y los espectros A.,, también llamados
espectros anillo A, son espectros homotépicamente equivalentes a un
espectro anillo estricto. En [EKMM97] se demuestra con otros métodos
que las localizaciones homolégicas conservan los espectros anillo A.
Motivados por la definicién de estas estructuras como algebras sobre
opéradas, en este capitulo probaremos un resultado mas general. Conside-
raremos localizaciones homotdpicas en una categoria de modelos simplicial
monoidal. Al ser la categoria simplicial, tiene sentido hablar de acciones
de opéradas simpliciales y de algebras sobre estas opéradas. Veremos que
los funtores de localizacién homotdpicos conservan algebras sobre opéradas
cofibrantes de conjuntos simpliciales cuando la aplicacién natural

Map((LX)®™, LX) — Map(X®", LX)

es una fibracién trivial de conjuntos simpliciales para todo n, donde L es
el funtor de localizacién y © es el producto de la categoria monoidal. Este
es el caso de la categoria de conjuntos simpliciales (en cuyo caso ® = X) y
también de la categoria de espectros simétricos (en cuyo caso ©® = A). Para
la categoria de conjuntos simpliciales, obtenemos una nueva demostracién
de que las localizaciones homotdpicas conservan espacios de lazos, y en el
caso de la categoria de espectros simétricos, obtenemos que los funtores de
localizacién conservan espectros anillo (estrictos) bajo ciertas condiciones
de conectividad o conmutatividad con la suspensién. Estas condiciones son
necesarias, ya que como hemos visto en el ejemplo 4.2.3, la seccién de
Postnikov de nivel cero del espectro anillo K(n) de la teoria K de Morava
no es un espectro anillo.

8.1. Categorias de modelos de opéradas

Sea C una categoria monoidal simétrica y cerrada con unidad S y producto
® (véase definicién 1.4.2). La categoria de colecciones de objetos de C, que
denotaremos por Coll(C) es la categoria cuyos objetos son O = {O(n)} >0,
donde cada O(n) es un objeto de € con una accién del grupo simétrico %,,.
También puede verse Coll(C) como la categoria producto [], ., €**, donde
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CF~ es la categoria formada por los mismos objetos de C dotados con una
accién de X3,,.

Definicién 8.1.1. Una opérada O en C es un elemento de Coll(C) junto con
una unidad S — O(1) y una familia de aplicaciones de estructura, también
llamadas productos de composicién

ﬁ)/k;nl,...,nk: O(k) & O(nl) Q- O(nk) — O(nl + -+ nk)a

que son compatibles con la unidad, la accién de ¥, y cumplen ciertas
condiciones unitarias, de equivarianza y de asociatividad (véanse [May97al,

[May97b], [MSS02]).

Un morfismo de opéradas O — O’ es un conjunto de morfismos
O(n) — O’(n) para cada n > 0, compatibles con los productos de compo-
sicién y las unidades de O y O’ y la accién de ¥,,. Las opéradas junto con los
morfismos de opéradas forman una categoria. Denotaremos por Oper(C) la
categoria de opéradas sobre C.

Si en las definiciones anteriores olvidamos la accién de ¥, y las condi-
ciones de equivarianza, tenemos el concepto de opérada sin accion.

Ejemplo 8.1.2. La opérada Com se define como Com(n) = S para todo
n > 0. La accién de ¥,, en Com(n) es trivial, la unidad es la identidad y los
productos de composicién para esta opérada son isomorfismos candénicos.

Ejemplo 8.1.3. La opérada Ass se define como Ass(n) = S[Z,], el copro-
ducto de una copia de S por cada elemento del grupo simétrico ¥i,. La
accién de X, en Ass(n) es por composicién, la unidad es la identidad y los

productos de composicién se definen por permutacién.

Ejemplo 8.1.4. Dado un objeto X de C, la opérada de endomorfismos Endx
se define como Endyx(n) = Hom(X®", X), donde X®" = X® . ®X,
X® = Sy Hom(—, —) es el Hom interno de la categoria monoidal, simétrica
y cerrada C. La unidad de la opérada es la inducida por la identidad en X.
La accién de 3, sobre Endy(n) se define por composicién con la accién de
Y, en X®" inducida por la estructura monoidal de €. Los productos de

composicién
Yeing,..n, - Bndx(k) @ Endx(ny) ® --- @ Endx(ng) — Endx(ni +- - + ng)
se definen como

’Yk;nh...,nk(aaﬁl: s an) =ao (161 Q- ®16k)



126 Opéradas y localizacion

Si la categoria € sobre la que estamos definiendo las opéradas ademas,
de ser monoidal, simétrica y cerrada, tiene una estructura de categoria
de modelos que satisface el axioma del producto-pushout, diremos que C
es una categoria de modelos monoidal. El azioma del producto-pushout
nos dice que si f: X — Y y g: U — V son cofibraciones, entonces el
producto-pushout de f y g, es decir, la aplicacién

XoV][YeU —YaV (8.1)
XQU

es una cofibracidén, que es trivial si f o g lo son. Cuando € es una categoria
de modelos monoidal, Berger y Moerdijk [BM03, §3] dotan a la categoria
Coll(C) de una estructura de categoria de modelos, y proporcionan condi-
ciones bajo las cuales la categoria Oper(C) tiene estructura de categoria de
modelos, que ademads es cofibrantemente generada cuando € lo es. En esta
estructura de modelos, las equivalencias débiles y las fibraciones se definen
a cada nivel. Un morfismo de opéradas O — O’ es una equivalencia débil
(fibracién) si las aplicaciones

O(n) — O'(n)

son equivalencias débiles (fibraciones) para todo n. Las cofibraciones se de-
finen de la manera usual a partir de las fibraciones y equivalencias débiles,
utilizando las propiedades de elevacién. Dada una opérada O, un reem-
plazamiento cofibrante de O es una opérada cofibrante 0) junto con una
aplicacién de opéradas 9-—0 que es una equivalencia débil.

Definicién 8.1.5. Una opérada O de Oper(C) se dice L-cofibrante si U(O) es
cofibrante en Coll(C), donde U: Oper(C) — Coll(C) es el funtor olvido.

Todas las opéradas cofibrantes son ¥-cofibrantes [BMO03, proposicién 4.3].
La categoria de conjuntos simpliciales sSets es una categoria de modelos
monoidal que satisface las condiciones de [BMO03, teorema 3.2]; por lo tan-
to, Oper(sSets) es una categoria de modelos. Otros ejemplos de categorias
cuyas categorias de opéradas son categorias de modelos son la categoria de
espacios topoldgicos compactamente generados o la categoria de Ch(R) de
complejos de cadenas de R-mddulos, donde R es un anillo con unidad.

8.2. Algebras sobre opéradas

Sea C una categoria monoidal simétrica y cerrada.



8.2 Algebras sobre opéradas 127

Definicién 8.2.1. Dada una opérada O en C, un algebra sobre O es un objeto
A de C junto con un morfismo de opéradas

O — EIldA
donde End, es la opérada de endomorfismos definida en el ejemplo 8.1.4.

Una estructura de algebra sobre O en A, se puede definir también como
un conjunto de aplicaciones de estructura

O(n) ® A" — A para todo n >0,

que verifica ciertas condiciones unitarias, de equivarianza y asociatividad
[May97a], [May97b|, [MSS02]. Las condiciones de equivarianza pueden co-
dificarse de la siguiente manera. Lia biyeccién

C(O(n), Hom(A%", A)) = C(O(n) @ A", A),

dada por (1.1) conserva la equivarianza. Si la categoria C tiene colimites
finitos, podemos definir el producto de O(n) y A®™ sobre X, como un
coecualizador, del siguiente modo:

O(n) ®g, A®™ = coeqoex, {0 '@ 0: O(n) ® A®™ — O(n) ® A%™).

En estos términos, una estructura de 4lgebra sobre O en A es una familia
de morfismos compatibles en C,

O(n) @5, A" — A

Definicién 8.2.2. Si A y B son dos algebras sobre O, un morfismo de dlgebras
sobre O entre A y B es una aplicacién f: A — B tal que el siguiente
diagrama conmuta para todo n > 0:

O(n) @y, A% — 5 4

1®%, f®nl \Lf

O(n) ®g, B®* — B.

Denotaremos por Algo la categoria de algebras sobre O.

Ejemplo 8.2.3. Las algebras sobre la opérada Ass son los monoides en la
categoria C [May97b, ejemplo 1.1]. Las algebras sobre Com corresponden a
los monoides conmutativos en C. Si consideramos Com como una opérada
sin accién, entonces las algebras sobre ella vuelven a ser los monoides en €
[May97b, ejemplo 1.2].
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A partir de ahora nos centraremos en la categoria Oper(sSets) y todas
las opéradas que utilizaremos seran opéradas simpliciales. En esta categoria,
las opéradas tienen la propiedad de que la categoria de dlgebras sobre una
opérada cofibrante O tiene estructura de categoria de modelos. Esta estruc-
tura de modelos se obtiene a partir de la estructura de modelos de sSets
mediante la adjuncién

Fo: sSets = Algy: U,
donde U es el funtor olvido y Fy es el funtor libre definido como

Fo(A) = [] 0(n) @5, 4°™.

n>0

En una categoria de opéradas cualquiera Oper(C), las opéradas con esta
propiedad se llaman opéradas admasibles. En las categorias de opéradas
en conjuntos simpliciales, espacios topolégicos compactamente generados
o complejos de cadenas de R-médulos, todas las opéradas cofibrantes son
admisibles [BMO03, observacién 4.2].

El siguiente teorema [BMO03, teorema 4.4] muestra que las equivalencias
débiles entre opéradas cofibrantes proporcionan categoria de modelos equi-
valentes.

Teorema 8.2.4. Dado un morfismo de opéradas O — O’ que sea una
equivalencia débil y donde O y O’ sean opéradas Yi-cofibrantes, la ad-
juncion dada por el cambio de base:

@11 Alge = Algy: p*

es una equivalencia de Quillen entre las categorias de modelos de dlge-
bras sobre O y dlgebras sobre O'. L]

Dada una opérada O en Oper(sSets), definimos la opérada O, como
una resolucién ¥i-cofibrante de O, es decir O, es ¥-cofibrante y tenemos
un morfismo de opéradas O,, — O que es una fibracién trivial.

Definicién 8.2.5. Sea O una opérada en Oper(sSets). Definimos la categoria
de dlgebras homotépicas sobre O como la categoria de dlgebras sobre O,
donde O’ es un reemplazamiento cofibrante de O.
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El teorema 8.2.4 implica que, dada una opérada O en Oper(sSets),
la categoria de algebras sobre O, es equivalente en el sentido de Quillen
a la categoria de algebras homotdpicas sobre O. En efecto, sea O — 0
un reemplazamiento cofibrante de O. Como la aplicacién O,, — O es
una fibracién trivial, induce una equivalencia débil O — Os, ya que 0)
es cofibrante. Como O es S-cofibrante (porque es cofibrante), aplicando el
teorema 8.2.4 obtenemos que la categoria de dlgebras sobre O es equivalente
en el sentido de Quillen a la categoria de algebras sobre 0.

Ejemplo 8.2.6. Sea O = Ass en Oper(sSets). Esta opérada es E-cofibrante
[BMO03, observacién 4.6]. La opérada A, se define como una resolucién
Yi-cofibrante de Ass. En la categoria de conjuntos simpliciales, las dlgebras
sobre A., son espacios con el mismo tipo de homotopia que un espacio
de lazos, por lo tanto, cualquier espacio de lazos se puede ‘rectificar’ a un
monoide, es decir, todo espacio A, es del mismo tipo de homotopia que
un monoide [BV73], [Sta63].

8.3. Localizacién de algebras sobre opéradas

Sea § una categoria de modelos simplicial (véase definicién 2.1.6) con una
estructura monoidal compatible cuyo producto denotaremos con ®, que
satisface el axioma del producto-pushout (8.1). Denotaremos de la forma
usual Map(X,Y) el conjunto simplicial de aplicaciones de X a Y en 8.
Recordamos la definicién de localizacién homotépica dada en la seccién
2.3:

Definicién 8.3.1. Una localizacién homotdpica es un funtor L: § — § jun-
to con una transformacién natural I: Id — L que conserva equivalencias
débiles, toma valores fibrantes y la aplicacién Ix: X — LX es una cofi-
bracién tal que para cada X que sea cofibrante y cada Y, el morfismo

Map(LX,LY) — Map(X, LY)
inducido por lx es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

Como hemos visto en el teorema 2.3.8, toda aplicacién f en una cate-
goria de modelos simplicial cofibrantemente generada, propia por la izquier-
da y localmente presentable da lugar a un funtor de localizacién homotépica



130 Opéradas y localizacién

L. Este es el caso, por ejemplo, de la categoria de conjuntos simpliciales
(en la cual ® = x) o la categoria de espectros simétricos (en la cual ©® = A).

Dada una categoria de opéradas Oper(C) sobre una categoria monoidal
simétrica y cerrada €, hemos considerado las algebras sobre estas opéra-
das como objetos de C. Ahora bien, toda categoria de modelos simplicial
S estd enriquecida sobre conjuntos simpliciales; por tanto, si trabajamos
con la categoria Oper(sSets), tiene sentido hablar de acciones de opéradas
simpliciales y de algebras sobre opéradas de Oper(sSets) en la categoria S.
Asi, si O € Oper(sSets), un algebra sobre O en § es un objeto X de § junto
con un morfismo de opéradas

O — Endx
donde Endx es la opérada de endomorfismos definida como
Endx(n) = Map(X®", X) paratodon >0,

con los productos de composicién y la accién de ¥,, definidos andlogamente
al ejemplo 8.1.4. En este caso, X®" = X® (™. ©X y X° = S es la unidad
de la estructura monoidal de 5. Observar que aunque las opéradas son
opéradas de conjuntos simpliciales, las dlgebras sobre estas opéradas son
objetos de 3.

Utilizando la biyeccién (2.1) propia de la categoria de modelos simpli-
cial 8

8(0(n) ® X", X) = sSets(O(n), Map(X©", X)),

podemos ver que una estructura de algebra sobre O en X puede definirse
mediante una familia de morfismos en § de la forma

O(n) ® A" — A
para cada n > 0.

Teorema 8.3.2. Sea O una opérada cofibrante en conjuntos stmpliciales y
sea § una categoria de modelos simplicial y monoidal. Sea L un funtor
de localizacién homotdpica en §. Supongamos que X es un objeto co-
fibrante de § y ademds un dlgebra sobre O, y que la aplicacién natural

Map((LX)®", LX) — Map(X®", LX)

es una equivalencia débil de conjuntos stmpliciales para todo n. Enton-
ces LX es un dlgebra sobre O y la aplicacién de localizacionl: X — LX
es un morfismo de dlgebras sobre O.
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Demostracion. Sea Arr(S) la categoria de flechas de S. Los objetos de
Arr(8) son las aplicaciones entre objetos de § y los morfismos entre dos
aplicaciones son cuadrados conmutativos. La categoria Arr(S) es una cate-
goria simplicial ya que S lo es. Sea l: X — LX la aplicacién de localiza-
cién y consideremos la opérada de endomorfismos End; de ! en la categoria
Arr(8). Esta opérada viene definida en cada n por el siguiente pullback:

Endl (n) ................. > EndLX(n)

_

Endx(n) — Map(X®™, LX).

Como la aplicacién l: X — LX es una cofibracién por hipétesis, el axioma
del producto-pushout en § nos dice que el producto

[°%: X" — (LX)®"
también es una cofibracién y, de este modo, la aplicacién vertical derecha
Map((LX)®™, LX) — Map(X®", LX)
es una fibracién trivial. Ahora bien, en el diagrama

EIldl
=

la

9 — Endy

el morfismo « inducido por el pullback anterior es una fibracién trivial de
opéradas, porque es el pullback de una fibracién trivial para cada n. Como
O es cofibrante, existe una elevacién O — End;, que componiendo con la
aplicacién End; — End;x que también da el pullback, implica que LX es
un algebra sobre 0. La existencia de la elevacién O — End; implica que [
es un morfismo de 4lgebras sobre O. U

8.4. Aplicaciones

Consideremos la opérada Ass en la categoria Oper(sSets) y las &lgebras
sobre esta opérada en la categoria de conjuntos simpliciales y en la categoria
de espectros simétricos.
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Conjuntos simpliciales y espacios de lazos

En la categoria de conjuntos simpliciales, las algebras sobre Ass son los
monoides estrictos en la categoria de conjuntos simpliciales. La opérada
A, se define como una resolucién ¥-cofibrante de Ass. Las algebras sobre
A, son conjuntos simpliciales del mismo tipo de homotopia de espacios
de lazos (ver ejemplo 8.2.6). La opérada A, es cofibrante y la categoria
de conjuntos simpliciales cumple las hipdtesis del teorema 8.3.2, ya que el
funtor de localizacién conmuta con productos finitos en esta categoria. Por
lo tanto, la localizacién homotdpica de un espacio de lazos es homotdpica-
mente equivalente a un espacio de lazos y la aplicacién de localizacién es
una aplicacién de espacios de lazos. Este hecho fue demostrado con métodos
diferentes por Bousfield en [Bou96] y por Farjoun en [Far96, 3.A.3].

Espectros simétricos y espectros anillo

Sea ahora § la categoria de espectros simétricos. Igual que antes, sea A,
una resolucién X-cofibrante de la opérada Ass. Las algebras sobre Ass en
esta categoria son los espectros anillo (estrictos); por tanto, las dlgebras so-
bre A, son espectros simétricos homotépicamente equivalentes a espectros
anillo. Dado un espectro anillo X, la aplicacién

XA...ANX —LXA...ANLX,

que es una cofibracién gracias al axioma del producto-pushout, induce una
equivalencia débil de conjuntos simpliciales

Map(LX A...ANLX,LX) ~Map(X A...NX,LX)

cuando el funtor L conmuta con la suspensién o cuando X y LX son ambos
conectivos (ver teoremas 4.2.1 y 4.2.4). El teorema 8.3.2 nos dice que en
estos casos la localizacién homotépica de un espectro anillo (estricto) es
homotdpicamente equivalente a un espectro anillo (estricto). La condicién
de conectividad es necesaria, ya que, como hemos visto en el ejemplo 4.2.3,
la seccién de Postnikov de nivel cero del espectro anillo K (n) de la n-ésima
teoria K de Morava no es un espectro anillo, ni siquiera un espectro anillo
homotépico.
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fibracién trivial, 23 morfismo
férmula de Kunneth, 11 de ménadas, 109
funtor de opéradas, 125
cohomoldgico, 17 morfismo de algebras
de f-localizacién, 31, 40 sobre ménadas, 109
cuasi-exacto, 49 sobre opéradas, 127
de nulificacién, 50 .
objeto
exacto, 16
f-local, 30

id tente, 42
ldempotente, fuertemente dualizable, 19

representable, 17 .
. pequeiio, 27
triangulado, 16 presentable, 28
opérada, 125
Y-cofibrante, 126
admisible, 128

de endomorfismos, 125

GEM estable, 67

grupo abeliano
Ext-J-completo, 94
de exponente finito, 93

racional, 94 producto smash, 6, 9
reducido, 85, 105 propiedad de elevacién, 23

unicamente p-divisible, 79
recubridor conectivo, 40

localizacién . .
seccion de Postnikov, 7, 50

cohomoldgica, 88 subcategoria localizante, 17

de algebras sobre opéradas, 130 sucesién fibra-cofibra, 8

de anillos estrictos, 132

de espectros anillo, 61, 65 teorema de Hurewicz, 11
de espectros médulo, 61, 65 torre de Postnikov, 7
de GEMs estables, 71 tridngulo exacto, 8, 15

de médulos estrictos, 121
en conjuntos de primos, 52
fibra a fibra, 48
homolégica, 74
homotdpica, 29, 129
propiedades universales, 40
smashing, 54, 86

término de error, 70

moénada, 66, 108





