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Capitulo 1

Introduccion

Desde que el hombre empezd a construir ha sido necesario el conocimiento
del comportamiento de los materiales. Sin duda los egipcios tenian algunas
reglas empiricas sobre la naturaleza de los materiales, pues en caso con-
trario no habrian podido erigir sus imponentes monumentos. Mads tarde,
tanto griegos como romanos avanzaron en el arte de la construccién, aunque
la mayoria de sus conocimientos se perdieron durante la edad media y no
fueron recuperados hasta el Renacimiento. En esta época vivié Leonardo
da Vinci (1452-1519) quien estudi6 empiricamente el comportamiento de los
materiales.

El primer estudio analitico publicado sobre la resistencia de materiales se
encuentra en el trabajo de Galileo titulado Discorsi e dimostrazioni matema-
tiche intorno a due nuoue fcienze impreso en Leida el ano 1638. Hooke publi-
ca en 1678 De Potentid Restitutiva, donde estudia las propiedades eldsticas
de los materiales, llegando a establecer una relacién lineal entre la magnitud
de las fuerzas y la deformacién que producen '. En 1744, Euler introduce el
célculo de variaciones para estudiar la forma que adoptan los cuerpos eldsticos
cuando estan sometidos a distintas fuerzas. Otras aportaciones importantes
durante el siglo XVIII fueron las de Lagrange, méds en el plano teérico que
practico, y Coulomb. Ya en el siglo XIX encontramos a Young y Navier.

El origen de la teoria matemdtica de la elasticidad podemos situarlo a
principios del siglo pasado, principalmente con el trabajo de Cauchy [7],

'En opinién de J.E. Marsden & T.J.R. Hugues [50], tres cosas que deben saber todos
los que se inician en el estudio de la teorfa de la elasticidad son que ” Kirchhoff” se escribe
con dos 'h’, que la ley de Hooke no es un axioma y que los investigadores en elasticidad
son muy testarudos, incluso cuando estdn equivocados.

3



4 Capitulo 1. Introduccién

quien introduce los conceptos de tensién y deformacién. Ademés, deduce
las ecuaciones fundamentales de una forma mucho maés sencilla que como
se habia hecho hasta entonces. Poco antes, Fourier [29] habia publicado su
tratado sobre la propagacién del calor. Durante el siglo XIX aparecen los
trabajos de Poisson, Lamé, Green, Stokes, Piola, Kirchhoff y Saint-Venant,
entre otros. El tratado de Love [49] es un magnifico compendio de la teoria
clasica de la elasticidad. -

Tras una época de relativo aletargamiento, a mediados de siglo el estudio
de la elasticidad se reaviva, posiblemente debido a las aplicaciones tecnol6-
gicas de los nuevos materiales que aparecen. Cobran importancia el estudio
de la estabilidad de laminas finas en aeronautica, la propagacién de vibra-
ciones en cuerpos en el diseno de maquinaria industrial, la propagaciéon de
ondas en materiales no homogéneos y anisétropos en geofisica, la transmisién
del calor en astronautica, etc. Esto ha hecho que todo tipo de investigadores,
ingenieros, fisicos, geofisicos, matematicos, etc., les dediquen atencidn.

Aunque uno pudiera pensar que la teoria de la elasticidad y conduccién
del calor es una materia eminentemente experimental, también destaca por
su riqueza matematica.

El moderno analisis funcional hace posible el estudio de la existencia,
unicidad y comportamiento de las soluciones, permitiendo resolver proble-
mas de estabilidad. El analisis numérico nos proporciona una idea bastante
aproximada del comportamiento real del los materiales, posibilitando un gran
avance en el diseno de estructuras. La geometria diferencial es utilizada para
fundamentar rigurosamente las ecuaciones de la teoria.

Antes de acabar esta introduccién, mencionar los trabajos de Timoshenko
[67]) y Truesdell [69], dos interesantes obras sobre la historia de la mecédnica
y resistencia de materiales.

1.1 Leyes basicas

Supongamos que un cuerpo ocupa en el instante ¢ = 0 una region del espacio
Qp, que llamaremos configuracion de referencia, con volumen V; y superficie
Ag. La posicién de un punto X vendrd descrita por un sistema rectangular
de coordenadas OX (coordenadas materiales o Lagrangianas).

La configuracion espacial serd la region €2, con volumen V' y superficie A,
ocupada por el cuerpo en el instante ¢. La posicién de un punto x vendra des-
crita por un sistema rectangular de coordenadas Oz; (coordenadas espaciales
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o Eulerianas).

Configuracién espacial

Zg
Q

~

X1
Zo
Configuracién de referencia
I

Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de sélidos para el caso no re-
lativista estdn firmemente establecidas [6, 26, 50, 71]. Estas ecuaciones se
derivan a partir de cinco leyes fundamentales, postuladas independientemente
de la naturaleza del material:

1. Conservacion de la masa: La masa total del cuerpo se mantiene constante
durante el movimiento:

/podvo:/pdv,
Vo VvV

siendo pg la densidad en la configuracién de referencia y p la densidad
en la configuracion espacial. Derivando respecto del tiempo, la ecuacién
anterior se puede escribir de la forma

d
2| pav=o.
),

2. Conservacion del momento lineal: La variacién del momento lineal es
igual a la suma de las fuerzas que actiian sobre el cuerpo 2:

d
- =F
7 vadV ,

?Las letras en negrita representan tensores de orden p > 1.
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donde v = dx/dt es la velocidad y F es la fuerza resultante que actia
sobre el cuerpo, que la podemos descomponer en dos tipos de fuerzas,
superficiales y voliimicas,

F:/pde+/p(n)dA,
) v A

siendo f la fuerza volimica por unidad de masa que actia sobre el
volumen V del cuerpo y p(n) la fuerza superficial por unidad de 4rea que
actia sobre la superficie A del cuerpo, dependiente del vector normal
exterior n a la superficie. Con esta descomposicién la conservacién del
momento lineal se puede escribir:

4 pvdV=/pde+/p(n)dA.
dt Jy v A

3. Conservacion del momento angular: La variacion del momento angular
es igual a la suma de los momentos de las fuerzas que actiian sobre el
cuerpo:

d
—/px/\vdV:/px/\de+/x/\p(n)dA.
dt Jy v A

4. Conservacion de la energia: La variacién de la energia cinética e interna
es igual a la suma de la potencia de las fuerzas que actian sobre el
cuerpo mas el balance de energias que atraviesan el cuerpo:

%(/wu) =W+36,

donde la energia cinética, X, viene dada por

Kzl/pv~vdV,
2 Jv

la energia interna, U, por

Z/{:/pUdV,
v
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siendo U la energia interna por unidad de masa, y la potencia de las
fuerzas, W, por

W:/ pf—vdV—i—/p(n) -VdA,
1% A
siendo el resto de las energias & de muy diversa naturaleza: térmica,

eléctrica, quimica, etc.

Si nos restringimos al caso en el que inicamente aparece energia tér-

mica, 9, se tiene
Q=/deV+/q-ndA,
1% A

donde S es una fuente volimica de calor presente en el cuerpo y q
representa el flujo de calor que atraviesa la superficie. La ecuacion de
conservacion de la energia queda, en este caso,

4 p(-l-v-v+U)dV=/p(f-v+S)dV+/(p(n)-v—l—q-n)dA.
dt v 2 Vv A

5. Variacion de la entropfa: La variacién de la entropia total nunca es menor
que la suma del flujo de entropia que atraviesa la superficie y la pro-
ducida por las fuentes volumicas de entropia:

dH
—_> -ndA.
0 B—{—/Asn

Usualmente se toma:

S q

siendo 7' la temperatura absoluta (T' > 0). Entonces, en este caso,
podemos escribir la produccién de entropia

dH
T=22 _ .
- B - /As ndA,

de la siguiente forma:

1
pndV /p—dV T4 ndA > 0.
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Esta ley se puede interpretar como una restriccién del tipo de materiales
existentes si admitimos que todos los procesos son posibles [17], o bien,
se puede interpretar como una restriccion de los procesos posibles si
admitimos todo tipo de materiales.

1.2 Ecuaciones constitutivas

A las ecuaciones de evolucién les hemos de anadir las ecuaciones constitutivas
del material, que reflejan su naturaleza y explican el hecho de que materiales
con la misma geometria respondan de forma diferente a fuentes externas
iguales. La diversidad de dichas ecuaciones da lugar a una gran variedad de
problemas fisicos y matematicos.

Evidentemente, los modelos de ecuaciones constitutivas se han de ajustar
a los datos empiricos obtenidos mediante la experimentacién, pero es posible
establecer restricciones previas sobre dichas ecuaciones.

Estas restricciones vienen dadas por un conjunto de axiomas cuya validez

en fisica esta bien contrastada y, en el caso de materiales termoelasticos son
[25, 70]:

(i) Causalidad: Existen una serie de observables independientes (deforma-
cién, temperatura, ...) y otros que vienen dados por los primeros (ener-
gia libre, entropia, tensor de tensiones, flujo de calor, ...).

(ii) Determinismo: Las variables dependientes estdn determinadas, en el
punto material x y en el instante ¢, por la historia de los observables
independientes en todos los puntos materiales.

(iii) Equipresencia: Todas las variables dependientes son funciones de las
mismas variables independientes.

(iv) Objetividad: Las ecuaciones constitutivas no dependen del sistema de
referencia espacial considerado ni del origen de tiempos tomado.

Veamos ahora algunas de las consecuencias de estas asunciones sobre las
ecuaciones constitutivas.
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Sea Q un elemento del grupo de rotaciones; entonces, una transformacién
espacial y una traslacién en el tiempo vendran dadas por *

Ty = Qux + by, f=t+a,
szQ]k = kaij = 51], det ng = 1.

Los axiomas anteriores, para un material termoeldstico, se traducen en que
toda ecuacién constitutiva ha de cumplir *:

f(x,x1,0,01,X,t) = f(%%r,0,01,X,1),

siendo 8 la diferencia entre la temperatura absoluta 7' y una temperatura de
referencia Ty. Por lo tanto, las ecuaciones constitutivas han de satisfacer

f(xa XLy 07 H,L) X7 t) = f(QX + b, Qx,La 97 O,In X) i+ a))

para todo Q perteneciente al grupo de rotaciones, todo vector b y todo
escalar a. Consideremos los casos:

(a) Q=1Id,b=0yt= —a. Entonces
f(X, XL 97 e,ln X7 "'—G;) = f(X, X,L) 97 e,L’ X) 0)7

deduciéndose que las ecuaciones constitutivas no dependen explicita-
mente del tiempo.

(b) Q =1Id, x = —b. Entonces
f(_b) X,Ls 6) g,ln X) = f(07 X,L) 9) H,L) X):

deduciéndose que las ecuaciones constitutivas no dependen explicita-
mente de X.

Otra hipoétesis usual es la invariancia de las ecuaciones constitutivas bajo
grupos ortogonales de transformaciones {S} y traslaciones {B} de las coor-
denadas materiales:

Xk = Sk1 X1 + Bk,

StkSyx = Ski1Sks = 011, det Sk, = %1.

Si {S} es el grupo completo de rotaciones, el cuerpo es isétropo. Cuando las
ecuaciones constitutivas no dependen de X, el cuerpo es homogéneo.

3Utilizaremos el convenio de sumacién, segin el cual subindices repetidos indican
indices sumados.

4Los subindices precedidos por una coma indican denotan derivacién parcial respecto
de la coordenada correspondiente



10 Capitulo 1. Introduccidn

1.3 Teorias incrementales

Uno de nuestros propdsitos serd el estudio del problema incremental, consis-
tente en considerar las ecuaciones de evolucién que rigen el comportamiento
de pequeiias deformaciones superpuestas a grandes deformaciones no linea-
les [46].

Supongamos que un cuerpo ocupa inicialmente una regién €y, y conside-
remos dos estados actuales diferentes {2 y £2*, que llamaremos estado primario
y estado secundario, respectivamente. Entonces, si un punto X4 de , se
despaza a un punto z; de {2 y a un punto y; de ¥, se define el desplaza-
miento incremental como la diferencia entre ambas cantidades, u; = y; — ;.
Andlogamente, podemos definir el resto de las cantidades incrementales como
diferencia de dichas cantidades en los estados primarios y secundarios.

qQ

Estado secundario
Estado primario

u; = y; — x; desplazamiento incremental
6 = T* — T temperatura incremental

En el capitulo 2 estudiaremos las ecuaciones de la teoria incremental
para la termoelasticidad, planteadas por Iegan [35], cuando el cuerpo no es
acotado, generalizando los resultados obtenidos por Navarro & Quintanilla
[65] y Quintanilla [62] para dominios acotados.
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1.4 Algunos tipos de materiales

En el capitulo 3 nos centraremos en el estudio de materiales porosos, com-
puestos por un esqueleto de material eldstico y por intersticios vacios. Un
ejemplo sencillo seria un material compuesto por granos esféricos dispuesto
segin el grafico

C\C\f\

NN S Va
(\(\/\ ()

<<~ e
N_A_A_/ Vi

Para este material Ia densidad vendria dada por

_M
p—VA’

donde M = vVj es la masa y « es la densidad del grano. Sustituyendo en la
densidad del material, tenemos

Vi
p:fy—ngyu, 0<v<l.
Va

Mediante este ejemplo, observamos que podemos descomponer la densi-
dad como producto de dos campos escalares: 7, que depende unicamente
de la naturaleza del material, y la fracciéon volimica, v, que depende de la
geometria de los poros.

El siguiente paso serd considerar efectos viscoelasticos. Diremos que un
material es viscoeldstico si exhibe propiedades tanto de materiales eldsticos
como de fluidos viscosos.

Un ejemplo sencillo de material viscoeldstico es el modelo de Voigt, con-
sistente en un muelle eldstico y una cubeta con fluido viscoso acoplados en
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paralelo [2]

G
Aplicando la ley de Hooke al muelle y la ley de Newton al fluido tenemos

(1) = Ge(t) + pé(t),

siendo 7 la tensién, e la deformacién, G el mddulo de elasticidad y p la
viscosidad. Si sometemos a nuestro material a una tensidén constante 7, la

solucion es o
T, _ =
e(t) = e [1 exp < Mt)] .

Evidentemente, éste es un modelo muy sencillo. Un modelo maés realista
consistiria en imaginar que el comportamiento de nuestro material puede
aproximarse por un conjunto de N elementos de Voigt acoplados en serie.

|
I I t i

En este caso, el comportamiento vendria descrito por el sistema de ecua-
ciones

T(t) = Gnen(t) + ﬂén(t), n=1... N,
siendo la deformacién total
N
6(t) = Z en(t)
n=xl

Sometiendo a nuestro material a una tensién constante 7, tendriamos

e(t) = 1o g T, [1 — exp (—-At—)] ,

i)
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1
donde J, = — y)\n:—yi.

G, Gn
Pasando al limite N — oo tendriamos

et) = 1 /0 T I0) [1 _ exp (_-;N dx.
o) = [0 1= e (-5)| o

podriamos escribir la deformacién como

Definiendo

e(t) = 1op(1).

Si nos limitamos al comportamiento lineal del material podemos adoptar
el principio de superposicién de Maxwell, consistente en suponer que la defor-
macién en el instante ¢, debida a la aplicacién sucesiva de tensiones, es igual a
la suma de deformaciones producidas por cada tensién independientemente.
Por lo tanto, si la tensién viene dada por

(0 t < to,
ATy tg <t <fiy,
7(t) = | AT 4+ ATy i1 <t <ty

\ A7’1+...+ATR tn-—l §t<tn,
la deformacién seria,
e(t) = Anp(t —ty) + Anp(t — t1) + ... + AT (t — tp—1).

Pasando al limite obtenemos
¢ dr
e(t) = /_oo (t - S)E;-ds.

Esta ecuacién nos indica que el estado actual depende de los valores pasados
de la tensidn, o sea, que tenemos un material con "memoria”.
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1.5 Teoria de semigrupos

En la presente memoria utilizaremos la teoria de semigrupos de operadores
lineales [30, 60, 65] para obtener resultados de existencia, unicidad, depen-
dencia continua respecto de pardmetros iniciales y comportamiento asintético
de soluciones para diferentes teorias lineales cldsicas y no clasicas. Podemos
recordar algunos resultados similares recientes como [4, 40, 41, 42, 51].

Transformaremos nuestro problema de evolucién en una ecuacién diferen-
cial ordinaria, en un espacio de Hilbert H, de la forma:

w=A(t)u + f(t),

En el caso A(t) = Ay f(t) = 0 el problema anterior se reduce a

= Au,
u(0) = up, (1.2)

cuya " solucion ” es
u(t) = e*luy.

Si trabajamos en un espacio de dimensién finita, e4? viene dado por el desar-
rollo en serie de potencias. Pero si el espacio es infinito dimensional existe
el problema de la convergencia de la serie. La teoria de semigrupos de ope-
radores lineales generaliza la nocidén de exponenciacién de una matriz en el
caso de problemas en espacios infinito dimensionales.

En el resto de este capitulo X denotara un espacio de Banach y B(X) el
espacio de operadores de X en X.

Una familia uniparamétrica T(t), 0 < ¢ < oo, de operadores acotados
lineales en X recibe el nombre de Cy-semigrupo o semigrupo fuertemente
continuo en X si:

1. T(0) = Id, (Id operador identidad),
2. T(t+s)=TH)T(s) t,s>0,

3. limT(t)zc ==z Vz € X.

t—0+
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El generador infinitesimal del semigrupo 7'(¢) es el operador A definido
por

Az = lim LHE—T
t—0+ t

siendo su dominio, D(A), el conjunto de elementos, z € X, para los cuales
el limite anterior exista.

Teorema 1.1 Sea T(t) un Cy-semigrupo. Entonces, existenw € R y M > 0
tales que
IT@)| < Me“t, 0<t<oo0.

En este caso diremos que T'(t) es un Cy-semigrupo de tipo (M, w) y
denotaremos por G(X, M,w) el conjunto de generadores infinitesimales de
semigrupos de tipo (M, w).

Teorema 1.2 Sea T(t) un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal es el
operador A. Entonces:

1. Parar € X,
t+h

lim — T(s)xds =T(t)z.

h—0 h [,
2. Paraz € X,
t
/ T(s)zds € D(A),
0

A(Z?H@x%):T@ﬂ—m.

T(t)z € D(A),

3. Para z € D(A4),

%T(t)x = AT (t)x =T (t)Ax.
4. Para z € D(A),

T(t)z —T(s)x = /St T(r)Azdr = /St AT (1)x dr.
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Nota 1.1 El punto 8 nos indica que T(t)uy es solucion del problema de
Cauchy (1.2).

Teorema 1.3 Si A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo T'(t)
entonces A es un operador lineal cerrado y su dominio D(A) es denso en X.

Teorema 1.4 Sean T(t) y S(t) Cy-semigrupos con generador infinitesimal
A, entonces T(t) = S(t) VYt >0.

Teorema 1.5 (Hille-Yosida). Un operador lineal A es el generador in-
finitesimal de un Cy-semigrupo T(t) de tipo (M, w), si y solamente s,

1. A es cerrado,

2. D(4) =X,
3. todo A > w pertenece al conjunto resolvente de A y

-n M
0= 471 < gy Y EN

Diremos que un Cy-semigrupo T'(¢) es un semigrupo cuasi-contractivo si
M =1ie. ||T()]] <e*. Siademds w < 0ie. ||T(¢)]] <1, diremos que T(¢)
es un semigrupo de contracciones.

Teorema 1.6 Sea T(t) un Cy-semigrupo en X tal que ||T(t)|| < Me“?, en-
tonces existe una norma equivalente sobre X de forma que en la norma del
operador correspondiente a la nueva norma sobre X se cumple

IT@N < e

Corolario 1.1 (Lummer-Phillips). Sea H un espacio de Hilbert cuyo pro-
ducto escalar denotaremos por (-,-), y A un operador lineal en H tal que:

(i) D(A) es denso en H,
(ii) Re(Az,z) <w(z,z) Vz € D(A),

(iii) I\ > w de forma que Rango(A — A) = H.
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Entonces A genera un semigrupo cuasi-contractivo T(t) = et y
lle|] < et.

Nota 1.2 Si cambiamos (it) por la condicidn

(iii’) A — A tiene rango denso,

entonces su clausura, A, es el generador de un semigrupo cuasi-contractivo.

Centrémonos ahora en el problema no homogéneo

uw=Au+ f(t),
u(0) = uo, (1.3)

siendo A el generador infinitesimal de un Cp-semigrupo T'(t).

Suponiendo que ug € P(A) y f € C([0,t0]; X), la solucién cldsica es una
funcién u € C*([0, to); X) N C([0, to); D(A)).

Teorema 1.7 Siu es la solucidn cldsica de (1.3), entonces

u(t) = T(t)uo +/0 T(t— s)f(s)ds. (1.4)

En el caso uy € X y f € L([0,ty]; X), (1.4) representa una funcién
continua que recibe el nombre de solucién débil (mild solution). -

Teorema 1.8 Supongamos que ug € D(A) y f € C([0,40]; D(A4)). Si ademds
f € Wl,l([o)tﬁ];X) d f € Ll([(],tO])D(A)))

entonces la solucion débil es la solucion cldsica.

Por dltimo, consideremos el problema general (1.1)

u=A(tyu+ f(1),
U(O) = Up,
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donde {A(#)}ocscy, €s una familia de operadores pertenecientes al conjunto
de los generadores infinitesimales de Cy-semigrupos.

Diremos que una familia de operadores {A(t)},.,, perteneciente al con-
junto G(X, M, w) es estable, en el sentido de Kato, con indices de estabilidad
'>0yweR,si

e k r
1T = 4™ 1< [T5 =

=1

para todo conjunto 0 < < ... <, <y A > w.

Teorema 1.9 Supongamos que para todo t € [0,1y] existe una norma || - ||
equivalente a la norma original de X, y existe una constante ¢ > 0 tal que
Ve X yt,s€[0,t) se verifica

”x”t < edlt—sl
lizlls —

Entonces, si A(t) € G(X,1,w) Vt € [0,%0], la familia {A(t)}o,cy, €5 estable
en el sentido de Kato con indices de estabilidad T' = 2% y w. ™

Teorema 1.10 Supongamos:
(i) {A()}ocics, €5 estable con indices de estabilidad T y w,
(1) el dominio de A(t), D(A), es independiente de t,

(iii) Yz € D(A), A(t)z es fuerte y continuamente diferenciable.

Entonces eriste un tunico operador de evolucién T(t,s) definido en la
region A 1 0 < s <t <ty con las propiedades:

1. T: A — B(X) es fuertemente continuo y,

IT(t, 5)|| < T2,

2. T, y=1 y TEn)T(r,s)=T(ts), 0<s<7<t<ty.

3. Vz € D(4), T({,s)xr € D(A).
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4.
oT(t,s) or(t,s)
5 e =T(t, s)A(s).

Ademds, si up € D(A), f € CH[0,%0]; X) y u es la solucidn débil:

= A(t)T(t, s),

u(t) =Tt 0)up + /OtT(t, s)f(s) ds,

entonces

u€ C([OatOLD(A)) N Cl([o’tﬂ];X)y

y es la solucion del problema (1.1).

1.6 Comportamiento asintéotico de un semi-
grupo de contracciones

En esta seccién presentaremos una serie de resultados que nos seran utiles
para el estudio del comportamiento asintético de un semigrupo de contrac-
ciones [21].

Consideremos el problema de evolucién,

u(t) = Au(t),
u(0) = uy, (1.5)

en un espacio de Hilbert H, siendo A el generador de un semigrupo de con-
tracciones T'(t) en H. Supondremos ademés que A710 = {0}.
La 6rbita de = € H es el conjunto v(z UT )z. El conjunto w-limite
£>0

de z viene dado por w(z) = ﬂ v (T
>0

Teorema 1.11 Si para algin z € H, y(z) es precompacta en H, entonces
1. w(z) es no vacio, conexo, compacto y T (t)x — w(x).

2. Eziste un grupo lineal de isomelrias, f’, definido en el subespacio cer-
rado de H generado por la clausura conveza de w(zx), cow(z), que coin-
cide con T en cow(x).
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Supongamos ahora que z € D(4) y que su 6rbita y(z) es precompacta
en H. Sea & € y(z). El teorema 1.11 nos permite escribir

T(t)E =T(t)E ~ ) ey,
k

siendo vy, el valor propio imaginario puro asociado al vector propio ¢ del
generador infinitesimal de T', A. O sea, que si iv es valor propio asociado al
vector propio ¢, entonces, si la ecuacién

Ap =ive (1.6)
admite tinicamente la solucién trivial, se tiene que w(z) = {0} y, por lo tanto,
T(t)x — 0, si t— oo.

Por otra parte, si y € cow(z), del teorema 1.11 se sigue que

1d

Ay, y) =55 HT(f)y“2

=0, (1.7)
t=0

delimitandonos de esta manera el dominio del operador A.



Capitulo 2

Termoelasticidad incremental

2.1 Introduccién

Los primeros trabajos sobre materiales pretensionados se remontan a la dé-
cada de los sesenta, cuando England & Green [24] en 1961 y Green [32] en
1962 estudian las ecuaciones que rigen el comportamiento de pequenas defor-
maciones termoelésticas superpuestas a grandes deformaciones, suponiendo
que el estado primario estd en equilibrio y es isotermo.

En 1980 Tegan [35] establece las ecuaciones de la termoelasticidad incre-
mental para el caso general.

En 1982 Chirita [9] obtiene resultados de unicidad y dependencia continua
de soluciones para dicho problema.

Posteriormente en 1984 Navarro & Quintanilla [55] establecen la existen-
cia de soluciones para el problema de la termoelasticidad incremental bajo las
hipétesis de que el dominio es acotado y el tensor de elasticidades es definido
positivo.

Podemos recordar asimismo los trabajos de Quintanilla [63] sobre el com-
portamiento asintético de la termoelasticidad incremental y de Quintanilla &
Willians [64] sobre existencia y unicidad para la viscoelasticidad incremental.

Una importante y clarificadora monografia sobre materiales pretensiona-
dos es debida a Tegan [39].

El propésito de este capitulo es generalizar los resultados obtenidos en [55]
para el caso de dominios no acotados y tensor de elasticidades fuertemente
eliptico.

El plan a seguir es, en primer lugar, establecer las ecuaciones de la teoria

21
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de materiales pretensionados. Después, utilizando la teoria de semigrupos
de operadores lineales obtendremos resultados de existencia, unicidad y de
dependencia continua para condiciones de frontera Dirichlet homogéneas.

2.2 Ecuaciones basicas

2.2.1 Ecuaciones de la teoria de materiales eldasticos
con conduccion de calor

El movimiento del cuerpo estara descrito respecto de un sistema de coorde-
nadas de ejes cartesianos OX; (i = 1,2,3). Denotaremos por n la normal
exterior de la frontera 02y de la region €25. Como ya hemos indicado ante-
riormente, letras en negritas hacen referencia a tensores de orden p > 1, y si
v es de orden p, escribiremos v;;..; (p subindices) para las componentes de v.
Emplearemos también los convenios usuales de sumacién y derivacién: sub-
indices latinos toman los valores enteros (1,2,3), subindices repetidos signifi-
can indices sumados, e indices precedidos por una coma denotan derivacién
parcial respecto a la coordenada correspondiente. Por tltimo, la derivacién
parcial respecto al tiempo la indicaremos mediante puntos superpuestos.

Consideremos un cuerpo que en el instante inicial ocupa una regién
del espacio tridimensional, con frontera 0}, suficientemente regular. La con-
figuracién del cuerpo en’el estado inicial serd la configuracién de referencia.
El estado del cuerpo estara descrito respecto de la configuracion de referencia
y un sistema fijo de coordenadas cartesianas.

Las coordenadas de una particula respecto de dicho sistema de coorde-
nadas las denotaremos por X 4. Las coordenadas de una particula en el
instante ¢ las describiremos por z;, siendo dichas coordenadas funcién de ¢ y
X 4. Para un material eldstico real se ha de cumplir

832,'
det (8_}(‘4') > 0. (21)

Sea V una region arbitraria de superficie A en el instante ¢ y supongamos
que Vp, con superficie Ay, es su regién correspondiente en el instante inicial.
Para obtener nuestras ecuaciones, postularemos la conservacion de la energia
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en cada instante ¢ en la forma

/ oo,V + / ool dVy = / polfuis + 5)dVi + / (ni, + @)d Ay,
Vo Vo Vo Ao
(2.2)

donde U es la energia interna por unidad de masa, f, es la fuerza volimica
por unidad de masa, p, es la fuerza superficial ejercida sobre la superficie A
pero medida por unidad de drea de Ay, s es la fuente de calor por unidad de
masa y tiempo, ¢ es el flujo de calor a través de la superficie A medido por
unidad de drea de Ay y pp es la densidad en la configuracién de referencia.

Suponiendo la invariancia de la ecuacién (2.2) bajo cambio de sistemas
inerciales (i.e. £, — &, + v,), tenemos

/ po(Z, + v,)2,dVj +/ poU dVi :/ Po (f,(a’sz +v,) + s)dVO
Vo Vo Vo

+ /A0 (p(@ + v,) + q)dA4p. (2.3

Siendo v, es arbitraria, se ha de verificar

| sotnavo— [ poravi= [ pado=o. (2.4)
V() V() AO
Por el teorema de Cauchy [34] se tiene

Py =Tana, (2.5)

siendo n4 el vector normal a la superficie Ay y T4, el primer tensor de ten-
siones de Piola-Kirchhoff. Utilizando la arbitrariedad de la regién V', pode-
mos escribir (2.4) en forma local,

TAz,A + pﬂfz = iza (26)
De forma andloga a (2.5) tenemos
q=Qana, (2.7)

donde Q)4 es el flujo de calor.
Sustituyendo (2.5), (2.6) y (2.7) en (2.2), y utilizando otra vez la arbitra-
riedad del volumen V obtenemos

poU = T + Qaa + pos. (2.8)
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Si introducimos el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
Tap = Xp;Tai, (2.9)
entonces la conservacion del momento angular se traduce en
Tap =Tpa- (2.10)

Es conveniente introducir la energia libre de Helmholtz ¥ = U — T'p,
donde T es la temperatura absoluta y n la entropia por unidad de masa y
tiempo. Con esta notacion, la ecuacién (2.8) se escribe

Po (‘I’-{-T?]—I—T?]) :TABEAB+QA,A+P03, (2‘11)
donde
QEAB = Tj,AT;,B — 6AB- (212)

Definimos un material termoeldstico como aquel cuyas ecuaciones consti-
tutivas son del tipo

U=V (Eap,T,Ta), Tkr =Tk (EasT,T4),

) ! 2.13
=7 (Eap, T,T4), Qx =Qx(Eap T,Ta). (213)

Postulando la segunda ley de la termodindamica de la siguiente forma

| miravi - | wgavi- [ Laayzo, (2.14)
Vo Vo T AOT

la podemos escribir en forma local, utilizando (2.7),

. 1
P — pos — Qaa+ —,I:QAT,A > 0. (2.15)

De (2.11) podemos aislar s y sustituir en (2.15); entonces, teniendo en
cuenta las ecuaciones constitutivas (2.13), se deduce

ov . ov ov
- — >
<TAB Po aEAB) Eap — po ( 6T> T — po T, T4+ QATA 0.
(2.16)
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Si adoptamos la interpretacién de Coleman & Noll [17] de la segunda
ley de la termodinamica, que consiste basicamente en suponer que todos
los procesos son posibles, limitandonos asi el tipo de materiales existentes,
entonces (2.16) ha de ser valido para todo E4p, T y T 4. De aqui se deduce

U = (EypT), (2.17)

o v
9E.g’ 1 oT

TAB = Po (218)
QT4 > 0. (2.19)

Nota 2.1 Las relaciones anteriores ponen de manifiesto que V¥, Tap y 7
no dependen del gradiente de temperatura. Ademds, justifican plenamente
la introduccién de la energia libre de Helmholtz. Por otra parte, (2.19) nos
indica que Qx(Eap,T,0) = 0 y por lo tanto que el flujo de calor es nulo
cuando la temperatura es constante a lo largo del cuerpo.

Considerando (2.17) y (2.18), la ecuacién (2.11) se puede escribir:

poTh = Qa,a+ pos.
Resumiendo, las ecuaciones basicas de la teoria son:

e la ecuacion de la energia
poT1 = Qa4+ pos, (2.20)
e la ecuacién del movimiento
poZ, = Tasa + pofi, (2.21)
o las ecuaciones constitutivas
U= (Eap,T), Qk=Qx (Ean, T,T),

o o
EYo =T

Tap = po (2.22)

e la ecuacion geométrica

2EAB = Z3,A%,B — (SAB. (2.23)
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2.2.2 Ecuaciones de la teoria incremental de materiales
termoelasticos

Consideremos dos estados mas aparte del de la configuracién de referencias:
el estado primario  y el estado secundario Q* e introduzcamos las canti-
dades incrementales (ver [46]) asociadas con las diferencias entre los estados
secundario y primario..Si el punto X = [X4] de Qo se desplaza a x = [z,
en ) y a x* = [z]] en Q* entonces u = [u,] = [z} — z,] es el desplazamiento
incremental y, si Ty 7™ son las temperaturas absolutas asociadas con  y
Q*, entonces § =T* — T es la temperatura incremental.

Se trata de establecer las ecuaciones, condiciones iniciales y condiciones
de frontera para u, y 8 cuando conocemos el estado primario y las fuentes ex-
ternas en ambos estados, suponiendo que las cantidades u, y € son pequefias.

Para ello consideremos la relacion

* .
Ty p = Ty at Uy g = Ty A+ Uy Ty 4; (2.24)

despreciando términos de segundo orden obtenemos

1
EEB = EAB + 5 (xz,Buz,A + -’Ez,Auz,B) = EAB + €,3L4,AT 4, B, (225)

donde
2e,) = Uy, + Uy, (2.26)

Desarrollando por Taylor hasta primer orden tenemos !

\I]*

f

U (Ehp, T*)

\i/ (EAB + €1304,AT,B, T + 0)

a\if (EAB,T) a\ij (EAB7T)

TE‘AB——ezJﬂ:z,Ax],B + T
ov

Z,,AT; B -+ a—Te (227)

I

Il

\i/(EAB,T)—i- 0

v+ d
= —e
Por lo tanto, si 0 = po0,

oc* oo
9Ey,  0Ex, + Ak Lmne,yTomT,N — B L,

! Denotaremos por f y f* los valores que toman las distintas magnitudes en  y Q*
respectivamente.
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do* oo
9T~ = ﬁ - /BABele’L,Ax],B - B6>
siendo
0%c 0%c 0o
= == B=——.
AxLun OEx.OEyN’ Prr OF x0T’ oT?
Entonces

Trr, — Tkr = AkLunZymu, N — B LY,

pon” — pon = BunZTymu, N + BE.
Recordando que
£ % * *
Ty, = mz,BTAB = (Z,,5 + u,B) Tap,
y despreciando términos de orden superior, tenemos

T, =(xo,L + U L) (Tkr + AKLMNZ ) MU N — Bk 1)

=Tk, + TnUn + AKLMNT, LTy MUy N — Br 1%, 10.

Definiendo

Akyn = AKLMNZ, LT M, Br: = Br LT L,

DK‘L]N = AKz]N + TKN51]>
podemos escribir
TI*('L —_ TKz = DKzJNuJ,N - 5K197
pon’* — pon = Brt,x + BO.

Andlogamente tenemos

Q% — Qa = HamnTypmUy,n + Bal + K a0 01,
donde

0Q 4 B, = 0Q 4
0Eun’ A 9T’

Q4
oT,’

KaL =

HAJWN =

27

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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Utilizando la notacién
Han = HaMnTouM, (2.38)

podemos escribir

QZ T‘QA = HAzNuz,N+BA9+KAM9,M~ (239)
Definiendo Py, = T, — Tk, primer tensor incremental de tensiones de
Piola-Kirchhoff medido por unidad de drea en Qg; v = po(n* — 1) entropia
incremental medida por unidad de volumen en §y; 4 = Q% — Q4 flujo
incremental de calor medido por unidad de édrea en $Qg; G, = f} — f, fuerza
incremental volimica; y B = s*—s fuente incremental de calor, las ecuaciones

béasicas de la teoria incremental lineal son:

e la ecuacidn de la energia
Ty + polfn = (I)A,A + poR, (2.40)
e la ecuacién del movimiento

PAz,A + pOGz = Poﬁu (241)

e las ecuaciones constitutivas
PKz - DKl]Nuj,N - ,8}{10,

¥ = Bnyuyn + B,
b,y = HA:]NU’},N + B46 + I<AM9,M- (2.42)

Nota 2.2 Los coeficientes constitutivos, Dgyn, Bry, B, Hayn, Ba ¥y Kam
son, obviamente, funciones de la deformacidn y temperatura del cuerpo en el
estado primario. Ademds poseen la siguiente propiedad de simetria

DKz]N = DN]zK- (243)
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2.3 Descripcion del problema e hipdtesis

En vista de (2.42), las ecuaciones del movimiento y de la energia se pueden
expresar en funcién de u, y 8. Podemos escribir

.1
Uy =— [DKz]Nuj,N - ﬁKze] + Gu
Po K

7 =57 ( [HAzNUz,N + Ba0 + KAMH,M] W P0977>

’

1 . .
-5 (Brati,x + Bt + BO) + S, en g x [0, 14] (2.44)

donde S = poR/BT.
Consideraremos las condiciones de frontera

u=0, 6=0 endQ x[0,t], (2.45)
Anadiremos las condiciones iniciales
w(X,0) =up(X), u(X,0)=vo(X), 0(X,0)=6(X) eny (2.46)
siendo uy(X), vo(X), 6p(X) funciones dadas.
Asumiremos que los coeficientes constitutivos son diferenciables con con-

tinuidad y sus valores son, para t fijo, medibles Lebesgue y esencialmente
acotados. Ademads, supondremos:

(i) La densidad es estrictamente positiva

0 < p1 <ess._inf po(X) < ess. sup po(X) < po. (2.47)
XeQo XeQy

(ii) La capacidad calorifica B(X,t) es estrictamente positiva

0 < By <ess. inf B(X,t) <ess. sup B(X,t) < By. (2.48)
XeQ XeQy

(iii) El tensor Dg,,n es fuertemente eliptico, i.e. existe una constante € > 0
tal que

Diyn(X, )Exén A, > el lEPIA7, (2-49)

para todo vector &, X € R3.



30 Capitulo 2. Termoelasticidad incremental

(iv) El tensor de conductividad térmica K 4/ es definido positivo, i.e. existe
una constante K > 0 tal que

1

T am8alm 2 KJ€|f?, (2.50)

para todo vector £ € R3.

Nota 2.3 Las hipdtesis (2.47), (2.48) y (2.50) admiten una interpretacion
termomecdnica: la densidad, la capacidad calorifica, la energia eldstica y la
conduccion de calor son positivas. La hipdtesis (2.49) es usual en el estudio
de los problemas de elasticidad ([50]). Otras observaciones correspondientes
a esta hipotesis pueden verse en el apéndice de esta seccion.

2.4 Un resultado de existencia de soluciones

En esta seccién usaremos los resultados de la teoria de semigrupos de ope-
radores lineales para obtener un teorema de existencia de soluciones. Para
ello transformaremos nuestro problema inicial con valores en la frontera en
un problema abstracto en un espacio de Hilbert.

Denotemos v = 1 y sea Z el espacio
Z ={(u,v,0);ue W (Q),v e L¥(Q),0 € L)},

siendo W, *(€) el espacio usual de Sobolev [1], y W*(Q) = [W,*(Q)]°.
Definamos los operadores:

1
F'z(u} :'p_o [DszNuj,N] K F= (E)$
1
Cz(e) - E [ﬁK@H] KO C= (Cz))
1 .
L(u) =57 ( [Hauv ] AT TﬂzNuz,N)a

1
N(V) = - EﬁKﬂJz,K’

M(6) :-;—T ([BAG + Kanba) , + (7'7 + TB) 9) . (2.51)
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Sea A el operador matricial, con dominio

u
DA ={(u,v,0) e Z | A| v | € Z},
0
definido por
0 Id 0
A=At)=| F 0 C |, (2.52)
L M N

donde Id es el operador identidad.

Notemos que D(A) = W22(Qo) "W (Q0) x W (Q) x W22NW, 2 ()
es denso en Z, propiedad que utilizaremos mas adelante.

Nuestro problema (2.44) con condiciones de frontera (2.45) y valores ini-
ciales (2.46) se puede tranformar en el siguiente problema de evolucién en el
espacio de Hilbert Z

d—fiiﬁ = Aw(t) + F@), w(0) = 1w, (2.53)
donde
w=(uv,0), F=(0,G,S), wo= (uy,vo,b). (2.54)

_ Es conocido (ver [68]) que, para cada ¢, 0 <t < ¢y, existe una constante
d(t) tal que

“uH%N'lJ»Z(QG) = /ﬂ (DKzJNUz,KUg,N + dAUzUz)dV (255)
0

es una norma equivalente a la usual de Wé’Q(QU). Por continuidad, podemos
encontrar una constante d tal que

/n (Drcsmtty s + k) dV = Clhulfyo, (2.56)

para todo u € Wy?(£)), donde C > 0 es constante.
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Definamos en Z el producto escalar

((u,v,8), (u*,v*,0")); =

1 * * * *

-é /Q (du,ul + DKz]Nuz,KUJ’N + pov, + Bo6 ) dV. (257)
0

La norma definida por (2.57) es equivalente a la definida originalmente en Z.

Lema 2.1 FEziste una constante positiva o tal que para todo w € D(A), se
cumple

(Aw, w); < aw, w);. (2.58)

Demostracion. Utilizando las ecuaciones de evolucién (2.44) y el teorema
de la divergencia, podemos escribir

1
(Aw, w)t :g/ ’l),,U,dV - -2-/ T'—II{AMHAQ,MdV
Qo Qo

1 T AH pan — On.T?
z , Ou,
+ 5 /Qo{ > Uy, N

KamT 4 — BuT
+ T=

66 11

HAzN 0
- T LAUL N

BT 4 — por/T — BT?
A%A ’,}";7 92}dV

m 1
Gy / Un sty e AV
2 262 QO ’

d

5

— — dv,
+ 1 /Qou,ul+465/%vzvl )

donde la tdltima desigualdad es consecuencia de aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-geométrica, €, son constantes
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positivas arbitrarias, y las distintas m, vienen dadas por

_ |(KamTs = BuT)(KsuTs — BMT),
mp; = sup y )
XeQ T
My = sup QHAzNHAzN
XEQO T2 ’
S BAT s — poi/T — BT?
3 _Xego T2 3
TiH . TgH .
2 _ Adan BHBN
= g | (B - ) (B )| oo
Entonces
1 €e1my €My
<= -
(Aw, w); <= ( . L K) | BubudV
1 1 1 d
+o | = +mg+— 0%dV + / v,0,dV
2 (261 5 264) Qo despr Jo, pots
1
-+ ——Ml [DKzJNUz,KuJ,N -+ du,uz] dV, (260)
2C Q

donde C viene dada por (2.56) y M; = max { (ﬂzﬂ* + ——1—) ,525} Tomando

2€2
€1y €2 de forma que e;my + egmy < 2K y

o = max 1 + mgz + = ! M d
- By \ 2¢4 3 ey C L 26591 ’
obtenemos la desigualdad (2.58).0

Lema 2.2 FEziste Ay € R tal que el operador A satisface

Rango(AId — A) = Z. (2.61)

Demostracién. Sea w* = (u*,v*,6*) € Z; hemos de demostrar que la
ecuacion

Aow — Aw = w* (2.62)
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tiene una solucién w = (u, v, ) € D(A) para Ay € R suficientemente grande.
Escribiendo explicitamente el sistema (2.62) tenemos

Aou — v =u’,
Aov — Fu — Cf =v*,
Ao — Lu— Nv — M6 =6, (2.63)

De la primera ecuacién podemos aislar v y sustituirlo en las otras, obte-
niendo

Aou — Fu — CO =v* + \ou*,
Mt — Lu — ANu — M§ =0* — Nu". (2.64)

El uso de la alternativa de Fredholm [5] aplicada a A>Id — F y la desigual-
dad de Garding [50] nos permiten afirmar que dicho operador es invertible
(ver [50], cap. 6) para todo A > A* > 0. Por lo tanto de la primera ecuacién
de (2.64) tenemos

u=(A\21d — F)"}(v* + \u* + C#), (2.65)
y sustituyendo en la segunda ecuacién de (2.64) obtenemos

Ao — L(A21d — F)"H(CH) — \yN(A2Id — F)~}(C) — M8
= 60" — Nu* + (L + AN)(A2Id — F) "} (v* + Aou*). (2.66)

Para estudiar si la ecuacién (2.66) tiene solucién, introducimos la forma
bilineal en Wy ()

B, (6,0)

=(Nof — L(N2Id — F)~}(Ch) — NN (X21d — F)~}(Ch) — M4, ) ..
(2.67)

En el siguiente lema demostraremos que B, (Ao suficientemente grande)
es acotada y coercitiva. Entonces el teorema de Lax-Milgram [5] nos asegura
que existe una solucién 8 € Wy?(Qp) de la ecuacién (2.66). Con lo cual
podemos concluir de (2.65) la existencia de u € Wy*(€) N W22(Q) y
v € W% () solucién de (2.63). O

Lema 2.3 FEziste Ay € RY tal que la forma bilineal By, es coercitiva y acota-
da en Wy ().
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Demostracion. Un sencillo cilculo muestra que B, estd acotada para
todo \y € RT.

Veamos ahora que existe Ay € R* tal que By, es coertiva. Consecuencia
del teorema de la divergencia y de la desigualdad de Holder son las estima-
ciones

(L, 0) 1] < R{(F + duIdyu, w)i, (M + 62)0,0)2,,  (2.68)
(N, 0)12] < R u, Wi (M + 63)6,6)7, (2.69)

donde R, ¢1, ¢» ,R* y @5 son constantes positivas que dependen de los coe-
ficientes.

A partir de (2.68) y de la acotacién

10°1d — F)1]| < ~——

A2 —p
para el operador (A\?Id — F)~!, ([50], cap. 6), tenemos
(L(\1d - F)~1(CH), 6)|

<R{(F + $;1d)(\*Id — F)~1(CH), (\2Id — F)~}(C¥))?,
X (M + ¢,)8,6)1,
=R{{(M*+ ¢1)Id — (\Id — F)}(N’Id — F)~}(CH), (X\*1d
— F)7H(CONE x (M + $2)6,0)3,
SR{(N + ¢1)3((X’Id — F)~1(Ch), (\’1d — F)7(C))3,

+1(CH, (A21d — F)"H(CO))rz|* H(M + )6, 6)3,
<p { VA T 4 1

X _ B + SO ,3} (CO, COL((M + ¢2)0,0) ;..

De aqui se deduce

1
)\2 — /3} HGHWOI'Z(QO))
(2.70)

(L(°Td - F)™(C0),0)| < C” { s
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donde C* > 0 es una constante que depende de R, ¢, y de los coeficientes
termoeldsticos. De forma semejante podemos establecer

IAN(X?1d — F)~Y(C9), )]
< RA[((A21d — F)=1(CH), (A21d — F)~1(CO))E, (M + )6, 0)%,

A il }
< B 5575 110811 (01 +62)0,0) 3,

*% A
<C mllﬂlwy(%), (2.71)

donde C** > 0 es constante y depende de R*, ¢ y de los coeficientes ter-
moeléasticos.

Resumiendo,
A AVAT+ B 1 C** A
B\(0,0) = — {C ( B + S ﬂ) + m} ||9||W01’2(Qo)
+ (A= M)8,0) 2. (2.72)

Tomando A = )¢ suficientemente grande, podemos concluir que la forma
bilineal B}, es coertiva.O

Como consecuencia de los lemas 2.1 y 2.2 podemos enunciar el teorema

Teorema 2.1 El operador A genera un semigrupo cuasi-contractivo en Z,
para todo t € [0,t4]. .

Lema 2.4 Sea || - ||t la norma definida para cada t € [0,t] por el producto
escalar (2.57). Entonces existe una constante r > 0 tal que

[|(a, v, )¢
< exp(r|t — 5|). 2.73
I, v, 8], = P50 (2.73)
Demostracidén. Definamos h(t) = || - ||?. Derivando tenemos
. 1 . -
i) =5 | (D gy + B6%) av. (2.74)
2 Ja,

Tomando

2r = max m —l—
B C’'By)’
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donde

m = max sup Dgy~Dgkyn, = max sup B,
te[0,i1] XeQq te[0,t1) X e

obtenemos ' )
h(t) < 1h(@)] < 2rh(2),
e integrando entre s y ¢, obtenemos el resultado buscado.O

Consecuencia del lema 2.4 y del teorema 2.1 es:

Teorema 2.2 La famila de operadores {A(t),t € [0,t1]} es estable en el
sentido de Kato con constantes de estabilidad oo y T = exp(2rt).

Utilizando la teoria de operadores de evolucién [45, 59, 30] podemos enun-
ciar el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Supongamos que las hipdtesis (1)-(w) se satisfacen. Suponga-
mos también

G € CH([0, 1], L2 () N C°([0, 1], W () N W22(Qy)),
Se€ Cl([o’ t1]> LQ(QD)) n CO([07 tl]’ W2’2(Q0))'

Entonces, para todo
(U[), Vo, 90) eD

existe un Unico
(u(), v(t),6(1)) € C*([0,t:], 2) N C°([0, :], D)
que cumple (2 53).

Nota 2.4 Como A(t) genera una famaha de operadores de evolucion tene-
mos la siguiente estimacion de las soluciones

H(u,v,8)|| < Te (H(uo,vo,Gg)H + /Ot [/Qo (G.G, + 5%) dvr ds) .

Nota 2.5 El dltvimo teorema y la nota anterior nos permiten afirmar que,
st las hapdtesis (2.47)-(2.50) sobre los coeficrentes se cumplen, entonces el
problema (2.44)-(2 46) de la termoelasticidad incremental para dominios no
acotados es un problema bien planteado.
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2.5 Apéndice: Tensor fuertemente eliptico

En el presente apéndice presentamos algunos ejemplos que hacen referencia
a las hip6tesis (2.49) y (2.50).

En el primer ejemplo, supondremos que el estado primario y la configu-
racién de referencia {1 coinciden. Para materiales termoeldsticos e isétropos
los tensores de elasticidades y de conduccién térmica vienen dados por (ver

[35]):
Dgyn =A0k0,n + pond, i + 1 (608K + Oundyk)
Kam =kdan + koT 4T p1,

donde los coeficientes A, p, i, k y kg son funciones de X. Un sencillo cédlculo
muestra que la desigualdad (2.50) se cumple si

E>0 y ky>0.

Otro simple calculo nos dice que la condicion de ser fuertemente eliptico se
satisface si
w>0 'y A+2u+p>0.

Nota 2.6 S5i comparamos estas condiciones con las necesarias para la posi-
twidad del tensor, (1.e. Dgyn&xén > €€k, € > 0),

>0, p+3Xx>0, p+2u>0, 3A+p+2u>0, p<oO,

observamos que, en este ejemplo, todo tensor definido positivo es fuertemente
eliptico.

En un segundo ejemplo supondremos que el estado primario se obtiene a
partir de €2, mediante una pequena deformacién termoelastica. En este caso
(ver [38])

Dgyn =(A+viegr — 5iT)0,k0,n
+ (p 4+ vaerr — BoT)(00)0NK + 6N, k)
+ (Avp,n + 2v9epn) 0k Oy 0 + (Avp Kk + 2v0ekL)0ND, L
+ (pvp,n + 2v3epn) kb + (UMK + 2vsenk SN0, m
-+ Z(M + V3)5@p63Q5NK6PQ + 2(1/3 + /*5)51_731{1\7
+ (Xerr — BT)d,0N K,
Kanm Z(k + koerr + gT)(SAM -+ (k1 -+ kz)eAM,
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donde v, y T son el desplazamiento y la temperatura en el estado primario
respectivamente,

1
EMN = E(UM,N + un), VA = 0,40,

Y A, iy V1, Vo, vs, B, Br, Bay ky k1, ke, g son coeficientes termoeldsticos.
Un célculo directo muestra

Dryn€rénmny, = A+ p+ (11 + w)err — (B + 52)T) (&mi)°
+ (1 + (A +wm)err — (B + B2)T) (&) ()
+ 2 (A + wor,y + 2(ve + vs)exn) (& )nxén
+ 2(p + v3) (&&)mxny + (. )éxén) exn-

Si consideramos pequenas deformaciones esféricas de la forma
va = Xaf(r), donde r = (XAXA)%,

entonces esp = 0apf + XaXpr ! f' v exx = 3f + rf. En este caso la
desigualdad (2.50) se cumple siempre que se satisfagan las relaciones

E, Ek+(4k2+k1)f(’l‘)+’f'k2f’(?")+gT>0,

E1 + (kl + kg)T‘f’(T‘) > 0.
La desigualdad (2.49) se satisface si

Cy+ CL+2(A+3pu+ 20y + 4us) f(r) > 0,

Cr+ Cy+2(A + 3+ 2vs + 4us3) (f(r) + v f/(r)) > 0,
Cl +4(p+v3)f(r) >0,
Ch+2(u+ vs) (2f (r) +7f'(r)) >0,

donde
Cr=A+p+ (1 +m)Bf(r)+rf(r)— (6 + B2)T,

Ci=p+A+)@Bf(r)+rf(r) — (B+6)T.
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Si en vez de pequenas deformaciones esféricas consideramos pequeiias
deformaciones cilindricas de la forma

[T

Vo = Xof(r), w3=0, donde a=1,2, y r=(X.X.)?2,

tenemos eqp = dagf + XaXpr ' f', eas =0y e, =2f+7f". La desigualdad
(2.50) se satisface si

Ey=k+ (3k2 +k1)f(’f‘) +’l‘k2fl(7‘) + 9T > 0,
k+ko(2f +7f")+ ¢T > 0,
EyT + (kv + ko) f'(r) > 0,
y la desigualdad (2.49) se cumple si
Co+ Cj+ 2(A + 3+ 2wy + 4u3) f(r) > 0,
Co+Cy+2(A+3p+ 2 + 4u3) (f(r) + 7 f'(r)) >0,
Cy+4(p+vs)f(r) > 0,
Cy+2(p +va) (2f (r) + 7 f'(r)) > 0,
Cy +4(u+vs) (2f (r) +7f(r)) > 0,

donde
Cy = A+ p+ (1 +2)(2f(r) +7f'(r)) = (B + B)T,

Cy=p+A+m)2f(r) +rf(r) = (B+ B)T.

Ahora, si consideramos pequeiias deformaciones de la forma
’Ua:O, 0121,2, ’l)3:f(X1,X2,X3),

entonces ek = %(53Kf,L + 53Lf,K), y exx = f3. La desigualdad (2.50) se
satiface si
k+k2f,3+gT> 0,

k+ kgfyg — |k1 + k2|(f,Kf,K)1/2 + ¢T > 0.
La desigualdad (2.49) se cumple si

C; > 0,
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Cs + Cy — 2|y + vs|(f i f,x) " = 2lp + vs|(fx f,x) 7> > 0,
Cs +C5 ~ 20\ + p+ va + v3|(fxc f.x)* = 20+ vs|(fx f.) '/ > 0,
donde Cs = A+p+ (i +12) fa—(B1+52)T y C3 = p+(A+ue) f3— (B+Be)T.
Para el caso més particular de deformacién antiplana, f(X1, X2, X3) =
(X1, X3), las desigualdades (2.49) y (2.50) se satisfacen si
k+¢T >0,

k= k1 + kol (fafa)/? + 9T > 0,

Cy >0,
Ci+ Cj — 2lva + v3|(fafa)/? = 2lu+ v3|(fafa)/* > 0,
Ci+Ci= 2N+ p+va+usl(fafa)/? = 201+ vl (faf ) > 0,
donde Cy=A+p— (i +P)TyCi=p—(B+ B)T.
En el caso méas simple de cizallamiento, f(X;, X5, X3) = 7X}, las des-
igualdades (2.49) y (2.50) se satisfacen si
k+gT > 0,

k —|ky + ko|y + ¢T > 0,
Cs > 0,
Cs + Cy — 2|(v2 + v3)y| = 2(n + v3)v| > 0,
Cs + C = 2/(A + p+ v + v3)7| = 2| (1 + v3)7| > 0,
donde Cs = A+ pu— (Bi+B)T y Ci=p—(B+B)T.
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Capitulo 3

Materiales porosos

3.1 Introduccion

En el afio 1972 Goodman & Cowin [31] introdujeron el concepto de fraccion
volumica para modelizar como medios continuos los materiales granulares y
porosos. La idea consiste en suponer que la densidad del material se puede
descomponer como producto de dos campos independientes, uno correspon-
diente a la densidad del material si éste no tuviera intersticios vacios y otro
correspondiente a la fraccion volimica que se puede interpretar como el co-
ciente entre el volumen que tendria cada particula si no existieran intersticios
vacios y el volumen que ocupa realmente con ellos.

Usando este concepto Nunziato & Cowin [57] presentaron una teoria para
describir el comportamiento de un material poroso con un esqueleto de mate-
rial eldstico e intersticios vacios. Posteriormente Cowin & Nunziato [18] han
obtenido algunos resultados para la teoria lineal. Otros resultados en la teoria
lineal sin considerar efectos térmicos son los obtenidos por Puri & Cowin [61],
Chandrasekharaiah & Cowin [8], Batra & Yang [3]. Iesan & Quintanilla [43]
han establecido resultados de decaimiento espacial y acotacién de la energia
para cilindros eldsticos y porosos. Una interesante monografia sobre el tema
de materiales porosos es la de Ciarletta & Iesan [12].

Tesan [36] ha estudiado la teorfa lineal para materiales termoelasticos po-
rosos estableciendo resultados de unicidad y diversos teoremas variacionales.
Rusu [66] ha obtenido resultados de existencia y unicidad para esta teoria.

Por tiltimo hemos de resefiar que Iegan [37] ha establecido las ecuaciones
incrementales para materiales termoelasticos porosos.

43
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El objeto de este capitulo es obtener resultados de existencia, unicidad y
de dependencia continua de las soluciones respecto de pardmetros iniciales y
fuentes externas para la teoria incremental expuesta en [37]. El plan a seguir
es, en primer lugar, establecer las ecuaciones de la teoria. Después obten-
dremos resultados de unicidad y dependencia continua para condiciones de
frontera generales, utilizando el método de la energia. Por ultimo, utilizando
la teoria de semigrupos de operadores lineales obtendremos resultados de
existencia, unicidad y de dependencia continua para condiciones de frontera
Dirichlet homogéneas.

3.2 Ecuaciones basicas

3.2.1 Ecuaciones de la teoria de materiales porosos
termoelasticos

Supongamos que en el instante inicial tenemos un cuerpo que ocupa una
region €2y del espacio tridimensional, con frontera €2, suficientemente regu-
lar. Tomaremos como configuracién de referencia la configuracién del cuerpo
en el estado inicial. El estado del cuerpo estara descrito respecto la configu-
racién de referencia y un sistema fijo de coordenada cartesianas.

Denotaremos por X 4 las coordenadas de una particula respecto de dicho
sistema de coordenadas y por z; las coordenadas de una particula en el
instante ¢, siendo dichas coordenadas funcién de X, y t.

La densidad para un material poroso podremos escribirla, en el instante
t, como ’

p =, (3.1)
donde «y es la densidad del esqueleto del material y v es la fraccién voliumica
0<v<1).

Al igual que en el capitulo anterior, V' serd una regién arbitraria de su-
perficie A en el instante ¢, y Vj serd su regién correspondiente en el instante
inicial con superficie Ag. Para derivar nuestras ecuaciones postularemos la
conservacién de la energia en cada instante £ en la forma

/ po(Esd; + kiD)dV, + / pol dV
V() VO

= / po(fij:i -+ 157 + S)dVo + / (pia't,- + hl/ -+ q)dAO, (32)
Vo Ag
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donde U es la energia interna por unidad de masa; f, es la fuerza volumica
por unidad de masa; p, es la fuerza superficial ejercida sobre la superficie A
pero medida por unidad de drea de Ag; s es la fuente de calor por unidad de
masa y tiempo; ¢ es el flujo de calor a través de la superficie A medido por
unidad de area de Ap; y po es la densidad en la configuracién de referencia.
k es la inercia equilibrada, que depende de la geometria de los poros y se
podria interpretar como la *masa’ del poro. [ es la fuerza volimica extrinseca
equilibrada por unidad de masa y se puede interpretar como una presion
aplicada en la superficie interna del poro controlada exteriormente. h es la
tensién equilibrada en la superficie A pero medida por unidad de area de Ay,
y se puede interpretar como el flujo de poros que atraviesa la superficie.

Suponiendo invariancia de (3.2) bajo cambio de sistemas inerciales tene-
mos

/ ,00511"1 d% — / pgfz dVE) — / y dA() =0. (33)
Vo Vo Ag

Utilizando la arbitrariedad de la regién V y el teorema de Cauchy [34]
tenemos

P = Tana, (3.4)

TAz,A + psz = in (35)

siendo n4 el vector normal a la superficie Ay y Ty, el primer tensor de ten-
siones de Piola-Kirchhoff.
De forma andloga a (3.4) tenemos

(h— Hana) v +q—Qana =0, (3.6)

donde Q4 es el flujo de calor y Hy es la tensién equilibrada, que se puede
interpretar como una interaccion entre los poros.

Sustituyendo (3.4), (3.5) y (3.6) en (3.2), y utilizando otra vez la arbi-
trariedad del volumen V tenemos

poU = Ty a + Qan+ Haiv g — g + pos, (3.7)
siendo

g = poxi — Haa — pol, (3.8)
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donde g es la fuerza intrinseca equilibrada, que se puede interpretar como una
presion actuando sobre el poro que depende de su geometria, de las tensiones
en el esqueleto y de las propiedades del esqueleto.

Como en el capitulo anterior, la conservacién del momento angular se
traduce en

- Tap =Tga, (3.9)
siendo T4p el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
TAB = XB,iTAi- (310)

Con el objetivo de obtener relaciones entre las distintas ecuaciones consti-
tutivas, es conveniente introducir la energia libre de Helmholtz ¥ = U — T'y,
donde T es la temperatura absoluta y 7 la entropia por unidad de masa y
tiempo. Ahora podemos escribir la ecuacién (3.7) como

Po (‘I’ +Tn+ Tf?) = TapBap + Hat g — g0+ Qau + pos, (3.11)
donde
2EAB = T3,AT{,B — 5AB- (3.12)

Definiremos un material termoeldstico poroso como aquel cuyas ecua-
ciones constitutivas son de la forma

U=V (Esp, T, Ta,v,v4), Tkr= ?‘KL (Eag, T, T a,v,v 4),
n="7(Eap, T,Ta,v,v4), @ =0k (Eap,T,Ta,v,0,4),
9=9(Eap,T,Ta,v,v,4), Hx=Hx(Eap,T,Ta,v,0,4),
h h(EAB,T,TA,I/,l{A), q=(j(EAB,T,T,A,l/,I/’A).

(3.13)

Nota 3.1 Algunos autores consideran que estas cantidades dependen ademds
de v, con lo cual la deduccion de las ecuaciones que sigue a continuacion
varia, y una primera consecuencia de dicha suposicion es que las ecuaciones
(8.14), (3.-15) que siguen a continuacion se han de postular.

A partir de (3.6) y (3.13) se deduce

hZHATLA, (3.14)
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7= Qanga. (3.15)
La segunda ley de la termodindmica
) s q
/ poT) AV — / po= AV — / =dAp >0, (3.16)
Vo v T T

puede escribirse en forma local, utilizando (3.14) y (3.15):

) 1
poTh— pos — Qaa+ E[:QAT,A > 0. (3.17)

Si de la ecuacién (3.11) aislamos s y la sustituimos en (3.17), entonces,
teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas (3.13), se deduce

ov . ov ov
(TAB—pOGEAB) EAB—PO( 8T)T+ (HA—POaVA) VA

ov . ow 1
_ ndiali ST > 0.
’008’1"’AT’A+<g+p08u>V+TQAT’A‘ 0

(3.18)

Si adoptamos de nuevo la interpretacién de Coleman & Noll [17] de la
segunda ley de la termodindmica, entonces (3.18) ha de ser valido para todo
Eup, T, U A, TA y v. De aqui se deduce

\II:\I](EAB)T)V)I/,A)7 (319)
ov ov ov ov
Tap = PanAB n==%7 Hy = 190'5;;4—, 9=-rog, (3.20)
y
QaTp > 0. (3.21)

Nota 3.2 Aligual que en el caso de materiales termoeldsticos, ¥ no depende
del gradiente de temperatura y, por lo tanto, Tap, n, Ha y g tampoco.

Considerando (3.19) y (3.20), la ecuacién (3.11) se puede escribir

poTn = Q4,4+ pos.

En este punto, las ecuaciones bésicas de la teoria se pueden escribir como:
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la ecuacién de la energia
poTT = Qaa+ pos, (3.22)

la ecuacion del movimiento

poi = Tasa + pofi, (3.23)

la ecuacion de balance de fuerzas equilibradas

p0/€17 = HA,A +9+ p()l, (324)

las ecuaciones constitutivas

¥ = \i’(EAB,T, v, I/’A), QK = QK (EAB,T,T:A,U, l/,A)

SN
AB_panAB> 77_ aT)
ov ov
H == —— = - —_— .
A= o e 9=y (3.25)
e la ecuacion geométrica
2EAB = T;,ATi,B — 6AB- (326)

3.2.2 Ecuaciones de la teoria incremental de materiales
porosos termoelasticos

Como ya hemos dicho, las teorias incrementales estudian las pequenas de-
formaciones superpuestas a una gran deformacion. Para establecer las ecua-
ciones de esta teoria es conveniente considerar dos estados mas aparte del de
la configuracion de referencia: el estado primario  y el estado secundario 2*.
Introduzcamos las cantidades incrementales (ver [46]) asociadas con las dife-
rencias entre los estados secundario y primario. Si el punto X = [X4] de Qp
se desplaza a x = [z;] en Q y a x* = [z]] en *, entonces u = [u;] = [z} — z{]
es el desplazamiento incremental; si 7y 7™ son las temperaturas absolutas
asociadas con Q y Q* entonces § = T* — T es la temperatura incremental
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y si v y v* son la fraccién volumica en €2 y * respectivamente, entonces
w = v* — v es la fraccion voldmica incremental.

Nuestro problema inmediato consiste en establecer las ecuaciones, condi-
ciones iniciales y condiciones de frontera para u,, 8, y ¢ cuando conocemos el
estado primario y las fuentes externas en ambos estados, suponiendo que las
cantidades u,, 6, y ¢ son pequenas. Para ello, necesitaremos calcular cuanto
valen Tf,, — Tk,, n* — 1, g* — g y H} — Hg, que ademds de depender del
gradiente del desplazamiento incremental y de la temperatura incremental
también seran funcién de la fracciéon volimica incremental y su gradiente.

A partir de la relacién

*
Ty g = ToA + Upa = Ty + Uy Ty 0, (3.27)

despreciando términos de segundo orden, podemos escribir

1
E;;B = FEsp+ 5 (xz,Buz,A + xz,Auz,B) =Esp+ €:322,AL4,B, (328)

siendo
2e,, = Uy, + Uy, (3.29)
Desarrollando por Taylor hasta primer orden tenemos
O =0 (EZB,T*, V¥, 1/:4)

:\i’ (EAB + €3T1,AZ4,B, T+ 9, v+, Va+ QO,A)
6\1’ (EAB; T, v, l/’A)
aEAB 613371,/133],8
\ T U (E
0V (Eag, T, v, V,A)e + OV (E45,T,v, V,A)(p
oT ov
OV (Eap, T,v,v 4)
+
01/’,4

= (Eag, T,v,v 4) +

®,A

ov o ov
€Ty ATyB + =0+ —¢p + —p 4. (3.30)

=v aT = v’ duy,

* OE 4B
Introduciendo o = po¥, podemos escribir

do* 0o
OEi, O0FExy

+ CxrmneyTomTyNn + Do v + Brry — Bk b,
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do*  Oo
5T — a7 BABey T,y — Avpm + By — Ab,
do* Oo
5o — 9y T BrLeuTukTyL + By + &p — BY, (3.31)
donde .
0o 8% d%c
C =2 Dim=——l  Byy=-—Z
KEMN = 0Bk 0Emy’ M T 0ExL0vy’ X' T 0B 0v
0%c 0?0 0%c
T e e——— A o —- B = =,
brL=—3gar ™ 0T, ' oTdv
0%o 0o 0%o 0o
A= ——- A = —_— = — = —, 3.32
8T2 ’ LM 8V’L6V’M ’ K 5V,K8V’ 3:/2 ( )
Entonces,
T — Tk = CximnTomUy N + Drpvom + Brry — Brib,
pon* — pon = PunZimUN + Ak x + Bp + A6,
9" —9=-Bynz,Lu,n ~ Bxp x —&p + B0,
Hy — Hx = Dynk@ymta Ny + Axgne,n + B — Ak, (3.33)
y teniendo en cuenta que
T = m:,BTZB = (2,8 + u,B) Tip (3.34)
podemos escribir
Tf, = (zor + 1) (Trr + CrLMNT MUy, N
+ Dgrmpm + Brry — ﬂKLa)- (3.35)

Despreciando términos de orden superior y utilizando la notacién

Cryn = CxrmntarTim, Driv = DNz, (3.36)
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Bk, = BKL»’Uz,u Bi. = ﬁKsz,Ly

Agyn = Cryn + Tindyy,
tenemos
Ty, — Tk, = Axyntyn + Dramop + Brop — Bilb.
pon* — pon = BN + Ak x + By + A8,
9" — 9= —Bnu,~y — Bryp,x — §p + BO,
Hy — Hx = Dyyguy v + Axgno,n + Bryp — Ak6.
Analogamente,

Q% — Q4 = RapnTopte vy + Lago,x + Eap + Dab + Kap0 y,

siendo 90 90 90
_ A _ 9G4 _ 0Qa4
Rapyny = ETo Dy a7 Ky, ‘_BT,L’
_0Q4 _0Q4
Ea= ov'’ Law = vy

Utilizando la notacién

Ran = RAMNT, M

podemos escribir

Qs —Qa=Ranun + Laxp i+ Esp+ Dal + K46 .

o1

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Definiendo Py, = Ty, — Tk, primer tensor incremental de tensiones de
Piola-Kirchhoff medido por unidad de 4rea en Qy; v = po(n* — 1) entropia
incremental medida por unidad de volumen en {y; x = ¢g* — ¢ fuerza in-
cremental volimica intrinseca medida por unidad de volumen en Qy; My =
Hj — Hg tensién incremental equilibrada medida por unidad de drea en Q;
®,4 = Q% — Q4 flujo incremental de calor medido por unidad de 4rea en Qy;
F, = f; — f, fuerza incremental volimica; L = [* — [ fuerza incremental ex-
trinseca equilibrada; y S = s* — s fuente incremental de calor, las ecuaciones

bédsicas de la teoria incremental lineal son:



52 Capitulo 3. Materiales porosos

la ecuacién de la energia
Ty + pob) = Pa,n + poS, (3.44)

la ecuacion del movimiento

PAz,A + ﬂon = polly, (345)

la ecuaciéon de balance de fuerzas equilibradas

Ma,a+ X+ poL = pok¢, (3.46)

las ecuaciones constitutivas

Px, = Agyniy N + Do, p + Brp — B,

Y= /BNJUJ,N + AK(P,K =+ BQO + AH,
X = _BNqu,N - BKQO,K - f(p + Be)
Mg = Dyygua N + Agnio,n + By — Ak,

D4 =RA]NUJ’N—FLAK(/D,K‘FEAQO-{—DAQ—E—K'AMG’M. (3.47)

Nota 3.3 Los coeficientes constitutivos, Ak, n, Dk, Bri, Bri, Ak, B, A,
Bk, &, Axn, Rayn, Lak, Ea, Da y Kapn, son funciones de la deformacion
temperatura y fraccion volimica del cuerpo en el estado primario. Ademds
poseen las siguientes propiedades de simetria:

Axyn = Anpk,  Av = ApyL. (3.48)
3.3 Descripcion del problema e hipdtesis
Substituyendo (3.47) en (3.44), (3.45) y (3.46) obtenemos:

. 1
U, = P_ AK’!]NUJ,N + DKzMQO,M + BKz(p - ﬁKze] K + Fz) (349)
0 s
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1
AT
1 . . . .
- (ﬁmu,,]\r + Axpx + By + AH)

6 =

——

Raynuyny + Lagpx + Eap + Dab + I{AMO,M]

ki

1 . . , ' S
- Z(ﬁNgug,N + AK(;D,K + B‘P) - %9 + %: (350)

N 1
p =— [DKzNUz,K + Anko,x + Bny — ANG]
Pok N

1 L
i (BO = Brun = Brpc - €0) + =, (3.51)
en Qg x [0,1,].
Consideraremos las condiciones de frontera
u, (X, 1) = 4,(X,t) en 0Q, x[0,t],
e(X,t) =@(X,t) en 00, x[0,t],

0(X,t) =0(X,t) en 9 x [0,],

Pr (X, t)ng = P(X,t) en 80 — 0% x [0, ],
My(X, t)ng = M(X,t) en 80y —0Q, x [0, 1],
D (X,thng = ®(X,t) en 90y — 0y x [0,14], (3.52)
donde ng es la normal exterior a la superficie.
Aitiadiremos las condiciones iniciales
u(X,0) =up(X), u(X,0)=vo(X), ¢(X,0)=(X),
o(X,0) = ¢p(X), 6(X,0) = 6(X), en £, (3.53)
siendo up(X), vo(X), wo(X), ¥o(X), 0(X) funciones dadas.
Asumiremos que los coeficientes constitutivos son diferenciables con con-

tinuidad y sus valores son, para t fijo, medibles Lebesgue y esencialmente
acotados. Ademds supondremos que:

(a) La densidad cumple

< ess_inf po(X) < ess X) < ps.
0 < pr <ess inf po(X) < es )?28,,”“( ) < p2
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(b) La inercia equilibrada verifica

0 < k1 <ess_inf k(X) < ess sup k(X) < ko.
Xey XeQq

(c) La capacidad calorifica cumple

0 < Ap <ess_inf A(X,?) <ess sup A(X,t) < A;.
Xefo XeQg

(d) Para todo u € CF(€) y todo ¢ € C§(Ly), existe una constante § > 0
tal que

/ (AKz]Nuz,KU],N + AxnoxoN + £p?
Qp
-+ 2DK,NU,,K(,0,N -+ ZBKzUz,K(P -+ ZBK(p,K(p) dv

>6 [ (uyxux + @K+ @) dV.
Qo

(e) Para todo 8 € C§°(Qy), existe una constante K > 0, tal que

1
7| KanbabndV > K / 0 8 i dV. (3.54)

Q() Q0

Nota 3.4 (a), (b) y(c) nos indican que la densidad, la inercia equilibrada
y la capacidad calorifica son estrictamente positivas. (d) es semejante a las
hipdtesis usuales en el estudio de los problemas de elasticidad [50] y (e) hace
referencia a que la conduccion calorifica es positiva.

3.4 Un resultado de unicidad de soluciones

En esta seccién el objetivo serda obtener un resultado de unicidad y depen-
dencia continua, respecto de condiciones iniciales y fuentes externas, de las
soluciones del problema general (3.49)-(3.53).

Para tal fin definimos @, @, 8 como las diferencias entre dos soluciones al
sistema (3.49)-(3.53) correspondientes a condiciones iniciales y fuentes exter-
nas diferentes, pero con condiciones de frontera iguales.
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Sean 1y(X), ¥#o(X), @o(X), ¥o(X), 6(X) las diferencias entre dos sis-
temas distintos de condiciones iniciales y F, L, S las diferencias entre dos
sistemas diferentes de fuentes externas.

Debido a la linealidad de las ecuaciones es suficiente estudiar el problema,

- 1 _ - _ _ _
U, = ;" [AszNUJ,N + DKzM(p,M + BKz(p - /BKZH] K + E)
0 >

1

0=— [RAJNﬂJ,N + Lax@x+Esp+ Dal+ I<AM§,M] B

(BNJ%,N + AK(p,K +B@ + Aé) |

_1

A —
L (g 5 4 B) g, PS5
-—-A-(ﬁN]uJ,N-l-AK(p’K-l-B(,D)—AT9+AT,

- 1 7]
(75 :—,L_)—_R_ [DKzN'az,K + ANK@,K + BN(»Z) - ANO]
0 b
1/ - B - N L
4+ — (BH — By, v — Bx@.x — 590) + -, (3.55)
Pok Kk

en {1y X [0, t1], con condiciones de frontera

@, (X,t) =0 en 0Q, x [0,¢],
(X, t)=0 en 08, x[0,4],
O(X,t)=0 en 0 x[0,%],

pKz(X, t)nK =0 en BQQ - 8Qu X [O,tl],
Mg(X,t)ngk =0 en 0Qp— 00, x [0,11],
(T)K(X, t)nK =0 en BQO - an X [0, tl], (356)

y condiciones iniciales

(X, 0) = 99(X), 9(X,0)=7(X), #(X,0)=@o(X),

$(X,0) = $o(X), 6(X,0) = bo(X), en Q. (3.57)
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Definamos la funcién

1

E(t) = 9 /Q [f’oﬁmz + pokth® + A(1)0? + Axcyyn ()T kTl v

-+ Axn ()@ kBN + E)P” + 2D v ()T, kP ov
+ 2Bk (t) 3P x + 2BKl(t)a,,K¢] dv, (3.58)

que nos da una medida de la distancia entre soluciones.

Derivando respecto del tiempo y utilizando la férmula de Green-Gauss,
obtenemos

T2 T T
EaTa—BT? . Lam- .
+ T9¢ -7 0,4 m
RakTa— P T? . - Ea-

+ 2

T Uy g — 7‘9,,495

DT — AT? — poT% 2, LayTa — AuT?
e 6° + T 08,m

. KunyTa — DyT - R, Ky~ -
E(t) = / [ AM— A M 99y — 2N g, n0 4 — =220 40 0
Qo

av

1 . . )
+ —/ (AKz]Nﬂz,K'L_LJ,N + AN kPN + EP°
Qo

2
+2D gk Py + 2B,y k@ + 2Bk @k + Aéz) dv
_ - f
+/ [PK1771+MK¢+(I)K—} anA
88 T

+ / Po [F,fa + Ly + S%] dv. (3.59)
Qo

La primera integral de (3.59), utilizando las desigualdades aritmético-
geométrica y de Cauchy-Schwarz, se puede acotar por
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1 my €5
Z [ —= = 7 T V
2 ( €1 * 2) /ﬂo o e

1

+5(3+2+2+2-K) /9{9,((11/
1
2

1 ({m m m ~
+—(——2+—3+~—8+m6+%) 82 dv

2 262 265 2 €8 o
1(mg my / -9
+ = — av, .
2 (263 + 267) Qo ¢ (3 60)
siendo €, constantes positivas arbitrarias, y
m, = maxess sup M2, i=1,...,8 (3.61)
[0,¢1) XeQg

donde las distintas M, vienen dadas por

M2 3R s Rain M2 = (KamT 4 — DyT)(KnuT.n — Dy T)
= T2 ’ 2 T4 ?
EAEA 2 3LAMLA}VI
Mg = o Mi=——%—,
M2 . (RAzKT,,A - BKZTZ)(RNU(,T,N - /H'KzTQ)
5 = T4 !
(DaT g — AT? — poT0)* 5 _ (EaTa — BT??
M62 = T4 ) M7 = T4 ’
(LAMTA — AMTQ)(LNMTN — AMT2)
M = T (3.62)

Para acotar la segunda integral de (3.59), podemos utilizar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y las desigualdades

AszNﬂz,Ka],N av
Qo

Salf ﬂz,Kﬁz,K av
Qo

5] o
S*('S‘ Ak Ny g8y n dV,
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90 5
| oo dV] <ot [ v
Qg
1
+——= | Axn@r®ndV,
269(5 Qo

. ~ €100 o
DKiNﬂLKgo,N dVi < L / AKijNUi,KUj,N dVv
20 Ja,

1
2610(5

Qo

-+

/ Axn@ k@ .ndV,
Qo

€ - -
/ BKzuz KP dV‘ <-E AKijN“z‘,K“J',N av
Qo

26
aﬁ -2
dV, 3.63
+ 26115 gga ? ( )
donde
a% max ess sup QAK”NAK”N, ag = max ess sup BAKNAKN,
0] Xeqq t] Xeqq
a3 = maxess sup§ , (4 = maxess sup By Bk,
0Ot1]  XeQo 0t1]  XeQ
as = 9 maxess sup DxinDxin, a5 = maxess sup By;Bxki. (3.64)
[0,£1] XeQq {0,¢1) Xeg

Entonces, utilizando las condiciones de frontera, podemos acotar la deri-
vada de E(t) por
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E(t) < (Cy+2C)E(t) + /Q Po [F;-@- + L + S‘%J dv. (3.65)

Si aplicamos la desigualdad de Holder tenemos

E(t) < 2K\E(t) + 2K, EM2(1)G(1), (3.66)

donde K; y K, son constantes positivas y

o Poey . P m /2
G(t) = (/Q [POF}E-I--/—C-L +25 ] dV) . (3.67)

Si fijamos s € [0,1;] e integramos sobre el intervalo [0,7], 7 € [0, s], se
tiene

E(1) < E(0) + 2K, / ' E(t)dt + 2K, / TG(t)El/Q(t)dt. (3.68)
0 0

Necesitaremos el siguiente lema [22]:

Lema 3.1 Supongamos que las funciones f(t) € L®[0,s] y g(t) € L]0, s}
son no negativas y cumplen la desigualdad

T

FAHr) < MEfF20) + / [(2c + 467) f2(t) + 2Ng(t) f(t)] dt, T €0, ]

0

donde o, 3, M y N son constantes no negativas. Entonces
) < [y s+ v [ o).
0

siendo n = a + 3/«

Utilizando este lema podemos concluir

EY?(s) < [EW(O) + K> /OS G(t)dt} ef1s, (3.69)
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Nota 3.5 La desigualdad anterior es un resultado de dependencia continua,
respecto de las condiciones iniciales y fuentes externas.

Teorema 3.1 Supongamos que se cumplen las hipétesis (3.54). Entonces,
el problema (3.49)-(3.53) tiene, a lo sumo, una solucion.

Demostracién. Supongamos que existen dos soluciones; utilizando (3.69)
tenemos para su diferencia E(t) = 0, de donde se deduce, conjuntamente con
(3.54), que:

§ =0, p=0, 7; = 0.

De esta ultima igualdad se sigue que #; es constante, y como las condi-
ciones iniciales son las mismas, concluimos #; = 0. O

3.5 Un resultado de existencia de soluciones

En esta seccion trabajaremos con un caso particular de las condiciones de
frontera (3.52):

WX, ) =0, p(X,t)=0, 6(X,t)=0 en 8% x [0,4], (3.70)

Para obtener el resultado buscado transformaremos nuestro problema
(3.49)-(3.51), (3.70), (3.53) en un problema abstracto en un espacio de Hilbert
adecuado.

Consideremos el elemento w = (u,v,p,v,0) donde u(X,t) = v(X,t) y
(X, t) = (X, 1),

Denotaremos por X el espacio Wy (Qg) x L2(Qg) x Wy *(Qg) x L*(Qp) x
L2(), donde L2(Qp) = [L2(Q)]* y W (Q) = [Wy72(Q)]? siendo Wy (Qo)
los usuales espacios de Sobolev [1].

Para alcanzar nuestro cometido definimos los operadores:

1
Bi(u) = p_[AKijNUj,N] I B =(B),

0 )

1
Ci(p) = ™ [DKiM(P,M + Bmﬁp] o C = (C),
1
D;(0) = S [ﬁm@] X D = (D;),
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1
E(u) = ;{;([DKMU@K} A~ BNjuj,N),
Flp) = L [ALkex + Bry] | — Bk — Ep),
Pok
-1
1 1.
Hu) = o= [Rajvujn] , — FALLAE
Clv) = 1
(v) = == Bn;jvin,
1 A B
L{p) = VVa [LAK(P,K + EA‘P} W -;1590,1{ — 3%

A
M) = ~Zep e Ty,

_ 1 A pon
N(O) = 7 [DA(? + KAMQM] LAt G

Sea A el operador sobre X definido por

0 Id 0 0 0

B 0O C 0 D
A=A)=| 0 0 0 Id 0 |,

£ 0 F 0 G

H K LMN

con dominio

D(A) = {(u,v, ¢, ¢,0) € X | A € X}

&€ 4«

61

(3.71)

(3.72)
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Para posterior uso es conveniente hacer notar que D(A) = W2%(Qy) N
W2 () x Wi (Q0) x W22NW2 Q) x Wy? x W22NW () es denso
en X.

Ahora ya estamos en condiciones de escribir nuestro problema como una
ecuacion de evolucion abstracta en el espacio de Hilbert X,

u(t) u(t) 0
d v(t) v(t) F
»(t) »() r
0(1) 0(1) o
u(0) U
v(0) Vo
©(0) | =1 wo (3.73)
$(0) Yo
6(0) 6o

Con objeto de demostrar la existencia de solucién de la ecuacién (3.73),
definimos para cada t el producto escalar en X

<(11, v, ¥, 1/)) 8),(ﬁ7 {’7 (157 12;, é)>t
1

= 5/ [A‘Kz]Nuz,KﬁJ,N + AKNQO,K@,N _|_ 590(,5 + Aeé
Qo

+ DKzN(ﬁz,K(P,N + uz,K(ﬁ,N) + BK(QZXP,K + Qp(ﬁ,K)
+ Bro(ly, k@ + U k@) + potu T, + POMW] av. (3.74)

Nota 3.6 Debido a las hipdtesis (a)-(e), es un simple cdlculo comprobar que
la norma inducida por este producto escalar es equivalente a la usual de X .

Para obtener el resultado de existencia, objetivo de esta seccion, seran
necesarios algunos resultados previos.

Lema 3.2 FEmste una constante C; > 0 tal que para todo w € D(A), se
cumple
(Aw, w); < Cr{w,w):.
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Demostracion. Utilizando la férmula de Green-Gauss y las condiciones
de frontera tenemos

(Aw,w); =

1 KauT s — DyT
/ AM4 A M OG’MdV
Qo

9 T?

1 Ran 1/ Kaym
—-= | = -z 0 40 pdV
2 /5;0 T Uz,NG,AdV 2 o T ,AH,M

T 4 — BT? 11 L
+_1_/ M@dev__/ AMH,AQD,MdV
Q() QO

2 T? 2 T
1 [ DaT4— AT? — pTh) , 1 / E4
= ’ 0?4V — = | Z20 40dV
"3 Jo, T? 3 Jo, T A%
1 / LamT 4 — AyT?
% T

1 / RpxT 4 — BriT?
+ —
Qo

GQD’MdV

5 = Uy, k0 dV. (3.75)

Procediendo igual que en (3.60), se tiene

1

my €5
Aw, w); <= (——+-—)/ Uy, KUy AV
( )3 2 2/ Ja,

1 €1 €9 €3 €4 )
(e 2, 8,8 k)| 6xbkdv
t3(3+3+3+3 o, KK

1 Mo ms mg 67)/ 9
2=+ —+met+ = 9% dv
+ 2 (262 + 2¢s5  2¢3 D Qo

1(ms m
+z =+ —1) / p?dv,
2 263 267 Qo
siendo ¢, constantes positivas arbitrarias, y m; constantes definidas anterior-

mente por (3.61) y (3.62).
Si tomamos €1, €, €3 ¥ €4 tales que €1 + €2 + €3 + €4 — 2K < 0 entonces

tenemos

(Aw,w); < Cr{w, w)t, (3.76)
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siendo

1 my € T4 € Mz My
261 2 ’ 264 2 ’ 263 267,

moy ms mg €7
—+—=+-——4mg+—y. O
262+265+2€8+ 6+2}

Lema 3.3 Existe A E‘]R tal que el operador A satisface
Rang(AId — A) = X.

Demostracion. Sea (4,V, @, 9, 6) € X; debemos demostrar que el sistema
de ecuaciones

Au—v=n,
Av—Bu—-Cp—-—Dl =7,
/\(10—1»&:9277

My —Eu— Fo— GO =1,

(A—=N)b—Hu—Kv — Lo — My =4, (3.77)

tiene solucion en D(A).
Si sustituimos la primera y tercera ecuacién en las otras y dividimos la
ultima por A obtenemos el sistema reducido

u v+ Al
Al o =] d+20 |, (3.78)

0 f-Ka-M¢p

A
donde
i Mid-B  —C -D
Ay = -£  Nld-F -G : (3.79)
K -£-M Id-¥%

Consideremos el siguiente producto escalar

<(u) 2 0)) (ﬁ> ()57 é)) = /ﬂ (Pouﬂz + Agé + pO/f(P(ZJ) dVa (380)
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y definamos la forma bilineal

Bx[(u,¢,0), (11, 3,8)] = (A, sg , (8, 8,0)). (3.81)

Andlogamente a (3.75), (3.60) obtenemos

By[(u, ¢,0), (u, ,0)]
=/ [PoA*wstt, + Ay N Uy v + ARNO KON
Qo
+2Br ook + 2D g N, ko v + 2By, i + (pokA? + 5)802] av

1 ] ] .
+ - 0 [/BzKUz,K + Ao g + B(p] 9077 + A+ )\A:' 6?
A Ja, T

6
+ [RAzNuz,N + DAG + I{AMO,M -+ EAQD -+ LAM(;D,AJ] <T> }dV
A

3

/ po udV + / pokAZp*dV
Qo

2o
((5 2/\61 ) / Uy g Uy K dV
1 Q0
ms Mg Mg €7 2
_—— - f°dVv
+ (AO PR Vs v 2/\)
- —1—(61 + e+ €3+€4 — QK)/ 9,1{9,[( dv
2A %
i ) / 2dv
2)\63 2)\67
+ <5 - 5’%— - %) /Q o.non V. (3.82)
4 0

Si tomamos ahora €1, €, €3 y €4 tales que €; + €2 + €3 +€4 < 2K y A
suficientemente grande, entonces

B)\[(U, ©s 9)7 (ua ®, 9)] > C3H(u7 ¥, 0)“%vévzch},2xwé’2‘

Por lo tanto By determina una norma que es equivalente a la usual en
1,2
W x W, 2 x Wy
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Mediante un simple cdlculo podemos comprobar que

b — Kt — Mg
)

(o + A, Y+ A, ) € W2 x W12 x W12,
Sea y € Wy*(€)), entonces
/Q po(D: + Athy)y,dV < HYHW},’Z(QO)H‘A’ + |2 a,) < oo.
0
Sea y € W,2(€), entonces

[ st + 20V < Il 19+ Ml < o
Qo

Por tltimo si y € W,*(Qy), entonces

ydV

/ Af + itk + AxPk + B
% A

Af + Brlix + AP + B
A

< 1yllwr () < oo.

L2(Qo)

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz segin el cual
podemos afirmar que existe una tnica solucién (u, ¢, §) € Wy x Wy* x Wy
del sistema (3.53). Por lo tanto, de la primera y tercera ecuacion de (3.77)
tenemos que v € Wé’2 yY e Wol’2. |

Como consecuencia de los lemas 3.2 y 3.3, y teniendo en cuenta que el
dominio de operador A es denso, el corolario de Lumer-Phillips del teorema
de Hille-Yosida nos permite enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Para cada t € [0,t1], el operador A es el generador de un
semigrupo cuasi-contractivo.

Lema 3.4 Ezxiste una constante Cy > 0 tal que

[lwl]e
llwlls

S exp(Cgtl) (383)

es vdlido para todo w € X y todo t, s € [0,%4].
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Demostracion. Definimos, para cada ¢, h(t) = || - ||?, donde || - ||; es la
norma inducida por el producto escalar (3.74). Si derivamos A(t), obtenemos
: 1 : . , .
ht) = 5 / (AKUNu%KuJ,N + Axnp o +Ep% + AP
Qp

+ 2DK1NU1,K(P,N + QBK,ul,K(p + ZBKgo,Kw) dv. (3.84)
Utilizando (3.63) y (3.64) podemos escribir
h(t) < 2C,h(t), (3.85)
e integrando (3.85) entre s y ¢ se obtiene
h(t) < h(s)exp(2Cs|t — s|) < h(s) exp(2Cyty);

entonces
[[wlle
llwlls
Teorema 3.3 La familia de operadores { A(t), t € [0,¢,]} con A definido por
(8.71), (3.72) es estable en el sentido de Kato con constantes de estabilidad
=20t 4 ).

< exp(Caty).0

Teorema 3.4 Supongamos que las hipdtesis (3.54) se cumplen. Supongamos
también que

F e C'([0,t:], L*(0)) N C°([0, ], Wy (o) N W??(Q)),

%; € CH{[0,t], L*()) N C%([0, t1], W2(Qp)),

% € C([0,t,], L* (%)) N C°([0, t4], Wo(Q0) N W22(Qy)).
Entonces, para todo
(g, Vo, o, 0, o) € D(A)
existe una inica solucion
(u(t), v(1), (1), %(2),6(2)) € C1([0,1a], X) N C°([0, 1], D(A))
que satisface la ecuacion (3.73).

Nota 3.7 El iltimo teorema y la nota 3.5 nos permiten afirmar que, st
las hipdtesis sobre los coeficientes se cumplen, entonces el problema (8.49)-
(8.51), (3.70), (8.53) de la termoelasticidad incremental para materiales po-
rosos es un problema bien puesto.
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Capitulo 4

Materiales porosos
viscoelasticos

4.1 Introduccion

En los capitulos anteriores, las ecuaciones constitutivas del material sola-
mente dependian del estado en cada instante del cuerpo. En algunos mate-
riales, su evolucién también depende de sus estados pasados o historia.

A partir de ahora nos centraremos en el estudio de materiales que pre-
sentan comportamientos no totalmente elasticos. Dicho comportamiento se
verd reflejado en las ecuaciones constitutivas, que ya no seran funciones de
las variables independientes, sino que serdan funcionales que dependerédn tanto
del valor de las variables independientes en el instante actual como del valor
de dichas variables en el pasado.

En este capitulo extenderemos los resultados obtenidos anteriormente a
materiales porosos viscoeldsticos, y dejaremos para el proximo el estudio de
los materiales termoelasticos con memoria.

Para el caso de materiales porosos viscoelasticos algunos resultados pre-
vios han sido obtenidos por Ciarletta & Scalia [13], quienes en su trabajo
demuestran unicidad y dependencia continua de soluciones para la teoria
lineal de materiales porosos viscoeldsticos homogéneos. En un trabajo pos-
terior Ciarletta [11] obtiene un teorema variacional y otro de reciprocidad,
también para el mismo problema.

Primero describiremos el espacio de las historias y el concepto de memoria
olvidadiza (fading memory). A continuacion, siguiendo los pasos de Day [23],

69
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escribiremos las ecuaciones constitutivas . Una vez descrito el problema, ob-
tendremos un resultado de unicidad de soluciones. Por tltimo, obtendremos
un resultado de existencia de soluciones para condiciones de frontera Dirichlet
homogéneas; y estudiaremos su comportamiento asintético.

4.2 Historias'y memoria olvidadiza
Dada una funcién ¢ definida en R, y ¢ € R, definimos la historia ¢* como
P'(s) = o(t — s), 0<s <.

¢ recibe el nombre de historia de ¢ hasta el instante ¢. La restriccién de ¢* a
R*+ recibe el nombre de historia pasada de ¢ hasta el instante ¢ y se denota
por ¢,
~PH(s) = B(t — s), 0 < s < oo.
Evidentemente, para toda historia se cumple ¢*(0) = ¢(2).
Un sistema con memoria es un sistema en el cual ciertas cantidades, u,
estan determinadas mediante funcionales, 7, de un conjunto de historias ¢

ut) =T (4. (41)

Es habitual la hipétesis consistente en suponer que el material ”olvida”,
o sea, que los valores de ¢*(s) cuando s es préximo a cero son los mds im-
portantes para determinar el comportamiento de w.

Para describir mateméiticamente esta hipétesis es necesario definir una
topologia para el dominio del funcional 7.

Si h : Rt — R**, h(0) = 1, es monStonamente decreciente para s

grandes, de forma que para o > 1 se tiene lim s*h(s) = 0, diremos que h
§—00

es una funcién de influencia de orden a. Es conveniente observar que h es
integrable.

El espacio de las historias con funcién de influencia h estard formado por
las historias ¢t tal que

18]l = (/Ooo l¢‘(8)l2h(8)d8> " < oo. (4.2)

Este espacio es un espacio de Banach con la norma (4.2).
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Si definimos el producto escalar

(8%, dhvn = / " () - $4(s)h(s)ds,

tendremos un espacio de Hilbert que denotaremos por Sj,.

Principio débil de memoria olvidadiza: Existe una funcién de influencia
h de orden o > 1 tal que el funcional (4.1) estd definido y es continuo para
las historias ¢’ pertenecientes a un entorno de la historia nula (¢*(s) = 0) en
el espacio S.

En este caso la hipétesis de memoria olvidadiza se traduce en la continui-
dad de 7 en la topologia inducida por (4.2).

Principio fuerte de memoria olvidadiza: Existe una funcién de influencia
h de orden n+1, n € N, tal que el funcional (4.1) estd definido y es n veces
diferenciable Fréchet para las historias ¢' pertenecientes a un entorno de la
historia nula (¢*(s) = 0) en el espacio Sy.

Ahora la hipétesis de memoria olvidadiza se traduce en la diferenciabili-
dad de 7 en la topologia inducida por (4.2).

La descripcién de medios continuos requiere funcionales que dependen
explicitamente del estado presente, ademds de la dependencia en la historia
del medio. Por ello es conveniente trabajar en espacios mas detallados que

Sy.
Sea h una funcién de influencia y sea ,# el espacio de Banach

M= {,q&*; /oo |- (s)|°h(s)ds < oo} ,
0
con norma

”rd’t”r = /0°° !rfﬁt(s)!zh(s)ds.

Si definimos el producto escalar

(s e08) = [ e01(6)- h(e) e,

0

el espacio ,H adquiere estructura de espacio de Hilbert.
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El producto escalar para las historias

(6, 6t) = / 8(5) - 64(5) h(s)ds,

provee al conjunto H de las historias de norma finita de una estructura de
espacio de Hilbert, que recibe el nombre de espacio de memoria olvidadiza
(fading memory space).

Si T es un funcional definido en H, lineal (i.e. T (c1¢}+eaph) = 1T (})+
e T(dh), c1,c2 € R) y acotado (i.e. IM € R tal que |T(¢")] < M||¢t|| Vo' €
7{) entonces el teorema de Riesz nos permite afirmar que existe ¢t € H tal

que
T(¢") = (¢, ¢"),

o equivalentemente,

T(6) =0 ¢+ [ " oHs) - $s)h(s)ds, (4.3)

para toda historia ¢! € H.
Si definimos H(s) = ¢*(s)h(s) y tenemos en cuenta que h(0) = 1, entonces
podemos escribir (4.3) como

T() = HO) 60+ [ He)- ¢ (s)ds. (4.4
2609

Es usual definir G tal que G'(s) =
solucién

=H(s) y G(0) = H(0). La

/Hdr,

recibe el nombre de funcién de relajacion. Con esta notacién la ecuacién
(4.4) se escribe

T(@) = T(6(1), 6 = / G'(s) - ¢4(s)

Por tltimo, diremos que un funcional 7(¢(¢), r¢*) es continuamente dife-
renciable si

T(0) + 9(0), 8+ 1) =T, 18 + D) iy

+ TOOLIE) 4 o0y 4 1,1),
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T (o(t), ¢ T(o(t), ¢l ")
o¢ d ¢t

chet continuo en ¢(t) y ,¢*, y lineal en ..

donde es el diferencial de Fré-

es continuo y

Una descripcion mas detallada sobre los conceptos de espacio de historias
y memoria olvidadiza se puede encontrar en [15, 16, 27].

4.3 Inversion temporal y ecuaciones consti-
tutivas

Veamos ahora la forma que adoptan las ecuaciones constitutivas para la teoria
de materiales porosos viscoelasticos lineales como consecuencia de la hipétesis
de invariancia del trabajo realizado bajo inversiones temporales.

Sean U y V espacios vectoriales de dimension finita sobre los cuales hay
definidos sendos productos escalares. Sea L(U, V) el espacio de aplicaciones
lineales de U en V, L(U) el espacio de aplicaciones lineales de Y en U y S el
espacio de endomorfismos simétricos sobre U.

Definimos un proceso cerrado con inicio en el estado natural como un
triplete de la forma

0() =[e(-), (), #()],

donde cada elemento del triplete es una funcién continua y diferenciable a
trozos, con soporte compacto. En particular, e(-) : R — S es el tensor de
deformaciones, ¢(-) : R = R es la fraccién volimica y () : R — V es el
gradiente de la deformacion volimica.

El proceso inverso ¢(-) de g(-) viene dado por $(t) = p(—t) y también es
un proceso cerrado con inicio en el estado natural.

El trabajo realizado en un proceso p(-) es

wlo() = [ (80160 + 1) - 610) ~ )60t

-0

donde t(t) es el tensor de tensiones, h(t) es la tensién equilibrada y g(¢) es
la fuerza intrinseca equilibrada.

Lema 4.1 Sea A : [0,00) = L(U) continua y acotada, y f una funcidn
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continua y diferenciable a trozos, de soporte compacto. Sea

F(f) = /oo /t f(t) - At — s) - f(s)dsdt.
Entonces
F(f) = F(F)

para toda funcion £ continua y diferenciable a trozos de soporte compacto, si
y solamente si, A(t) es simétrico para todo t > 0.

La demostracién de este lema se puede encontrar en {23].

Veamos ahora las consecuencias de imponer invariancia bajo inversién
temporal del trabajo realizado en un proceso cerrado con inicio en el estado

natural, i. e.
w(p()) = w(()-

Supongamos que nuestras ecuaciones constitutivas se pueden escribir de
la forma:

6(1) = / (Gt - ) e(s) + Ba(t — 5)d(s) + Dult — ) - ¢(s)] ds,

()= [ " [Dalt = 5)- &) + dylt = 5)9lo) + At = 5)- ()] ds,

9(t) = / t [Bz(t—s)-é(s)+b(t—s){b(s)+d2(t~s)-c,b(s)] ds, (4.5)

J —o0

donde G(-), Bi(-), Di(-), D2(-), d1(), A(-), Ba(:), b(-) y da(-) son funciones
continuas y acotadas.

Teorema 4.1 FEl trabajo realizado en un proceso cerrado con inicio en el
estado natural es invariante bajo inversion temporel, si y solamente s,

(i) G(-) es simétrico,
(ii) A(:) es simétrico,

(i) By(-) = -B3(),
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(iv) Di(-) = D3 (),

(v) di() = —d3 ().
Demostracion. Sea A = [t, ¢, y

G(t) D) By()
M(t) = | Do()) A(t) di(t) |,
—By(t) —dao(t) b(t)

/ / M(t — s) - A(s) dsdt,

y el teorema es consecuencia inmediata del lema anterior.0]

entonces

4.4 Ecuaciones basicas

Consideremos un cuerpo que en el instante {3 ocupa una region regular {1
del espacio euclideo tridimensional con frontera 0€)y suficientemente regular.
El movimiento del cuerpo estara descrito respecto de un sistema rectangular
de coordenadas Ox,.

Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los materiales porosos vis-
coeldsticos lineales son [18], la ecuacién del movimiento

pﬁz = tl],] + fz:
y la ecuacién de balance de fuerzas equilibradas
pkd =h,, +g+L, (4.6)

las ecuaciones constitutivas

tzg = / [szrs(t - s)érs(s) + Blj(t - S)¢(S) + DzJT(t - S)éﬁ'(s)]ds’

-0

h = / [Dranlt = 8)éna(s) + Da(t — 8)8(s) + Ay (t — )b, (5))ds,

-

9= */_ [By(t = 5)éy(s) + b(t = )$(s) + Di(t = )a(s)lds,  (4.7)

(s,
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y la ecuacién geométrica

1
€y = 5(”3,2 + uy), (4.8)

en ).

Aqui, t,, es el tensor de tensiones; f, es la fuerza por unidad de volumen; p
es la densidad en la configuracién de referencia; u = (u,) es el desplazamiento;
h, es la tension equilibrada; g es la fuerza intrinseca equilibrada equilibrada; L
es la fuerza extrinseca equilibrada; ¢ es la diferencia entre la fracciéon volumica
actual y la de la configuracién de referencia y « es la inercia equilibrada.

Las funciones de relajacion satisfacen las simetrias

szrs = Grsz_;n Dz;)r = Dyzr) Az] = A]n Bzg = Byz‘ (49)

Sustituyendo las ecuaciones constitutivas en las ecuaciones de evolucién
obtenemos
t

pite = fu+ [ [ 1Guralt = 9)eels) + Byt = 5)3(5) + Dt = )3 (9)lds] |

—00

t

prg =L+ | / [Dra(t = 8)érs(s) + Dt = $)8(s) + Ayt = ), ()}ds]

—c0 ;

- / t [Byy (t — 8)éy(5) + b(t — 5)(5) + Dy(t — 5),(s)]ds.

- (4.10)
Utilizando la notacién
bung = 1, hine = h,

podemos expresar las condiciones de frontera de la forma

U, = U, en Oy,, ty=1 en 0 = 00y — Oy,

¢=¢ en 09, h=h en 9%y, = dQ, — Q. (4.11)

Consideraremos las condiciones iniciales

u(x, —s) = z°(x, s), u(x,0) = v'(x),

B(x,—s) =a’(x,5),  $(x,0) =4¥"(x). (4.12)
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4.5 Un resultado de unicidad de soluciones

El objetivo de esta seccién es obtener un resultado de unicidad de soluciones
para el problema (4.10)-(4.12). El resultado serd vilido para una clase de
materiales diferente a la considerada por Ciarletta & Scalia [13).

Sean U, J,D, K and W las funciones definidas por

/ / /Q Gyrs(2t = 7 = 2)éyy (T)érs(2)

+ A, (2t — T — 2)d, (1), (2)
+b(2t — 7 — 2)$(7)$(2)

+ Dyr(2t = 7 = (6 (1)1(2) + 6 ()b (7))

+ Di(2t =7 = 2)($(1)ds(2) + D) (7))

+ By (2t = 7 = 2)(éy (N)D(2) + éy(2)(7)) ) AVdrdz,

:%/%/ /QO wrs(28 — T — 2)€,,(7)érs(2)

+ Ay (2t — 7 — 2)$.(1)$,(2)

+b(2t — 7 — 2)p(7)$(2)

+ngr(2t_ T = Z)(éw( 7)o r( )+eza(z) (7))

+ Dy(2t = 7 — 2)($(7)9(2) + $(2) (7))

+ By (2t — 7 — 2)(éy (1) $(2) + é,](z)&(r)))dVdez,

_ / t / w / oo / 0 (Gura(25 = 7 = Dy (P)ens (2

+ A, 25 =7 — 2)d, (1), (2)

+ 6(23 -7 = z)¢('r)q’)( )

+ Dyr(2s — 7 — Z)(eu( )$.0(2) + €y (2)r (7))

+ Di(2s — 7 — 2)($(T)p(2) + $(2)h (7))

+ By (25 = 7 = 2)(u (1)d(2) + éy (2)9(r)) ) dVdrdzds,
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1 o o
K(t) = B (pt, 0, + prp)dV,
Qo

WO =5 [ (pi0nCo + pebOdz)av.  (413)

Lema 4.2 §%

£n9)= [ (PRis) +RE)I))av+ | (i) +nr)ds as,

Qo
para todo r,s € [0,00). Entonces

Ult) - K(t) = %/Ot[ﬁ(t +os,t—58) = L(t— 5,1+ 8)|ds + T(t) — W(t).

Demostracidn: Si definimos

H(r, 5) = tu(r)en(s) + ha(r)du(s) — g(r)d(s).
tenemos la relacién

’H(t—st-*—s H(t+s,t—s)

t—s t+s
— [ (@t - r=2e(int)

+ Ay (2t —7 - z)&,(f)q& (2)

+b(2t — 7 — 2)$(7)$(2)

+Dm(2t‘7' z)(€y (T )¢r( )+ew(z)¢r( )

+ Dy (2t — 7 — 2)($(7) b (2) + (2)d,0(7))

+ By (2t = 7 — 2)(Ey(1)(2) + 6y (2)d()) ) drdz].
(4.14)

De las ecuaciones de evolucidn se tiene

H(r, ) =ln(r)in(s) + by (M), |
= [pi(r) = F)lin(s) = [prd(r) = L(r)Ias)
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de donde se deduce

H(t —s,t+s)dV
o
=L(t — s,t+s)

d . .
+ Zi;[/szo (pti(t — s)ui(t + s) + prg(t — s)(t + s))dV]
— / (pts(t — 8)is(t + 8) + pro(t — 5)b(t + 5))dV.
Qg
Integrando entre 0 y {,
¢
/ / [H(t — s, t+s) — H(t+ s, ~s)|dVds
0 Jag t
=—2K(¢t) +/ [L(t —s,t+s)— L(t+s,1— s)]ds
0
+ / (pui(O)ui(Zt) + pnq'S(O)é(Qt))dV. (4.15)
Qo
Ahora, de (4.14) deducimos
t
/ (Ut = 5,1+ 5) — H(t + 5,0 — 8)]dVids = 2T (1) — U().  (4.16)
0 Jag
De las igualdades (4.15) y (4.16) se obtiene el resultado deseado. O
Lema 4.3 Si P(t) = L(t,t), entonces
t
2U(E) = UO) + K0) +D(t) + T (t) — W(t) + / P(s)ds
0
1

-3 /Ot[g(t —s,t+8)— L(t+s,t— s)lds, (4.17)

2K(t) = U(0) + K(0) + D(t) — T (t) + W(t) + /t P(s)ds

4 % /Ot[[:(t — 8, t+38)— L(I + s,t — s)]ds, (4.18)

para todo t € [0, 00).
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Demostracion: Mediante un célculo directo podemos comprobar que

H(t, 1)dV = U(t) — D(t),

Qo

H(t, 1)dV = P(t) — K(¢).

o
Igualando las expresiones anteriores e integrando,

U(t) + K(t) = U(0) + £(0) + /tP(s)ds + D(t).

De esta relacion, conjuntamente con el lema 4.2, se obtiene el resultado
deseado.O

Ahora ya estamos en situacién de obtener el resultado de unicidad de
soluciones, objetivo de esta seccidn.

Teorema 4.2 Supongamos que:

(a) La densidad y la inercia equilibrada son estrictamente positivas

0 < p1 <ess inf p(x) < ess sup p(x) < pa,
XEQg

x€Qo

0 < k1 < ess mf &(x) < ess sup k(x) < ka.
XEQO

(b) Las funciones de relajacion satisfacen las simetrias

Gz]rs = Grszy> Dz;r = Dyzra Azy = A}i) Bz) = sz‘

(¢) La desigualdad

/ / ora(25 = 7 — 2)eq (er(2) + Ay (25 — 7 — 2) (1), (2)

+b(2s — 7 - z)(ﬁ(T)d)(Z)

+ DUT(23 — 2) (e (T)9r (2) + €5y (2)r (1))

+ Di(2s — 7 — 2)(¢(T) e (2) + b(2)9u(7))

+ B”(Qs — 7 — z)(€,y (T)P(2) + €,(2)¢ (T)))drdz <0,

se cumple para todo tensor simétrico e,;, todo vector v, y todo escalar
¢ en Cl(—o0, ).
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Entonces el problema determinado por las ecuaciones (4.6),(4.7), las condi-
ciones de frontera (4.11) y las condiciones iniciales (4.12) tiene, a lo sumo,
una solucion.

Demostracidn: Supongamos que existen dos soluciones y sea (@, ) su
diferencia. Evidentemente, (i,, ¢) es solucién del problema (4.6),(4.7) con
condiciones iniciales nulas.

Por lo tanto, de la ecuacién (4.18) deducimos

/Qo (pﬁ,ﬁ, + p/~c$2) dV —D(t) = 0.

La hipétesis (a) nos permite concluir que %, =0y ¢ = 0.0

Nota 4.1 Un ejemplo de funciones, para materiales centrosiméiricos e isd-
tropos, que verifican la hipdtesis (c) es

G”rs(s) = [)‘51]678 + U((szr(sjs + 5zs5jr)] [e—s - kl] ’

Ay(s)=abd, [e™ —ky], By,(s) =06, [e* —ks], b(s)=ble™ -k,

siendo k, constantes y A\, u, o, B y b independientes de s, tales que
p>0, 33+2u>0, a>0, b>0, |8 <3A+2u+b.

Nota 4.2 Ciarletta & Scalia [13] obtienen un resultado de unicidad de solu-
ciones bajo la hipdtesis de que la forma cuadrdtica

Gms (0)§U€TS + Aw (O)Uﬂb + b(o)’)’z + 2Dm(0)§zﬂ7r + 2Bij (0)5217 + 2Dz(0)771’)’,

es definida positiva.

4.6 Un resultado de existencia de soluciones

En esta seccién trabajaremos con un caso particular de las condiciones de
frontera (4.11):

u=0, ¢=0, en 0Qy x [0,00). (4.19)

Para obtener nuestro resultado de existencia necesitaremos las hipdtesis:
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(i) La densidad p y la inercia equilibrada x son estrictamente positivas.

(ii) Existe una constante positiva, ¢, tal que

/QO (G,Jrs(oo)umur,s + Ay (00) B, + b(00)$” + 2Dy (00) ;b
+2D,(c0)¢d - + 2sz(oo)um¢) dv
> ¢ /ﬂ 0 (gt + 8,04+ 87V, (4.20)
para todo u € [C$°(€)]* y todo ¢ € C5° ().
(iii) Existe una funcién positiva, d(s), tal que
[ (Gorstagtns + A )by + ) + 2D (g
+2D(5)80, + 281y (5)ue) AV
> §(s) fﬂ (et + 658, + 8*) v, (4.21)
para todo u € [C()]? y todo ¢ € CP(Qp).
(iv)

Giyrs(00) = Ayy(00) = b(00) = Diyr(00) = Dy(00) = Byy(c0) = 0.
(4.22)

Nota 4.3 Las hipdtesis (iii) y (iv) implican la existencia de una funcidn
positiva, §1(s), tal que

[ (Gonels) gt + Ay (516, + 2D+ 2Dils)0,
Qo

£ 2B, ()6 + b(s)8)dV 2 61(s) /

Q

(uz,,uz,, + ¢ br+ ¢2) dv,
(4.23)

para todo u € [C° ()2 y todo ¢ € C (). Esta desigualdad nos permitird
aftrmar que el producto escalar que definiremos sea positivo.
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Una forma, alternativa para escribir las ecuaciones constitutivas (4.7) nos
permite expresar el sistema (4.10) de la siguiente manera

pits =fo+ |Gugra(0)tns + Byy(0)6 + Dyyr(0),

+ /Ooo[émrs(s)ur’s(t —s)+ Bw(s)¢(t —5)+ D,J,(s)gb,r(t - s)]ds] ,

5]

prd =L+ | Dras(Q)urs + D,(0)8 + 4, (0)8,

,?

+ / [Dm(s)ur,S(t —5)+ Dy(s)g(t — s) + Aw (s),(t — 3)]d3]
0

— B,y (0)us,; — b(0)¢ — D,(0)¢,

x
- / By (5)ta, (£ — 5) + b(8)$(L — ) + Di(s)a(t — o)]ds.  (4.24)
0

Como antes, para obtener el resultado de existencia de soluciones trans-
formaremos el problema definido por las ecuaciones (4.24) con condiciones
iniciales (4.12) y condiciones de frontera (4.19) en un problema abstracto de

evolucion en un espacio de Hilbert adecuado.
Consideremos un elemento de la forma

W= (u,v, ¢’ '(/)1 Z, 0[),

siendo v =1, ¥ = ¢, z(s) = u(t —s), y a(s) = ¢(t — s).
Definamos

Zy = {(H,V, ¢)¢7Z7O‘);u € [CSO(QO)]3’ v E [C(?O(QO)P’
¢ € CP (), ¥ € [C(W)’,2 € Hi,a € My},

donde
Hy = [C3([0, 00), Wi (o) N W22(Qp))]?,

Ho = C((;o([07 OO),W(%’Q(QQ) N W2’2(QO))>

aqui Wo(Qo) = [W3(Q)P, y W>*(Qo) = [W2*(Q)]? siendo Wy*(Q), y
W2%(Qq) espacios de Sobolev [1].
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Denotaremos por Z el espacio completado de Z; a la norma inducida por
el producto escalar

(v, 6,16,7,0), (0, v*, 6%, ", 2, 0)
= [ (Gurlo0)uest + A(00)85, + boo)sd
+ Diyyr(00) (a9 + Uy, 8,r) + Dr(00) (967, + 67 ¢,r)
o+ By (00) (8" + u5,6) + puiv] + pripy” ) AV
~ [ [T (Gt — 5= )+ A6 = )0, - 0

+ Bw(s)((uw 29" = ") + (), — 7)) (¢ — @)
Dr(s)((¢ — ) (¢} — af) + (9" — ") (¢ — @)
+ Dmr(s)((uu 2y J)(¢* :kr) + (u;] - Zz*,y)(‘/l’,r — o))
+b(5)(d — @)(¢" — o)) dsdV. (4.25)

Definamos los operadores

B,(u) = %[Gms(())us’r] ,

5]

Cild) = = (B0 + Duyl0)6,]

1 / jl
== Gzrs Zsr )
p[ ’

[ Buterote) + Bustastsas)

=]

F(u) = % ( [Dpa(0)p,q] 2 By (O)UM)’
G(9) = —=([D0)6 + 4, 0)6,], — 40)6 = Du(0}0:),
H(z) = = /0°° ([qu,(s)zp,q(s)] 2 qu(s)zp,q(s))ds,

) = 0°° (IDuls)ax(s) + Ay (s)as()], = b(s)ols) = Dils)ens) ds,
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Ri(a) = —2als), W)= —5als)

y sea A el operador matricial con dominio

D(A) = {(n,v,$,¢,2,0) € Z; A(u,v, ,¥,2,a) € Z, z(0) = u, a(0) = ¢},

definido por

0 Id 0 0 0 O
B 0 C 0 P E
A= 0 0 0Id 0 O
F 0 G 0 H JJ|°
0 0 0 0 R O
0 0 0 0 0 W
donde B = (B;), P=(R), C=(Ci), E=(E), R=(R;) eldesel

operador identidad. Es conveniente hacer notar que

D(A) = {(u,v, $,%,2, ) € W) N W (Q) x W5?(Q) x
W22 N Wy (Q) x We? x Hy x Ha | 2(0) = u, «(0) = ¢}

es denso en Z.

Ahora ya estamos en condiciones de transformar nuestro problema en una
ecuacion de evolucion abstracta en el espacio de Hilbert Z de la forma

— = Aw(t) + F(t), w(0)= wy, (4.26)

siendo

w=(u,v,¢,%,z a) € D(A),
F =(0,p7'f,0,(px)"'L,0,0),
wo = (u®,v°, ¢, °, 2°, &%),
Lema 4.4 El operador A satisface la desigualdad

(Aw7w> < Oa

para todo w € D(A).



86 Capfitulo 4. Materiales porosos viscoeldsticos

Demostracion: Sea w = (u,v,¢,9,2z,a) € D(A). Utilizando el teorema de
la divergencia y las condiciones de frontera, tenemos

(Ao, 0)
= [ (Gursloo)ruytine + 4y (00)s0, + bleo)is

+ Dyyp(00) (Ve p + thy¥.p) + Dp(00) (Y + d0p)
+ By (00) (V1)@ + Us, %) — Goyrs(0) v, urs

+ Ay (0)¥,.9,, + b(0)vg

+ Dyyp(0) (vey@p + Uy ) + Dp(0) (Y5 + G0 )

+ By, (0)(v,,6 + u,,,w)) dv
- /Ooo (Gz]rs(s)zr,s(s)vz,] + AZJ(S)G,J(S)w,t + b(s)a’(s)w

+ D,,p(s)(’z),,]oz,p(s) + Zz,](s)w,p) + Dp(s) (Yarp(s) + a(S)%)
+ By (5) (2, ()6 + U,,ja(s)))ds) dv

- /n /Doo (Gms(s)(vz,:t + 2,5(8)) (ttr,s — 2r,5(5))
+ ‘.423 (8) (W, + Ga(8))(B,; — ()
+ b(s) (¢ + &(s)) (¢ — als))
+ Z:)m)(s)[(vm + 21,5 (8)) (b — ?‘,p(s)) + (U — 22, (8)) (P p + ()]
+ Dp(s)[(% + &) (8 — ap(s)) + (b + () (¢ — (s))]

+ By($)(vng + 2y (5))(6 = 0(5)) + (1 = 2 () (¥ + 6(5))] ) dsdV’

__ .é. /Q O /0 ” (Gupre() = 22y ()t = 2s(5))

+ AZ] (s)(dy — ay () — aals))

+b(s) (¢ — a(s))® + Qbmp(s)(um — 2,y (8))(dp — ap(s))

+ ZDP(S)(¢ — a(s))(¢p — ap(s))

2B, (5) (e — 715(3))(6 — x(s)) ) dsd, (4.27)

siendo la dltima desigualdad consecuencia de (4.21).0
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Lema 4.5 El operador A satisface la condicidn
Rango(Id — A) = Z.

Demostracion: Sea w* = (u*,v*, ¢*, 9%, z*, «*) € Z. La condicién del rango
se cumple si el sistema

u-—v=u’
¢—1p =4

vV~ (Bu+C¢+Pz+Ea) = v*,

b~ (Fu+Go+Hz+ Ja) =,
z — Rz =z",
a—Wa=a". (4.28)

tiene una solucién w = (u, v, ¢, ¥, 2,a) € D(A).

De las dos iiltimas ecuaciones se deduce

z(s) =€ (u—l— /O S eTz*(T)dT> ,

a(s) = e (¢ + fo s eTa*(T)dT) . (4.29)

Sustituyendo las dos primeras ecuaciones de (4.28) y (4.29) en las ecua-
ciones tercera y cuarta de (4.28), obtenemos el sistema reducido

Q-EIO-E o

donde hemos utilizado la notacién
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B:(u) = U/Z - % [(G’t_]T‘S(O) +/0 Gz]rs(s)e—sd8> ur7s:| 3
5]

Cl($) = —— [(B,J(O) + ” B, (s)e‘sds)q’)

+ (Dun0)+ [ Dupleleas)oy |

]

P == { [ (P [ Drtremts)u],
—(B”(O)+/0 B, (s)e” ds) }
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Con objeto de estudiar este sistema, introducimos la forma bilineal en

Wi (Q0) x Wy (),

R[(u, 8), (0, §)] = ((B'u + C'¢, F'u+ G'), (pit, pro))r.2 -

Un sencillo cdlculo muestra que R estd acotada.
Por otro lado

Ri(u, 6), (1, 4)] = /Q (o, + prd?) AV

+ /Qn /0 (6'—3 [GzJTS(S)uz,)ur,s + Az] (8)¢,'L¢,] + b(8)¢2
+ 2Dz]r(8)uz,]¢,r + 2D,.(s)¢q§’1~
- ZBlJ(S)uz,yd)]dS) dv,

y por lo tanto R es coercitiva en Wg(Q) x Wg2(€).

Ahora hemos de ver que (m,n) € W=12(Qp) x W~12(0y)
Sea y € Wy?(Qp) entonces

/ pym,dV
Qo

1 (o o] S .
/ Y, [UI + v + = / / e’ [ank(s)z;,k(T)
o P Je 0

+ B (s)e*(7) + Dmk(s)a,*k('r)} nd’rds] av

<

/ py(u; + v )dV
Qo

+

/ﬂo /0°° /OS ¢ Yin [Gm]k(S)Z;’k('r) + Bua(s)a* (1)

+ Dpk(s)ay (T)] drdsdV
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Sy llwr g a” + v llLa(ag)

+ // /eT“Syz,nGka(s)zj’k(r)dest
Qo JO 0

+ / / / y,n m(s)a* (T)drdsdV
Q0

+ / / / eT_syl’ank(s)afk(r)dest.
QJo Jo

5{?; lwf(T)e—TdT = —f(s)e™",

mediante integracién por partes se obtiene

/O " (s /OseTg(T)desz /0 " etg(s) / ® rerdrds, (432

Utilizando la igualdad anterior tenemos las estimaciones

Como

/ pyzmzdv( <l 0 + ¥ e
0

+ /Q O / / T YnGragi(5) 24 (T)dTdsdV
4 /ﬂ 0 / / T Bua(5)0" (7)drdsdV
) 0 / / YDk (5)or3 (1) drdsdV .

Por otra parte, como G(co) = 0y G(s) > 0, tenemos

/G(’F “Tdr = —G(s)e” /G(T “Tdr < —G(s)e”
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Teniendo en cuenta que G(s) < 0 podemos afirmar

T)e "dr

< ‘G(s)e"

Entonces, utilizando esta tltima desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la
de la media aritmético-geométrica, podemos establecer la estimacién

|/ V| <y g0 + v
0

1

2 IGka( ) - an]k( )Iyz,nyj,kdv

/nO/ 21 (8)Gagh ()25 (5)dsdV
L / e (s
L et

La desigualdad (4.23) nos permite afirmar que existen Ay, A2 y Az cons-
tantes positivas y G1(s), b1(s) y A1(s) funciones monétonas decrecientes tales
que

—/ Gn”k(s)uz,nuj,kdvZGl(s)/ Uty ndV,  G1(s) >0
Qo

Qo

_ / b(s)dV > bi(s) [ @2V, bu(s) >0,
S

Qp

Ay(8)9a0,dV = A(s) | 6.9,dV,  Ai(s) >0,

Qo QO

|B©)]| <X @) a2 0,
|

HDk(x, s)H <3 (AL N2 (i ()2, Ay >0,

Dmk(s)H S )\2 (Gl(s))1/2 (Al(s))l/za )‘2 > 0)
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siendo ‘ . .
”Bm(X, 5)|| = ess sup (B,](x, 5) By (x, 3))1/2,
XEQQ
HDmJ(X’ s)|| = ess sup (Dm](x, S)Dma(xv 5))1/2,
x€g

|D,(x, 5)|| = ess sup (D,(x, s)D,(x, 5))/2.

Xgﬂo
Por lo tanto,

w .
/ By, (T)e "dr
0

<X\ / ” [GL(T)by (1)) 2 e dr

<\ { / N Gl(r)e"fdv'} v [ / " bl(T)e_TdT:I 1/2
< M [Gi(s)bu(s)] P e,

Procediendo de la misma forma,

/ Dy(r)e™"dr
0

S )\3 [Al (S)bl (S)] 1/26—‘9.

Finalmente

!memjﬂwmeW+ﬂmm
(]

1
Ian]k( ) Gmgk( )l Y,nY;, kdv

/ / Gm}k zn ) j k( )deVl
Qo
-+ ‘/'\'l / / Gl(s)yz,nyz,ndevi
2 {Ja,
+ :\"l / / b1 (S)deV‘
2 |Ja,
+ 2\2 / / Gl(s)yz,nyz,ndeVl
2 Qo v 0

+ 5 /Q /Ooo Al(s)afk(s)a:‘k(s)dst,
<o0. 0 (4.33)
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De forma totalmente anéloga, si y € Wol’z(QO), entonces

A V| < 5l 16"+ 9l

1
—/ | Aji(00) — Ap(0)| y ey, dV

[zg/ Aw(s (s)ary(s)e(s )dstl

A
+ 22 / / Ai(s ykykdstl
2 Q0
Ay °° . .
+—= Gi1(s)z; ()2 (s)dsdV
2 QO 0 v v
A3 &
4+ = A1(8)y ry rdsdV
2 |Ja, Jo
.1_& / / bl(s)a*(s)a*(s)dstl
2 |Ja, Jo
1
+ —/ |b(c0) — b(0)| y2dV
2 %
~|~l / / b(s )dst!
2 Qp J0
A o0 5
+ —= bi(s)y“dsdV
2 |Jae Jo
A1 o0
+ —= // Gi(s ()dst’
2 |Ja, Jo
A3 o0 2
+ — bl deV
2 Qg JO
A3
22| [ [T aaseases]
2 Q0

<0oQ.

El teorema de Lax-Milgram nos asegura que existe (u, @) solucién del
sistema (4.30). Por lo tanto, podemos concluir la existencia de v € Wy(Q)
y ¥ € Wy*(Qo). ) }

Por ltimo, hemos de comprobar que z € Hy y o € Ho.
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De la quinta ecuacién de (4.28) se sigue

/QO /0°° 2 (8) Gy (5)2 () dsdV
- /ﬂo /0°° [Zz,n(s)émjk(s)z]’k(s)

+ zz,n(s)Gm]k(s)éj,k(s)] dsdV.

Integrando por partes se tiene

// z,,n(s)émjk(s)z;’k(s)dst
Qo J0
1 .
== — 5/(; uz,nGka(O)uJ,de
+/ / z,,n(s)anjk(s)zj,k(s)dst
2 J0
1 00 .
——/ / 2,1 (8)Grogi(8)2,(s)dsdV.
2 ja, Jo

A partir de Gpy,i(s) > 0, deducimos

1 . . el
-/ uz,nijk(O)uJ,kdef / 2,1 (8)Grayk(8)2, (8)dsdV
2 Qo Qg JO

g—// zz,n(s)Gka(s)z;k(s)dst.
Qg JO

Utilizando Is desigualdad de Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-
geométrica se tiene

_ / / Gyt (8)2um(8) 2, (8)ds AV
40
< - Gmyk(o)“z,mumdv

o
- / / Grapi(8)25,(8)2] . (s)dsdV. (4.34)
Qp 4O
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Procediendo igual, pero a partir de la tltima ecuacién de (4.28) obtenemos

—/ /ooAk((s)a,k(s)aJ(s)dst
Q2 J0
—/Q A(0)¢ 11 dV

- / | Auaiaisay,
"/90 /mb(s)a(s)a(s)dsdv
/go 0)g¢dV - /Q / b(s)o’ (s)a’ (s)dsdV.  (4.35)

De (4.23) se deduce

/ / B, (8)2un( dst(
%]

- /QO / G””’“(s)zw(s)zg,k(s)dsdv

/Q / a(s)dsdV,

) /Q 0 /0 " Dt (5) 7 () () dsdV
_/Qo /Ooo G’Wk(s)zl,n(s)z],k(s)dsdv
- /ﬂ 0 /0 " Aa(s)o ()0 s(s)dsdV,

) /Q 0 /0 " Di(s)as(s)a(s)dsdV

-—/Qo /000 Akl(s)a,k(s)a,l(s)deV
_ /ﬂ 0 /0 " b(s)a(s)o(s)dsdV. (4.36)
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De las acotaciones anteriores se deduce que z € Hy y a € Ho. O

Como consecuencia de los lemas anteriores podemos enunciar el siguiente
resultado

Teorema 4.3 El operador A es el generador de un semigrupo de contrac-
ciones en Z.

Nota 4.4 Es posible relajar la hipdtesis (4.21). Si suponemos que eziste una
constante positiva, A, tal que

1. . 1
/Q <§(Gz]rs(s) - )‘Giﬂs(s))umu’"’s T3

9 (AZJ(S) - )‘Aw (8))d),z¢,3

+ %(6(8) - )\b(S))d)2 + (DUT(S) - )‘Dzyr(s))uz,yd),r

+ (Di(s) = ADy(5)) 98, + (Byy(s) — )\sz(s))umd)) dV >0, (4.37)

entonces, postulando (4.23), se puede demostrar que A genera un semigrupo
cuasi-contractivo.

Teorema 4.4 5i
fir L € CY([0,00), L?) N C°([0, 00), Wy ?),
Y
wg € D(.A),
entonces, existe una inica solucion w(t) € C*([0,00), Z) al problema (4.26).

Nota 4.5 Como el semigrupo generado por el operador A es contractivo,
tenemos la siguiente estimacion para las soluciones:

[lw(@l < [lwoll= +/0 (E()Iee + [[L(s)l]22)ds,

que muestra la dependencia continua de la solucién respecto de las condi-
ciones iniciales y fuerzas externas. Este hecho fue probado en [13] para el
caso en que el cuerpo es homogéneo.

Nota 4.6 FEl teorema 4.4 conjuntamente con la anterior observacion nos dice
que, en las hipdtesis explicitadas (i) — (iv), el problema (4.10), (4.19), (4.12)
de la viscoelasticidad de materiales porosos admite una 1nica solucion que
depende continuamente de los pardmetros iniciales y de las fuentes externas.
Por consiguiente es un problema bien planteado.
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4.7 Comportamiento asintético de las solu-
ciones

En esta seccién demostraremos que, en ausencia de fuentes externas y condi-
ciones de frontera homogéneas, el cuerpo evoluciona asintéticamente hacia el
estado natural (u, = ¢ = 0). Para ello serd suficiente comprobar (ver [21])
que las drbitas son precompactas y que el operador no tiene ningin auto-
valor imaginario puro en &, el subespacio cerrado generado por los elementos
w € D(A) tales que (Aw,w) = 0.

Un requisito previo es el siguiente resultado:

Lema 4.6
A0 = {0}.

Demostracién. Hemos de ver que la tinica solucién de Aw = 0 es w = 0.
Si escribimos explicitamente el sistema tenemos

v, =0, (4.38)

([ (Consohestt = )+ By(6)ote = 9) + D )2 = 5)]ds

+ GUTS(O)uT,S + Bi] (O)¢ + Dzyr(0)¢,r] = O, (439)

”

W =0, (4.40)

[ /0 I Dra()trs(t — 5) + D)t — 5) + Ay (), (2 — 5)]ds

+ Drsz (O)UT,S + Dz (O)¢ + AU (O)d)ﬂ]

52

— /w[B,J(s)u,,] (t—s)+ l)(s)dﬁ(t —8)+ Dl(s)qﬁ,z(t — s)]ds
0
-B,(0)u,, — b(0)¢ — D,(0)8,, =0, (4.41)

——2z/(s) =0, (4.42)
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4]
—ga(s) =0. (4.43)

Integrando las dos ultimas ecuaciones y, teniendo en cuenta que z(0) = u
y a(0) = ¢ tenemos
z(s) = u, afs) = ¢.

Si sustituimos en (4.39) y (4.41) e integramos llegamos a:

[GZJTS(OO)UT,S + Bl](oo)¢ + Dl]r(oo)d),r] == 0, (444)

2]

[D,s,(oo)u,.,s + D,(c0)¢ + A,, (OO)%] z

¥

— B,,(o0)u,; — b(oco)d — D,(c0)¢, = 0. (4.45)

Multiplicando (4.44) por u, e integrando sobre €, tras aplicar el teorema
de la divergencia, se tiene:

/ [Gms (00) Uy sty 5 + Byy(00)u, ;¢ + Dm(oo)umgb,r} dV = 0. (4.46)
Qo

Si multiplicamos (4.45) por ¢ e integramos sobre )y, entonces

|| [Dealoo)unat + Diloo), + Ag(o0)i 6,
+ B,y (00)ts ;6 + b(00)¢? + D,(oo)¢,,¢] dV =0.  (4.47)

Sumando la ecuaciones anteriores podemos escribir:

/ [Gms (00)Ur,sta,y + 2By (00) Uy
Qo
+ 2DZJ7'(OO)U’L,J¢,T‘ + 2Dl(00)d)(]5’l + Az] (OO)(b’](ﬁ’, + b(00)¢2] dV = 0.
De aqui, conjuntamente con la hipétesis (4.20), concluimos que:
Uy = 0) (]5 = 0)

y, por lo tanto, u, = 0. O
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Lema 4.7 El operador A no tiene ningdn valor propio imaginario puro aso-
ciado a un vector propio perteneciente al subespacio cerrado .

Demostracion. Solamente hemos de ver que la tdnica solucién en £ de
Av =1 w, AeR, esw =0.
Sea w € &, entonces (Aw,w) = 0. Como consecuencia de (4.27) tenemos:

_ % /Q 0 /0 ” (Guors(9) 0t = 72 (9) s = 225(5))

+ Ay (8)(8, = 0y (8)(a — @a(s))

+ b(s)(¢v - a(s))2 + 2Dm)(3)(um — 21,5(8)) (B — ap(s))
+2D,(5)(¢ — a(s)) (b — ()

o+ 2B, (5) (g — 219 (5))(6 — x(s)) ) dsdV = 0.

Ahora, la hipétesis (4.21) nos permite afirmar que:
Uy — Zm(s) =0, ¢ —afs) =0. (4.48)

Por otra parte, integrando las dos dltimas ecuaciones del sistema Aw =
1Aw tenemos:
P e—z)\suk, o = e——z)\s(ﬁ.

Sustituyendo en (4.48) podemos escribir
(1—e™)u,, =0, (1-e™)¢p=0,
que implican que u, =0y ¢ =0si A #0. O

Nota 4.7 El hecho de que no hayan valores propios tmaginarios puros es
debido a los efectos de memoria. Sin ellos es facil ver que el sistema Aw =
tdw tiene soluciones distintas de la nula.

Lema 4.8 Las oJrbitas son precompactas.

Demostracién. Definamos el conjunto

M = {(u*’v*) ¢*7w*7 Z*, a*) 6 D(A),
z* € L®(RY, W>2(Q)), a* € L®(RY, W>*(Q)) },
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y sea (u(t),v(t), (1), v(t), z(t, s), a(t, s)) una solucién que empieza en el
punto (u*a V*a ¢*a ¢*7 Z*’ Oé*) € M.
Entonces, para todo t € RY,

(u(t), v(2), (1), ¥(1), 2(t, 5), (2, 5)) € D(A),
A (u(t), v(t), (2), (1), 2t 5), (2, ) || < (A (0", v7, 6%, 9%, 2%, 07) |,

ya que el semigrupo es disipativo.
En particular,

v e C(RY, W2 (),

¥ € C(RY, Wo* (),

£ € C(R", WE?(Q0) 0 W2 (),

-‘Z—‘;‘ € C(RY, Wy (Qo) N W>*(Q)),

[ /0 ” [Giyrs(8)tns(t — 8) + Byy(8)d(t — 8) + Dyyr(8) - (t — )] ds

+ Gz]rs (O)UT,S + Bz] (0)¢ + Dz]r(0)¢,r] ; € C(R+7 L2 (QO))) (449)

)

[ /0 I Dra($)tnalt — 8) + Du(s)(t = ) + Aoy ()6, (¢ — )]ds

£ Dy (O)ts + D(0)6 + 4, (0)6,]

31

- [ "By (5)uny (t — 5) + s)B(t — 5) + Duls)da(t - )lds
—B,,(0)u,, — b(0)¢ — D,(0)p, € C(RY, L*(Qy)), (4.50)

Utilizando un esquema de iteracién de Picard [19] en (4.49)-(4.50) obte-
nemos la siguiente acotacion:

| (u, ¢)”W§”><Wg”(no)

< k|Bu+C¢+Pz+Ea, Fu+ Go + Hz + Jolpa gy« 1200
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siendo k una constante positiva. De aqui se sigue que u € C(R+,W(2)’2), y
¢ € C(RY, Wy ().

Utilizando el teorema de Rellich-Kondrachov [1], podemos concluir que
las drbitas con origen en M son precompactas.

Por otra parte, M es denso en X y ademds es cerrado [20]; por lo tanto,
toda drbita que empieza en un punto de X es precompacta. O

Como consecuencia de los lemas previos podemos enunciar el teorema:

Teorema 4.5 Sea (u(t), v(t), #(t), ¥ (t),z(t, s), a(t, s)) la solucién de (4.24)
con f; = L =0, condiciones iniciales (4.12) y condiciones de frontera (4.19);
entonces,

lim (u(t), v(t), d(t), ¥(t),2(t, s), a(t,s)) =0

t—o0

en la norma inducida por el producto escalar (4.25).
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Capitulo 5

Termoviscoelasticidad lineal

5.1 Introduccién

Day [23] utiliza la hipétesis de invariancia del trabajo bajo inversién tem-
poral para demostrar que el tensor de relajacion es simétrico en el caso de
materiales viscoeldsticos a temperatura constante. Posteriormente Gurtin
[33] extiende la idea de invariancia bajo inversién temporal a la produccién

de entropia, 5
L{S()} =T{S()},

con objeto de establecer un sistema fundamental de ecuaciones para la ter-
moelasticidad lineal de materiales con memoria, siendo S(t) el proceso inverso
de S(t) (i.e. $(t) = ¥(—t)). Esta idea dio una respuesta a la hora de funda-
mentar las ecuaciones de la termoelasticidad de materiales con memoria.

Otros autores han estudiado anteriormente teorias para la termoelastici-
dad de materiales con memoria. Por ejemplo, Navarro [53, 54] considera la
teoria compuesta por ecuaciones constitutivas, para el tensor de tensiones y
la entropia, que no tienen en cuenta efectos de memoria respecto al gradiente
de temperatura. Para el flujo de calor toma como ecuacién constitutiva la
ley de Fourier.

Falqués [28] considera la teoria compuesta por ecuaciones constitutivas
para el tensor de tensiones y la entropia que no tienen en cuenta efectos de
memoria. Para el flujo de calor toma como ecuacién constitutiva:

ai(t) = /0 " ks ()05t — )ds,

con objeto de recuperar la teoria de Lord-Shulman [48].

103
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Resultados de unicidad para materiales homogéneos y de dependencia
continua para materiales centrosimétricos han sido obtenidos por Iesan &
Scalia [44).

El objeto de este capitulo es obtener resultados de unicidad, existencia y
comportamiento asintético de soluciones para materiales termoeldsticos con
memoria.

5.2 Notacion y ecuaciones basicas

Consideremos un cuerpo que en el instante ¢ ocupa una regién acotada
del espacio tridimensional, con frontera 0, suficientemente regular. El
movimiento del cuerpo estara descrito respecto de un sistema rectangular de
coordenadas Ox,.

Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de los sélidos, independientes
de la naturaleza del material, son:

s la ecuacidén del movimiento
pﬁéz = t}’t,y + fz: (51)

e la ecuacion de la energia

Th = q,, + S. (5.2)

Antes de presentar las ecuaciones constitutivas que caracterizaran los ma-
teriales con memoria, serd util introducir alguna notacién.
Denotaremos un proceso por un triplete de la forma

% = [F? T7 g]?

siendo F el gradiente de deformacién, T la temperatura y g el gradiente de
temperatura. o = [Id, T, 0] serd el estado de equilibrio, donde Id es la
identidad y Ty una temperatura constante.

Un proceso infinitesimal es un triplete

p=[H,6,g],
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de forma que H es el gradiente de desplazamiento y 6 la variacién de la
temperatura respecto de Ty. La parte simétrica de H la denotaremos por
E= %—(H + HT).

Supondremos que las ecuaciones constitutivas vienen dadas por funcio-
nales de la forma

t = t(3Y),
e = (8%,
n=7n(S),
q=q(3,

(5.3)

donde t es el tensor de tensiones, € es la energia interna, 7 la entropia, q el
flujo de calor y $¢ es 1a historia del proceso S.
Supondremos que los funcionales de (5.3) cumplen:

(A) t, ¢, 1), q son funciones derivables con continuidad respecto del tiempo.

(B) t, & q tienen derivadas §t, 8¢, 64 en Sy y It es simétrico.

(€)

; ety — o (x : &ty
Jim 7(S°) = n(S0), Jim €(S%) = (S

cuando se tiene $(t) = Sy, si t < —7 6 £ > 7 para alglin 7 > 0.

(D) Sy es el estado natural en el sentido

t(So) = 4(Sh) =0.

L

Definimos la produccién de entropia, I'{S(-) }, como

€ 1

0 1 .
r{s0} = [ [+ gt B -5+ maceld

y la produccién infinitesimal de entropia, E{p()}, como

I ..
E{p() = -,T—é-/ [T0t1 -E — f¢y + q- g]dt,
0

-0

siendo t1(t) = 0t(p"), ex(t) = 6&(p") y a1 (t) = da(")-

(5.4)

(5.5)
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Teorema 5.1 Si S, (-) = 8o + ap(-), entonces
T{Sa()} = ”2{p(")} +o(e?), cuando o —0.

Teorema 5.2 St la produccidn de entropia es invariante bajo inversién tem-
poral, entonces la produccion infinitesimal de entropia también lo es.

La demostracién de estos teoremas y los siguientes resultados de esta
seccién pueden encontrarse en [33].

Para ver las consecuencias de la invariancia de la produccién infinitesimal
de entropia bajo inversion temporal es conveniente introducir la notacién

A= (E,0), T=(Tt,—e), I,=10=(Tpty,—e1). (5.6)
También necesitaremos la hipotesis:

(E) Existen funciones G, L, J y K, con G acotada, tales que para cualquier
proceso infinitesimal, p(-) = [H(-),0(-), g(-)], se cumple:

55 (ph) = /t [G(t —5)-A(s) + L{t —s) - g(s)] ds,

-0

sq(ph) = /t [J(t —5)-A(s) + K(t — s) -g(s)] ds. (5.7)

-0

Teorema 5.3 Una condicion necesaria y suficiente para que la produccion
infinitesimal de entropia sea invariante bajo inversion temporal es que para
todo s > 0 se verifiqguen simultdneamente las condiciones:

(i) G(s) sea simétrico,
(ii) K(s) sea simétrico,

(iii) L(s) = —J%(s) + cte.

SiKy = K(s)ds, entonces q; = Koo-g es el flujo infinitesimal de calor

0
producido por un gradiente de temperatura que siempre ha sido constante.

Corolario 5.1 FEl tensor K, si existe, es simétrico.
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Escribiendo las ecuaciones (5.7) de forma m4s explicita tenemos:

5h(pt) = / (Gt~ 8) - B(s) + Galt = 5)0(5) + Lt — ) - 8(s)] ds,
0e(6) = [ [Golt =) Bls) + Galt = 9)(5) + 1t~ ) - (s)] s,

a6 = [ [Tt =9)-Bls) +dat - () + Kt = ) - g(9)] ds, (59)

-0

donde
GH(YE)SQ T_{’Sf) L<—><T_°{;1> I (I, d2).
(5.9)

Corolario 5.2 Para todo s > 0,

(i) Gi(s) es simétrico,

(ii) ToGa(s) = —Gs(s),

(iii) ToLy(s) = —J1(s) + cte,

(iv) 1a(s) = j& (s) + cte.

Corolario 5.3 Supongamos que Ly(00), 15(00), J1(00) y jo(00) existen y son
nulos, entonces

ToLa(s) = J1(s), L(s) = j3 (5),
para todo s > 0.

En este punto es necesario hacer alguna hipdtesis sobre la entropia:

(F) 7 tiene derivada d7) en o, y existen funciones My, M, mj tales que
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5n(ph) = / [Ml(t — 5) - B(s) + My(t — 5)8(s) + ms(t — s) - g(s)} ds.

—00

Definiendo la energia libre ¥ = ¢ — T'n, podemos escribir
U(t) = $(S') = &S%) - TS,
con derivada §¥ en So, tal que
0¥(p") = 6e(p") — Todi(p") — 07(So). (5.10)

Para ser coherente con los resultados obtenidos por Coleman [14], es nece-
sario suponer

(G) para todo proceso infinitesimal p(-), y para todo ¢ € R, se tiene
08 (p") = #(S0) - H(t) - #(S0)6(1).
De las hipétesis (D), (G) y (5.10) se deduce
5é(p') = Todi(g"), (5.11)

y, por lo tanto,
Corolario 5.4 Para todo s > 0,

(i) Gz(s) = —Ma(s),

(ii) j2(s) = Toms(s) + cte.

Ahora, las ecuaciones constitutivas lineales obtenidas se pueden escribir,
en coordenadas, de la forma:

by (x,1) = / [eure(%,E — 8)éra(x,8) — Ly (%, — 8)(x, 5)

-

— hugr(x,t — 5)0,(x, s)]ds,

n(x,t) = /t [y (%, — 8)éy (%, 8) + a(x,t — 5)8(x, 5)

- 00

+ ma(x,t — 5)8,(x, s)]ds,

@(x,1) = /t [Tohrs (X, t — 8)érs(X, 8) + Tom,(x,t — 5)8(x, s)

-0

+ ky(x, 8 — 5)8,(x, 5)]ds, (5.12)
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0, equivalentemente,
by (X, 1) = Cyrs(x,0)eps (%, 1) — 1, (x, 0)0(x, t)
—I—/ {éms(x, s)ers(X,t — ) — Iy (%, $)0(x, t — s)
0

~ hyyi(x,8)0 (%, ¢ — s)}ds,

n(x,t) = l,(x,0)e,(x,t) + a(x, 0)0(x, t)
+ /0 (i (%, 9)ey (= 5) +alx, $)0(x, ¢ - s)

+m,(x, 5)0,(x,t — s)}ds,

a(%,1) = hm(x,O)em(x 0+ ;0 ma(x, 0)0(x, )

OO
1.
+/ ki (x,5)0,(x,t — 5) + =hra(X, s)ers(X,t — 5)
0 To

+ T mz(x 5)0(x,t — s)}ds.

5.3 Descripcion del problema
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(5.13)

Nuestro estudio se restringird a materiales centrosimétricos (i.e. invariantes
bajo reflexiones), para los cuales se tiene que los tensores de orden impar son

nulos y por lo tanto h,, =0, m, = 0.

Nuestro sistema de ecuaciones para la termoviscoelasticidad lineal es el

compuesto por:

e la ecuacién del movimiento:

tﬂ»] + fl = p'i},“ en Qf() X [O,tl],

e la ecuacion de la energia:

Tf)ﬁ =y + Sa en QO X [07t1]7

(5.14)

(5.15)
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e las ecuaciones constitutivas:
by (X, 1) =cyrs(X, 0)ers(x, t) — L, (%, 0)0(x, t)
+ / "ot ensl, £ = ) = b, )0, ¢ = ) b,
n(x,t) =, (x(: 0)e,,(x,t) + a(x,0)0(x,t)
+ /Ooo {l'”(x, s)e, (%,t — 5) + a(x, s)8(x,t — s)}ds,

o0
q.(x,1t) =f ki, (x,$)8,(x,t — s)ds, (5.16)
0
e la ecuacion geométrica:
1
€y = §(uw + Uy,), (5.17)

siendo u el desplazamiento; t el tensor de tensiones; f la fuerza volimica; n
la, entropia por unidad de volumen, q el flujo de calor; S la fuente de calor
volimica; € la diferencia entre T y una temperatura de referencia Ty > 0y p
la densidad.
También, como consecuencia de la hipdtesis de Gurtin, se tiene que las
funciones de relajacion verifican las relaciones de simetria:
Cogrs = Crsiy = Chrsy lej = ljz: k2} = ka‘ (518)
Consideraremos las condiciones de frontera:
tyn, =1, en 08y — O, X (—00,t),  u, =1, en 08, X (—00, 1),
@, = Q en 8Qy — Y x (—00,tp), 6 =60 en Y x (—0c0, 1), (5.19)

y las condiciones iniciales:

u(x, —s) = zo(x,s), 0(x,—s) =ao(x,s), en Qyx[0,00). (5.20)

5.4 Un resultado de unicidad de soluciones

Nuestro objetivo en esta seccion es obtener un resultado de unicidad para el
problema general (5.14)-(5.20). El resultado serd aplicable a unos materiales
que difieren de los estudiados anteriormente por lesan & Scalia [44].
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Serd til escribir las ecuaciones constitutivas en la forma:

(0 = [ eunat = ina(s) = 1t = )]s,

00 = [ [balt = s)iy(s) + alt = é(s)]as,
o) = /_ " (= 5)0,()ds,

donde hemos suprimido la dependencia espacial por conveniencia.

Definamos las funciones:

K (t) = -;- /ﬂ pin({)in(1)dV,

&mzﬁmwmm

Ut) =% /ﬂo /-; /_; {ngu(% = T1 = T2) Uy (T1) Uk (T2)

— 1,2t — 11 — 7o) [ﬂm(ﬁ)é(’l’g) + Uy, (7'2)9(7'1)]

—a(2t—m — Tz)é(’ﬁ)é(’fg)}d?’ld?’gdv,

. t t 1
U(t) = l / / _kzg (Zt —T1 7'2)0,2(7'1)9,3 (Tz)d’ﬁd’?‘gdv?
2 Qg J -0 J —00 TO

7 :% /ﬂ 0 /_ 2; /_ (; {eo(@t =11 — 7Yty (e ()

— 1,2t -1 — ) ['dz,] (71)6(72) + Uy, (72)9(71)]

—a(2t—m — 72)9(71)9(72)}d71d72dM

B 2t 0 1
) = % /Q [ . /_ k(2= = )y )0, () dmdradY,

111
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:/QO /0‘ /_; /_; {ézym(QS — 71— To) (71 )i 1 (72)

— 1,y (28 — 71~ 72) [,y (11)B(72) + 1oy (72)0(71)]
- a(2s - Ty — T2)é(71)9'(T2)}dTldT2d8dv:

b5 (25— 1 —
_ / / / / 125 =M =)y (0 () drdradsdV,
Qo JO0 J—00J—~0 Tg

Wit =3 / ity (0)it, (24) AV,

Wit =3 [ (r00(21) + neeco)a,

/ Ly (1)1, () nzd5+/ pfi(r)i,(s)dV,
8%

1
/ T (r)(s)mds + / —S(r)8(s)dV.
E)Qg Qo TO

Precisaremos un par de lemas para poder enunciar el resultado de unici-
dad de soluciones.

Lema 5.1
() =Ko (t) + Ka(t) = T () — T (1) — Wi(t) + Wa(2)

t
/ [Li(t = s,t+5) — Lot — s, +5)
0
— L1t + 5,6 — 8) + Lot + 5,t — s)]ds. (5.21)

Demostracién. Si definimos la funcién

H(s, 1) =ty (), (r) — 0(8)9(T)> (5.22)
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un sencillo calculo muestra que
H(t—st—}—s H(t+ st — )
t+s
-2 / / e (2t =11 = mo)i (i ()
~ 1y (2t = 71 = 1) [ty (11)0(72) + 1,y (12)0(71)]

—a2t—7 — Tg)e‘(ﬁ)e’(@)pnda}, (5.23)
e integrando, obtenemos
t
/ / [H(t —s,t+s)—H{t+s,t— s)]dst =2J(t) — 2U(t). (5.24)
o

Por otro lado, usando las ecuaciones de evolucién, podemos escribir (5.22)
como

H(t — st +s)
=[t,,(t — s)u,(t + s)]’z —pli,(t —s) — fi(t — 8)]in(t + s)

js [1(t — )8(t + 5)] — Tio[ql(i —8)0(t+5)]
%qz(t $)0,(t +5) — T{)S(t ~ 8)8(t+ ), (5.25)

e integrando sobre ),

H(t — s, t+s)dV =Li(t — 5,t +5) — Lot — 5,1 + 5)
Q0o
— / pii,(t — s}, (t + s)dV
Qo
d
— / a;[n(t —s5)8(t + s)]dV
Qo

+ [lo T —q,(t — 5)0,(t + s)dV. (5.26)
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De forma analoga, podemos escribir

H{t+s,t —s5)dV =L1(t + s, — 5) — Lo(t + 5, — 5)
Qo

- [ st it~ )av

+ /ﬂ js[n(t+s)9(t—s)]dv

+ / S+ )0t — )V, (5.27)
Qy £ 0

Integrando entre 0 y ¢ la diferencia entre (5.26) y (5.27) y utilizando las
identidades de Lagrange [10] , obtenemos

/ﬂ/t[H(t—s,t+s)—’H(t—i—s,t—s)]dst
—_9 [lCl (t) — Kalt) — WL (1) + Wz(t)]

t
+/ [Li(t —s,t+8) — Lot —s,t+5)
0
—Li(t+s,t—s)+ Lot + 5,1 — 5)]ds

t—s t+s
/no/ ds / / hij (2t =7 -TQ)H,l(Tl)O,J(TZ)dTlde]dst

/ [L1(t — s, t+s) Lot — s, + )
0 — Li(t+s,t—8) + Lot +5,t — s)]ds
_9 [/c1 (t) — Ka(t) — Wi(t) + Wa(t) — F(t) + L?(t)]. (5.28)
Las igualdades (5.24) y (5.28) dan lugar a (5.21) que es el resultado
buscado. O

Lema 5.2
UL) +U(L) + Ku(t) + Ka(t) — D(t) — D(2)
_|_

= U(0) + U(0) + K1(0) + K5(0) [L1(s,8) + La(s,5)]ds.  (5.29)

0
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Demostracion. De la ecuacién (5.22) tenemos

H(t, £)dV
= /Q /_ N [eura(t = 7)ttny (7)1 (8) = Ly (t = 7)1y, (¢)0(7)] drdV

_ /Q /_ _ [y (t = Ty (1)B(t) + a(2t — 7)0(1)6(t) | drdV
= U - () (5.30)

Utilizando las ecuaciones de evolucién, de (5.22) también se obtiene

H(t, )V = Ly (4 1) + Loty 1) — K () — Kalt) — U() + D). (5.31)

Qo

Entonces,

Ut) + L?(t) + Ku(t) 4+ Ka(t) — D(t) - ﬁ(t) = L1(t,t) + La(t, ),  (5.32)
integrando entre 0 y ¢ obtenemos (5.29).0

Teorema 5.4 Supongamos:

(i) La densidad es escrictamente positiva

0<py<essinf p(x)<esssup p(x)<p;.
x€Efg xE8g

(ii) a(x,s) es estrictamente positivo

0 <ag < essinf ax,s)<esssup a(x,s) <a;.
x€Q x€Q

(iii) Las funciones de relajacion cumplen las relaciones

Cyyrs ™= Crszyg = Cyirsy lz] = l]l? kl] = ka-

(iv) s
/ / —1—k23(28 - 71 — Tz)gz(Tl)CJ(TQ)dTldTQdS > 0,
—00 J —00 T

para todo vector (€ C'(—o00, 00) no nulo.
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)

/ot /_; /_; [é”“(zs = 71— o)ty (71) it (72)

— c:1(25 — 11 — 72)0(11)0(72)
— lw(QS - T1 — Tg) [Uzj(Tl)g(Tg) -+ uw(’rz)ﬂ(n)]

1
+ Fkl} (23 i S 7_2)@(7—1)(3(’@)}d’ﬁdngSdV <0,
0

para todo tensor u € C'(—o00,00), todo escalar § € C*(—00,00) ¥y todo
vector ¢ € C!(—o0, ).
Entonces, el problema (5.14)-(5.18) con condiciones de frontera (5.19) y

condiciones iniciales (5.20) tiene, a lo sumo, una solucion.

Demostracidn. Supongamos que existen dos soluciones. Sean @, y 6 sus
diferencias. Si consideramos el problema correspondiente a @, y 4, y restamos
(5.21) de (5.29)

9K () + 2U(L) = D(t) + D(1), (5.33)

las hipétesis (i) — (v) implican K;(t) = U = 0. De K; = 0 se deduce que @
es constante e igual a cero ya que inicialmente @, es cero.

De i = 0 y (iv) se deduce V8 = 0, y por lo tanto § = 0. Utilizando la
ecuacién de la energia se tiene 77 constante e igual a cero. De las ecuaciones
constitutivas y (2i) se obtiene § = 0. O

Nota 5.1 Un conjunto de funciones, para materiales centrosimétricos e 1sd-
tropos, que verifican la hipdtesis (v), seria

Coyrs(8) = [A0yybrs + 11(8ur0ys + 0,56,0) ] [€7° — K], Kuy(s) = Kbyyle™ — ko),
Ly(s) =16,[e™ — k3],  a(s) =a[e™ — ky4,

siendo ki, ko, k3 y k4 constantes y, A\, u, k, I y a independientes de s, tales
que
w>0, 33+24>0, k>0, a>0, |l|]<3\+2u+a.

Otro conjunto de funciones que verifican la hipdtesis (v) seria

cijS(S) = Czjcrse_sa a(S) =ace -,
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ky(s) = —=kyIn(s+ks), 1, =ac,f(s)e",

siendo a y ks > 5 constantes, f(s) una funcidn tal que |f'(s) — f(s)| < 1
para todo s y, k,, un tensor para el cual existe una constante € > 0 tal que
k,v,v, > evw,, para todo vector v,.

5.5 Un resultado de existencia de soluciones
En esta seccion y la siguiente trabajaremos con el caso particular
u(x,t) =0, 6(x,£)=0, en 08 x (—o0,t], (5.34)

de las condiciones de frontera (5.19).

Para lograr nuestro propdsito utilizaremos la teoria de semigrupos de
operadores lineales, transformando el problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5.20)
en un problema de evolucién abstracto en un espacio de Hilbert adecuado.

Necesitaremos las siguiente hipétesis:
(i) La densidad es estrictamente positiva,
(ii) a(x,0) es estrictamente positivo,

(iii) 30 > 0 tal que

Vu-e(x,00)-VudV >6 | Vu-Vudy,
Qg Qo

para todo u € [C$°(Q)]?,
(iv) 3da(s) > 0 tal que
/ [Vu-&(x,5) - Vu+ 2l(x, s) - Vuf — i(x, 5)6°
Qo

+ —%—v -k(x,s) - v]dV > 52(3)/ [Vu-Vu+6®+v-v]dV,
0 Qo
(5.35)

para todo u,v € [C$°(§)]? v todo 8 € C§°({h),
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v)

a(x,00) = €(x,00) = I(x, 00) = k(x,00) = k(x,00) = 0.  (5.36)

Nota 5.2 Las hipdtesis (i)-(ii) son usuales en la termoelastidad y su inter-
pretacidn fisica es evidente. La hipdtesis (iv) asegura el cumplimiento de la
sequnda ley de la termodindmica y; por ultimo, la hipdtesis (v) nos dice que
el material olvida los estados suficientemente lejanos en el tiempo.

Nota 5.3 Las hipdtesis (iv) y (v) implican la existencia de una funcién
d1(s) > 0 tal que

—/ [Vu-¢(x,s) - Vu + 21(x, 5) - Vu b — afx, )62
Qo

+ %—v -k(x,s) - v]dV > 61(3)/ [Vu-Vu+6°+v-v]dv, (5.37)
0 Qo

para todo u,v € [C3°(Q)]® y todo 6 € C§° (o), siendo 61(s) = [ 6x(7)dr.

Nota 5.4 La nota 5.3, conjuntamente con la hipdtesis (v), nos permiten
afirmar que c(s) > 0, k(s) > 0 y a(s) > 0.

Nota 5.5 La desigualdad (iv) puede verse también como una extensién na-

tural de las hipdtesis que se establecen en [53, 54] y [28] para sendas teorias
de la termoelasticidad con memoria.

Consideremos un elemento de la forma
w = (u,v,8,z(s), a(s)),
siendo v =1, z(s) = u(t — s), a(s) = 68(t — s), y el espacio funcional
Xo = {(u,v,0,2(s),a(s)) € CFP(Q) x CF(Q) x CF(Qo) x H' x H?},

donde
' = {z € [C([0, 00), WEHQ0) N W22(Q))]P,

H? = {a € C([0, 00), Wy (o) N W22 (Q))}.
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Sea X el completado de Ay con la norma inducida por el producto escalar
((ula leela Zy, a’l)v (u2> Vo, 927 Zy, a2)>

= [ {Vuy-c(c0) - Vuy + pvy - vy + a(0)6:16; }dV

- [ = v 69 [ - V(o)
+ {al(s)i(s) - [Vug = Vza(s)] + az(s)i(s) - [Vuy — VZI(S)]}

— a(s)an (s)an(s) + -71,—0\7@1(5) K(s) - Vao(s) }dsdV,  (5.38)

siendo

la historia sumada de a(s).

Nota 5.6 Para un uso posterior recordemos las siguientes propiedades que
se pueden verificar mediante un sencillo edlculo directo:

d =1 — At
S 7(x,5) = 9'(x,9),

2 pt0,5) = o, 1) - ¢x,9),

= pt(x,5) = ¢4(x,5) — (o). (5.39)

Nota 5.7 El producto escalar es definido positivo como consecuencia de las
hipdtesis (i)-(iii) y la desigualdad (5.37).

Una vez definido el espacio funcional X’ en el que trabajar, para poder
transformar el problema definido por las ecuaciones (5.14)-(5.18), (5.34),
(5.20) en un problema de evolucién abstracto es conveniente definir los ope-
radores: . 1

Bu = —pdiv {c(0)-Vu}, GO= —;div {1{0)6},

Cr = %div { /O T e(s) - Vzds} . Da-= -%div { /O " i(s)als) ds} ,
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Lu= ———1—1(0) -Vu, Mv= —-1—-1(0) - Vv,

a(0) a(0)
a(0) 1 /°°--
N =——=0, Pz=-——- I(s) - Vz(s) ds,
a(0) ) Jy 1V
Qo= ——L / " i(s)als) ds+ —div { f ERWAY va(s)ds}
—a(0) Jo a(0) o To ’
e, o}
Rz = wggz(s), Wa = —(—aga(s).
Sea A el operador matricial definido por

0 Id 0 0 O
B 0 GCD

A= L M N P Q |,
0 0 0 R O
0 0 0 0 W

donde Id es el operador identidad, con dominio
D(A)={we X|Aw e X, z(0) = u, a0) = 0}.
Para posterior uso, es conveniente notar que
D(A) = {(u,v,0,2,a) € W*2(Qo) N W5?(Q) x Wy?(Q0) x
W22 N W (Q) x Hy x Ha | 2(0) = u, a(0) =6}

es denso en X.
Por ultimo, definimos

F= (o,p—lf, (G(O)To)"lS, 0, 0)» Wo = (uo,Voaeo,Zo,ao)

Ahora ya estamos en condiciones de escribir nuestro problema como un
problema de evolucién abstracto en la forma:

PO aoy+70),  w@=w, 0<i<t. (5.0

Lema 5.3 FEl operador A satisface la desigualdad
(Aw,w) < 0. (5.41)
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Demostracion. Si w € D(A), entonces

(Aw>w> =

Qo

—N

Vv - ¢(00) - Vu + v - div{c(0) - Vu — 1(0)9}}dv

+
S~

/ v»div{(’: Vz—-l }dst
A

9{@(0)9 +1(0) - vu - 1(0) - vV}dv

é?\‘

o

|
S~

{l(s) -Vaz(s) + d(s)a(s)}& dsdV

0

div{-%;k(s) - Va(s)}0 dsdV

+
5

o0

[Vv + Vz(s)] - ¢(s) - [Vu — Vz(s)]dsdV

|
S~

o0

0 { — &(s)i(s) - [Vu — Va(s)]

O + a(s)i(s) - [Vv + V(s )]}dst

/ / s)dsdV
Qo

ﬁ/sz()/o Vé(s) - k(s) - Va(s)dsdV.

J
J
J
J

Aplicando el teorema de la divergencia e integrando respecto a s por partes,
fenemos

dsdV
(Aw,w) = 2T0/90/ Va(s a(s)ds

/ / ia(s)(a 0)?dsdV
Qo

/n/ (as) — 0)i(s) - [Vu — Va(s)ldsdV

__// [Vu — Vz(s ) - [Vu — Vz(s)]dsdV
Qo
(5.42)
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con lo cual queda demostrado el lema. O

Lema 5.4 El operador A satisface la condicion
Rango(Id — A) = X. (5.43)

Demostracion. Debido a la definicién del operador A, la condicién (5.43)
se satisface si el sistema:

u-— v =u,
v — (Bu+ Gf + Cz + Da) =¥,
0 — (Lu+ Mv + N6 + Pz + Qa) =0,
z — Rz =12,
a—Wa =4, (5.44)

tiene una solucién (u,v,0,z,«) € D(A) si (4, v, 9,3, &) e X.
De las dos tltimas ecuaciones de (5.44) obtenemos

r

z(s) =e”° u+/ e"z(r)dr|,
L 0 |

a(s) =e>* |0+ /OS eTOA((T)dT' ; (5.45)

introduciendo la primera ecuacién de (5.44) y (5.45) en la segunda y tercera
de (5.44) se tiene

()= 5)()-(2) oo

Fu=u- %div {C(O) -Vu+ / e *¢(s) - Vu ds} ,
0

donde

1 *®
G'6 = ;div {1(0)9 + / e *1(s)8 ds} ,
0
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L'a= E(IOT) {1(0) - Vu +1(0) - Vu + /000 e~*1(s) - Vu ds} ,

M9 =8 + E%ﬁ {a(ow + /0 " esii(s)0 ds}
‘E(%)'div{ﬂfowe— k() V9ds}

g =0+V+ - dlv {/ / ) - V(1) — l(s)a(T)} des}
g2 =0 — / / Vi(r) + d(s)&(r)} drds

+ ?‘—(0—)1( ) - Vu+ dlv {/ / ——k(s Vé(r) des} .

Sea (-,-). un producto escalar en L?, convenientemente pesado, y consi-
deremos la forma bilineal

Bl(uy,6:), (12, 0,)] =(A'(u1,61)7, (ug,65)).
=<(F,u1 + G'Gl, Lllh -+ M’Gl), (uz, 92»*.

Utilizando el teorema de la divergencia se tiene

Bl(u, ), (u,0)] = / pu - udV+/ Vu- (/Ooo e ’c(s)ds) - VudV

/ / $)0%dsdV
Qo

+To v /0 e~k (s)ds) - VAV, (5.47)

La nota 5.4 nos permite afirmar que B determina una norma equivalente
. 1,2 1,2
a la usual del espacio Wy (€2g) x Wy (£2).
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Ahora hemos de ver que (g1, g2) € W12 x W12,
Siy € Wy*(Qy), entonces

/Qopy: [ﬁ+{r+~;—div{ /Ow/()seT..s{é(s).w(T)

— i(s)&(r)}d’rds}} av

/ py - gldV} =
Qo

<

/Q py - (& + v)dV(

O/QO /Ooo /OS e Vy - {&(s) - Va(7)

— I(s)é(r) }destI

+

<18+ ¥l ¥ lhw2 )

/ / / e °Vy - ¢(s) - Vﬁ(T)deSdVl
a2 Jo Jo

// /eT'SVyi(s)&(T)desdvs.
2% Jo Jo

o [™, s

3 ). c(r)e Tdr = —¢(s)e?,

mediante integracién por partes se obtiene

+

_|..

Como se verifica

/000 ¢(s)e™ - /OS e'Vi(r)drds = /000 e’Vi(s) - /Soo S(r)edrds.  (5.48)

Andlogamente

/Oooi(s)e—s /Os eT&(T)deSZ/OOOQS&(s) /sooi(T)e-TdeS. (5.49)

Utilizando las dos igualdades anteriores tenemos la estimacién
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<6 +¥lle yllwyap)

+ // / eS“TVy-é(T)-Vi(s)dsdeV’
Qg JO s

+ / / / es_TVy-i(T)d(s)dsdeV!.
Q[) 0 $

/ py - g1aV
Qo

Por otra parte

- /Soo c(r)e Tdr = —¢(s)e™* — /Soo ¢(r)edr < —¢(s)e”,

donde la desigualdad es consecuencia de €(s) > 0. Como ¢(s) < 0 podemos

afirmar que
o0
/ ¢(rye dr
k)

Entonces, utilizando esta tltima desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la
de la media aritmético-geométrica, podemos establecer la estimacién

< Ié(s)e*3|.

[ gldv\ < i+ 9o ¥ lhgion
Qo

Vy le(00) — c(0)] - Vy dV

/Q/ Vi(s ) - Vi(s )dst’
N /Q 0 /0 / es‘TVy-l(T)o?(s)dsd'rd,V\.

La desigualdad (5.37) nos permite afirmar

Vu-é(s) - VudV > e(s) [ Vu-VudV, c(s) >0,
Qo Qo

/ a(s)0dV > ay(s) [ 6%dV, ay(s) >0,
QQ QO
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Hi(s)” <M a6) 2 (@(s)Y?, A>0, (5.50)

1/2

siendo ||1(x, s)|| = sup (I,j(x, s);;(x, 5))/2. Por lo tanto

[ @) @) ear

[ e
( Td7> " ( | alme—fdf) "

”( ()" e,

donde la ultima desigualdad es consecuencia de que a1(s) y ci1(s) son fun-
ciones monotonas decrecientes.

Finalmente,

/Q py - g1dV’ S0+ Ve Iy llwy o)
0

1/ ¥y - c(00) - ¢(0)] - Vy dV’

// Vi(s ) - Vz(s)dsdV
Qo
—// c1(s)Vy - VydsdV
Qo
// a(s s)dsdV
Qo

(5.51)

. . . 1,2
De forma analoga se tiene que, si y € W;’“, entonces
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| O wanav| <ol + [9aa) ol
+-;—/Q [a(O)ldeV—{—% /Q /Ooo &(3)&2(s)dstt
+ -3/9 /Ooo c2(s5)Vz(s) - Vz(s)dsdV

+-)-\~// ay(s)ydsdV
2 QO

+/ —Vy ke - VydV
a0 Lo

// —Va k(s) - Véa(s)dsdV
<00 K (5.52)

donde ¢y(s), a ( ) y A vienen dados de forma anéloga a (5.50) pero a partir
de la hipétesis (1v) y keo = [ k (ver [33]).

Por o tanto, el teorema de Riesz implica que existe un tnico par (u,6) €
W2 () x W, () solucién de (5.46). Considerando la ecuacién u—v = 1,
es obvio que v € Wy (Qy).

Por 1ltimo, nos falta comprobar (z,a) € H' x H2 con lo cual el lema
estard probado.

De la cuarta ecuacién de (5.44) se sigue

/ / Vz(s) - ¢(s) - V2(s)dsdV
Qo
:/ / [Vz(s) - ¢(s) - Vz(s) + Vz(s) - ¢(s) - Vi(s)] dsdV.
Qo JO

Integrando por partes se obtiene
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/Q/ Vz(s ) - Viz(s)dsdV

Vu-¢(0) - VudV—I—/K;/ Vz(s) - ¢(s) - Vz(s)dsdV

_1 /ﬂ / " Va(s) - &(s) - Va(s)dsdV,

y como ¢&(s) > 0, entonces

/ / Vz(s ) Vz(s )dst+% Vu-¢(0) - Vul,dV
S

Qo

/Q/ Vz(s ) - Vz(s)dsdV.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-
geométrica llegamos a

/ / Vz(s )-Vz(s)dsdV < — | Vu-¢(0) - VudV
Qo

/ / Vi(s ) - Vi(s)dsdV.

Qo
(5.53)

En virtud de la ultima ecuacién de (5.44) llegamos a
/ / dst</ a(0) 92dV+f &*(s)dsdV. (5.54)
Qo Qo 2o

A partir de la ltima ecuacién de (5.44) podemos escribir

Va + BVa—Va
Os

y deducimos
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/Qo/ Va(s) - k(s) - Va(s)dsdV
/QO/ Va(s - VOdsdV
- —/ﬂo/ Va(s ) - Va(s)dsdV

/ﬂo/ Va(s) - k(s) - Va(s)dsdV,

una vez que hemos utilizado las propiedades de la historia sumada y hemos
integrado por partes. Como k(s) > 0, tras utilizar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la de la media aritmético-geométrica llegamos a

/ / Va(s ) - Va(s)dsdV
Qo
< - ——-—/ / Va(s Va(s)dsdV
262 Q
~/ / Vﬁ-ks - VldsdV
Qg

// Va(s) - k(s) - Va(s)dsdV
261 Qo

_._/ / V&(s)-k s -V&(s)dst.
2 Ja, Jo

Tomando €; = €5 = 2, concluimos

/Q/ Va(s ) - Va(s)dsdV

< 2// Va(s) - k(s) - Va(s )dst~—2// V6 - k(s) - VdsdV.
’ " (5.55)

De la desigualdad (5.37) se deduce
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2 /90 /ma(s)i(s)-Vz(s)dst’
/Q / Vz(s -Vaz(s czlsal\/-{~/Q / s)dsdV. (5.56)

Las desigualdades (5.53)-(5.56) nos permiten afirmar que (z,a) € H' x
H?, con lo cual el lema queda probado. O

Consecuencia de los dos lemas previos y del teorema de Hille-Yosida es el
siguiente resultado:

Teorema 5.5 Supongamos que
f € C°([0, 1], W5 (Q0)) N C([0, 1), L* (),
S € C°([0, 1], Wy (o)) N C1([0, 1], L*(Q)).
Entonces, para cualquier
(ug, vo, 89, 20, ap) € D(A)
existe una unica solucidn para el problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5.20).

Nota 5.8 Como A genera un semigrupo de coniracciones, tenemos la si-
guiente estimacidén para las soluciones:

l(u(®), v(t), 6(t),2(t), a(t)l]
1/2

¢ 2
S”(u07v0790720aa0)“+/0- { o fifz+ (E(%ﬂ) dV} dS.

Esta desigualdad es un resultado de dependencia continua respecto de pard-
metros iniciales que ya habia sido obtenida en [44].

Nota 5.9 El teorema 5.5 conjuntamente con la anterior observacidn nos
permite afirmar que, en las hipdtesis explicitadas (i)—(v), el problema (5.14)-
(5.18), (5.34), (5.20) de la termoelasticidad de materiales con memoria es
un problema bien planteado ya que admite una unica solucion que depende
continuamente de los pardmetros iniciales y de las fuentes externas.
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5.6 Comportamiento asintético de las solu-
ciones

Para demostrar la estabilidad asintética de un semigrupo de contracciones
es suficiente comprobar (ver [21]) que las dérbitas son precompactas y que
el operador no tiene ningun autovalor imaginario puro en &, el subespacio
cerrado generado por los elementos w € D(A) tales que (Aw,w) = 0.

Lema 5.5
A0 = {0}.

Demostracion. Hemos de comprobar que Aw = 0 implica w = 0. Si
escribimos explicitamente el sistema tenemos

v =0, (5.57)
div {C(O) - Vu - 1(0)8 + /0 " [c(s) - Vaz(s) - i(s)a(s)] ds} —0, (5.58)

div{,}b /oo k(s) - Va(s )ds} Z1(0) - Vv — i(0) - Vu
—a(0)6 — / -Vz(s) + a(s)a (s)] ds =0, (5.59)

D=0, (5.60)
__{f_sa(s) 0. (5.61)

De las dos ultimas ecuaciones se deduce
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con lo cual el sistema (5.57)-(5.61) se reduce a

div {c(00) - Vu — 1(c0)8} = 0, (5.62)

div {%0- /0 " k(s) - Véds} =0, (5.63)

Multiplicando (5.63) por § e integrando sobre {2y se tiene

1 o0
——/ / Vo - k(s) - VOdsdV = 0.
TO g JO

Por consiguiente § = 0. Entonces, (5.62) se reduce a

div {c(o0) - Vu} = 0;

multiplicando por u e integrando sobre {2y se obtiene

Vu - c(oo) - VudV =0,
Qo
y por lo tanto u = 0, con lo cual el lema queda demostrado. O

Lema 5.6 El operador A no tiene ningin valor propio imaginario puro en
el subespacio cerrado £.

Demostracion. Hemos de ver que la ecuacién Aw = idw, A € R, tiene
como tnica solucién w = 0 en £.

Sabemos que (Aw,w) = 0 ya que w € £. Entonces, como consecuencia
de (5.42) tenemos:

=~ /QO/ Va(s) - k(s) - Va(s)dsdV

/Q / — 0)%dsdV

/ / i(s) - [Vu — Va(s)|dsdV
- .2_\/f; /0 [Vu — Vz(s)] - €(s) - [Vu — Vz(s)]dsdV. (5.64)
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Una consecuencia de (5.64) es que

% /Q /OOOWH = Vz(s)] - €(s) - [Vu — Vz(s)]dsdV = 0. (5.65)

Debido a las hipdtesis se deduce que

Vu — Vaz(s) = 0. (5.66)

Por otra parte, si resolvemos la peniltima ecuacion del sistema Aw = i w
tenemos

z = e M, (5.67)

y por consiguiente (5.66) se puede escribir

Vu (1—e™) =0, (5.68)

que obliga au=0si A5 0.
Otra consecuencia de (5.64) es que

/Q 0 /0 ” i(s)(a(s) — 0)*dsdV = 0. (5.69)

Resolviendo la tltima ecuacién del sistema Aw = tAw, podemos llegar a la
conclusién

§(1—e) =0, (5.70)

de donde se deduce immediatamente § =0 si A # 0. O

Lema 5.7 Las orbitas son precompactas.
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Demostracion. Definamos

M = {(u*,v*,6*,2*, *) € D(A);

z* € L2(RT, W»%(Q)), o* € L®(RY, W>%(Q))},
y sea (u(t), v(t), 0(t),z(t, s), a(t,s)) una solucién que empieza en el punto
(u*,v*, 0%, z*, a*) € M.
Entonces, para todo t € R*, (u(t), v(t),0(t),z(t, s), a(t, s)) € D(A) y

A (u(t), v(2), 0(t), 2(t, 5), a(t, 8)) | < A (u”, v, 67, 2", ") |},

ya que el semigrupo es disipativo.

En particular,
v € C(RY, W% (),
0z
£ € C(RY, Wik () n WH(Q)),
O

5; € C(R+,W()1’Z(Qo) N W2’2(Q())),

div{c(O) - Vu —1(0)9 + /0 N [é(s) - Vaz(s) — i(s)a(s)]ds} e C(R*, L2()),

div{%— / N k(s) -;Va(s)ds} —1(0) - Vv — 1(0) - Vu

—a(0)0 — /Ooo {i(s) -Vaz(s) + d(s)a(s)] ds € C(RY,L*(Q)). (5.71)

Haciendo uso de un esquema de iteracién de Picard [19] en (5.71) obte-
nemos la siguiente acotacién:

|| (u, 9)”w§’2(ﬂo)xW5’2(Qo)
< k|[Fu+ GO + Cz+ Da, Lu+ Mv + NO + Pz + Daliaqy)12(00)

siendo k una constante positiva. De aqui se sigue que u € C(R*, W5*(Q)),
y 6 € C(RY, Wy ().
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Utilizando el teorema de Rellich-Kondrachov [1], podemos concluir que
las 6rbitas con origen en M son precompactas.

Por otra parte, M es denso en X' y ademés es cerrado [20]; por lo tanto,
toda 6rbita que empieza en un punto de X’ es precompacta. O

Como consecuencia de los lemas 5.6 y 5.7 podemos enunciar el teorema:

Teorema 5.6 Supongamos que (u(t), v(t), 0(t), z(t,s), a(t, s)) es la solucion
del problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5.20) con f; =S = 0; entonces,

tlg& (u(t),v(t),0(t),2(t, s), a(t,s)) =0

en la norma inducida por el producto escalar (5.38).
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado las ecuaciones incrementales para ma-
teriales termoeldsticos no acotados, obteniendo un resultado de existencia de
soluciones para el caso en que el tensor incremental de elasticidades, Dy,
es fuertemente eliptico. Algunos casos particulares en que esta hipétesis es
satisfecha son presentados. Este resultado es una extensién del obtenido
anteriormente en [55].

Posteriormente hemos considerado que nuestros materiales son, adem4s,
porosos [57]. Para determinar el comportamiento de este tipo de materiales es
necesario introducir una nueva variable independiente, la fraccién volimica, y
una nueva ecuacion de evolucion. Una vez formulado el problema incremental
[37], se obtienen resultados de unicidad de soluciones para condiciones de
frontera mixtas, y de existencia de soluciones para condiciones de frontera
homogéneas.

El siguiente paso ha sido considerar que las ecuaciones constitutivas no
s6lo dependen del estado actual del material, sino que también son fun-
cionales de sus estados pasados. Tanto en el caso de materiales porosos
viscoeldsticos como en el de materiales termoeldsticos, se han obtenido re-
sultados de unicidad, existencia y comportamiento asintético de soluciones.

Resumiendo, podemos afirmar que los problemas de la termoelasticidad
incremental de materiales no acotados, de la termoelasticidad de materiales
porosos pretensionados, de la viscoelasticidad de materiales porosos y de la
termoelasticidad de materiales con memoria son problemas bien puestos, ya
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que admiten una tnica solucién que depende continuamente de las fuentes
externas y de las condiciones iniciales.

6.2 Problemas abiertos

A continuacién se enumeran sélo algunas de las cuestiones que han surgido
al realizar la presente memoria:

1. Comportamiento asintotico de las soluciones en los problemas incre-
mentales. Un posible camino a seguir seria la reduccion de ecuaciones
en derivadas parciales a sistemas finito-dimensionales.

2. Tasa de decaimiento de las soluciones de los problemas viscoeldsticos.
En trabajos recientes, Mufioz Rivera [52] y Liu & Zheng [47] han
obtenido decaimiento exponencial de las soluciones en algunos prob-
lemas mas sencillos.

3. Estudio de las ecuaciones incrementales para materiales porosos visco-
elasticos con memoria. Las ecuaciones han sido planteadas, pero han
resultado ser poco manejables.

4. Estudio de las ecuaciones para materiales termoeldsticos con memo-
ria sin simetria central. Los esfuerzos realizados para eliminar dicha
restriccién han resultado infructuosos, hasta el momento.

5. Planteamiento de las ecuaciones incrementales para materiales termo-
eldsticos con memoria. En este caso los problemas son de funda-
mentacion; ni siquiera se tiene clara la existencia de funcionales como
la energia libre.

6. Dependencia de las soluciones respecto de las condiciones de frontera.
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