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Capítulo 1

Introducción

Desde que el hombre empezó a construir ha sido necesario el conocimiento
del comportamiento de los materiales. Sin duda los egipcios tenían algunas
reglas empíricas sobre la naturaleza de los materiales, pues en caso con-
trario no habrían podido erigir sus imponentes monumentos. Más tarde,
tanto griegos como romanos avanzaron en el arte de la construcción, aunque
la mayoría de sus conocimientos se perdieron durante la edad media y no
fueron recuperados hasta el Renacimiento. En esta época vivió Leonardo
da Vinci (1452-1519) quien estudió empíricamente el comportamiento de los
materiales.

El primer estudio analítico publicado sobre la resistencia de materiales se
encuentra en el trabajo de Galileo titulado Discorsi e dimostrazioni matema-
tiche intorno à due nuoue fcienze impreso en Leida el año 1638. Hooke publi-
ca en 1678 De Potentiâ Resütuüva, donde estudia las propiedades elásticas
de los materiales, llegando a establecer una relación lineal entre la magnitud
de las fuerzas y la deformación que producen l. En 1744, Euler introduce el
cálculo de variaciones para estudiar la forma que adoptan los cuerpos elásticos
cuando están sometidos a distintas fuerzas. Otras aportaciones importantes
durante el siglo XVIII fueron las de Lagrange, más en el plano teórico que
práctico, y Coulomb. Ya en el siglo XIX encontramos a Young y Navier.

El origen de la teoría matemática de la elasticidad podemos situarlo a
principios del siglo pasado, principalmente con el trabajo de Cauchy [7],

1En opinión de J.E. Marsden fe T.J.R. Hugues [50], tres cosas que deben saber todos
los que se inician en el estudio de la teoría de la elasticidad son que " Kirchhoff ' se escribe
con dos 'h', que la ley de Hooke no es un axioma y que los investigadores en elasticidad
son muy testarudos, incluso cuando están equivocados.
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quien introduce los conceptos de tensión y deformación. Además, deduce
las ecuaciones fundamentales de una forma mucho más sencilla que como
se había hecho hasta entonces. Poco antes, Fourier [29] había publicado su
tratado sobre la propagación del calor. Durante el siglo XIX aparecen los
trabajos de Poisson, Lamé, Green, Stokes, Piola, Kirchhoff y Saint-Venant,
entre otros. El tratado de Love [49] es un magnífico compendio de la teoría
clásica de la elasticidad.

Tras una época de relativo aletargamiento, a mediados de siglo el estudio
de la elasticidad se reaviva, posiblemente debido a las aplicaciones tecnoló-
gicas de los nuevos materiales que aparecen. Cobran importancia el estudio
de la estabilidad de láminas finas en aeronáutica, la propagación de vibra-
ciones en cuerpos en el diseño de maquinaria industrial, la propagación de
ondas en materiales no homogéneos y anisótropos en geofísica, la transmisión
del calor en astronáutica, etc. Esto ha hecho que todo tipo de investigadores,
ingenieros, físicos, geofísicos, matemáticos, etc., les dediquen atención.

Aunque uno pudiera pensar que la teoría de la elasticidad y conducción
del calor es una materia eminentemente experimental, también destaca por
su riqueza matemática.

El moderno análisis funcional hace posible el estudio de la existencia,
unicidad y comportamiento de las soluciones, permitiendo resolver proble-
mas de estabilidad. El análisis numérico nos proporciona una idea bastante
aproximada del comportamiento real del los materiales, posibilitando un gran
avance en el diseño de estructuras. La geometría diferencial es utilizada para
fundamentar rigurosamente las ecuaciones de la teoría.

Antes de acabar esta introducción, mencionar los trabajos de Timoshenko
[67] y Truesdell [69], dos interesantes obras sobre la historia de la mecánica
y resistencia de materiales.

1.1 Leyes básicas
Supongamos que un cuerpo ocupa en el instante t = O una región del espacio
QO, que llamaremos configuración de referencia, con volumen V0 y superficie
A0. La posición de un punto X vendrá descrita por un sistema rectangular
de coordenadas OXK (coordenadas materiales o Lagrangianas).

La configuración espacial será la región Q, con volumen V y superficie A,
ocupada por el cuerpo en el instante t. La posición de un punto x vendrá des-
crita por un sistema rectangular de coordenadas Ox{ (coordenadas espaciales
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o Eulerianas).

Configuración espacial

Configuración de referencia

Las ecuaciones que gobiernan la evolución de sólidos para el caso no re-
lativista están firmemente establecidas [6, 26, 50, 71]. Estas ecuaciones se
derivan a partir de cinco leyes fundamentales, postuladas independientemente
de la naturaleza del material:

1. Conservación de la masa: La masa total del cuerpo se mantiene constante
durante el movimiento:

í pödVQ = í pdV,
JVo JV

siendo po la densidad en la configuración de referencia y p la densidad
en la configuración espacial. Derivando respecto del tiempo, la ecuación
anterior se puede escribir de la forma

U pdV = 0.dt Jv

2. Conservación del momento lineal: La variación del momento lineal es
igual a la suma de las fuerzas que actúan sobre el cuerpo 2:

2 Las letras en negrita representan tensores de orden p > 1.
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donde v = dx/dt es la velocidad y F es la fuerza resultante que actúa
sobre el cuerpo, que la podemos descomponer en dos tipos de fuerzas,
superficiales y volúmicas,

F= pfdV+
Jv A

siendo f la fuerza volúmica por unidad de masa que actúa sobre el
volumen V del cuerpo y p(n) la fuerza superficial por unidad de área que
actúa sobre la superficie A del cuerpo, dependiente del vector normal
exterior n a la superficie. Con esta descomposición la conservación del
momento lineal se puede escribir:

ï /» /» n,

- / pvdV= pfdV + / P(n)dA
JAdt V JV

3. Conservación del momento angular: La variación del momento angular
es igual a la suma de los momentos de las fuerzas que actúan sobre el
cuerpo:

ï /*

— /
dt Jv

4. Conservación de la energía: La variación de la energía cinética e interna
es igual a la suma de la potencia de las fuerzas que actúan sobre el
cuerpo más el balance de energías que atraviesan el cuerpo:

/» /*

= / p x A f W + /
Jv JA

donde la energía cinética, /C, viene dada por

la energía interna, U, por

= pvvdV,
v

W = í pUdV,
Jv
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siendo U la energía interna por unidad de masa, y la potencia de las
fuerzas, W, por

r r
= í p f -vdV + l p(n) -vdA,

Jv JA

siendo el resto de las energías £¿ de muy diversa naturaleza: térmica,
eléctrica, química, etc.

Si nos restringimos al caso en el que únicamente aparece energía tér-
mica, Q, se tiene

Q= í pSdV + í q -n<L4,
Jv JA

donde S es una fuente volúmica de calor presente en el cuerpo y q
representa el flujo de calor que atraviesa la superficie. La ecuación de
conservación de la energía queda, en este caso,

TT f p(lw + u}dV = [
(it Jy \¿ / Jy

5. Variación de la entropía: La variación de la entropía total nunca es menor
que la suma del flujo de entropía que atraviesa la superficie y la pro-
ducida por las fuentes volúmicas de entropía:

JTT r

—-> B + I s-ndA.
dt JA

Usualmente se toma:

H= í pndv,
Jv v

siendo T la temperatura absoluta (T > 0). Entonces, en este caso,
podemos escribir la producción de entropía

s-ndA,
A

de la siguiente forma:
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Esta ley se puede interpretar como una restricción del tipo de materiales
existentes si admitimos que todos los procesos son posibles [17], o bien,
se puede interpretar como una restricción de los procesos posibles si
admitimos todo tipo de materiales.

1.2 Ecuaciones constitutivas

A las ecuaciones de evolución les hemos de añadir las ecuaciones constitutivas
del material, que reflejan su naturaleza y explican el hecho de que materiales
con la misma geometría respondan de forma diferente a fuentes externas
iguales. La diversidad de dichas ecuaciones da lugar a una gran variedad de
problemas físicos y matemáticos.

Evidentemente, los modelos de ecuaciones constitutivas se han de ajustar
a los datos empíricos obtenidos mediante la experimentación, pero es posible
establecer restricciones previas sobre dichas ecuaciones.

Estas restricciones vienen dadas por un conjunto de axiomas cuya validez
en física está bien contrastada y, en el caso de materiales termoelásticos son
[25, 70]:

(i) Causalidad: Existen una serie de observables independientes (deforma-
ción, temperatura, ...) y otros que vienen dados por los primeros (ener-
gía libre, entropía, tensor de tensiones, flujo de calor, ...).

(ii) Determinismo: Las variables dependientes están determinadas, en el
punto material x y en el instante í, por la historia de los observables
independientes en todos los puntos materiales.

(iii) E'quipr-esencia: Todas las variables dependientes son funciones de las
mismas variables independientes.

(iv) Objetividad: Las ecuaciones constitutivas no dependen del sistema de
referencia espacial considerado ni del origen de tiempos tomado.

Veamos ahora algunas de las consecuencias de estas asunciones sobre las
ecuaciones constitutivas.
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Sea Q un elemento del grupo de rotaciones; entonces, una transformación
espacial y una traslación en el tiempo vendrán dadas por 3

QikQ]k = QkiQk] = ¿y, det Q13 - i.
Los axiomas anteriores, para un material termoelástico, se traducen en que
toda ecuación constitutiva ha de cumplir 4:

/(x, x L) e, 0,L, x, í) = /(x, x)L, e, e,L, x, t),
siendo O la diferencia entre la temperatura absoluta T y una temperatura de
referencia T0. Por lo tanto, las ecuaciones constitutivas han de satisfacer

/(x, X!L, 0, 0 L, X, í) = /(Qx + b, Qx L, o, 0,L, X, í + a),

para todo Q perteneciente al grupo de rotaciones, todo vector b y todo
escalar a. Consideremos los casos:

(a) Q = Id, b = O y t = —a. Entonces

/(x, x L, e, o¿, x, -o) = /(x, x L, o, 0,1;, x, o),
deduciéndose que las ecuaciones constitutivas no dependen explícita-
mente del tiempo.

(b) Q = Id, x = — b. Entonces

/(-b, x L> e, 0L, x) = /(o, x L, o, 0,L, x),
deduciéndose que las ecuaciones constitutivas no dependen explícita-
mente de x.

Otra hipótesis usual es la invariancia de las ecuaciones constitutivas bajo
grupos ortogonales de transformaciones {S} y traslaciones {B} de las coor-
denadas materiales:

XK = SKL.XL + BK,

SiKSjK = SK¡SKJ = ou, det SKL = ±1-

Si {S} es el grupo completo de rotaciones, el cuerpo es isótropo. Cuando las
ecuaciones constitutivas no dependen de X, el cuerpo es homogéneo.

3Utilizaremos el convenio de sumación, según el cual subíndices repetidos indican
índices sumados.

4Los subíndices precedidos por una coma indican denotan derivación parcial respecto
de la coordenada correspondiente
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1.3 Teorías increméntales

Uno de nuestros propósitos será el estudio del problema incremental, consis-
tente en considerar las ecuaciones de evolución que rigen el comportamiento
de pequeñas deformaciones -superpuestas a grandes deformaciones no linea-
les [46].

Supongamos que un cuerpo ocupa inicialmente una región í)0> Y conside-
remos dos estados actuales diferentes O y Q*, que llamaremos estado primario
y estado secundario, respectivamente. Entonces, si un punto XA de QQ se

despaza a un punto z¿ de O y a un punto y¿ de fi*, se define el desplaza-
miento incremental como la diferencia entre ambas cantidades, u, = y¿ — a;¿.
Análogamente, podemos definir el resto de las cantidades increméntales como
diferencia de dichas cantidades en los estados primarios y secundarios.

Configuración de referencia

Estado secundario
Estado primario

m = y¿ — Xi desplazamiento incremental
O = T* — T temperatura incremental

En el capítulo 2 estudiaremos las ecuaciones de la teoría incremental
para la termoelasticidad, planteadas por Ie§an [35], cuando el cuerpo no es
acotado, generalizando los resultados obtenidos por Navarro & Quintanilla
[55] y Quintanilla [62] para dominios acotados.
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1.4 Algunos tipos de materiales

En el capítulo 3 nos centraremos en el estudio de materiales porosos, com-
puestos por un esqueleto de material elástico y por intersticios vacíos. Un
ejemplo sencillo sería un material compuesto por granos esféricos dispuesto
según el gráfico

O
Para este material la densidad vendría dada por

M

donde M = -jVn es la masa y 7 es la densidad del grano. Sustituyendo en la
densidad del material, tenemos

p = 77T = 7", O < v < 1.
VA

Mediante este ejemplo, observamos que podemos descomponer la densi-
dad como producto de dos campos escalares: 7, que depende únicamente
de la naturaleza del material, y la fracción volúmica, v, que depende de la
geometría de los poros.

El siguiente paso será considerar efectos viscoelásticos. Diremos que un
material es viscoelástico si exhibe propiedades tanto de materiales elásticos
como de fluidos viscosos.

Un ejemplo sencillo de material viscoelástico es el modelo de Voigt, con-
sistente en un muelle elástico y una cubeta con fluido viscoso acoplados en
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paralelo [2]
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G
Aplicando la ley de Hooke al muelle y la ley de Newton al fluido tenemos

siendo r la tensión, e la deformación, G el módulo de elasticidad y ¿í la
viscosidad. Si sometemos a nuestro material a una tensión constante r0, la
solución es

Evidentemente, éste es un modelo muy sencillo. Un modelo más realista
consistiría en imaginar que el comportamiento de nuestro material puede
aproximarse por un conjunto de N elementos de Voigt acoplados en serie.

En este caso, el comportamiento vendría descrito por el sistema de ecua-
ciones

siendo la deformación total
N

n=l

Sometiendo a nuestro material a una tensión constante TO, tendríamos

N

e(t) = r0 Jn 1 - exp í -— ,
'n=l
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donde J„ = — y Xn - ~-
CT»— / 1 — • it,

Pasando al límite TV — > oo tendríamos

r°° r /
e(t) = r0 J(X) 1-exp --

Jo L V A
dX.

Definiendo
r°° r / A I

= / J(A) 1-exp— -jo L V A / J

podríamos escribir la deformación como

e(t)

Si nos limitamos al comportamiento lineal del material podemos adoptar
el principio de superposición de Maxwell, consistente en suponer que la defor-
mación en el instante t, debida a la aplicación sucesiva de tensiones, es igual a
la suma de deformaciones producidas por cada tensión independientemente.
Por lo tanto, si la tensión viene dada por

O

An + Ar2

t <Í0 ,
to <t<ti,

tl<t< Í2,

.. + Arn ín_! < t

la deformación sería,

e(t) = Arl¥?(¿ - Í0)

Pasando al límite obtenemos

Esta ecuación nos indica que el estado actual depende de los valores pasados
de la tensión, o sea, que tenemos un material con "memoria".



14 Capítulo 1. Introducción

1.5 Teoría de semigrupos

En la presente memoria utilizaremos la teoría de semigrupos de operadores
lineales [30, 60, 65] para obtener resultados de existencia, unicidad, depen-
dencia continua respecto de parámetros iniciales y comportamiento asintótico
de soluciones para diferentes teorías lineales clásicas y no clásicas. Podemos
recordar algunos resultados similares recientes como [4, 40, 41, 42, 51].

Transformaremos nuestro problema de evolución en una ecuación diferen-
cial ordinaria, en un espacio de Hubert H, de la forma:

u(0)=«o. (1.1)

En el caso A(t) = A y /(£) = O el problema anterior se reduce a

ù — Au,

w(0) = «o, (1.2)

cuya " solución " es
u(t) = eMu0.

Si trabajamos en un espacio de dimensión finita, eAt viene dado por el desar-
rollo en serie de potencias. Pero si el espacio es infinito dimensional existe
el problema de la convergencia de la serie. La teoría de semigrupos de ope-
radores lineales generaliza la noción de exponenciación de una matriz en el
caso de problemas en espacios infinito dimensionales.

En el resto de este capítulo X denotará un espacio de Banach y B(X) el
espacio de operadores de X en X.

Una familia uniparamétrica T(í), O < t < oo, de operadores acotados
lineales en X recibe el nombre de (7o-semigrupo o semigrupo fuertemente
continuo en X si:

1. T(0) = Id, (Id operador identidad),

2. T(t + s) = T(t)T(s) M > O,

3. lim T(t}x = x Vx e X.
í-»o+ v
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El generador infinitesimal del semigrupo T(t) es el operador A definido
por

,. T(t)x-x
Ax = lim — ̂  - ,

Í-K)+ t

siendo su dominio, *D(A), el conjunto de elementos, x e X, para los cuales
el límite anterior exista.

Teorema 1.1 Sea T(t) un CQ-semigrupo. Entonces, existen u 6 R y M > O
ío/es <?we

||T(í)|| < Mewt, O < t < oo.

En este caso diremos que T (t) es un Co-semigrupo de tipo (M, u) y
denotaremos por G(X,M,u) el conjunto de generadores infinitesimales de
semigrupos de tipo (M, w).

Teorema 1.2 Sea T(t) un C0-semigrupo cuyo generador infinitesimal es el
operador A. Entonces:

1. Para x e X,

lim- / T(s)xds = T(t)x.
ft-to h J t

2. Para x e X,
ft

T(s}xds (
o

r(s)xds =T(t)x-x.

3. Pora a: € V(A),
T(t}x G

-rT(t}x = AT(t)x = T(t)Ax.

4. Para x e T>(A},

T(t)x-T(s)x= í T(r)AxdT= I AT(r)xdr.
J s J s
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Nota 1.1 El punto 3 nos indica que T(t)uo es solución del problema de
Cauchy (1.2).

Teorema 1.3 Si A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo T(t)
entonces A es un operador lineal cerrado y su dominio T>(A) es denso en X.

Teorema 1.4 Sean T(t] y S (i) Co-semigrupos con generador infinitesimal
A, entonces T(t) = S(t) Vi > 0.

Teorema 1.5 (Hille-Yosida). Un operador lineal A es el generador in-
finitesimal de un ÖQ-seraigrupo T(t) de tipo (M, u¡), si y solamente si,

1. A es cerrado,

2. T>(A) = X,

3. todo A > u pertenece al conjunto resolvente de A y

^,
(A — UJ)

V n € N .

Diremos que un Co-semigrupo T(t) es un semigrupo cuasi-contractivo si
M = 1 i.e. ||T(í)|| < ewt. Si además u < O i.e. ||T(í)|| < 1, diremos que T(í)
es un semigrupo de contracciones.

Teorema 1.6 Sea T(i) un C0-semigrupo en X tal que ||T(í)|| < Mewt, en-
tonces existe una norma equivalente sobre X de forma que en la norma del
operador correspondiente a la nueva norma sobre X se cumple

Corolario 1.1 (Lummer-Phillips). Sea H un espacio de Hubert cuyo pro-
ducto escalar denotaremos por {-, •), y A un operador lineal en H tal que:

(i) T>(A) es denso en H,

(ii) Re(Ax, x) < u}(x, x) Va; e 'D(A),

(Hi) 3A > LÜ de forma que Rango(A — A) — H.
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Entonces A genera un semigrupo cuasi-contractivo T(t) = eAt y

\\eM\\ < e"*.

Nota 1.2 Si cambiamos (m) por la condición

(iii') A — A tiene rango denso,

entonces su clausura, A, es el generador de un semigrupo cuasi-contractivo.

Centrémonos ahora en el problema no homogéneo

u = AU + f ( t ) ,

w(0) = «o, (1.3)

siendo A el generador infinitesimal de un Co-semigrupo T(í).

Suponiendo que UQ e *D(A) y / e C([Q,to]\X), 1a solución clásica es una
función u 6 C l ( [ Q , t 0 ] ; X ) n C([Q,t0]]V(A)).

Teorema 1.7 Si u es la solución clásica de (1.3), entonces

r*
u(t) = T(t)uQ + \ T(t - s)f(s) ds. (1.4)

Jo

En el caso u0 e X y / G L:([0,Í0];^), (1-4) representa una función
continua que recibe el nombre de solución débil (mild solution).

Teorema 1.8 Supongamos queu0 6 'D(A) y f E (7([0, Í0];X>(^4)). Si además

/eW1'1([0,í0];X) ó f < E L l ( ( Q , t 0

entonces la solución débil es la solución clásica.

Por último, consideremos el problema general (1.1)

« = ¿(í)w+ /(*),
u(0) = MO,
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donde {A(t)}0<t<ÍQ
 es una familia de operadores pertenecientes al conjunto

de los generadores infinitesimales de Co-semigrupos.
Diremos que una familia de operadores {A(t)}0<t<t perteneciente al con-

junto G(X, M, uj) es estable, en el sentido de Kato, con índices de estabilidad
T > O y w e E, si

k)-1 u < n 3-^-
para todo conjunto O < t\ < . . . < 4 < ¿o y A¿ > w.

Teorema 1.9 Supongamos que para todo t e [O, ¿o] ernsfe wna norma || • ||t
equivalente a la norma original de X, y existe una constante c > O tal que
V x € X y t, s e [O, to] se verifica

Mí < ccMI.
HT||II-HU

Entonces, si A(t) € G(X, l,w) Vi € [0,ío]> la familia {A(t)}0<t<t es estable
en el sentido de Kato con índices de estabilidad T = e2cí° y a>.

Teorema 1.10 Supongamos:

(i) {^4(¿)}o<í<í0
 e5 estable con índices de estabilidad T y ui,

(U) el dominio de A(t), T>(A), es independiente de t,

(iii) V x e "D(A), A(t)x es fuerte y continuamente diferenciable.

Entonces existe un único operador de evolución T(í, s) definido en la
región A : 0 < s < í < ¿ o con las propiedades:

1. T : A — > B(X) es fuertemente continuo y,

2. T(í,í) = 7 y T(í,r)T(r,s)=T(í,s), O < s < r < t < t0.

3. Va: e Î>(A), T(t, s)x e V(A}.
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,

Además, si u0 6 D (A), f € C1([0, ÍQ];^) y u es la solución débil:

T(t,s)f(s)ds,
o

entonces

y es la solución del problema (l·l)-

1.6 Comportamiento asintótico de un semi-
grupo de contracciones

En esta sección presentaremos una serie de resultados que nos seran útiles
para el estudio del comportamiento asintótico de un semigrupo de contrac-
ciones [21].

Consideremos el problema de evolución,

ú(t) = Au(t),
«(O) = U0, (1.5)

en un espacio de Hubert ff, siendo A el generador de un semigrupo de con-
tracciones T(í) en H. Supondremos además que ^4~10 = {0}.

La órbita de x E H es el conjunto 7(0:) = I) T(t)x. El conjunto w-límite
t>o

de x viene dado por w(x) = [ j 7 (T(t)x).
t>o

Teorema 1.11 Si para algún x € ff, 7(0;) es precompacta en H, entonces

1. u (x) es no vacío, conexo, compacto y T(t)x —> ui(x).

2. Existe un grupo lineal de isometrías, T, definido en el subespacio cer-
rado de H generado por la clausura convexa de uj(x), cou)(x), que coin-
cide con T en cou}(x).
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Supongamos ahora que x € 'D(A) y que su órbita 7(0;) es precompacta
en H . Sea x € 7(2;). El teorema 1.11 nos permite escribir

siendo ¿^ el valor propio imaginario puro asociado al vector propio fa del
generador infinitesimal de T, A O sea, que si ¿i/ es valor propio asociado al
vector propio (/>, entonces, si la ecuación

A<f) = iv$ (1.6)

admite únicamente la solución trivial, se tiene que u; (x) = {0} y, por lo tanto,

T(t)x — > O, si t — > oo.

Por otra parte, si y € cou)(x), del teorema 1.11 se sigue que

~ = 0, (1.7)
t=o

delimitándonos de esta manera el dominio del operador A.



Capítulo 2

Termoelasticidad incremental

2.1 Introducción

Los primeros trabajos sobre materiales pretensionados se remontan a la dé-
cada de los sesenta, cuando England & Green [24] en 1961 y Green [32] en
1962 estudian las ecuaciones que rigen el comportamiento de pequeñas defor-
maciones termoelásticas superpuestas a grandes deformaciones, suponiendo
que el estado primario está en equilibrio y es isotermo.

En 1980 Ie§an [35] establece las ecuaciones de la termoelasticidad incre-
mental para el caso general.

En 1982 Chiriga [9] obtiene resultados de unicidad y dependencia continua
de soluciones para dicho problema.

Posteriormente en 1984 Navarro & Quintanilla [55] establecen la existen-
cia de soluciones para el problema de la termoelasticidad incremental bajo las
hipótesis de que el dominio es acotado y el tensor de elasticidades es definido
positivo.

Podemos recordar asimismo los trabajos de Quintanilla [63] sobre el com-
portamiento asintótico de la termoelasticidad incremental y de Quintanilla &
Willians [64] sobre existencia y unicidad para la viscoelasticidad incremental.

Una importante y clarificadora monografía sobre materiales pretensiona-
dos es debida a Ie§an [39].

El propósito de este capítulo es generalizar los resultados obtenidos en [55]
para el caso de dominios no acotados y tensor de elasticidades fuertemente
elíptico.

El plan a seguir es, en primer lugar, establecer las ecuaciones de la teoría

21
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de materiales pretensionados. Después, utilizando la teoría de semigrupos
de operadores lineales obtendremos resultados de existencia, unicidad y de
dependencia continua para condiciones de frontera Dirichlet homogéneas.

2.2 Ecuaciones básicas

2.2.1 Ecuaciones de la teoría de materiales elásticos
con conducción de calor

El movimiento del cuerpo estará descrito respecto de un sistema de coorde-
nadas de ejes cartesianos OXi (i = 1,2,3). Denotaremos por n la normal
exterior de la frontera dug de la región OQ. Como ya hemos indicado ante-
riormente, letras en negritas hacen referencia a tensores de orden p > 1, y si
v es de orden p, escribiremos %...¿ (p subíndices) para las componentes de v.
Emplearemos también los convenios usuales de sumación y derivación: sub-
índices latinos toman los valores enteros (1,2,3), subíndices repetidos signifi-
can índices sumados, e índices precedidos por una coma denotan derivación
parcial respecto a la coordenada correspondiente. Por último, la derivación
parcial respecto al tiempo la indicaremos mediante puntos superpuestos.

Consideremos un cuerpo que en el instante inicial ocupa una región OQ
del espacio tridimensional, con frontera 90o suficientemente regular. La con-
figuración del cuerpo en' el estado inicial será la configuración de referencia.
El estado del cuerpo estará descrito respecto de la configuración de referencia
y un sistema fijo de coordenadas cartesianas.

Las coordenadas de una partícula respecto de dicho sistema de coorde-
nadas las denotaremos por XA- Las coordenadas de una partícula en el
instante t las describiremos por x¡, siendo dichas coordenadas función de t y
XA- Para un material elástico real se ha de cumplir

det - > 0. (2.1)

Sea V una región arbitraria de superficie A en el instante t y supongamos
que Vó, con superficie AO, es su región correspondiente en el instante inicial.
Para obtener nuestras ecuaciones, postularemos la conservación de la energía
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en cada instante t en la forma

f f • f fí p0xtxldV0 + p0UdV0 = Po(ftxt + s)dV0 + I (plxt + q}dA0,
Jv0 JVo JVo JA0

(2.2)

donde U es la energía interna por unidad de masa, /, es la fuerza volúmica
por unidad de masa, p% es la fuerza superficial ejercida sobre la superficie A
pero medida por unidad de área de AQ, s es la fuente de calor por unidad de
masa y tiempo, q es el flujo de calor a través de la superficie A medido por
unidad de área de AQ y p0 es la densidad en la configuración de referencia.

Suponiendo la invariancia de la ecuación (2.2) bajo cambio de sistemas
inerciales (i.e. xt — ï xt + vt), tenemos

/ PQ(X, + vt)xtdV0 + I poÛdVo = ¡ A) (/.(¿i + *>t) + s)dV0
Jv0 Jv0 Jv0

r
(2.3)

Siendo vt es arbitraria, se ha de verificar

f Poxt dVQ - í po/, dVo - í pt dA0 = 0. (2.4)
Jvo Jv„ JAO

Por el teorema de Cauchy [34] se tiene

(2.5)

siendo nA el vector normal a la superficie AQ y TAl el primer tensor de ten-
siones de Piola-Kirchhoff. Utilizando la arbitrariedad de la región F, pode-
mos escribir (2.4) en forma local,

TAI,A + Po/* = £., (2.6)

De forma análoga a (2.5) tenemos

q = QAnA, (2.7)

donde QA es el flujo de calor.
Sustituyendo (2.5), (2.6) y (2.7) en (2.2), y utilizando otra vez la arbitra-

riedad del volumen V obtenemos

pQÙ = TAlxt>A + QA,A + pos. (2.8)
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Si introducimos el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff

TAB = XB>iTAi, (2.9)

entonces la conservación del momento angular se traduce en

TAB = TBA. (2.10)

Es conveniente introducir la energía libre de Helmholtz ^ = U — TT?,
donde T es la temperatura absoluta y rj la entropía por unidad de masa y
tiempo. Con esta notación, la ecuación (2.8) se escribe

po (* + Trj + Trí) = TABEAB + QA,A + Po«, (2.11)

donde

2EAB = XÍ,A%Í,B - SAB- (2.12)

Definimos un material termoelástico como aquel cuyas ecuaciones consti-
tutivas son del tipo

= KL(EAB,T,TA), }

r¡ = fi(EAB,T,T,A), QK = QK(EAB,T,TA). ( ' )

Postulando la segunda ley de la termodinámica de la siguiente forma

p0fidVQ- í p0^dV0- í ldAQ > O, (2.14)
v0 Jv0

 J JAO
 1

la podemos escribir en forma local, utilizando (2.7),

poTf, - Pos - QA,A + QAT,A > 0. (2.15)

De (2.11) podemos aislar s y sustituir en (2.15); entonces, teniendo en
cuenta las ecuaciones constitutivas (2.13), se deduce

• 1
TAB - POÏÏF- EAB-pQri + — T - po-^-T^ + -QATtA > 0.

í

(2.16)



2.2. Ecuaciones básicas 25

Si adoptamos la interpretación de Coleman & Noli [17] de la segunda
ley de la termodinámica, que consiste básicamente en suponer que todos
los procesos son posibles, limitándonos así el tipo de materiales existentes,
entonces (2.16) ha de ser válido para todo È AB, T y TjA. De aquí se deduce

(2.17)

(2.18)
iAB

y

QATA > 0. (2.19)

Nota 2.1 Las relaciones anteriores ponen de manifiesto que ^/, TAB y n
no dependen del gradiente de temperatura. Además, justifican plenamente
la introducción de la energía libre de Helmholtz. Por otra parte, (2.19) nos
indica que QK(EAB-,T,QI} — O y por lo tanto que el flujo de calor es nulo
cuando la temperatura es constante a lo largo del cuerpo.

Considerando (2.17) y (2.18), la ecuación (2.11) se puede escribir:

p0Tr¡ = QA¡A + Pos.

Resumiendo, las ecuaciones básicas de la teoría son:

• la ecuación de la energía

PoTr, = QA,A + Pos, (2.20)

• la ecuación del movimiento

Poxt = TAí,A + PO/», (2.21)

• las ecuaciones constitutivas

la ecuación geométrica

(2.23)
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2.2.2 Ecuaciones de la teoría incremental de materiales
termoelásticos

Consideremos dos estados más aparte del de la configuración de referencia:
el estado primario Q y el estado secundario O* e introduzcamos las canti-
dades increméntales (ver [46]) asociadas con las diferencias entre los estados
secundario y primario.. Si el punto X = [XA] de OQ se desplaza a x = [xt]
en Í7 y a x* = [x*] en O* entonces u = [ut] = [x* — xt] es el desplazamiento
incremental y, si T y T* son las temperaturas absolutas asociadas con Í7 y
f]*, entonces O = T* — T es la temperatura incremental.

Se trata de establecer las ecuaciones, condiciones iniciales y condiciones
de frontera para u,, y O cuando conocemos el estado primario y las fuentes ex-
ternas en ambos estados, suponiendo que las cantidades ut y 6 son pequeñas.

Para ello consideremos la relación

X*i,A = Xr,A + Ut¡A = Xt,A + U^X^A\ (2.24)

despreciando términos de segundo orden obtenemos

E*AB = E AB + - (xljBut¡A + xt¡Aut,B) - E AB + et3xt¡AxJjB, (2.25)

donde

2etJ = u,^ + u3tl. (2.26)

Desarrollando por Taylor hasta primer orden tenemos l

= $ (E AB + evxt,AXjtB, T + 6)

X T / / / ? ^ , , . , n= * (E AB, T) + - — - evxt>AXjjB + - ̂ — - '-e

(2'27)

Por lo tanto, si a = po^,

da* da
1"

Denotaremos por / y /* los valores que toman las distintas magnitudes en O y íí*
respectivamente.
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da* da

siendo

Entonces

por¡* - porj = ßMN%i,MUt,N + Bd. (2.30)

Recordando que

TM - <ßTIß - (o;îjB + UliB) TJJB, (2.31)

y despreciando términos de orden superior, tenemos

(2.32)

Definiendo

AKIJN = AKLMNXi,LX],M, ßi<i — ßi(LXt,L, (2.33)

y

D Kij N — AKl3N + TKNS1:I, (2.34)

podemos escribir
Tft-j — TKl — DKIJNU^N — ßKi®,

Port* - p0rj = ßKtultK + B6. (2.35)

Análogamente tenemos

Q*A — Q A = HAMNx^MUtíN + B¿6 + KAM^,M-, (2.36)

donde

rrHAMN =
)L



28 Capítulo 2. Termoelasticidad incremental

Utilizando la notación

HAIN = HAMN%I,M, (2.38)

podemos escribir

Q\ - Q A = HAlNul>N + BA0 + KAM8,M. (2.39)

Definiendo PKI = T^t — TKl primer tensor incremental de tensiones de
Piola-Kirchhoff medido por unidad de área en QQ; 7 = Po(il* — rç) entropía
incremental medida por unidad de volumen en Q0> $A = Q*A ~~ Q A flujo
incremental de calor medido por unidad de área en Q0; G, = f* — /, fuerza
incremental volúmica; y R = s* — s fuente incremental de calor, las ecuaciones
básicas de la teoría incremental lineal son:

• la ecuación de la energía

T-y + poor, = $A,A + p0R, (2.40)

• la ecuación del movimiento

PAZ,A + PoGt = p0üt, (2.41)

• las ecuaciones constitutivas

7 = ßNjUj^ + SB,

+ BA0 + KAM0,M- (2.42)

Nota 2.2 Los coeficientes constitutivos, DKI}N, ßKl, B, HA3N, BA y KAM
son, obviamente, funciones de la deformación y temperatura del cuerpo en el
estado primario. Además poseen la siguiente propiedad de simetría

= DN]lK. (2.43)
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2.3 Descripción del problema e hipótesis

En vista de (2.42), las ecuaciones del movimiento y de la energía se pueden
expresar en función de w, y 6. Podemos escribir

üt = — DKtjNu3N - ßKi®
Í- \

Gt

0 =—- i \HAlNu% N + BA9 + KAMeM] - p0
Di \ L J ,A

- -g (ßKlul,K + ßKtul>K + Bd] + S, en QO x [O, íi] (2.44)

donde S = p0R/BT.
Consideraremos las condiciones de frontera

u = 0, 0 = 0 enSíío x [0,íi], (2.45)

Añadiremos las condiciones iniciales

u(X,0)=u0(X), u(X,0) = v0(X), 0(X,0) = 00(X) en 00 (2.46)

siendo u0(X), V0(X),00(X) funciones dadas.

Asumiremos que los coeficientes constitutivos son diferenciables con con-
tinuidad y sus valores son, para t fijo, medibles Lebesgue y esencialmente
acotados. Además, supondremos:

(i) La densidad es estrictamente positiva

O < pi < ess. inf po(X) < ess. sup po(X) < p-¿. (2.47)

(ii) La capacidad calorífica ß(X, t) es estrictamente positiva

O < BO < ess. inf B(X,í) < ess. sup B(X,í) < BI. (2.48)

(iii) El tensor DKl]N es fuertemente elíptico, i.e. existe una constante e > O
tal que

(2.49)

para todo vector £, A € E3.
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(iv) El tensor de conductividad térmica KAM es definido positivo, i.e. existe
una constante K > O tal que

-KAMÏAÏM > K\\^\2, (2.50)

para todo vector ^ € R3.

Nota 2.3 Las hipótesis (2-47), (2.48) y (2.50) admiten una interpretación
termomecánica: la densidad, la capacidad calorífica, la energía elástica y la
conducción de calor son positivas. La hipótesis (2.49) es usual en el estudio
de los problemas de elasticidad ([50]). Otras observaciones correspondientes
a esta hipótesis pueden verse en el apéndice de esta sección.

2.4 Un resultado de existencia de soluciones

En esta sección usaremos los resultados de la teoría de semigrupos de ope-
radores lineales para obtener un teorema de existencia de soluciones. Para
ello transformaremos nuestro problema inicial con valores en la frontera en
un problema abstracto en un espacio de Hubert.

Denotemos v = ú y sea Z el espacio

Z = {(u, v,,0); u e W¿'2(00), v e L2(n0),0 e L2(00)},

siendo W0
1>2(ÍÍ0) el espacio usual de Sobolev [1], y W¿'2(Ü0) = [W0

1>2(no)]3-
Definamos los operadores:

F2(u) = — \ P K I ] N U ^ N \ Kj F = (F^,
Po

Po

L(ü}=—^[HAlNuljN}^

N(v) = - I/

M (d) =-^ ( [BA0 + K AM®,M} ,A + (») + TÈ] e) • í2-51)
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Sea A el operador matricial, con dominio

definido por

/ O Id O
A = A(t) = F O C | , (2.52)

V L M N

donde Id es el operador identidad.
Notemos que T>(A) = W2'2(00)nW¿'2(n0) x W¿'2(Í10) x W*>* r\W¡'2 (Ü0)

es denso en Z, propiedad que utilizaremos más adelante.
Nuestro problema (2.44) con condiciones de frontera (2.45) y valores ini-

ciales (2.46) se puede tranformar en el siguiente problema de evolución en el
espacio de Hubert Z

w(Q) = Wo, (2.53)

donde

w = (u,v,0), .F=(0,G,S), wo = (uo,vo,0o). (2-54)

Es conocido (ver [68]) que, para cada í, O < í < ¿i, existe una constante
d(t) tal que

u^N + dUtuJdV (2.55)

es una norma equivalente a la usual de W¿'2(O0). Por continuidad, podemos
encontrar una constante d tal que

Jflf
^KU^N + du^dV > C'lluH^i,^^, (2.56)

para todo u 6 W¿'2(Oo), donde C > O es constante.



32 Capítulo 2. Termoelasticidad incremental

Definamos en Z el producto escalar

<(u, v,0), (u*, v*, **)>* =

J / (aw; + DKljNulíKu^N + povtf + Bee*} dv. (2.57)
¿ Jüo

La norma definida por (2.57) es equivalente a la definida originalmente en Z.

Lema 2.1 Existe una constante positiva a tal que para todo w £ D(Ä), se
cumple

(Aw, w}t < a(w, w)t. (2.58)

Demostración. Utilizando las ecuaciones de evolución (2.44) y el teorema
de la divergencia, podemos escribir

7 /* 1 /*

(Aw, w}t =- I vlUldV - - í T-lKAMeAe,MdV

, 1 f {TAHAlN-ßNlT\^

+

HAlN BATA - p^T - £?T2
 2

r~v,Aut,N H o

e2m2

1 / 1

4. í • 'O - M í
+ 2(— + ^)LU>'KU»

de5 f d

donde la última desigualdad es consecuencia de aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-geométrica, e, son constantes
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positivas arbitrarias, y las distintas m, vienen dadas por

= S,,P - - - - . - . -<>-*-?>.

= sup

ras = sup
Xen0

m4 = sup

T2

— $Nt
¿
PNi

Entonces

I€A 7n

— -Mi /
^ü ./no

+ dV,

(2.59)

donde C viene dada por (2.56) y M1 = max j ^
ei y ^2 de forma que t\ra\ + e^m^ < 2K y

+ _1_^ a\

(2.60)

Tomando

„ , ra = max t — — + m3 + — , -Mi,
s0 \ ¿«n 2e4 ) ü

obtenemos la desigualdad (2. 58). ü

Lema 2.2 Existe AQ 6 K ía/ </we e/ operador A satisface

Rango(A0Id - Á) = Z. (2.61)

Demostración. Sea u)* = (u*,v*,0*) e Z\ hemos de demostrar que la
ecuación

X$w — A.W = w* (2.62)
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tiene una solución w = (u, v, 0} 6 'D(Â) para A0 G M suficientemente grande.
Escribiendo explícitamente el sistema (2.62) tenemos

A0u - v =u*,

A0v - Fu - Ce =v*,

A00 -Lu-Nv-MO =0*. (2.63)

De la primera ecuación podemos aislar v y sustituirlo en las otras, obte-
niendo

Ajfc - Fu - C9 =v* + A0u*,

X0e-Lu-X0Nu-Me=e*-Nu*. (2.64)

El uso de la alternativa de Fredholm [5] aplicada a A2Id — F y la desigual-
dad de Gärding [50] nos permiten afirmar que dicho operador es invertible
(ver [50], cap. 6) para todo A > A* > 0. Por lo tanto de la primera ecuación
de (2.64) tenemos

(2.65)

y sustituyendo en la segunda ecuación de (2.64) obtenemos

A00 - ¿(Agid - F)~l(Ce) - X0N(Xlld - F)~l(Ce) - MB

= 0* - TVu* + (L + X0N)(X%ld - F)-1^* + A0u*). (2.66)

Para estudiar si la ecuación (2.66) tiene solución, introducimos la forma
bilineal en W0' (O0)

={A00 - L(A§Id - F)-1(CO) - X0N(X¡ld - F)~1(CO) - M6, 0)La.
(2.67)

En el siguiente lema demostraremos que BXO (Ao suficientemente grande)
es acotada y coercitiva. Entonces el teorema de Lax-Milgram [5] nos asegura
que existe una solución O e W0

ll2(O0) de la ecuación (2.66). Con lo cual
podemos concluir de (2.65) la existencia de u e W¿'2(O0) n W2'2(fio) Y
v e W¿>2(00) solución de (2.63). D

Lema 2.3 Existe AO € R+ tal que la forma bilineal B\0 es coercitiva y acota-
da en W0

1)2(Q0).
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Demostración. Un sencillo cálculo muestra que B\0 está acotada para
todo AO eM+ .

Veamos ahora que existe A0 € K+ tal que B\0 es coertiva. Consecuencia
del teorema de la divergencia y de la desigualdad de Holder son las estima-
ciones

¿2)0,0)!,, (2.68)

^)0,0)¿3, (2.69)

donde R, </>i, ¿2 >ß* Y 0a son constantes positivas que dependen de los coe-
ficientes.

A partir de (2.68) y de la acotación

para el operador (A2Id — F)"1, ([50], cap. 6), tenemos

<A((F + (/)1Id)(A2Id - F)-1(CO), (A2Id - F)

x ( ( M + 02)0,0)!,

=A({(A2 + 0!)Id - (A2Id - F)}(A2Id - F)-1(C0), (A2Id

, (A2Id - F)-1(C0))¿i

|{C0, (A2Id - F)

A*-0 ^/A2-/?

De aquí se deduce

(2.70)
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donde C* > O es una constante que depende de fí, </>j y de los coeficientes
termoelásticos. De forma semejante podemos establecer

, (A2Id - Frl(CO)) ((M

donde C** > O es constante y depende de R*, $\ y de los coeficientes ter-
moelásticos.

Resumiendo,

Bx(6,6)>-
l V A ~ - ^ ^A*-PJ A- - fj j

(2.72)

Tomando A = AO suficientemente grande, podemos conduir que la forma
bilineal B\0 es coertiva.u

Como consecuencia de los lemas 2.1 y 2.2 podemos enunciar el teorema

Teorema 2.1 El operador A genera un semigrupo cuasi-contractivo en Z,
para todo t G [O, íi]. .

Lema 2.4 Sea \\ • \\t la norma definida para cada t G [0,íi] por el producto
escalar (2.57). Entonces existe una constante r > O tal que

t-s\). (2.73)

Demostración. Definamos h(t) = \\ • ||2. Derivando tenemos

h(t) = \ í (DKtjNut,KUjtN + B62} dV. (2.74)
¿ J fl0

 V '

Tomando



2.4. Un resultado de existencia de soluciones 37

donde
m = max sup KHNKIIN, = max sup

obtenemos
< \h(t)\ < 2r/i(í),

e integrando entre s y í, obtenemos el resultado buscado. ü

Consecuencia del lema 2.4 y del teorema 2.1 es:

Teorema 2.2 La familia de operadores {A(t),t Ç. [O, ti]} es estable en el
sentido de Kato con constantes de estabilidad a y F = exp(2r¿i).

Utilizando la teoría de operadores de evolución [45, 59, 30] podemos enun-
ciar el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Supongamos que las hipótesis (i)-(iv) se satisfacen. Suponga-
mos también

G e ^([(MiLL^Oo)) n ^([o,^], w¿'2(Q0) n W2>2(í!0)),

Entonces, para todo

existe un único

(u(í), v(t), o(í)) e c^Qo, M, 2) n

que cumple (2 53).

Nota 2.4 Como A(t) genera una familia de operadores de evolución tene-
mos la siguiente estimación de las soluciones

||(uo,v0>oo)||+ (G& + S2) dV ds .
Jo Udo

Nota 2.5 El último teorema y la nota anterior nos permiten afirmar que,
si las hipótesis (2.47)-(2.50) sobre los coeficientes se cumplen, entonces el
problema (2.44)-(% 46) de la termoelasticidad incrémental para dominios no
acotados es un problema bien planteado.
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2.5 Apéndice: Tensor fuertemente elíptico

En el presente apéndice presentamos algunos ejemplos que hacen referencia
a las hipótesis (2.49) y (2.50).

En el primer ejemplo, supondremos que el estado primario y la configu-
ración de referencia fio coinciden. Para materiales termoelásticos e isótropos
los tensores de elasticidades y de conducción térmica vienen dados por (ver
[35]):

DKIJN =AátK-<5jjv + paiNÜjK + V (ÖIJÖNK + ^N^K) >

KAM =k§AM +

donde los coeficientes A, p, /i, k y k0 son funciones de X. Un sencillo cálculo
muestra que la desigualdad (2.50) se cumple si

k > O y k0 > 0.

Otro simple cálculo nos dice que la condición de ser fuertemente elíptico se
satisface si

|u > O y A + 2// + p > 0 .

Nota 2.6 Si comparamos estas condiciones con las necesarias para la posi-
tividad del tensor, (i.e. D^JN^K^N •> ^iK^iK, e > O,),

fj, > O, ¿/ + 3 A > 0 , p + 2¿í>0, 3A + p + 2^>0 , p < O,

observamos que, en este ejemplo, todo tensor definido positivo es fuertemente
elíptico.

En un segundo ejemplo supondremos que el estado primario se obtiene a
partir de OQ mediante una pequeña deformación termoelástica. En este caso
(ver [38])

=(A

2(1/3

+ (XeRR -

KAM =(k
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donde vl y T son el desplazamiento y la temperatura en el estado primario
respectivamente,

GMN — T

y A, ¿¿, Vi, f2; fs, /?, /?i, y02, fc, fci, &2, <? son coeficientes termoelásticos.
Un cálculo directo muestra

= (A + /í + (

+ (Ai + (A

+ 2 ((A

(r¡tTh)CKCN) eKN.

Si consideramos pequeñas deformaciones esféricas de la forma

VA = X A f ( r ) , donde r = (XAXA)J,

entonces eAB = 6ABf + XAXBr~lf y eKK = 3/ + r/'. En este caso la
desigualdad (2.50) se cumple siempre que se satisfagan las relaciones

O,

E! + (fci + ft2)r/'(r) > 0.

La desigualdad (2.49) se satisface si

d + C{ + 2(A + SA* + 2í/2 + 4i/3)/(r) > O,

Ci + C( + 2 (A + 3/x + 2í/2 + 4z/3) (/(r) + r/'(r)) > O,

donde
d = A + A* + (1/1

y
Ci = /x + (A +
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Si en vez de pequeñas deformaciones esféricas consideramos pequeñas
deformaciones cilindricas de la forma

va = Xaf(r), v3 = O, donde a = 1, 2, y r = (XaXa^t

tenemos eaß — 5aßf + XaXßr~lf , 6,43 = O y epp = 2/ + r/'. La desigualdad
(2.50) se satisface si

E2 = k + (3fe2 + fci)/(r) + rfe2/'(r) + gT > O,

£2T + (fe! + fc2) r/'(r) > O,

y la desigualdad (2.49) se cumple si

C2 + C2 + 2(A + 3fi + 2i/2 + 4i/3)/(r) > O,

C2 + C2 + 2 (A + 3¿/ + 2^2 + 4^3) (/(r) + r/'(r)) > O,

donde

Ahora, si consideramos pequeñas deformaciones de la forma

ua = 0, a = 1,2, v3

entonces CKL = ^(ÍSAT/.L + ÍSL/.K), y e^^ = /)3. La desigualdad (2.50) se
satiface si

fc + fc2/,3 + ÄT > O,

A + fc2/,3 - |*1 + fc2|(/,K/,K)1/2 + gT > 0.

La desigualdad (2.49) se cumple si
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O, + C'3 - 2|i/2 + ̂ 3|(./>/»1/2 - 2|// + v 3 \ ( f , K f , K } l 2 > O,

+C'3 - 2|A + AZ + í/2 + ^3|(/,*/,*)1/2 - 2I/X + í/3|(/,K/,*:)1/2 > O,

Para el caso más particular de deformación antiplana, f(X\,Xi,Xz) =
ijXz), las desigualdades (2.49) y (2.50) se satisfacen si

k + gT > O,

A- | f c 1 + fe2 |(/ i«/>Q)1

C'4>Q,

2|/í

C4 + C'4 - 2|A + // + í/2 + ^3Í(/,a/,a)1/2 - 2|/Z + I/3|(/,«/,a)1/2 > O,

donde C4 = A + // - (A + ft)T y ̂  = //-(/? + /52)T.

En el caso más simple de cizallamiento, ¡(X^X^X^} = 7X1, las des-
igualdades (2.49) y (2.50) se satisfacen si

k + gT > O,

k - |fci + /c2|7 + </r > o,

1/3)7! > O,

C5 + C£ - 2|(A + M + 1/2 + 1/3)7! - 2|(/í + 1/3)7!

donde C5 = A + ¿t - (A + /?2)T y C^ = » - (ß + A>)T.
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Capítulo 3

Materiales porosos

3.1 Introducción

En el año 1972 Goodman & Cowin [31] introdujeron el concepto de fracción
volúmica para modelizar como medios continuos los materiales granulares y
porosos. La idea consiste en suponer que la densidad del material se puede
descomponer como producto de dos campos independientes, uno correspon-
diente a la densidad del material si éste no tuviera intersticios vacios y otro
correspondiente a la fracción volúmica que se puede interpretar como el co-
ciente entre el volumen que tendría cada partícula si no existieran intersticios
vacíos y el volumen que ocupa realmente con ellos.

Usando este concepto Nunziato & Cowin [57] presentaron una teoría para
describir el comportamiento de un material poroso con un esqueleto de mate-
rial elástico e intersticios vacíos. Posteriormente Cowin & Nunziato [18] han
obtenido algunos resultados para la teoría lineal. Otros resultados en la teoría
lineal sin considerar efectos térmicos son los obtenidos por Puri & Cowin [61],
Chandrasekharaiah & Cowin [8], Batra & Yang [3]. Ie§an & Quintanilla [43]
han establecido resultados de decaimiento espacial y acotación de la energía
para cilindros elásticos y porosos. Una interesante monografía sobre el tema
de materiales porosos es la de Ciarletta & Ie§an [12].

Ie§an [36] ha estudiado la teoría lineal para materiales termoelásticos po-
rosos estableciendo resultados de unicidad y diversos teoremas variacionales.
Rusu [66] ha obtenido resultados de existencia y unicidad para esta teoría.

Por último hemos de reseñar que Ie§an [37] ha establecido las ecuaciones
increméntales para materiales termoelásticos porosos.

43
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El objeto de este capítulo es obtener resultados de existencia, unicidad y
de dependencia continua de las soluciones respecto de parámetros iniciales y
fuentes externas para la teoría incremental expuesta en [37]. El plan a seguir
es, en primer lugar, establecer las ecuaciones de la teoría. Después obten-
dremos resultados de unicidad y dependencia continua para condiciones de
frontera generales, utilizando el método de la energía. Por último, utilizando
la teoría de semigrupos de operadores lineales obtendremos resultados de
existencia, unicidad y de dependencia continua para condiciones de frontera
Dirichlet homogéneas.

3.2 Ecuaciones básicas

3.2.1 Ecuaciones de la teoría de materiales porosos
termoelásticos

Supongamos que en el instante inicial tenemos un cuerpo que ocupa una
región OQ del espacio tridimensional, con frontera 90o suficientemente regu-
lar. Tomaremos como configuración de referencia la configuración del cuerpo
en el estado inicial. El estado del cuerpo estará descrito respecto la configu-
ración de referencia y un sistema fijo de coordenada cartesianas.

Denotaremos por XA las coordenadas de una partícula respecto de dicho
sistema de coordenadas y por a;¿ las coordenadas de una partícula en el
instante í, siendo dichas coordenadas función de XA y t.

La densidad para un material poroso podremos escribirla, en el instante
í, como

P = 7^, (3.1)

donde 7 es la densidad del esqueleto del material y v es la fracción volúmica
(O < v < 1).

Al igual que en el capítulo anterior, V será una región arbitraria de su-
perficie A en el instante í, y VQ será su región correspondiente en el instante
inicial con superficie A0. Para derivar nuestras ecuaciones postularemos la
conservación de la energía en cada instante t en la forma

f fI po(XiXi + Kvv)dVQ + I pQU dVo
Jv0 JV0

í í
= I Po(fiXi + Iv + s)dV0 + I (piXi + hi> + q)dA0t (3.2)

J Va JA0
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donde U es la energía interna por unidad de masa; /, es la fuerza volúmica
por unidad de masa; pl es la fuerza superficial ejercida sobre la superficie A
pero medida por unidad de área de AO] s es la fuente de calor por unidad de
masa y tiempo; q es el flujo de calor a través de la superficie A medido por
unidad de área de AQ] y Po es la densidad en la configuración de referencia.
K es la inercia equilibrada, que depende de la geometría de los poros y se
podría interpretar como la 'masa' del poro. / es la fuerza volúmica extrínseca
equilibrada por unidad de masa y se puede interpretar como una presión
aplicada en la superficie interna del poro controlada exteriormente. h es la
tensión equilibrada en la superficie A pero medida por unidad de área de AQ,
y se puede interpretar como el flujo de poros que atraviesa la superficie.

Suponiendo invariancia de (3.2) bajo cambio de sistemas inerciales tene-
mos

/ poxt dV0 - í p0ft dV0 - í pt cL40 = 0. (3.3)
JVo JVo JAo

Utilizando la arbitrariedad de la región F y el teorema de Cauchy [34]
tenemos

ft = TAtnA, (3.4)

TAt,A + p0fl = xt, (3.5)

siendo nA el vector normal a la superficie A0 y TAl el primer tensor de ten-
siones de Piola-Kirchhoff.

De forma análoga a (3.4) tenemos

(h - HAnA) ü + q- QAnA = O, (3.6)

donde QA es el flujo de calor y HA es la tensión equilibrada, que se puede
interpretar como una interacción entre los poros.

Sustituyendo (3.4), (3.5) y (3.6) en (3.2), y utilizando otra vez la arbi-
trariedad del volumen V tenemos

poU = TAlxí¡A + QA,A + HAvjA - gv + p0s, (3.7)

siendo

g = p0KÍ) - HA,A - pol, (3.8)
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donde g es la fuerza intrínseca equilibrada, que se puede interpretar como una
presión actuando sobre el poro que depende de su geometría, de las tensiones
en el esqueleto y de las propiedades del esqueleto.

Como en el capítulo anterior, la conservación del momento angular se
traduce en

TAB — TB A-, (3.9)

siendo TAB el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff

TAB = XB¡iTAi. (3.10)

Con el objetivo de obtener relaciones entre las distintas ecuaciones consti-
tutivas, es conveniente introducir la energía libre de Helmholtz ̂  = U — Tr¡,
donde T es la temperatura absoluta y 77 la entropía por unidad de masa y
tiempo. Ahora podemos escribir la ecuación (3.7) como

p0 y + Tr] + TT) = TABAS + HAv,A - gv + QA>A + Pos, (3.11)

donde

2EAB = XÍ,A%Í,B - ÖAB- (3.12)

Definiremos un material termoelástico poroso como aquel cuyas ecua-
ciones constitutivas son de la forma

= $ (E AB, T, TA, v, v, A] , TKL = TKL (EAB, T, 7>, i/, i/¿) ,

,T,Atv,v,A)í HK = HK (EAB,T,TA, v, v,A] ,
h = h (EAB , T, TA , v, v, A) , q = q (EAB , T, TA , v, v,A) .

Nota 3.1 Algunos autores consideran que estas cantidades dependen además
de ù, con lo cual la deducción de las ecuaciones que sigue a continuación
varía, y una primera consecuencia de dicha suposición es que las ecuaciones
(3.14), (3.15) que siguen a continuación se han de postular.

A partir de (3.6) y (3.13) se deduce

h = HAnA, (3.14)
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g = QAnA. (3.15)

La segunda ley de la termodinámica

/ Por, dV0 - í p<4 dV0 - f | dA0 > O, (3.16)
JVo Jv0

 1 J 1

puede escribirse en forma local, utilizando (3.14) y (3.15):

) - p0s - QA,A + -QATA > 0. (3.17)
j

Si de la ecuación (3.11) aislamos s y la sustituimos en (3.17), entonces,
teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas (3.13), se deduce

TAB - PQ-^ — EAB -p0[r) + —\T+(HA- p0
AB

(3.18)

Si adoptamos de nuevo la interpretación de Coleman & Noli [17] de la
segunda ley de la termodinámica, entonces (3.18) ha de ser válido para todo
EAB, T, i>^A, T^A y ¿- De aquí se deduce

^ = ̂ (EAB,T,^uíA), (3.19)

TTTAB = PQ^Z — , V = -— -, HA = po- — , g = -po-v-, (3.20)
vT OVA dv

QATA > 0. (3.21)

Nota 3.2 Al igual que en el caso de materiales termo elásticos, ̂  no depende
del gradiente de temperatura y, por lo tanto, TAB, f], HA. y 9 tampoco.

Considerando (3.19) y (3.20), la ecuación (3.11) se puede escribir

p0Tf) = QA,A + POS.

En este punto, las ecuaciones básicas de la teoría se pueden escribir como:
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• la ecuación de la energía

PoTf] = QA!A + p0s, (3.22)

• la ecuación del movimiento

p0Xi = TAi¡A + pofi, (3.23)

• la ecuación de balance de fuerzas equilibradas

POKÏ> = HA>A + g + p0l, (3.24)

• las ecuaciones constitutivas

* = $ (EAB,T, v, v,A) , Q K = QK (EAB,T, TAl v, v^

TAB =

HA = p0^ 9 = "Po^7' (3'25)

• la ecuación geométrica

2EAB = xiíAx^B - SAB. (3.26)

3.2.2 Ecuaciones de la teoría incremental de materiales
porosos termoelásticos

Como ya hemos dicho, las teorías increméntales estudian las pequeñas de-
formaciones superpuestas a una gran deformación. Para establecer las ecua-
ciones de esta teoría es conveniente considerar dos estados más aparte del de
la configuración de referencia: el estado primario O y el estado secundario fi*.
Introduzcamos las cantidades increméntales (ver [46]) asociadas con las dife-
rencias entre los estados secundario y primario. Si el punto X = [XA] de Oo
se desplaza a x = [x i] en O y a x* = [x|] en fi*, entonces u = [u¿] = [rc| — x i]
es el desplazamiento incremental; si T y T* son las temperaturas absolutas
asociadas con n y Í2* entonces 6 = T* — T es la temperatura incremental
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y si v y v* son la fracción volúmica en £) y ü* respectivamente, entonces
(p = v* — v es la fracción volúmica incremental.

Nuestro problema inmediato consiste en establecer las ecuaciones, condi-
ciones iniciales y condiciones de frontera para w,, O, y (p cuando conocemos el
estado primario y las fuentes externas en ambos estados, suponiendo que las
cantidades ut, o, y <p son pequeñas. Para ello, necesitaremos calcular cuanto
valen T£t — TKl, rf — 77, g* — g y H*K — HK, que además de depender del
gradiente del desplazamiento incremental y de la temperatura incremental
también serán función de la fracción volúmica incremental y su gradiente.

A partir de la relación

xl,A = XI,A + ut,A = XI,A + UtjXj,A, (3-27)

despreciando términos de segundo orden, podemos escribir

EAB = EAB + (xt,sut,A + xl¡AutjB) = EAB + etJxtjAx3tB, (3.28)

siendo

2e,j = uítj + «J)t. (3.29)

Desarrollando por Taylor hasta primer orden tenemos

= (EM,T, », „„) + . . ,
O & AB

.
(3.30)

Introduciendo o = p0fy, podemos escribir

da* da
~ y-1* O 77* ' ^^ ̂  LtíVL l\ ~ZJ~ïtiVl WJ,JV ' •— I\ Li 1V1 ~T ,IVÍ * *~* K Lr P K L&l

ObjKL ÖCjKL
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da* _ da
är* ~ âr

da* da

By - AO,

donde

T -CKLMN -

av
' M ~ '

av

Entonces,

av av
- ̂ ~, ç — TT~Ö-vKdv övl

, M

,N + AKy,K + Bip + AB,

9* - 9 = -

H*K- HK =

y teniendo en cuenta que

TAl = ul>B) TAB

podemos escribir

(3.31)

(3.32)

AK9, (3.33)

(3.34)

- ßKL6] . (3.35)

Despreciando términos de orden superior y utilizando la notación

, (3.36)
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,L, (3.37)

y

AKIJN — CxijN + TKPJÖ^, (3.38)

tenemos

ßNiUt,N + AK¥,K + B(p + AQ,

9* - 9 = -BNtul>N - BK(piK -£ip + BO,

H K - H K = DNïKutíN + AKN<P,N + BK(p - AK0. (3.39)

Análogamente,

Q A - Q A = RAMNXÍ,MUI,N + LAKV,K + EAip + DA9 + KAM9,M, (3.40)

siendo
, dQ* n -, u A — I — Qa-, >oí olLM N o oíL

dQA 8QA
EA = — — , LAU — -z - • (3-41)

Utilizando la notación

RAIN = RAMNXI,M (3.42)

podemos escribir

+ LAK<p,K + EAy + DAd + KAM6,M. (3.43)

Definiendo PK% = T¡{t — TKl primer tensor incrémental de tensiones de
Piola-Kirchhoff medido por unidad de área en HO! 7 = Po(>l* ~ *?) entropía
incremental medida por unidad de volumen en fio! X — 9* ~ 9 fuerza in-
cremental volúmica intrínseca medida por unidad de volumen en Í20; MK =
H*K — HK tensión incremental equilibrada medida por unidad de área en O0;
$A = Q*A — QA flujo incremental de calor medido por unidad de área en fi0;
Fj = /* — /, fuerza incremental volúmica; L = I* — I fuerza incremental ex-
trínseca equilibrada; y S = s* — s fuente incremental de calor, las ecuaciones
básicas de la teoría incremental lineal son:
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• la ecuación de la energía

T7 + Po0f] = $AiA + p0S, (3.44)

• la ecuación del movimiento

PAI,A + PoFz = AÄ, (3.45)

• la ecuación de balance de fuerzas equilibradas

MA,A + X + PoL = p0Kfi, (3.46)

• las ecuaciones constitutivas

PKI = AKIJNU^N + DKM^M + BKl(p — ßKiQ,

7 = ßNjUj,N + AKipíK + Bíp + AO,

X = -BN3u^N - BK(pjK - Çíp + B9,

+ BK(f - AK9,

DAe + KAM0,M- (3.47)

Nota 3.3 Los coeficientes constitutivos, AKl]N, DKlM, BKl, ß^i, AK, B, A,
BK, ^; AKN, RA]N, LApc, EA, DA y KAM, son funciones de la deformación
temperatura y fracción volúmica del cuerpo en el estado primario. Además
poseen las siguientes propiedades de simetría:

AKIJN = ANJZK, ALN — ANL- (3.48)

3.3 Descripción del problema e hipótesis

Substituyendo (3.47) en (3.44), (3.45) y (3.46) obtenemos:

üt = — AKljNu^N + DKlMip>M + BKl(p - ßKlQ + Ft, (3.49)
L J ,K
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EA(p + DAB + KAM6tM

-7

(p

en n0 x [O, ti}.
Consideraremos las condiciones de frontera

u (X, í) = «.(X, í) en 5OU x [O, ti],
en

, í) = 0(X, t) en 000 x [O, ti],

(3.50)

(p = — DKlNulK + ANKip K + BN(p - AN0
poKl ' 1,N

+ - (BO- BNjuJtN - BK(p>K - Zip) + -, (3.51)
PO^ ^ ' /v

= P,(X,í) en 90o - 90U x [0,^],

MK(X, í)nK = M(X, í) en 000 - oíí^ x [O, ti],

$*(X, í)nK- = *(X, í) en 000 - düg x [O, íx], (3.52)

donde UK es la normal exterior a la superficie.

Añadiremos las condiciones iniciales

u(X,0)=uo(X), u(X,0) = v0(X), ¥3(X,0) = vJo(X),
^(X,0) = ^o(X), Ö(X,0) = Ö0(X), en ÍÍ0, (3.53)

siendo uo(X), v0(X), y?o(X), tpo (X), oo(X) funciones dadas.

Asumiremos que los coeficientes constitutivos son diferenciables con con-
tinuidad y sus valores son, para í fijo, medibles Lebesgue y esencialmente
acotados. Además supondremos que:

(a) La densidad cumple

O < pi < ess inf po(X) < ess sup po(X) < p2-
xen0
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(b) La inercia equilibrada verifica

O < KI < ess inf K(X) < ess sup Ac(X) < «2-

(c) La capacidad calorífica cumple

O < 'A0 < ess inf A(X, t) < ess sup A(X, t) < AI.

(d) Para todo u € Cg°(Oo) Y todo (p € (^(fio), existe una constante S > O
tal que

fïo

+ 2DKlNuZjK(píN + 2BKluZtK(p + 2BK(p¡K(pJ dV

r
>S

(e) Para todo 9 € CQ°(OO), existe una constante K > O, tal que

^ / KAN9,Ae,NdV >K í 9,KG,KdV. (3.54)
1 Jíl0 J(10

Nota 3.4 (a), (b) y'(c) nos indican que la densidad, la inercia equilibrada
y la capacidad calorífica son estrictamente positivas, (d) es semejante a las
hipótesis usuales en el estudio de los problemas de elasticidad [50] y (e) hace
referencia a que la conducción calorífica es positiva.

3.4 Un resultado de unicidad de soluciones

En esta sección el objetivo será obtener un resultado de unicidad y depen-
dencia continua, respecto de condiciones iniciales y fuentes externas, de las
soluciones del problema general (3.49)-(3.53).

Para tal fin definimos ü, <fi, 6 como las diferencias entre dos soluciones al
sistema (3.49)-(3.53) correspondientes a condiciones iniciales y fuentes exter-
nas diferentes, pero con condiciones de frontera iguales.
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Sean Ü0(X), v0(X), <^o(X), V>o(X), #o(X) las diferencias entre dos sis-
temas distintos de condiciones iniciales y F, L, S las diferencias entre dos
sistemas diferentes de fuentes externas.

Debido a la linealidad de las ecuaciones es suficiente estudiar el problema

ü, = — Utftjjvüj.jv + DKIM$,M + BKl(p - ßKl0\ + F„
po L J ,K

n 7? ~~ _1_ T ~~ ) 771 — i 7~j /)

AT L J J> ' ' ^JW )JWJ ,yi
1

ip = - DKINUÍ!K + ANK <p K + BN(p - AN0
Kl J,AT

(3.55)

p
p0K

en íío x [O, ti], con condiciones de frontera

ü,(X,í) = 0 en 9ÍÍU x [O,*!],

^(X,í) = 0 en 9íívx[0,íi],

o(X,í) = 0 en 9íí9x[0,íi],

, t)nK = 0 en 9ÍÍ0 - dttu x [O, h],

= Q en dtt0 - d£lv x [0,íi],

= 0 en OO0 - 9O0 x [0,^], (3.56)

y condiciones iniciales

ü(X,0) = üo(X), ü(X,0)=v0(X),

en O0. (3.57)
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Definamos la función

1

dV, (3.58)

que nos da una medida de la distancia entre soluciones.

Derivando respecto del tiempo y utilizando la fórmula de Green-Gauss,
obtenemos

T-I / i \ I j ' - j H J W ^ j ^ l ~ 1VI -~ f\ß *- *V1ZJV _ 2 **-AM s) ^

T? T DT? T
. & A*-,A — Di a- LAM ñ -
+ -JÏ Q(P - -J^8,AV,M

Z? /T~I ,0 ^T^2 771

+ AlK 'A~ l—üt,K8 - -^-Q,A<f

_i_ ' /3^ i dV

i r / . _ .
+ 77 / ( AKijNUi^KU^N + AKN^^^P^ + •

^ JÍ2n

dV

8'
$K- \ nKdA

J

+ í Po \Ftvt + L$ + S^\ dV. (3.59)
Jíio L J- \

La primera integral de (3.59), utilizando las desigualdades aritmético-
geométrica y de Cauchy-Schwarz, se puede acotar por
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1 (mi €5« Ur + T2 2ei 2 üo

1/777,4
ö2

m8

siendo e, constantes positivas arbitrarias, y

mt = max ess sup M.2, i = l, . . . ,8
[o,*i] xen0

donde las distintas Mt vienen dadas por

, ,2 _ (K AMT, A — DMT)(KNMT^N — DMT)

(3.61)

A/f2
M3 -

^ - BT2)
—

, ,2 _M "

Para acotar la segunda integral de (3.59), podemos utilizar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y las desigualdades

dV
ilo

<di I
Jv-o

-~F /0 Jfln
KÜj^ dV,
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donde

•/fío
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<Ü2 ¡ $,KV,KdV
Jfln

~ 6 .K^^N dV,

<a3

dV

no

fio Jflo

dV .Ê10Û5 r
I j4

'/ fÎQ

io¿ Jn

dV N dV
n0

^ = max ess sup QÀKÍJNÀKÍJN, «2 = max ess sup

a? = max ess sup Í2. 04 = max ess sup
-

(3.63)

05 = 9 max ess sup DKiNDKiN, o6 = max ess sup BKiBKi. (3.64)
[o,íi] xen0 [o,íi]

Entonces, utilizando las condiciones de frontera, podemos acotar la deri-
vada de E (t] por



3.4. Un resultado de unicidad de soluciones 59

È(t) < (d + 2Cz)E(t) + í p0 Im + L$ + S j-} dV. (3.65)
Jn0 i i J

Si aplicamos la desigualdad de Holder tenemos

È (t) < 2KlE(t) + 2K2E
l/2(t)G(t), (3.66)

donde KI y K<¿ son constantes positivas y

G(t) = j m + L2 + s2 dv . (3.67)

Si fijamos s € [0,íi] e integramos sobre el intervalo [0, r], T Ç. [0, s], se
tiene

E (T) < E(0) + 2Ki E(t)dt + 2K2 G(t)El/2(t)dt. (3.68)

Necesitaremos el siguiente lema [22]:

Lema 3.1 Supongamos que las funciones f ( t ) € L°°[0, s] y g(t) € L1^,«]
son no negativas y cumplen la desigualdad

/2(r) < M2/2(0) + T [(2a + 4ßr)f2(t) + 2Ng(t)f(t)} dt, r € [O, s]
Jo

donde a, ß, M y N son constantes no negativas. Entonces

f (s) < e^ßs" [M /(O) + N í g(t)dt] ,
l Jo l

siendo r\ = a, + ß/(x,

Utilizando este lema podemos concluir

Kz f G(t)dt\ eKlS. (3.69)
Jo J
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Nota 3.5 La desigualdad anterior es un resultado de dependencia continua,
respecto de las condiciones iniciales y fuentes externas.

Teorema 3.1 Supongamos que se cumplen las hipótesis (3.54)- Entonces,
el problema (3.49)-(3.53) tiene, a lo sumo, una solución.

Demostración. Supongamos que existen dos soluciones; utilizando (3.69)
tenemos para su diferencia E(t) — O, de donde se deduce, conjuntamente con
(3.54), que:

0 = 0, <f> = O, Vi- 0.

De esta última igualdad se sigue que ni es constante, y como las condi-
ciones iniciales son las mismas, concluimos ü¿ = 0. ü

3.5 Un resultado de existencia de soluciones

En esta sección trabajaremos con un caso particular de las condiciones de
frontera (3.52):

u(X, í )=0 , y>(X,í) = 0, 0(X,í) = 0 en 9íí0x[0,íi], (3.70)

Para obtener el resultado buscado transformaremos nuestro problema
(3.49)-(3.51), (3.70), (3.53) en un problema abstracto en un espacio de Hilbert
adecuado.

Consideremos el elemento w = (u, v, ip, ip, 0} donde ú(X, i) = v(X,í) y

Denotaremos por X el espacio W¿'2(00) x L2(^o) x W0
ll2(fi0) x £2(^o) x

L2(00), donde L2(00) = [L2(O0)]
3 y W¿'2(Ü0) = K'^o)]3 siendo W¿>\Ü0)

los usuales espacios de Sobolev [!}.

Para alcanzar nuestro cometido definimos los operadores:

Bj(u) = —\AKijNujíN] , B = (Bi),
PQ\- J,K

C<(y) = — \DKiM(p,M + BKi<p] , C = (Ci),
PO L J ,K
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£(v) = -Í

DAB

Sea yt el operador sobre X definido por

A = A(t) =

/ 0 Id 0 0 0
ß O C O î>
O O O Id 0
£ O f Q Q
n K, c MM

(3.72)

con dominio

/ u N
v

EX}.
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Para posterior uso es conveniente hacer notar que D (A} = W2>2(fi0) l~l
W¿'2(00) x W¿'2(00) x íy2'2rW0

1)2(í70) x W¡'* x W^^W^(Ü0) es denso
en*.

Ahora ya estamos en condiciones de escribir nuestro problema como una
ecuación de evolución abstracta en el espacio de Hubert X,

e [o,
d

~dt

f u(í) \
v(í)

¥>(*)

L a(+\ ,

-A

í u(í) \
v(í)

$í)
, /3^\ ,

+

/ 0 \
F
0
L
K

ppS ,

í u(0) \
v(0)

^(0)
V 0(0) J

í u0 \

\ ÖQ J

(3.73)

Con objeto de demostrar la existencia de solución de la ecuación (3.73),
definimos para cada í el producto escalar en X

{(u, v, y, if>, 6>), (ü, v, (p, ip, &))t

A'
l

p0vtvt dV. (3.74)

Nota 3.6 Debido a las hipótesis (a)- (e), es un simple cálculo comprobar que
la norma inducida por este producto escalar es equivalente a la usual de X .

Para obtener el resultado de existencia, objetivo de esta sección, serán
necesarios algunos resultados previos.

Lema 3.2 Existe una constante C\ > O tal que para todo 10 G D(A), se
cumple
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Demostración. Utilizando la fórmula de Green-Gauss y las condiciones
de frontera tenemos

/* TV** f~f~¡ j~\ rri
/ KAMÍ,A- UMÍ fífí „,
l 7™ vV^MdV

J HO

_ ^ _ í R-AtN Q ,y — — í ^AM O ü

^ J fig -* ^ J fit)

h i í EATA-BT2
0 dv _ I f LAM

2/n0 T2 ^ 2JÜO T

4. l í D^-A/1 ̂ -íxFirt*, 1 f+ - / - jr2 - & dV --
¿ JÜo í ¿ Jn0

1 f LAMTA~ÀMT\
ò / - ̂ 2 - fy,¿ Jna

 1
+

1 —

y2

Procediendo igual que en (3.60), se tiene

1 (mi „r
<-( — + —) / u1>Kut,K dV

2 Z€i

1 /m4 e8
H—o \ Oí- o2 \2e4 2

A — ñ „r• ut>KOdV. (3.75)

siendo et constantes positivas arbitrarias, y m¿ constantes definidas anterior-
mente por (3.61) y (3.62).

Si tomamos d, e2, e3 y e4 tales que e\ + e2 + e3 + e4 - 2K < O entonces
tenemos

)t<Cl(üj,uj}t, (3.76)
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siendo

í e5 m4 eg ra3 ra7

m2 ra5 ra«
+ + +m + - D

Lema 3.3 Existe A G R ía/ cue e/ operador A satisface

Rang(AId - A) = X.

Demostración. Sea (û, v, (p, tp, 9} 6 X\ debemos demostrar que el sistema
de ecuaciones

Au — v = û,

AV - BU - Cip - ve = v,
\tp - 1J> = <p,

(A - Jf)8 -U\L-K,v-C.(p- Miß = Ó, (3.77)

tiene solución en D (A).
Si sustituimos la primera y tercera ecuación en las otras y dividimos la

última por A obtenemos el sistema reducido

u \ / v + Au
(3.78)

O

donde

A2Id -B -C -T> \
-£ A2/d - ^ -Q . (3.79)

-*-K. -i-M Id-*)

Consideremos el siguiente producto escalar

{(u, <p, o), (ú, & o)> = í (A)«,W, + Aeê + Po^<f) dv, (s.so)
Jn0
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y definamos la forma bilineal

(3.81)
e

Análogamente a (3.75), (3.60) obtenemos

W, -f
ilo

dV

- + + \A 82

( 0\ 1
Tñ ) í dV
1 / ,4 J

mi e5

2 ¿Afc5

r d,K0,KdV

2Ae3

rri4 s ,T7 /-Q QrA+ U - rr -- TTT ^,w^]v dK (3.82)
¿A

Si tomamos ahora e l5 e2, e3 y e4 tales que Ê! + e2 + £3 + e4 < 2Ä" y A
suficientemente grande, entonces

Por lo tanto 5A determina una norma que es equivalente a la usual en
W¿'2 x Wo'2 x W¿>2.
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Mediante un simple cálculo podemos comprobar que

:

u - "\
v + Au, ̂  + A<£, J G W"1'2 x W~1'2 x W~1^.

/

Sea y G W¿'2(í)0), entonces

r
I po(vl + Xût)yïdV < ||y||wM(no)||v + Aû||L2(iîo) < oo.

J fio

Sea y G W0
1>2(fio), entonces

íí p0K(ij) + \(p)y dV < IMIWM(n0)UV? + A<j3||L2(n0) < oo.
Jflo

Por último si y G W0
1>2(fîo), entonces

A6 + PK%ÛI^K ~l~ Ajftpx + B(pL A -ydV

AG
X

< 00.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de Riesz según el cual
podemos afirmar que existe una única solución (u, </?, 9} G W¿'2 x W0

1>2 x W0
1>2

del sistema (3.53). Por lo tanto, de la primera y tercera ecuación de (3.77)
1 0 1 *?

tenemos que v G W0' y T/> G W0 ' . O
Como consecuencia de los lemas 3.2 y 3.3, y teniendo en cuenta que el

dominio de operador A es denso, el corolario de Lumer-Phillips del teorema
de Hille-Yosida nos permite enunciar el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Para cada t G [O, íi], el operador A es el generador de un
semigrupo cuasi-contractivo.

Lema 3.4 Existe una constante C-¿ > O tal que

JTir ^ exP^íi) (3.83)
IMU

es válido para todo uj G X y todo t, s G [O, íi].
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Demostración. Definimos, para cada í, h(t) = || • ||2, donde || • ||t es la
norma inducida por el producto escalar (3.74). Si derivamos h(t), obtenemos

AKN(pK(p N

dV. (3.84)

Utilizando (3.63) y (3.64) podemos escribir

h(t] < 2C2h(t), (3.85)

e integrando (3.85) entre s y t se obtiene

h(t) < h(s) exp(2C2|í - s|) < /i(s)exp(2Cr
2íi);

entonces

Teorema 3.3 La familia de operadores {A(t), t € [0,tt]} con «4 definido por
(3.71), (3.72) es estable en el sentido de Kato con constantes de estabilidad
T = e20^ y d.

Teorema 3.4 Supongamos que las hipótesis (3.54) se cumplen. Supongamos
también que

F e ^([o,*!]^2^)) nc7°([o,<1],w¿'2(n0) n w2«^)),
PoS
AT

e Cl([0, Í!], L2(00)) n C7°([0, ¿t], PF2'2(Q0)),

- e ^([o.tj.L^íío)) nc^Qo,*!], wí^ííío) n PF2'2(n0))-
Entonces, para todo

wna únz'ca solución

(u(í), v(í), y(í), V(*), 0(í)) e CHIO, íi], ̂ ) n
satisface la ecuación (3.73).

Nota 3.7 M último teorema y la nota 3.5 nos permiten afirmar que, si
las hipótesis sobre los coeficientes se cumplen, entonces el problema (3.49)-
(3.51), (3-70), (3.53) de la termoelasticidad incremental para materiales po-
rosos es un problema bien puesto.
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Capítulo 4

Materiales porosos
viscoelásticos

4.1 Introducción

En los capítulos anteriores, las ecuaciones constitutivas del material sola-
mente dependían del estado en cada instante del cuerpo. En algunos mate-
riales, su evolución también depende de sus estados pasados o historia.

A partir de ahora nos centraremos en el estudio de materiales que pre-
sentan comportamientos no totalmente elásticos. Dicho comportamiento se
verá reflejado en las ecuaciones constitutivas, que ya no serán funciones de
las variables independientes, sino que serán funcionales que dependerán tanto
del valor de las variables independientes en el instante actual como del valor
de dichas variables en el pasado.

En este capítulo extenderemos los resultados obtenidos anteriormente a
materiales porosos viscoelásticos, y dejaremos para el próximo el estudio de
los materiales termoelástieos con memoria.

Para el caso de materiales porosos viscoelásticos algunos resultados pre-
vios han sido obtenidos por Ciarletta & Scalia [13], quienes en su trabajo
demuestran unicidad y dependencia continua de soluciones para la teoría
lineal de materiales porosos viscoelásticos homogéneos. En un trabajo pos-
terior Ciarletta [11] obtiene un teorema variacional y otro de reciprocidad,
también para el mismo problema.

Primero describiremos el espacio de las historias y el concepto de memoria
olvidadiza (fading memory). A continuación, siguiendo los pasos de Day [23],

69
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escribiremos las ecuaciones constitutivas . Una vez descrito el problema, ob-
tendremos un resultado de unicidad de soluciones. Por último, obtendremos
un resultado de existencia de soluciones para condiciones de frontera Dirichlet
homogéneas, y estudiaremos su comportamiento asintótico.

4.2 Historias y memoria olvidadiza
Dada una función (j) definida en R, y í € R, definimos la historia 0* como

0*(s) = (f>(t-s), O < s < oo.

$ recibe el nombre de historia de (j) hasta el instante t. La restricción de <^* a
R++ recibe el nombre de historia pasada de 0 hasta el instante t y se denota
por r(^,

r^*(s) = <j)(t - s), O < s < oo.

Evidentemente, para toda historia se cumple </>*(()) = (f>(f).
Un sistema con memoria es un sistema en el cual ciertas cantidades, u,

están determinadas mediante funcionales, T, de un conjunto de historias </>*

u(t] = T (</>*). (4.1)

Es habitual la hipótesis consistente en suponer que el material "olvida",
o sea, que los valores de (/>*(s) cuando s es próximo a cero son los más im-
portantes para determinar el comportamiento de u.

Para describir matemáticamente esta hipótesis es necesario definir una
topología para el dominio del funcional T.

Si h : R4" —>• R++, h(0) = 1, es monótonamente decreciente para s
grandes, de forma que para a > I se tiene lim sah(s) = O, diremos que h

es una función de influencia de orden a. Es conveniente observar que h es
integrable.

El espacio de las historias con función de influencia h estará formado por
las historias $ tal que

aoo \ 1/2

\(/)t(s)\2h(s)ds) < oo. (4.2)
/

Este espacio es un espacio de Banach con la norma (4.2).
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Si definimos el producto escalar

/

oo
<j>\(s) • tâ(s)h(s)ds,

_

tendremos un espacio de Hubert que denotaremos por S^.

Principio débil de memoria olvidadiza: Existe una función de influencia
h de orden a > 1 tal que el funcional (4.1) está definido y es continuo para
las historias $ pertenecientes a un entorno de la historia nula (<£*(«) = 0) en
el espacio Sh-

En este caso la hipótesis de memoria olvidadiza se traduce en la continui-
dad de T en la topología inducida por (4.2).

Principio fuerte de memoria olvidadiza: Existe una función de influencia
h de orden n +1, n e N, tal que el funcional (4.1) está definido y es n veces
diferenciable Fréchet para las historias <j)t pertenecientes a un entorno de la
historia nula (0*(s) = 0) en el espacio Sh-

Ahora la hipótesis de memoria olvidadiza se traduce en la diferenciabili-
dad de T en la topología inducida por (4.2).

La descripción de medios continuos requiere funcionales que dependen
explícitamente del estado presente, además de la dependencia en la historia
del medio. Por ello es conveniente trabajar en espacios más detallados que
Sh.

Sea h una función de influencia y sea r"H el espacio de Danach

r°
/

./O

is < oo

con norma

o

Si definimos el producto escalar

oo

/

o

.

el espacio rU adquiere estructura de espacio de Hubert.
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El producto escalar para las historias

/

oo
(j){(s)·^(s)h(s)ds,

,

provee al conjunto H de las historias de norma finita de una estructura de
espacio de Hubert, que recibe el nombre de espacio de memoria olvidadiza
(fading memory space).

Si Tes un funcional definido en H, lineal ( i.e. T^I^+CZ^) = ciT((j)\) +
C2T(</4), ci, c2 € K) y acotado ( i.e. 3M e R tal que |T(^)| < A/||^|| V^* e
"H) entonces el teorema de Riesz nos permite afirmar que existe ip1 6 % tal
que

o equivalentemente,

/

oo
^(s)-^(s)h(s)ds, (4.3)

.

para toda historia $ € "H.
Si definimos H(s) = <^<(5)/i(s) y tenemos en cuenta que /i(0) = 1, entonces

podemos escribir (4.3) como
oo

#(s) • ̂ (5)^5. (4.4)

Es usual definir G tal que G'(s) = -—^ = H (s) y G(0) = H(Q). La

solución
/>oo

G(s) = G(0) + / F(r)dr,
JO

recibe el nombre de función de relajación. Con esta notación la ecuación
(4.4) se escribe

/•oo

/ G'(s) • tf
Jo

Por último, diremos que un funcional T(</>(¿), r^*) es continuamente dife-
renciable si
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donde r es continuo es el diferendal de Fré_
O Q ò ¡.Ç*

chet continuo en (j>(t) y r^*, y lineal en r^>*.

Una descripción más detallada sobre los conceptos de espacio de historias
y memoria olvidadiza se puede encontrar en [15, 16, 27].

4.3 Inversión temporal y ecuaciones consti-
tutivas

Veamos ahora la forma que adoptan las ecuaciones constitutivas para la teoría
de materiales porosos viscoelásticos lineales como consecuencia de la hipótesis
de invariancia del trabajo realizado bajo inversiones temporales.

Sean U y V espacios vectoriales de dimensión finita sobre los cuales hay
definidos sendos productos escalares. Sea C(U, V) el espacio de aplicaciones
lineales de U en V, C(U) el espacio de aplicaciones lineales de U en U y S el
espacio de endomorfismos simétricos sobre U.

Definimos un proceso cerrado con inicio en el estado natural como un
triplete de la forma

donde cada elemento del triplete es una función continua y diferenciable a
trozos, con soporte compacto. En particular, e(-) : M — >• S es el tensor de
deformaciones, </>(•) : R —> R es la fracción volúmica y <¿?(-) : R — » V es el
gradiente de la deformación volúmica.

El proceso inverso p(-) de p(-) viene dado por p(¿) = p(— t) y también es
un proceso cerrado con inicio en el estado natural.

El trabajo realizado en un proceso p(-) es

f00 /
>(P(0 )= / (t(í) - é(í) + h(í)

J—oo

donde t(í) es el tensor de tensiones, h(í) es la tensión equilibrada y g(t) es
la fuerza intrínseca equilibrada.

Lema 4.1 Sea A : [O, oo) —» C,(U} continua y acotada, y f una función
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continua y diferenciable a trozos, de soporte compacto. Sea

/

oo rt
I f (í) • A(í - s) • í(s)dsdt.

•oo J —ooI —OO J —OO

Entonces

para toda ¡unción f continua y diferenciable a trozos de soporte compacto, si
y solamente si, A(í) es simétrico para todo t > 0.

La demostración de este lema se puede encontrar en [23].

Veamos ahora las consecuencias de imponer invariancia bajo inversión
temporal del trabajo realizado en un proceso cerrado con inicio en el estado
natural, i. e.

Supongamos que nuestras ecuaciones constitutivas se pueden escribir de
la forma:

f* F • 1
t(í) = / \G(t- s} -e(s) + Bi(í- s)(f>(s) + Di(t- s) -if>(s) I d s ,

J—oo

r* r • i
h(í) = / p2(í - s) • è(s) + di(í - s)(j)(s) + A(í - s) • <p(s) ds,

J—oo

r* r • i
g (t) = í B2(í - s) • è(s) + b(t - s}(j)(s) + d2(í - s) • <p(s)\ ds, (4.5)

J —00

donde G(-), B t(-), D^-), D2(-), d^-), A(-), B2(-), b(-) y d2(-) son funciones
continuas y acotadas.

Teorema 4.1 El trabajo realizado en un proceso cerrado con inicio en el
estado natural es invariante bajo inversión temporal, si y solamente si,

(i) G(-) es simétrico,

(ii) A(-) es simétrico,

(iii) Bx(-) = -1
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(v) d1(-) =

Demostración. Sea A = [t, <p, <£] y

G(í) DI(Í) B!(Í'
M(í) = ( D2(í) A(í) dt(í) | ,

-B2(í) -d2(í) 6(í)

entonces

= í í À(<) • M(í - s) • Á(s) dsdt,
J—oo J —oo—oo —oo

y el teorema es consecuencia inmediata del lema anterior, ü

4.4 Ecuaciones básicas
Consideremos un cuerpo que en el instante Í0 ocupa una región regular OQ
del espacio euclideo tridimensional con frontera <9Oo suficientemente regular.
El movimiento del cuerpo estará descrito respecto de un sistema rectangular
de coordenadas Oxl.

Las ecuaciones que gobiernan la evolución de los materiales porosos vis-
coelásticos lineales son [18], la ecuación del movimiento

püt = í,w + /„

y la ecuación de balance de fuerzas equilibradas

pK(f> = hjj + g + L, (4.6)

las ecuaciones constitutivas

í*tl3 = I [Gljrs(t - s)érs(s) + Bi:)(t - s)(/)(s) + Ajr(* - s)<f>>r(s)]ds,
J—oo

r*
hz= [Drsi(t - s)érs(s) + Dt(t - s)<f)(s) + AtJ(t - s)0j(s)]ds,

J — oo

r*
9 = - [Bt,(t - s)éy(s) + b(t - s}(f>(s) + Dt(t - s)£,(s)]<te> (4.7)

J — oo
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y la ecuación geométrica

en fi0.
Aquí, íjt es el tensor de tensiones; /, es la fuerza por unidad de volumen; p

es la densidad en la configuración de referencia; u = (ut) es el desplazamiento;
ht es la tensión equilibrada; g es la fuerza intrínseca equilibrada equilibrada; L
es la fuerza extrínseca equilibrada; <$> es la diferencia entre la fracción volúmica
actual y la de la configuración de referencia y K es la inercia equilibrada.

Las funciones de relajación satisfacen las simetrías

(JIJTS = ̂ rsiji L>ijr ~= '-'jiri -"-13 == •"•¡11 ^13 = ^Jji- I'*1"/

Sustituyendo las ecuaciones constitutivas en las ecuaciones de evolución
obtenemos

pül = j^ +\ / [Gl]rs(t - s)érs(s) + BtJ(t - s)(j)(s) + Dtjr(t - s)(/)>r(s)}ds\ ,
LJ_c» J J

r /"* • - i
pKcj) = L +\ I [Drsi(t - s)érs(s) + Dt(t - s)(l)(s} + AtJ(t - s)(j>,3(s)}ds\

LJ-oo J.'

/•*
- / [BtJ(t - s)év(s) + b(t - s)<l>(s) + Dt(t- s)(f>,t(s)]ds.

J — 00

(4.10)

Utilizando la notación

tunk = ttt hknk = h,

podemos expresar las condiciones de frontera de la forma

«j = üt en 9OU, ti = t¡ en 9Ot = 90o —

</> = 0 en 9ÎÎ0, h = h en dÜh = 8Ü0 - d^. (4.11)

Consideraremos las condiciones iniciales

U(X, -5 )=Z° (X ,5 ) , Ú(X,0)=V°(X) ,

^(x, -s) = a°(x, s), ^(x, 0) = V°(x). (4.12)
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4.5 Un resultado de unicidad de soluciones

El objetivo de esta sección es obtener un resultado de unicidad de soluciones
para el problema (4.10)-(4.12). El resultado será válido para una clase de
materiales diferente a la considerada por Ciarletta & Scalia [13].

Sean U, J, T>, K. and W las funciones definidas por

U(t] = I í í í ÍGt}rs(2t - r - z}èl3(r}èrs(z]
¿ J -00 J -00 ./fio

Atjpt - T - z)j>,t(r}j>j(z)

b(2t -T-

Dtjr(2t -r-

Dk(2t -r- z

r -

i r2* f° r t
= ò / / / (Gt3rs(2t -T- z)év(r)èrí(z)

¿ J -00 J -00 J fio ^

+ AtJ(2t - T - z)<j>¿(T)j>j(z}

+ b(2t - T -

+ Dtjr(2t -r

+ Dk2t -r-

BtJ(2t -T- z)(èl3(r}j)(

V(t}=( í í í (Gvrs(2s-r-z)étJ(T)érs(z)
JO J -oo J -oo Jílg

+ Àl3(1s -r- z)^t(r)^j(z)

+ Í)(2s - T -

+ Dtjr(2s -r-

+ Dk(2s -r-

+ el3(z}<i)(T}}\dVdTdzds,- r -



»«t + pK<l><f>)dV,
ilo

78 Capítulo 4. Materiales porosos viscoelásticos

I

(4.13)

Lema 4.2 S'z

para iodo r, s G [O, 00). Entonces

1 /*
W(í) - /C(í) = - / [£(t + s,t-s}-C(t-s,t + s)]ds + J(t) - W(í).

2 Jo

Demostración: Si definimos

7¿(r, s) = íjt(r)éjt(s) + ̂

tenemos la relación

- s, < + s) - 7¿(í+5, í - s)

rf r f*"5 t+srf r f*"5 ít
= T\ /0-5 L J ~ oo J —

+ Atj2t - T -

+ b(2t - r -

+ A,r(2í - r -

+ Dk(2t - r - z

+ Bl3(2t - r - z)(ètj(r)j>(z)

(4.14)

De las ecuaciones de evolución se tiene

H(r, s) =[íj,(r)M,(s) + /i,

- [pü, (r) - /t(r)]Ä,(s) - (pK
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de donde se deduce

í
Jn

I fio

Integrando entre O y í,

ft

7 /»

+ T" / (pÙi(t — s)ùi(t + s) + pK(b(t — S)è(t + s)}dV\
d s L j n o

v " \

I , . .. • " \
Jiîn

f f [U(t -s,t + s)-H(t + s,t- s)]dVds
Jo J fi0

f*
= - 2K(t) + l [£(t - s, t + s) - £(t + s, t - s)]ds

Jo

ii»(0)wj(2i) + pft</>(0)(^(2í) \dV. (4-15)

Ahora, de (4.14) deducimos

f í [H(t -s,t + s)-n(t + s,t- s)]dVds = 2J(t) - 2U(t). (4.16)
Jo «/n0

De las igualdades (4.15) y (4.16) se obtiene el resultado deseado. D

Lema 4.3 Si P (t) = £(í,í), entonces

/"*
2W(í) = W(0) + /C(0) + V(t) + J (t) - W (t) + I P(s)ds

Jo
i r*

- - / [£(t - s, t + s) - £(t + s, t - s)}ds, (4.17)
2 Jo

y

2£(í) = W(0) + /C(0) + P(í) - J(í) + W(í) + í P(s)ds
Jo

1 /"*
+ - / [£(í - s, í + s) - £(t + s, í - s)]ds, (4.18)

2 Jo

para iodo í G [O, oo).
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Demostración: Mediante un cálculo directo podemos comprobar que

Igualando las expresiones anteriores e integrando,

W(í) + £(í) = W(0) + /C(0) + / P(s)ds
Jo

De esta relación, conjuntamente con el lema 4.2, se obtiene el resultado
deseado, d

Ahora ya estamos en situación de obtener el resultado de unicidad de
soluciones, objetivo de esta sección.

Teorema 4.2 Supongamos que:

(a) La densidad y la inercia equilibrada son estrictamente positivas

O < pi < ess inf p(x) < ess supp(x) < p2,

O < KI < ess inf ft(x) < ess sup/c(x) < «2-xen0 X6n0

(b) Las funciones de relajación satisfacen las simetrías

(JIJTS = ^JTSIJ-I Utjr == ^}iri •'MJ ^ -™jti ^tj ~ ^31-

(c) La desigualdad

fs T ( 'I I iGi:¡rs(2s - T - z)etj(r)ers(z) + Av(2s - r - z)ipt(T)i/j,,(z)
J — 00 J — 00

+ ¿(2s -r- Z)<Í>(T)<Í>(Z)

+ Ajr(2s -T- z}(el3(r}^r(z] + etj(z)^r(r))

+ Dk(2s -T- z)(<f>(T)TJ>k(z) + <ß(z)lj>k(T)}

+ BtJ(2s -T- z)(el3(T)(¡>(z) + ev(z)<l)(T))dTdz < O,

se cumple para todo tensor simétrico etj, todo vector ̂  y todo escalar
4> en Cl(— oo, oo).



4.6. Un resultado de existencia de soluciones 81

Entonces el problema determinado por las ecuaciones (4-6),(4-7), las condi-
ciones de frontera (4-11) y las condiciones iniciales (4-12) tiene, a lo sumo,
una solución.

Demostración: Supongamos que existen dos soluciones y sea (w t,^) su
diferencia. Evidentemente, (ü„4>) es solución del problema (4.6),(4.7) con
condiciones iniciales nulas.

Por lo tanto, de la ecuación (4.18) deducimos

/ (pütut + puf] dV - V(t] = 0.
./a, ^ '

La hipótesis (o) nos permite concluir que ñl = O y 0 = O.ü

Nota 4.1 Un ejemplo de funciones, para materiales centro simétrico s e isó-
tropos, que verifican la hipótesis (c) es

[e~s -

Av(s) = aSt] [e~s - fc2] , BtJ(s) = ßStJ [e~s - k3] , b(s) = b [e~s - k4] ,

siendo kt constantes y A, //, cu, ß y b independientes de s, tales que

¿í>0, 3A + 2 / />0 , a>0 , 6 > O, \ß\ < 3A + 2/x + 6.

Nota 4.2 Ciarletta & Scalia [13] obtienen un resultado de unicidad de solu-
ciones bajo la hipótesis de que la forma cuadrática

es definida positiva.

4.6 Un resultado de existencia de soluciones

En esta sección trabajaremos con un caso particular de las condiciones de
frontera (4.11):

u = O, </> = O, en <9Q0 x [O, oo). (4.19)

Para obtener nuestro resultado de existencia necesitaremos las hipótesis:
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(i) La densidad p y la inercia equilibrada K son estrictamente positivas.

(ii) Existe una constante positiva, CQ, tal que

o)M1jUr,a + Aj(oo)0,,0,, 4-

2Dr(oo)(/></>,r + 2By (oo)w, j

> c0 u,,,«,,, + 0>t0)t + 02W, (4.20)

para todo u e [Q°(íío)]3 y todo 0 e C§°(ÍÍ0).

(iii) Existe una función positiva, í (5), tal que

(iv)

para todo u € [^(fio)]3 y todo <f> e C0°(n0)-

Gtjrs(oo) = Áj(oo) = ¿(OO) = Ájr(oo) = Dfc(cX)) = BÍJ(OO) = 0.

(4.22)

Nota 4.3 Las hipótesis (iii) y (iv) implican la existencia de una función
positiva, 5i(s), tal que

. - 2\ f / 2

(4.23)

para todo u € [Co°(Qo)]3 y todo (j) e Co°(Oo)- Esta desigualdad nos permitirá
afirmar que el producto escalar que definiremos sea positivo.



4.6. Un resultado de existencia de soluciones 83

Una forma alternativa para escribir las ecuaciones constitutivas (4.7) nos
permite expresar el sistema (4.10) de la siguiente manera

pü, =/, + Gyra(0)wr>4 + BtJ(Q)(j> + A

• i
s') + Ajr(s)0,r(í - *)]ds ,

J

/•oo

+ / !JO

í0
/

Jo

A
• • i

(¿ -s) + Dt(s)(f>(t - s) + ̂ 3(3)^(1 - s)]ds\
J .«

/

oo
[BtJ(s)uttj(t -s) + ¿(s)^(í - 5) + Á(«)^,.(í - s)]ds. (4-24)

_

Como antes, para obtener el resultado de existencia de soluciones trans-
formaremos el problema definido por las ecuaciones (4.24) con condiciones
iniciales (4.12) y condiciones de frontera (4.19) en un problema abstracto de
evolución en un espacio de Hubert adecuado.

Consideremos un elemento de la forma

w = (u,v,^,V,z,a),

siendo v = ú, V = </>, z(s) — u (í — 5), y 0(5) = <j)(t — s).
Definamos

Z0 = { (u, v, </>,</>, z, a); u e [C0°°(n0)]
3, v e [Cg°(íí0)]

3,

^ e C0°°(fio),^ e [^(Oo)]3^ e %,a e

donde

7¿! = [C0°°([0,oo),W¿'2(Oo)nW2'2(fio))]3,

% - c0^([o,oo), w¿'2(n0) n W2'2(n0)),

aquí W¿'2(00) = [Woll2(flo)]3, y W2'2(O0) = [^2'2(n0)]
3 siendo Wo1'2^), y

espacios de Sobolev [1].
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Denotaremos por Z el espacio completado de Z0 a la norma inducida por
el producto escalar

= /
Jilo

t j - ̂ )(^ - a*) + «, - <J(ci - a))

- «)(#. - a* ) + (^ - a*)(^,r - a,P))

Dtjr(s)((utiJ - z^}(^r - a*T) + (u^ - <J(</.,r - ur r ) )

(4.25)

Definamos los operadores

p
00l r r

Pt(z) = - /
P u o

i\o¿) — i i \·L·'IJ v°y i-6v t j/ i j-^tjp\'-'j^-,p\^/j"'^' i ?
p L/o J,j

F(u) = ¿ '

l
-6(0)0-

t/rxi

i r00 /
H(z) = — I [^(s}zp,q

pK J0 \

J(a) = — T ([Dt(8)a(s) + 4(^)^(5)] t - b(s)a(s) -
PK Jo ^ '
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— 7-(i} W(n\ — n(t\_ ~í V / 3 r r l Lx J — L* l O í «

y sea ,4 el operador matricial con dominio

T>(A) = {(u, v, (j), ij), z, a) <E Z; 4(u, v, </>, i/), z, a) e 2, z(0) = u, a(tí) = 0),

definido por
/O Id O O O 0 \

B O C O P E
O O O Id O O
F O G O F J
O O O O R O

\0 O O O O W]

donde B = (S¿), P = (P4), C = (C¿), E = (F¿), R = (R¡) e Id es el
operador identidad. Es conveniente hacer notar que

V(A) = {(u,v,¿ V,z,a) e W2'2(00) n W¿'2(00) x W¿'2(Í70) x

'2 xñixHzl z(0) = u, a(0) =n x

es denso en Z.

Ahora ya estamos en condiciones de transformar nuestro problema en una
ecuación de evolución abstracta en el espacio de Hubert Z de la forma

dw
(4.26)

siendo

Lema 4.4 M operador A satisface la desigualdad

para todo u> €
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Demostración: Sea u; = (u, v, 0, •0, z, a) G P(^4). Utilizando el teorema de
la divergencia y las condiciones de frontera, tenemos

(ALO, u)

I (Gtjr8(oo)vttjUrií + 4y (oo)^,,^ + b(oo)if>(j>
Jilo ^

+
oo

o

í f00 / •
/ / (Gt}rs(s)(Vt,3 + ¿»,j(s))(Wr,« - Zr>s(s))

Jüo Jo V

+ Al3(s}(4>¿ + à,t(s))(^ - a,(s))

b(s)(<f> - a(s))2 + 2Dvp(s)(utíJ -

+ Dp(s)[(i¡> + à

+ 4, («) [(«» j + ¿.,,(s))(0 - «(^)) + KJ - ^(s))(^ + à(s))])dsdV

l r f°° / ••
= _ / / (G„rs(s)(utJ - ZtM)(Uríg - Zr¡s(s})

¿ Jilo Jo ^

+ 2Bv(s)(utú - zttj(s))((f> - a(s)))dsdVt (4.27)

siendo la última desigualdad consecuencia de (4.21). Q
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Lema 4.5 El operador A satisface la condición

Rango(Id -A) = Z.

Demostración: Sea tu* = (u*, v*,0*,·0*,z*,o;*) € 2. La condición del rango
se cumple si el sistema

u — v = u*,

v - ÍBu + C0 + Pz + Ear) = v*,

ij) - ÍFn + G(f> + Hz + Ja\ = iß*,

z — Rz = z*,

a - Wa = a*. (4.28)

tiene una solución u> = (u,v, 0, ̂ , z, a) e

De las dos últimas ecuaciones se deduce

í eTz*(r)drV
^o /

i r \
a(s) = e-'[(f>+ i eTa*(r)dr .

\ Jo )
(4.29)

Sustituyendo las dos primeras ecuaciones de (4.28) y (4.29) en las ecua-
ciones tercera y cuarta de (4.28), obtenemos el sistema reducido

/u\ _ /B' C'\ (u\ _ /m\A (^)~(F' G') U ; " U y '
donde hemos utilizado la notación
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i r / r°° • \ i
Bt'(u) = M, - - (Gyr.(O) + / Gl3TS(s}e-sdsK J

P L v Jo ' j ,

i r / r30 •
Cr;W = — K(°)+/ B^e-dt

P L v Jo
/ f°° •

+ (AJP(0)+ / AJP(s)'v Jo

i r r / r°° •
F'(u) = ^(0)+ / ^(s)

PK (. L v Jo
/ f30 • \ 1

-(BV(Q)+ Bl}(s)e-sds)ul>3\yv Jo y J

1 f r f00 •
-— (A(0 )+ / A(*)e-

p/í I L Jo

/ r00.
-Í6(0)+ / &

^ Jo

* I _.*m, =M* + w.
i /-OO /•« . -i

- / / e^lG^Mz^ + BMof^ + D^Ma^l drds,
P Jo Jo L J

n =0* + V*
-i /-00

+ - /P« Jo Jo

(4.31)
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Con objeto de estudiar este sistema, introducimos la forma bilineal en
w¿>2(n0) x <'2(o0),

u, </>), (u, ¿)] = <(B'u + C>, F'u + G>),

Un sencillo cálculo muestra que 71 está acotada.
Por otro lado

u, 0), (U, <£)] = í (pU,Ul + PK(/)2}dV
JSÏO

+
Jü0 Jo

y por lo tanto 71 es coercitiva en W¿'2(00) x W0
1>2(^o)-

Ahora hemos de ver que (m, n) € W~li2(n0) x W~1>2(í)0)
Sea y e W¿'2(í)o) entonces

i r00 r3
 T_ r .

PJo J Q L mjfe J>fc

- 4u(sK(r) + ¿?nî/c(s)<fc(T)] drds] dV
-l ,n

+ f r r•"*»[*Jilo JO Jo l
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r r r e-r-»yinBm(s)of(
J f i n J Q J Q

T~syl¡nDnik(s)a*k(r)dTdsdV

Como

íïo JO -'O

d r°°

os

mediante integración por partes se obtiene

/

oo ps roo />oo

f(s}e-s / eTg(r)drdS = \ esg(s) \ f(r}e~rdrds,
Jo Jo Js

Utilizando la igualdad anterior tenemos las estimaciones

pylmldV

o J s

I TíJ HO « O v s

/

oo /»c

«/5

Por otra parte, como G(oo) = O y G(s) > O, tenemos

/

oo roo

G(r}e~TdT = -G(s)e~s - ¡ G(r)e~rdr
J s

(4.32)
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Teniendo en cuenta que G (s) < O podemos afirmar

/

oo
G(r}e~rdr

.
G(s)e

Entonces, utilizando esta última desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la
de la media aritmético-geométrica, podemos establecer la estimación

Jü0

pylmldV

\i1 7n0

00

n0 Jo
'OO />OOr- roo />OO

I I I *—^i R í Q\rv*l

Jiïo Jo J s

/> />OO í-OO

I I I "l>n nik\ ) ,
J fio JO J s

La desigualdad (4.23) nos permite afirmar que existen AI, A2 y AS cons-
tantes positivas y Gi(s), ¿i(-s) y ^4i(s) funciones monótonas decrecientes tales
que

í • í- í Gmjk(s}ul>nu^kdV > Gi(s) í ut¡nuttndV, GI(S) > O,
JÇ!Q Jfio

- f b^tfdV > Ò!(5) / <j)2dV, Ò!(s) > O,
*/fip J S7o

- / Àt](s)(/)^dV > A^s) hfadV, /.
J Í7n " Í̂ O

> O,

: , A! > O,

'2, A 2 > 0 ,

, A3 > O,
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siendo
(x, s)|| - ess sup (B„(x, s)Btí(x, s))1/2,

x, s)|| = ess sup(I)mj(x, s}Dnij\

,(x, s)|| = ess sup (A(x) S)A(X)

Por lo tanto,

/

oo
Bv(r)t

.
<A!

Procediendo de la misma forma,

Finalmente

ilo

+ i /"
2 L, J

+ Y
+ Y

+ T

+ f

í

1

7n0

/
• * HO

roo

/>oo/
/

oo

.

/

oo

_

/

oo

1/2 1/2

<oo. (4.33)
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De forma totalmente análoga, si y E W0
ll2(í2o), entonces

pyndV

+\

l í \Akl(oo)-Akl(0)\yíhyjdV
¿ Jfío

í r00 - ,/ / ¿j /
/ / Akl(

Jü0 Jo

í í°°
J fio JO

/

oo
f~1 t \ * f \ * /

*,J Í,J

/•oo

/ ^liísJ^fc^fcdsdV
JO

r r00

/ / 6i(s)a*(s)aí*(í)dsdF
Jn0 Jo

+ 1 í \b(oo)-b(Q)\y2dV
¿ J fin

/

OO
b(s}oí*(s}af(s}dsdV

_

n0 Jo

/ /J fio JO

í fJfi0 Jo

<00.

El teorema de Lax-Milgram nos asegura que existe (u, çi) solución del
sistema (4.30). Por lo tanto, podemos concluir la existencia de v € W¿'2(Oo)
y V 6 í<'2(no).

Por último, hemos de comprobar que z e H\ y a G %•
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De la quinta ecuación de (4.28) se sigue

f í°°I I ztjn(s)Gm3k(s)z3jk(s)dsdV
Jilo Jo

í í°° \

Jíl0 JO "•

+ 2.,n(s)GntjA(s)¿,,A!(s)J dsdV.

Integrando por partes se tiene

/n0 Jo

Ui,nGmjk(0)u3¡kdV

'fío

A partir de Gmj^(s) > O, deducimos

r r°°
+ I zt¡n(s)Gm3k(s)z3jk(s)dsdV

Jn0 Jo
I f f 0 0

- ó / / zi,n(s}Gmjk(s)z3ik(s)dsdV.
¿ Jilo Jo

' í í°°•t,nGmjk(tyu3>kdV ~ ztíJl(s)Gm:ik(s)z:l>h(s)dsdV
Jilo Jo

I

ilo o

Utilizando Is desigualdad de Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-
geométrica se tiene

n0 Jo
r ,

< - I Gm3k(Q)ut,mu3¡kdV

í í°° '
Jíln JO
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Procediendo igual, pero a partir de la última ecuación de (4.28) obtenemos

fio Jo

flo

n0 -'o

- / r Àkl(s}a^(s}a}(s}dsdV,
J fio JO

:>

b(s)a(s)a(s)dsdV

b(0)^dV
n0

b(s)a*(s)a*(s)dsdV. (4.35)

De (4.23) se deduce

Bm(s)zttn(s)a(s)dsdV

r r°° .
<- I I Gntjk(s)zttn(s)z3¿(s)dsdV

Jn0 Jo

b(s)a(s)a(s)dsdV,
n0 Jo

fio JO

í f°° •
- / /

JÍÏQ JO

fío JO

fio /

oo
D¡í(s}o¿^(s)a(s}dsdV

.

<- ¡ í Àki(s)aik(s)ati(s)dsdV
J fio Jo

/»oo

/ b(s)a(s)a(s)dsdV.
Jo

(4.36)
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De las acotaciones anteriores se deduce que z € HI y a € 7¿2- n

Como consecuencia de los lemas anteriores podemos enunciar el siguiente
resultado

Teorema 4.3 El operador A es el generador de un semigrupo de contrac-
ciones en 2.

Nota 4.4 Es posible relajar la hipótesis (4-%l)- Si suponemos que existe una
constante positiva, A, tal que

(s) - \AtJ

ilo

(Dk(s) - AÁfe(s))^,r + (ß„(s) - Afîy-(s))Wî,^W > O, (4.37)

entonces, postulando (4-23), se puede demostrar que A genera un semigrupo
cuasi- contractivo.

Teorema 4.4 Si

/„ L e C^flO, oo), L2) n C°([0, oo), Wo1'2),

y
w0 e £»(.4),

entonces, existe una única solución w(í) € C'1([0, oo),2) al problema (4-26).

Nota 4.5 Como el semigrupo generado por el operador A es contractivo,
tenemos la siguiente estimación para las soluciones:

Joo
que muestra la dependencia continua de la solución respecto de las condi-
ciones iniciales y fuerzas externas. Este hecho fue probado en [13] para el
caso en que el cuerpo es homogéneo.

Nota 4.6 El teorema 4-4 conjuntamente con la anterior observación nos dice
que, en las hipótesis explicitadas (i) — (iv), el problema (4-10), (4- 19), (4-12)
de la viscoelasticidad de materiales porosos admite una única solución que
depende continuamente de los parámetros iniciales y de las fuentes externas.
Por consiguiente es un problema bien planteado.
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4.7 Comportamiento asintótico de las solu-
ciones

En esta sección demostraremos que, en ausencia de fuentes externas y condi-
ciones de frontera homogéneas, el cuerpo evoluciona asintóticamente hacia el
estado natural (w, = (j> = 0). Para ello será suficiente comprobar (ver [21])
que las órbitas son precompactas y que el operador no tiene ningún auto-
valor imaginario puro en £, el subespacio cerrado generado por los elementos
u> e V (A) tales que (Aui, u} = 0.

Un requisito previo es el siguiente resultado:

Lema 4.6
A~1Q = {0}.

Demostración. Hemos de ver que la única solución de Au = O es w — 0.
Si escribimos explícitamente el sistema tenemos

vt = O, (4.38)

r r°°
I [Gl]TS(s}ur,s(t -s) + Bv(s)<t>(t ~s) + Dtjr(s)<fttr(t - s ) ] d s

lJo

=0, (4.39)

if> = O, (4.40)

•
[Drsi(s)ur¡s(t -s) + Dt(s)(f>(t ~s) + A^sW^t - s}]ds

Q

+ Drsl(0)ur,s + Dt(Q)(f> + ̂ „(0)^1
J ,i

/

oo
[Bv(8)u>j(t -s) + 6(s)0(í -s) + Dt(s)^(t - s)}ds

.
-BtJ(0)tí,j - ô(0)0 - D,(0)0,, = O, (4.41)
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r\

-—a(S) = 0. (4.43)

Integrando las dos últimas ecuaciones y, teniendo en cuenta que z(0) = u
y a(0) = 4> tenemos

Z(s) = U, Qf(s) = <j).

Si sustituimos en (4.39) y (4.41) e integramos llegamos a:

\Gtirs(oc)ur,s + B,, (oo)¿ + Dyr(oo)0J = O, (4.44)
L J ,3

— Bij(oo)Mt)j — 6(oo)0 — A(°o)0,î = 0. (4.45)

Multiplicando (4.44) por ut e integrando sobre OQ, tras aplicar el teorema
de la divergencia, se tiene:

/ k?„rÄ(oo)wrswt-; + BtJ(oo)ujj0 + Ajr(oo)utJ0r dy = 0. (4.46)
Jn0

 L J

Si multiplicamos (4.45) por 0 e integramos sobre ÜQ> entonces

f r
/ Ast(oo)Wr)s0), + A(oo)00,t + Aj(oo)0 ,0,

^íío L

Sumando la ecuaciones anteriores podemos escribir:

= 0.

De aquí, conjuntamente con la hipótesis (4.20), concluimos que:

ut}3 = 0, 0 = 0,

y, por lo tanto, wz = 0. d
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Lema 4,7 El operador Á no tiene ningún valor propio imaginario puro aso-
ciado a un vector propio perteneciente al subespacio cerrado 8.

Demostración. Solamente hemos de ver que la única solución en £ de
Au; = zAw, A e R, es u — O .

Sea w e E, entonces (Aui,aj) — 0. Como consecuencia de (4.27) tenemos:

1 í í°
~ 9 / /¿ Jn0 Jo

+ AtJ(s)(<i>j - or,,(s))(0,t - az(s))

p - a,p(s))

+ 2Dp(S)((f>-a(s))(<f>,p-ap(S))

+ 2Bl}(s)(ut,j - ZtMW - a(s))^dsdV = 0.

Ahora, la hipótesis (4.21) nos permite afirmar que:

«. j ~ ̂  ( s ) = °> ^ - a(s) = °- (4-48)

Por otra parte, integrando las dos últimas ecuaciones del sistema AUJ =
i\u) tenemos:

zk = e-^Mfc, a = e-íA^.

Sustituyendo en (4.48) podemos escribir

(1 - e-¡As) ujtk = 0, (1 - e-iAs) 0 = 0,

que implican que Wj = O y 0 = O s i A ^ O . ü

Nota 4.7 El hecho de que no hayan valores propios imaginarios puros es
debido a los efectos de memoria. Sin ellos es fácil ver que el sistema
i\u¡ tiene soluciones distintas de la nula.

Lema 4.8 Las órbitas son precompactas.

Demostración. Definamos el conjunto

z* e L°°(R+,W2'2(í2o))X € L00(R+,FF2'2(00))}!
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y sea (u(í), v(í), 0(í),?/>(í), z(í, s),a(í,s)) una solución que empieza en el
punto (u*, v*, 0*, •;/>*, z*, a*) e A4.

Entonces, para todo t G R+,

(u(í), v(í), 0(í), ̂ (í), z(í, s), a(í, *)) E

\\A (u(í), v(í), 0(f), ^(í), z(í, 5), a(í, 5)) || < \\A (u*, v*, 0*, V*, z*, a*) ||,

ya que el semigrupo es disipativo.
En particular,

veC(R+,W¿'2(00)),

r T00

/ [Gl3rí(s)ur,s(t - s) + BtJ(s)<j>(t -s) + D,jr(s)0>r(í -L ^o

e C(R+,L2(n0)), (4.49)

r,s(í - s) + Dt(s)(f>(t

+ D

2(fi0)), (4.50)

Utilizando un esquema de iteración de Picard [19] en (4.49)-(4.50) obte-
nemos la siguiente acotación:

< k ||Bu + C0 + Pz + Ea, Fu + G0 + Hz + Ja||L;(no)xL2(no
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siendo k una constante positiva. De aquí se sigue que u e C(R+,Wo'2), y

Utilizando el teorema de Rellich-Kondrachov [1], podemos concluir que
las órbitas con origen en M. son precompactas.

Por otra parte, A4 es denso en A' y además es cerrado [20]; por lo tanto,
toda órbita que empieza en un punto de X es precompacta. Q

Como consecuencia de los lemas previos podemos enunciar el teorema:

Teorema 4.5 Sea (u(í), v(í), (f)(t),if>(t),z(t, s),a(í, s)) la solución de (4-%4)
con f i = L = O, condiciones iniciales (4-1%) y condiciones de frontera (4-19);
entonces,

lim (u(í), v(í), <f>(t), 1>(t), z(í, 5), a(t, s)) = O
t— >oo

en /a norma inducida por el producto escalar (4-25).
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Capítulo 5

Termoviscoelasticidad lineal

5.1 Introducción

Day [23] utiliza la hipótesis de invariancia del trabajo bajo inversión tem-
poral para demostrar que el tensor de relajación es simétrico en el caso de
materiales viscoelásticos a temperatura constante. Posteriormente Gurtin
[33] extiende la idea de invariancia bajo inversión temporal a la producción
de entropía,

con objeto de establecer un sistema fundamental de ecuaciones para la ter-
moelasticidad lineal de materiales con memoria, siendo o(í) el proceso inverso
de Ss(t) (i.e. o(í) = 0(— ¿)). Esta idea dio una respuesta a la hora de funda-
mentar las ecuaciones de la termoelasticidad de materiales con memoria.

Otros autores han estudiado anteriormente teorías para la termoelastici-
dad de materiales con memoria. Por ejemplo. Navarro [53, 54] considera la
teoría compuesta por ecuaciones constitutivas, para el tensor de tensiones y
la entropía, que no tienen en cuenta efectos de memoria respecto al gradiente
de temperatura. Para el flujo de calor toma como ecuación constitutiva la
ley de Fourier.

Falqués [28] considera la teoría compuesta por ecuaciones constitutivas
para el tensor de tensiones y la entropía que no tienen en cuenta efectos de
memoria. Para el flujo de calor toma como ecuación constitutiva:

/»oo

qi(t) = ¡ kij(s)0j(t - s)ds,
Jo

con objeto de recuperar la teoría de Lord-Shulman [48].

103
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Resultados de unicidad para materiales homogéneos y de dependencia
continua para materiales centrosimétricos han sido obtenidos por Ie§an &
Scalia [44].

El objeto de este capítulo es obtener resultados de unicidad, existencia y
comportamiento asintótico de soluciones para materiales termoelásticos con
memoria.

5.2 Notación y ecuaciones básicas

Consideremos un cuerpo que en el instante t ocupa una región acotada fio
del espacio tridimensional, con frontera on0, suficientemente regular. El
movimiento del cuerpo estará descrito respecto de un sistema rectangular de
coordenadas Ox%,

Las ecuaciones que gobiernan la evolución de los sólidos, independientes
de la naturaleza del material, son:

• la ecuación del movimiento

px% = t „j + f t , (5.1)

• la ecuación de la energía

Ti] = g,,, + S. (5.2)

Antes de presentar las ecuaciones constitutivas que caracterizarán los ma-
teriales con memoria, será útil introducir alguna notación.

Denotaremos un proceso por un triplete de la forma

siendo F el gradiente de deformación, T la temperatura y g el gradiente de
temperatura. QQ = [Id,T0,0] será el estado de equilibrio, donde Id es la
identidad y TQ una temperatura constante.

Un proceso infinitesimal es un triplete

p=[H,0,g],
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de forma que H es el gradiente de desplazamiento y 6 la variación de la
temperatura respecto de T0. La parte simétrica de H la denotaremos por
E= i (H + HT).

Supondremos que las ecuaciones constitutivas vienen dadas por funcio-
nales de la forma

t - to*

n = 7 7 3 ,

q = q(3*), (5.3)

donde t es el tensor de tensiones, e es la energía interna, r? la entropía, q el
flujo de calor y o* es la historia del proceso o.

Supondremos que los funcionales de (5.3) cumplen:

(A) t, è, 77, q son funciones derivables con continuidad respecto del tiempo.

(B) t, è, q tienen derivadas ít, íe, íq en ÖQ y St es simétrico.

(C)
lim »7(3*) = rKÖo), Hm e(3*) = e(S?0),
í— J-OO í— »-00

cuando se tiene Q (i) = %, si í < — r ó t > r para algún r > 0.

(D) So es el estado natural en el sentido

Definimos la producción de entropía, F{0;(·)}, como

/

C O I - 1

b + ̂ t.F-- + =q.g]dtf (5.4)
-00 J J. J.

y la producción infinitesimal de entropía, S{p(-)}, como

i r°°
S{p(-)} = ^2 / [T"ti • È - 0C1 + q - g]dí, (5.5)

-'O J -oo

siendo ti(í) = ¿t(p¿)> «t (í) = 5e(p*) y qi(í) =
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Teorema 5.1 Si Ssa(') = % + &$>(•), entonces

= a2H{p(-)} + o(a2), cuando a ->• 0.

Teorema 5.2 Si la producción de entropía es invariante bajo inversión tem-
poral, entonces la producción infinitesimal de entropía también lo es.

La demostración de estos teoremas y los siguientes resultados de esta
sección pueden encontrarse en [33].

Para ver las consecuencias de la invariancia de la producción infinitesimal
de entropía bajo inversión temporal es conveniente introducir la notación

A = (E,0), £ = (Tt,-e), S1=íE = (T0ti,-ei). (5.6)

También necesitaremos la hipótesis:

(E) Existen funciones G, L, J y K, con G acotadas tales que para cualquier
proceso infinitesimal, p(-) = [H(-),#(-),g(-)], se cumple:

/** r i= / G(í-s)-A(5) + L(í-s)-g($) I d s ,
J— oo

= / ÍJ(Í - s) • Á(s) + K(í - s) • g(s)l ds. (5.7)
J—oo

Teorema 5.3 Una condición necesaria y suficiente para que la producción
infinitesimal de entropía sea invariante bajo inversión temporal es que para
todo s > O se verifiquen simultáneamente las condiciones:

(i) G(s) sea simétrico,

(ii) K(s) sea simétrico,

(iii) L(s) = -Jr(s) + cte.

/

oo
K(s)<ás, entonces qi = Koo-g es el flujo infinitesimal de calor

.
producido por un gradiente de temperatura que siempre ha sido constante.

Corolario 5.1 El tensor KQQ, si existe, es simétrico.
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Escribiendo las ecuaciones (5.7) de forma más explícita tenemos:

ít(p') = f [díí - 5) • É(s) + G2(í - s)e(s) + LX(Í - s) • g(s)l ds,
•/ — oo J

-co
[G3(í - s) • É(s) + G4(í - «)0(5) + I2(í - s) - g(s)l ds,
L -I

*) = /" f Ji(< - s) • É(s) +J2(t - s)é(s) + K(t - s) • g(s)l ds, (5.8)
J —oo -"

donde

n / íoGí T0G2 \ T / T0Li \ / x
G^ ^-03 - G 4 J ' ^ V - ^ J ' J ^ ( J i > J 2 j -

(5.9)

Corolario 5.2 Paro todo s > Q,

(i) GI(S) es simétrico,

(ii) T0G2(s) - -G3(í),

(iii) T0Li(s) = -Jf (s) + cíe,

(iv) I2(s)=j2
r(s) + cíe.

Corolario 5.3 Supongamos que Lq(oo), 12(00), Ji(oo) y J2(cx)) existen y son
nulos, entonces

T0Ll(s) = 3^(s)1 l2(s)=J2(5),

para todo s > 0.

En este punto es necesario hacer alguna hipótesis sobre la entropía:

(F) 77 tiene derivada 8f¡ en 50, y existen funciones MI, M2, m3 tales que
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/ • * [ • • • i
¿//(p*) = / MÍ(Í - A) • E(s) + M2(í - s)0(5) + m3(í - 5) • g(s) efe.

7-00 J

Definiendo la energía libre ^ = e — Trç, podemos escribir

con derivada <J^ en So, tal que

0). (5.10)

Para ser coherente con los resultados obtenidos por Coleman [14], es nece-
sario suponer

(G) para todo proceso infinitesimal p(-), y para todo t e R, se tiene

De las hipótesis (D), (G) y (5.10) se deduce

íe(pí)=T05r}(pt), (5.11)

y, por lo tanto,

Corolario 5.4 Para iodo s > Q,

(i) G2(5) = -M!(5),

(ii) j2(s) = T0m3(s) + cíe.

Ahora, las ecuaciones constitutivas lineales obtenidas se pueden escribir,
en coordenadas, de la forma:

rt
íy(x, í) = / [cíjrs(x, í - S)ér,(x, s) - /„(x, í - 5)0(X, s)

</— oo

- /ilj¿(x,í - s)Qík(x, s)]ds,
rt

rj(x,t)= I [/ÍJ(x,¿-.s)é,J(x,5) + a(x,í-s)o(x,s)
J — 00

+ mz(x, í — s)ö,t(x, s)] ds,

/"*Çj(x, í) = / [T0/irst(x, í - s)¿rí(x, s) + T0m2(x, í - s)(9(x, s)
7 — 00

s, (5.12)
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o, equivalentemente,

Mx> ¿) = c*jrs(x, 0)ers(x, í) - f(J(x, 0)0(x, í)

í00 r+ / 1 ¿íjra(x, s)ers(x, í - s) - ¿„(x, s)0(x, í - s)
Jo L

77(x, í) = /„ (x, 0)e„ (x, í) + o(x, 0)0(x, t)

í°° (•+ I \ í,j(x, s)e,j(x, í - 5) + à(x, s)0(x, í - s)
Jo L

+ mz(x, s)oj(x,í- s) Ids,

g, (x, í) = - /ir«(x, 0)ers(x, í) + ̂  m,(x, 0)0(x,

r00 r i .
/ ^/cy(x,s)(9 J(x,í-s) + — /irsz(x, s)e„(x,i-s)

Jo L 1o

s. (5.13)

5.3 Descripción del problema

Nuestro estudio se restringirá a materiales centrosimétricos (i.e. invariantes
bajo reflexiones), para los cuales se tiene que los tensores de orden impar son
nulos y por lo tanto htjk = O, ml = 0.

Nuestro sistema de ecuaciones para la termoviscoelasticidad lineal es el
compuesto por:

• la ecuación del movimiento:

íjtj + /* = P«.» en fio x [O, íx], (5.14)

• la ecuación de la energía:

T0f) = gt,t + S, en n0 x [O, íi], (5.15)
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• las ecuaciones constitutivas:

ítj(x,í) =c,jrs(x,0)ers(x,í) - /tj(x,0)0(x,í)

/

°° f
Ir (TC ^}p (-x f — <;} — Í (v sWv / — <A id«?| ^í}TS \ ) °/^TS\-^-í ^ <J/ í-tj \-^"> °/*-' \-*--) " ^] f^^í
1 J

7](x,í) -/„(x,0)etj(x,i) + a(x,0)0(x,í)

+ / < ¿y(x, s)ej.,(x, í — s) + ó(x, s)0(x, í — s) >ds,
Jo *• J

/

oo
A: (x s)0 (x í — s)ds (5.16)

• la ecuación geométrica:

1,

siendo u el desplazamiento; t el tensor de tensiones; f la fuerza volúmica; r\
la entropía por unidad de volumen, q el flujo de calor; 5 la fuente de calor
volúmica; 9 la diferencia entre T y una temperatura de referencia T0 > O y p
la densidad.

También, como consecuencia de la hipótesis de Gurtin, se tiene que las
funciones de relajación verifican las relaciones de simetría:

Consideraremos las condiciones de frontera:

ttjn0 = tt en 9O0 — 90U x (— oo, ío)> ut = üt en d£lu x (—00, ¿0),

qlnl = Q en OÍ20 — <9H0 x (-00, ÍQ); O = 0 en düg x (—00, ¿0), (5.19)

y las condiciones iniciales:

u(x, — s) — ZQ(X, s), o(x, — s) = oro(x, s), en QO x [0,oo). (5.20)

5.4 Un resultado de unicidad de soluciones

Nuestro objetivo en esta sección es obtener un resultado de unicidad para el
problema general (5.14)-(5.20). El resultado será aplicable a unos materiales
que difieren de los estudiados anteriormente por Ie§an & Scalia [44].
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Será útil escribir las ecuaciones constitutivas en la forma:

f* r
¿îjCO = / [Ctjrs(t - s)UríS(s) - ltj(t - s)0(s}]ds,

7—oo

/** r
r,(t) = I [lv(t - s)a,j(s) + a(í - s)0(s)]ds,

7—oo

- r
/ J \ J -!j\ > 1

J — 00

donde hemos suprimido la dependencia espacial por conveniencia.

Definamos las funciones:

ilo

-^ r r't rt

-00

- /y(2í - n - T2) [u

- o(2í - TI -

-oo -oo

l /" /" r fJ(t)=- l l {c, jW(2í-Ti-T2)M fj(Ti)« fc i t(r2)
^ Jn0 J-oo 7-00 *•

- /y (2í - n - T2) [ú^i)^) + ̂ (r

- a(2í - n -

1 1 r r i*:
= o / / / T •

¿ JÇLn J -oo J-oo -'•O
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í í
O J-oo J-o

- Ív(2s - n - r2) [u,j(Ti)0(T2) + M f J(r2)

- 0(25 - n - T2)0(Ti)0(T2)}dTidT2dsdV;

í f s rs / „ / • » „ _ _ „ - _ „ - !

-^ -0,,(ri)0j (T2)dTidT2dsdV;
O . -oo

put(0)út(2í)dV,

f i \ / L í \uí \ joL<¿(r,s) = / —ql(r)u(s)ntao -

Precisaremos un par de lemas para poder enunciar el resultado de unici-
dad de soluciones.

Lema 5.1

U(t) - Ü(f)-Ki(t) + /C2(í) = J (t) - J(t) - Wi(í) + W2(í)
1 í* r
2 Jo

- Ci(t + s, í - s) + £2(í + s, í - s)]ds. (5.21)

Demostración. Si definimos la función

-H(s,r) = ttJ(s)ùtj(r)-r1(s)è(r), (5.22)
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un sencillo cálculo muestra que

t+s

- lv(2t - T! - T2) [¿„(n

- o(2í - rt - TaMnMTajndTa , (5.23)

e integrando, obtenemos

). (5.24)

Por otro lado, usando las ecuaciones de evolución, podemos escribir (5.22)
como

H(t - s,t + s)

= [tv(t - s)uj(t + s)]it - p[üt(t - s) - ft(t - 5)]ú,(í + s)

~ b(t - s}0(t +

5), (5.25)
o - o

e integrando sobre Í]Q)

/ n(t-s,t + s)dV =£i(t - s, í + s) - £2(< - 5, í + s)
Jn0

üt(t — s)ut(t + s)dV

n0

(5.26)
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De forma análoga, podemos escribir

r
i H(t + s,t- s)dV =Ci(t + s,t-s}- £2(í + M - s)

Jilo

— I püi(t + s)úi(t — s)dV
Jn0

+ í -2-[r¡(t + s)6(t - s)] dV
JsiQ ds

+ í ±-qi(t + S)Oti(t-S)dV. (5.27)
Jeto 1o

Integrando entre O y í la diferencia entre (5.26) y (5.27) y utilizando las
identidades de Lagrange [10] , obtenemos

/ í
Jü0 JO

o i _|_ (A C (i Q + JL- G\
«5 j c/ n̂  o i ^^2 V ï ^^ /

r « , « \ i /* /" / i i \ T ?
-/- _l_ O + O 1 _]_, / / T I. C T .̂ , C 1 \ f i Q
I/ \^ O} V O j \^ ~2 V ~* 5 /

í+«

-oo -oo

rt

Jo
- £i(t + s,t- s) + £2(í + s,í- s)]ds

- 2 [/Ci (í) - /C2(í) - Wi(í) + W2(<) - J(í) + ZÏ(í)] • (5-28)

Las igualdades (5.24) y (5.28) dan lugar a (5.21) que es el resultado
buscado, ü

Lema 5.2

/C2(í) - í>(í) - V(t]
rt

/Ci(0) + X:2(0)+ / [£i(s,s) + £2(s,s)]ás. (5.29)
JO



5.4. Un resultado de unicidad de soluciones 115

Demostración. De la ecuación (5.22) tenemos

n(t,t)dV

- í í* r
•/fig J—OO

f f *

- I I fe(* - r)"t,, (r)0(í) + o(2í - r)0(r)0(í)]<
•/fio «/— oo

= Ú(i}-t>(i). (5.30)

Utilizando las ecuaciones de evolución, de (5.22) también se obtiene

). (5.31)
ilo

Entonces,

W(í) + ZÏ(í) + /Ci (í) + ¿2(í) - V(t) - V(t) = d(tt t) + £2(t, í), (5.32)

integrando entre O y í obtenemos (5. 29). D

Teorema 5.4 Supongamos-

(i) £a densidad es escuetamente positiva

O < Po < e55 inf P(X) < e55 SUP P(X) fí Pi •

(ii) o(x, 5) es estrictamente positivo

O < a0 < ess inf a(x, s) < ess sup o(x, s) < ai.

(iii) Las funciones de relajación cumplen las relaciones

LI ^ z ) "*i ~~ "-f

(iv)

erM28 -TI- rMTiKjfädrrfTzds > O,
-oo -oo -*0

pora ¿oáo vector Ce C^-oo, oo) no nw/o.



116 Capítulo 5. Termoviscoelasticidad lineal

(v)

r r ís r
í I I \Ci]ki(2s - TI - T2)ut3(ri)uki(T2)

JO J -<x J -oo '·

- 0(2* - n - T2)0(n)0(r2)
- /„(2s - n - r2) [«„(Tijofo) + «,,(72)0(71)]

+ — kv(2s - n - T2)Cl(r1)CJ(r2)](ír1cír2dsdy < O,
-i o J

para iodo tensor u e C1(— 00,00), iodo escalar 9 € C1(— 00,00) ï/ todo
vector C € C x (— oo, oo).

Entonces, el problema (5.14)-(5.18) con condiciones de frontera (5.19) y
condiciones iniciales (5.20) tiene, a lo sumo, una solución.

Demostración. Supongamos que existen dos soluciones. Sean ü% y d sus
diferencias. Si consideramos el problema correspondiente a üt y #, y restamos
(5.21) de (5.29)

2^(í) + 2W(í) = T)(t) + T>(t), (5.33)

las hipótesis (i) — (v) implican ÍCi(t) = Ü = 0. De ÍC\ = O se deduce que ü
es constante e igual a cero ya que inicialmente üt es cero.

De ü = O y (iv) se deduce V0 = O, y por lo tanto q = 0. Utilizando la
ecuación de la energía se tiene fj constante e igual a cero. De las ecuaciones
constitutivas y (li) se obtiene 6 = 0. ü

Nota 5.1 Un conjunto de funciones, para materiales centro simétrico s e isó-
tropos, que verifican la hipótesis (v), sería

5rs + fJ,(olT0.,s + StgSjr)] [e~s - fcx], fctj(s) = My [e~S - fc2],

siendo ki, k-¿, k3 y k4 constantes y, X, n, k, l y a independientes de s, tales
que

H>0, 3A + 2¿í>0, fc>0, a > Q, \l\<3X + 2n + a.

Otro conjunto de funciones que verifican la hipótesis (v) sería

) = cl3crae~s, a(s] = a2e~s,
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Ms) = -&*j ln(s + ¿5), k3 - acijf(s) e~s,

siendo a y k5 > | constantes, f (s) una función tal que \f'(s) — f ( s ) \ < 1
para todo s y, ktj un tensor para el cual existe una constante e > O tal que
kijViVj > f.vlvl, para todo vector vl.

5.5 Un resultado de existencia de soluciones

En esta sección y la siguiente trabajaremos con el caso particular

u(x,í) = O, 0(x,í) = O, en dO0 x (-00, <i], (5.34)

de las condiciones de frontera (5.19).
Para lograr nuestro propósito utilizaremos la teoría de semigrupos de

operadores lineales, transformando el problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5.20)
en un problema de evolución abstracto en un espacio de Hubert adecuado.

Necesitaremos las siguiente hipótesis:

(i) La densidad es estrictamente positiva,

(ii) o(x, 0) es estrictamente positivo,

(iii) 36 > O tal que

í í
¡ Vu-c(x,oo) • VudV > ö l Vu-VudV,

Jilo Jtto

para todo u 6 [Co^o)]3,

(iv) 3¿2(s) > O tal que

/>
/ [Vu • c(x, s) • Vu + 2Í(x, s) • Vuö - a(x, s)02

Jn0

+ ̂ v . ¿(x, s) -v]dV> Í2(s) í [Vu • Vu + 02 + v • v]dV,
TO Jílg

(5.35)

para todo u, v 6 [C0°°(fio)]3 y todo 9 € C^fio),
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(v)

á(x, oo) = c(x, oo ) = Í(x, oo ) = k(x, oo) = k(x, oo) = 0. (5.36)

Nota 5.2 Las hipótesis (i)-(üi) son usuales en la termoelastidad y su inter-
pretación física es evidente. La hipótesis (iv) asegura el cumplimiento de la
segunda ley de la termodinámica y-, por último, la hipótesis (v) nos dice que
el material olvida los estados suficientemente lejanos en el tiempo.

Nota 5.3 Las hipótesis (iv) y (v) implican la existencia de una función
oi(s) > O tal que

- í [Vu • c(x, s) • Vu + 2Í(x, s) • Vu e - á(x, s)G2

Jfío

+ -Lv • k(x, s) • v]dV > 5i(s) í [Vu • Vu + 02 + v • v] dV, (5.37)
Jo Jü0

para todo u, v 6 [C0°°(fi0)]
3 y todo 9 e C70

00(n0), siendo 6i(s) = f^62(r)dT.

Nota 5.4 La nota 5.3, conjuntamente con la hipótesis (v), nos permiten
afirmar que c(s) > 0? k(s) > O y a(s) > 0.

Nota 5.5 La desigualdad (iv) puede verse también como una extensión na-
tural de las hipótesis que se establecen en [53, 54] y [28] para sendas teorías
de la termoelasticidad con memoria.

Consideremos un elemento de la forma

siendo v = ú, z(s) = u(í — s), a(s) — d(t — s ) , y el espacio funcional

X0 = {(u,v,0,z(s),a(s)) € C~(Q0) x C~(n0) x C0°°(Oo) x Tí1 x H2},

donde
U1 = {z € [C70°°([0, oo), W^(Ü0) n W/2'2(Q0))]3},

U2 = {a e CTQO, oo), W0
1>2(í]o) n ^2'2(00))}.
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Sea X el completado de XQ con la norma inducida por el producto escalar

{(Ui, VxA, Zl, «i), (U2, V2, $2, Z2, «2))

/•
= / { Vu: • c(oo) • Vu2 + pvi • v2 + a(Q)Oi62}dV

Jilo
f r°° í

- \ {[Vu1-Vz1(5)].c(S)-[Vu2-Vz2(5)]
Jn0 Jo l

i(s)Í(s) - [Vu2 - Vz2(s)] + a2(s)Í(s)

i(s) • k(s) • Va2(s)dsdV, (5.38)
-ÍQ

siendo

la historia sumada de a(s).

Nota 5.6 Pora wn t«5o posterior recordemos las siguientes propiedades que
se pueden verificar mediante un sencillo cálculo directo:

r\

— ̂ í(x,s) = ¥) í(x,s)>

r\

— ̂ (x, s) = yj(x, í) - <^(x, s),

o

—^(x, 5) = ^(x, s) - (p(x, t). (5.39)

Nota 5.7 J51/ producto escalar es definido positivo como consecuencia de las
hipótesis (i)-(iii) y la desigualdad (5.37).

Una vez definido el espacio funcional X en el que trabajar, para poder
transformar el problema definido por las ecuaciones (5.14)-(5.18), (5.34),
(5.20) en un problema de evolución abstracto es conveniente definir los ope-
radores:

Bu = -div (c(0) • Vu} , GO = —div {1(0)0} ,

i r r°° } i f í°° • }
Cz = -div <^ / c(s) • Vzds L Da = —div <^ / l(s)a(s) ds > ,

P Uo ) P Uo J
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Lu = - Vu, Mv = --1^1(0)- W,

1

0(0) '
x>

ä(s)a(s

Pz = - ï(s) • Vz(s) ds,

r-oo ^

1 'F"o -'o

o(0) Jo

i .. r /-°° i , , .
^rk(5)a(0)7o "v-y-v-/"-' ' a(0j

ü r/ rjí o\A.\J£J — """""" ^~~™ ̂  I o / »

Sea A el operador matricial definido por

/ O Id O O O \
B O G C D

A= L M N P Q
O O O R O

\ o o o o w r

donde Id es el operador identidad, con dominio

T>(A) = {u e X\Au e X, z(0) = u, a(0) = 9}.

Para posterior uso, es conveniente notar que

V(A) = {(u,v,0,z,a) € W2'2(00) n W¿'2(S70) x W¿'2(Í10) x

W2'2 n W0
1>2(00;) x ni x ñz I z(0) = u, a(0) =

es denso en X.
Por último, definimos

T = (O, p-1f, (a(Q)T0)~
lS, 0,0), w0 = (u0, v0, 00, z0, a0).

Ahora ya estamos en condiciones de escribir nuestro problema como un
problema de evolución abstracto en la forma:

di

Lema 5.3 El operador A satisface la desigualdad

(Au, u) < 0.

0 < í < í i . (5.40)

(5.41)
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Demostración. Si w G 'D(A), entonces

v.div{c(0)-Vu-l(0)0}W
Jfio

°°
n0 o
ft

- ¡ 0{à(0)0 + i(0)-Vu-l(0)-VvW
Jn0

 l J

- í í (ï(s) • Vz(s) 4- a(s)a(s)}0 dsdV
Ja0 Jo l J

r r°° r i
+ / / d ivj— k(s)-Va(5)}o(¿s^

,/íío^O ^0

r f°°
/ / [Vv + Vz(s)] • c(s) • [Vu -

Jna Jo

- a(s)l(s) • [Vu - Vz(*)

na o
°°

ilo JO

+ a(s)Í(s) - [Vv

a(s)a(s)á(s)dsdV
ilo o

—
Và(s) • k(s)

-í 0 Jilo Jo

Aplicando el teorema de la divergencia e integrando respecto a s por partes,
tenemos

I

1 f f°°
- ¡
2 Jíi0 Jo

°°r f°
-

Jilo Jo

1 f f°°
- - / / [Vu - Vz(s)] • c(s) • [Vu - Vz(s)]dsdV

2 Jü0 Jo
< O, (5-42)
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con lo cual queda demostrado el lema. D

Lema 5.4 El operador A satisface la condición

Rango(Id -A) = X. (5.43)

Demostración. Debido a la definición del operador AI la condición (5.43)
se satisface si el sistema:

u — v =u,

v - (Bu + G0 + Cz + Da) =v,

O - (Lu + Mv + NB + Pz + Qa) =0,

i — Rz =z,

a — Wa =a, (5.44)

tiene una solución (u, v, 0, z, a) € *D(A) si (u, v, è, z, à) € X.
De las dos últimas ecuaciones de (5.44) obtenemos

r r i
z ( s ) = e~s u+ / eTz(r)cÍT ,

I Jo J

r r i
=e^s \0+ eTa(r)dr ;

l Jo J
a(s) =e^s \0+ eTa(r)dr ; (5.45)

l Jo J

introduciendo la primera ecuación de (5.44) y (5.45) en la segunda y tercera
de (5.44) se tiene

donde

I f r°° }
F'u = u - -div \ c(0) - Vu + / e~sc(s) • Vu ds \,

P l ./o J

I f r°° . 1
G'0 = -div ^ 1(0)0 + / e-

sl(s)e ds \,
P l Jo )
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1 f f00 ï
L'n = -— r <^ 1(0) • Vu 4- 1(0) - Vu + / e-sï(s) - Vu ds \ ,

avuJ l Jo )

i r r00 i
M' e =0 + — - <^ 0(0)0 + / e-Äö(s)0 ds }

a(v) { J o J00 ie-—
o -to

i r f00 r r • ï i
g! = ü + v + -div 4 / / er~s { t(s) • Vz(r) - l(s)a(r) \ drds \ ,

P [Jo Jo L J J

-i /-oo rs f N
^2 =0 - -77^ / / eT~s i ï(«) • Vz(r) + a(s}a(r) } drdsa\y) Jo Jo L J

i i r r30 r* i i
+ ^Tl(O) • VÛ + —-div / / eT-s-k(S) - Va(r) drds .

a(Uj 0(oj IJ0 JQ IQ )

Sea {•, •)* un producto escalar en L2, convenientemente pesado, y consi-
deremos la forma bilineal

, 00, (u2, 02)] =M'(u1, 00

l + G'0!, L'U: + M'00, (u2,

Utilizando el teorema de la divergencia se tiene

u, 0), (u, 0)] = / pu-udV+ í Vu- (í e-sc(s)ds) • VudV
Jn0 JÍÏQ Jo

r r°°
+ 1 1 e-sa(s)02dsdV

Jilo JO

i r r°°
+ -L V0 • ( / e-sk(s)ds) • WdV. (5.47)

ÎQ J fío Jo

La nota 5.4 nos permite afirmar que B determina una norma equivalente
a la usual del espacio W¿'2(O0) x W^2(tt0).



124 Capítulo 5. Termoviscoelasticidad lineal

Ahora hemos de ver que (
Si y e W¿'2(O0), entonces

W 1¡2 x W l'2.

/ py-
Jilo

py-
i c r°° rs

-div^ / / eT-s{c(s)-Vz(r)
P ^ Jo Jo

-Í(s)&(T)}dTds\\dV

+
r- />oo f s

\ \ \ eT

Jilo Jo JO

-Í(s)a(r)}dTdsdV

< l lu + v|U

r r°° rs

+ 1 1 1 eT-sVyc(s)-Vz(T)dTdsdV
Jn0 J Q Jo

r roo rs
+ eT-sVyl(s)a(r)dTdsdV .

Jn0 Jo Jo

Como se verifica '.

Q roo

— í c(r}e Tdr = -c(s)e s,
os J s

mediante integración por partes se obtiene

/

CO t-S I>OO t-OO

c(s)e~s • / eTVz(r)drds = / esVz(<?) • / c(r)e'Tdrds.
Jo Jo J s

Análogamente

/

co rs roo i-oo

Í(s)e~s \ er&(r}drds = / esa(s) \ Í(r)e~rdrds.
Jo Jo Js

Utilizando las dos igualdades anteriores tenemos la estimación

(5.48)

(5.49)
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py • gidV <l |û + v||L2||y||wa>2(no)

r roo roo

+ es-TVyc(r)-Vz(s)dsdrdV
Jü0 Jo J s

r roo roo

+ es~rVy-Í(r)a(s)dsdrdV
Jü0 Jo J s

Por otra parte

/

OO 1*00

c(r)e~TdT = -c(s)e~s - / c(r}e~rdr < -c(s)e~s,
J s

donde la desigualdad es consecuencia de c(s) > 0. Como c(s) < O podemos
afirmar que

/

OO
c(r)e-T

.
c(s)e"

Entonces, utilizando esta última desigualdad, la de Cauchy-Schwarz y la
de la media aritmético-geométrica, podemos establecer la estimación

/ py-
Jilo

L 2 y w i , a ( n o )

+ 7; í Vy|c(oo)-c(0)|.VyoV
¿ J fio
j r roo

+ - Vz(s}-c(s)-Vz(s)dsdV
2 Jíi0 Jo

r roo roo

+ es-TVyl(r)a(s)dsdTdV
Jíl0 Jo J s

La desigualdad (5.37) nos permite afirmar

- í Vu • c(s) • ViidV > ci (s) \ Vu • VudV, d(s) > O,

í ä(s)62dV > ai (s) í 8*dV, o! (s) > O,
Jilo Jilo
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, A > 0 ,

siendo ||Í(x, s)|| = sup(/,j(x,s)/y(x, s))1/2. Por lo tanto

(5.50)

oo \ 1/2 / ,.00

ci(r)e-Tdr) I /
/ \J s

1/2

donde la última desigualdad es consecuencia de que ai(s) y ci(s) son fun-
ciones monótonas decrecientes.

Finalmente,

py • - + v||L2||y||wi,2(no)

\ í |Vyc(oo)-c(0)| .VydV
¿ J fio

1 f f°°
- I I Vz(s)-c(s)-Vz(s)dsdV
2 Ja0 Jo
x r r°°
- / Cl(s)VyVydsdV
¿ Jilo Jo

A f r°°
- i I al(s)àz(s)dsdV
2 Jíln JO

<oo. (5.51)

1 *?
De forma análoga se tiene que, si y E W0 ' , entonces
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a(0)yg2dV

1 r KO) l t/W + i

!|Vû||L2)
i l r r°°

l ä(s)&2(s)dsdV
¡o JQ

x r r°°
- / / c2(s)Vz(s) • Vz(s)dsdV
¿ Jíio Jo

í í a2(s)y2dsdV
Jilo J Q

y • koo • VydV

r r°° i
/ / ^rVa(s) • k(s) • Va(s)dsdV
Jn0Jo -*o

A

<oo. (5.52)

donde 02(5), 02(5) y A vienen dados de forma análoga a (5.50) pero a partir
de la hipótesis (iv) y koo = f™k(s)ds (ver [33]).

Por lo tanto, el teorema de Riesz implica que existe un único par (u, 6) €
W¿'2(O0) x Wo1>2(^o) solución de (5.46). Considerando la ecuación u — v = û,
es obvio que v € W¿' (ÍÍQ)-

Por último, nos falta comprobar (z, a) 6 H1 x H2 con lo cual el lema
estará probado.

De la cuarta ecuación de (5.44) se sigue

r r°°
I i Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV

Jüo JO
r r°°

= 1 1 [Vz(s) • c(s) • Vz(s) + Vz(s) - c(s) - Vz(s)] dsdV.
J fio Jo

Integrando por partes se obtiene
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oo

Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV
n0 Jo

i r r f°°
= - - / Vu • c(0) -VudV+ I Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV

2 J fin J fin Jo
1 r A00

- - / / Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV,
2 Jtl0 Jo

y como c(s) > O, entonces

r í°° ir
- / / Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV + - Vu • c(0)

J fin Jo ^ J fio
r roo

Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV.
fio JO

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la de la media aritmético-
geométrica llegamos a

r r30 r
- / / Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV < - / Vu • c(0) • Vu dV

J un Jo J Un

/

oo
Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV.

.
(5.53)

En virtud de la última ecuación de (5.44) llegamos a

/»oo r /• /»oo

f à(s)o2(s}dsdV < I à(Q)82dV + à(s)â2(s}dsdV. (5.54)
n0 ./o Jfi0 Jíï0 Jo

A partir de la última ecuación de (5.44) podemos escribir

Q
— Va = Va,
as

y deducimos
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k(s) • Vâ(s)dsdV

= - í í Vä(s) • k(s) • VödsdV
Jilo Jon0
1 f f°°

k(s) - Vá(s)dsdV

f r°
JÜ0 JO

k(s)

una vez que hemos utilizado las propiedades de la historia sumada y hemos
integrado por partes. Como k(s) > O, tras utilizar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la de la media aritmético-geométrica llegamos a

oo

Va(s) - k(s) • Va(s)dsdV
fio JO

ooI f f 0 0

< / / Vö(s) • k(s)
2^2 Jn0 Jo

/• /"OO

- - / / W • k(s)
2 J J

-elf¿f-l Jilo JO-firww'k(s)
Tomando e\ = 62 = 2, concluimos

i • k(s) • Va(s)dsdV

/

oo r r°°
Va(s) • k(s) - Va(s)dsdV - 2 / / W - k(s)

Jn0 Jo
(5.55)

De la desigualdad (5.37) se deduce
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a(s)l(s) • Vz(s)dsdV
n0 Jo

/» Í"OO /> />OO

< - / / Vz(s) • c(s) • Vz(s)dsdV + à(s)a?(s)dsdV. (5.56)
•/n0 Jo . Jïio Jo

Las desigualdades (5.53)-(5.56) nos permiten afirmar que (z, a) G ?Yl x
TÍ2, con lo cual el lema queda probado. D

Consecuencia de los dos lemas previos y del teorema de Hille-Yosida es el
siguiente resultado:

Teorema 5.5 Supongamos que

f e c°([o, t!], w¿'2(n0)) n c1 ([o, t^ L2(00)),
c r- í~<®(\(\ -t 1 ï/l/^'^íT) ^^ n f^(\(\ + ~\ r2/T) ^O t O QU, ÏiJ, WQ \\LQ)) í I U QU, ÏiJ, Iv ^l¿oJJ-

Entonces, para cualquier

(uo,v0,0o,z0,a:o) e ̂ (^

tina única solución para el problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5.20).

Nota 5.8 Como A genera un semigrupo de contracciones, tenemos la si-
guiente estimación para las soluciones:

2 1/2

<||(uo,vo,0o,z0 ,ao)| |+ W /</*+ ~ dV

n0

r1 í r
,ao)||+ / WJo (Jn0

desigualdad es un resultado de dependencia continua respecto de pará-
metros iniciales que ya había sido obtenida en [44]-

Nota 5.9 El teorema 5.5 conjuntamente con la anterior observación nos
permite afirmar que, en las hipótesis explicitadas (i) — (v), el problema (5.14)-
(5.18), (5.34), (5.20) de la termoelasticidad de materiales con memoria es
un problema bien planteado ya que admite una única solución que depende
continuamente de los parámetros iniciales y de las fuentes externas.
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5.6 Comportamiento asintótico de las solu-
ciones

Para demostrar la estabilidad asintótica de un semigrupo de contracciones
es suficiente comprobar (ver [21]) que las órbitas son preeompaetas y que
el operador no tiene ningún autovalor imaginario puro en £, el subespacio
cerrado generado por los elementos ui € T3(A) tales que (Au), ui) = 0.

Lema 5.5
A~lo = {o}.

Demostración. Hemos de comprobar que Au) = O implica LO = 0. Si
escribimos explícitamente el sistema tenemos

v = O, (5.57)

f f°° r - i l
div ^ c(0) • Vu - 1(0)0 + / c(s) • Vz(s) - l(s)a(s) I d s \ = O, (5.58)

I Jo L J J

div j— f* k(s) • Va(s)ds\ - 1(0) • Vv - Í(0) • Vu
l TO Jo J

-0(0)0 - r fï(s) • Vz(s) + a(s)a(s)] ds = O, (5.59)
Jo L J

-|-Z(s) = O, (5.60)
os

--j-a(s) = 0. (5.61)
as

De las dos últimas ecuaciones se deduce

z(s) = u, a(s) = 0,
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con lo cual el sistema (5.57)-(5.61) se reduce a

div (c(oo) • Vu - l(oo)0} = O, (5.62)

f 1 /*OO "%

div I — \ k(s) • Vdds \ = 0. (5.63)
l1oJo J

Multiplicando (5.63) por Q e integrando sobre fío se tiene

1 f f°°
— í I V0 • k(s) - VedsdV = 0.
-'O JÜQ Jo

Por consiguiente 0 = 0. Entonces, (5.62) se reduce a

div (c(oo) • Vu} = 0;

multiplicando por u e integrando sobre fío se obtiene

r
I Vu • c(oo) • VudV = O,

y por lo tanto u = O, con lo cual el lema queda demostrado. D

Lema 5.6 El operador A no tiene ningún valor propio imaginario puro en
el subespacio cerrado £.

Demostración. Hemos de ver que la ecuación Au> = i\u>, A € E, tiene
como única solución u = O en £.

Sabemos que (Auj,ui) — O ya que ui £ E. Entonces, como consecuencia
de (5.42) tenemos:

i r r°°
O = - — / / Vo(s) - k(s) • Va(s)dsdV

U <J ÍÏQ */ O

i r r°°
+ - I a(s)(a(s) - 0)2dsdV

2 Jüo Jo
r r°°

- í I (a(s} - &)l(s) • [Vu - Vz(s)}dsdV
Jíl0 Jo

i r í°°
- - / / [Vu - Vz(s)] • c(s) • [Vu - Vz(s}}dsdV. (5.64)

2 Jfi0 Jo
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Una consecuencia de (5.64) es que

1 f f00

- / / [Vu - Vz(s)] • c(s) • [Vu - Vz(s)]dsdV = 0. (5.65)
¿ Jü0Jo

Debido a las hipótesis se deduce que

Vu - Vz(s) = 0. (5.66)

Por otra parte, si resolvemos la penúltima ecuación del sistema Au> = i\u>
tenemos

z = e'tXsu, (5.67)

y por consiguiente (5.66) se puede escribir

Vu (1 - e~lXs) = O, (5.68)

que obliga a u = O si A =¿ 0.
Otra consecuencia de (5.64) es que

r roo

/ / a(s)(a(s}-6)2d$dV = Q. (5.69)
Jüo Jo

Resolviendo la última ecuación del sistema Au> = í Au;, podemos llegar a la
conclusión

O (1 - e~íAs) = O, (5.70)

de donde se deduce immediatamente 9 = O si A ̂  0. D

Lerna 5.7 Las órbitas son precompactas.
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Demostración. Definamos

z* € L°°(R+,W2'2(Qo)),a* e L°°(R+, VF2'2(f)0))},

y sea (u(í), v(í),0(í),z(í, s),a(í, s)) una solución que empieza en el punto
(u*,v*,0*,z*X) eM.

Entonces, para todo t 6 R+ , (u(í), v(í), 0(í), z(í, s), a(í, s)) e £>(.A) y

\\A(u(t),v(t),e(t),z(t,s),a(t,S))\\ < P(u',v*,o*,z*,a*)||,

ya que el semigrupo es disipativo.
En particular,

veC(E+,W¿'2(Q0)),

( r°° • ^
div{c(0)- Vu -1(0)0+ / [c(s)-Vz(s)-l(s)a(s)]ds\ e C(R+,L2(n0)),

^ Jo '

f i r° idiv<^ — / k(s) • Va(s)ds \ - 1(0) • Vv - 1(0) • Vu
(TO Jo )

C00 r.. T
-0(0)6»- / l(s) • Vz(s) + ä(s)a(s) ds e C(1+,L2(Í20)). (5.71)

«/o "• ^

Haciendo uso de un esquema de iteración de Picard [19] en (5.71) obte-
nemos la siguiente acotación:

< k ||Fu + GÔ + Cz + Da, Lu + Mv + N6 + Pz +

siendo fe una constante positiva. De aquí se sigue que u € C(R+, W0' (fio)),
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Utilizando el teorema de Rellich-Kondrachov [1], podemos concluir que
las órbitas con origen en M. son precompactas.

Por otra parte, «M es denso en X y además es cerrado [20]; por lo tanto,
toda órbita que empieza en un punto de X es precompacta. d

Como consecuencia de los lemas 5.6 y 5.7 podemos enunciar el teorema:

Teorema 5.6 Supongamos que (u(í), v(í), #(í), z(í, s), a(í, s)) es la solución
del problema (5.14)-(5.18), (5.34), (5-20) con ft = S = 0; entonces,

t-KX>

en la norma inducida por el producto escalar (5.38).
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Capítulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado las ecuaciones increméntales para ma-
teriales termoelásticos no acotados, obteniendo un resultado de existencia de
soluciones para el caso en que el tensor incrémental de elasticidades, DKijN,
es fuertemente elíptico. Algunos casos particulares en que esta hipótesis es
satisfecha son presentados. Este resultado es una extensión del obtenido
anteriormente en [55].

Posteriormente hemos considerado que nuestros materiales son, además,
porosos [57]. Para determinar el comportamiento de este tipo de materiales es
necesario introducir una nueva variable independiente, la fracción volúmica, y
una nueva ecuación de evolución. Una vez formulado el problema incremental
[37], se obtienen resultados de unicidad de soluciones para condiciones de
frontera mixtas, y de existencia de soluciones para condiciones de frontera
homogéneas.

El siguiente paso ha sido considerar que las ecuaciones constitutivas no
sólo dependen del estado actual del material, sino que también son fun-
cionales de sus estados pasados. Tanto en el caso de materiales porosos
viscoelásticos como en el de materiales termoelásticos, se han obtenido re-
sultados de unicidad, existencia y comportamiento asintótico de soluciones.

Resumiendo, podemos afirmar que los problemas de la termoelasticidad
incremental de materiales no acotados, de la termoelasticidad de materiales
porosos pretensionados, de la viscoelasticidad de materiales porosos y de la
termoelasticidad de materiales con memoria son problemas bien puestos, ya
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que admiten una única solución que depende continuamente de las fuentes
externas y de las condiciones iniciales.

6.2 Problemas abiertos
A continuación se enumeran sólo algunas de las cuestiones que han surgido
al realizar la presente memoria:

1. Comportamiento asintótico de las soluciones en los problemas incre-
méntales. Un posible camino a seguir sería la reducción de ecuaciones
en derivadas parciales a sistemas finito-dimensionales.

2. Tasa de decaimiento de las soluciones de los problemas viscoelásticos.
En trabajos recientes, Muñoz Rivera [52] y Liu & Zheng [47] han
obtenido decaimiento exponencial de las soluciones en algunos prob-
lemas más sencillos.

3. Estudio de las ecuaciones increméntales para materiales porosos visco-
elásticos con memoria. Las ecuaciones han sido planteadas, pero han
resultado ser poco manejables.

4. Estudio de las ecuaciones para materiales termoelásticos con memo-
ria sin simetría central. Los esfuerzos realizados para eliminar dicha
restricción han resultado infructuosos, hasta el momento.

5. Planteamiento de las ecuaciones increméntales para materiales termo-
elásticos con memoria. En este caso los problemas son de funda-
mentación; ni siquiera se tiene clara la existencia de funcionales como
la energía libre.

6. Dependencia de las soluciones respecto de las condiciones de frontera.
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