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DESCOMPOSICIÓN CON SOLAPAMIENTO

Memoria de Tesis Doctoral presentada por Josep Maria Rossell Garriga, para optar
al grado de Doctor en Mateḿaticas.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

1.1. Antecedentes Generales

A medida que los sistemas, en distintos dominios de la ingenierı́a y de las ciencias, han
ido adquiriendo mayor complejidad, el estudio de los denominadosSistemas de Gran Es-
cala (Large Scale Systems) ha ido intensifićandose, Michel y Miller, cf. [49], 1977,̌Siljak,
cf. [58], 1978. Con un objetivo global de estructurar y hacer más transparente su estu-
dio, disẽno y control, han ido emergiendo las nociones de subsistemas, interconexiones,
descomposición, descentralización o solapamiento, por citar sólo algunas.

El concepto de complejidad es usado de una manera muy amplia y a veces con subjetivas
connotaciones. En modelización y control de sistemas dicha complejidad viene determi-
nada fundamentalmente por tres caracterı́sticas, a saber, unaalta dimensionalidad, debido
a que los sistemas están formados por ḿultiples subsistemas con un buen número de en-
tradas y salidas, unainformacíon restringidasobre su comportamiento y control y la exis-
tencia deincertidumbres, que es lo mismo que afirmar que el sistema no puede ser descrito
mediante un modelo matemático perfecto o bien que existen en las señales de control del
sistema ciertas perturbaciones desconocidas. Por estas razones, el análisis y el control de
un sistema de gran escala no se puede abordar de la misma forma que un sistemade re-
ducidas dimensiones,Šiljak, cf. [58], en el ãno 1978; Sandell, Varaiya, Athans y Safonov,
cf. [55], tambíen en 1978; Bernussou y Titli, cf. [10], en 1982; Jamshidi, en el año 1983,
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14 Caṕıtulo 1. Introduccíon

cf. [35].

Estos factores han motivado el desarrollo y la aplicación de metodoloǵıas generales que
podemos clasificar b́asicamente en tres grandes grupos. Un primer grupo abarca las técni-
cas conocidas como dedescomposición. Puesto que la cantidad de cálculos computacio-
nales requeridos para resolver un problema de análisis y disẽno de un sistema crece enor-
memente a medida que su dimensión aumenta, puede resultar interesante descomponerlo
en subproblemas. Cada uno de ellos se resuelve por separado y se combinan las soluciones
obtenidas para el sistema inicial en su totalidad. Sin embargo, cada uno de estos subpro-
blemas no es independiente de los restantes, existiendo una cierta interrelación entre sus
soluciones. Debemos destacar a Bailey, 1966, cf. [5], como uno de los pioneros en el es-
tudio de sistemas interconectados dentro del marco general de los sistemas de gran escala,
a Himmemblau, 1973, cf. [20] y a Singh y Titli, cf. [66], en el año 1978.

Un segundo grupo se centra en los conceptos deaproximacíon y robustez. Este tipo de
tratamiento consiste en reducir, mediante algún procedimiento, la dimensión del modelo
inicial. Las incertidumbres pueden medirse estimando las diferencias entre elmodelo y el
sistema real. La solución obtenida a partir de un modelo aproximado debe ser lo suficien-
temente robusta como para proporcionar una solución al problema original ante posibles
perturbaciones, cf. [41], Lunze, 1992.

El tercer grupo hace referencia a las técnicas denominadas dedescentralizacíon, Himmel-
blau, en 1973, cf. [20]; Singh y Titli, en el año 1978, cf. [66]; Bakule y Lunze, 1988,
cf. [7]. Básicamente consisten en dividir el problema en subproblemas desacoplados, es
decir, sin tener en cuenta sus interconexiones. La diferencia entre los métodos de descom-
posicíon y de descentralización estriba en que en el primer caso existe una coordinación
entre las soluciones de cada subproblema, mientras que en el segundo caso se pretende re-
solver cada subproblema de forma independiente, incluso sin tener ningún conocimiento
sobre el comportamiento de los otros subsistemas ni tan siquiera un mı́nimo intercambio
de informacíon.

La descentralización, a su vez, está en conexíon con tres grandes aspectos, esto es, con
las leyes de control, con elmétodo de disẽno y con laimplementacíon. El primero de los
aspectos se refiere al control descentralizado de controladores, que consiste en varias es-
taciones de control independientes sin ningún intercambio de información entre ellas. El
segundo aspecto está relacionado con el diseño descentralizado, que consiste esencialmen-
te en separar el problema del diseño global en el disẽno de varios subproblemas de control.
Éstos se supone que estándébilmente acopladosy se resuelven independientemente con-
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siderando que el diseñador de cada controlador local conoceúnicamente el modelo del
subsistema correspondiente y, posiblemente, alguna interconexión. Sin embargo, no tiene
conocimiento de los modelos de los otros subsistemas. Por ejemplo, podemos considerar
sistemas que están distribuidos geográficamente con largas distancias entre los subsistemas
y los controladores locales. Otra motivación para este tipo de diseño viene del desarrollo
reciente de la microelectrónica lo que permite formular algoritmos de control distribuido,
donde el esfuerzo de cálculo es repartido en procesadores locales manteniendo una coor-
dinacíon a trav́es de canales de comunicación. Esta reducción de ćalculos se conoce como
computacíon distribuida, Gajić, 1993, cf. [15].

El tercer aspecto de la descentralización concierne a la implementación de las leyes de
control. Aqúı, descentralización equivale a decir que las diferentes partes del controlador
son implementadas por distintos componentes de hardware o de software. Estos tres as-
pectos de la descentralización se pueden combinar de todas las formas posibles. Ası́ por
ejemplo, se pueden diseñar leyes de control descentralizadas pero realizar el control del
sistema mediante uńunico procesador.

En una primeráepoca, el disẽno de controladores descentralizados se hacı́a consideran-
do el sistema como un todo, sin ninguna estructura, aunque actuando localmente sobre
él. Posteriormente, se desarrollaron métodos de descomposición, de manera quéestos se
consideraban estructurados en subsistemas con interconexiones. Dentro de este contexto
se han propuesto un buen número de estrategias de control descentralizado que tienen en
común el siguiente hecho: se considera que todos los controladores localesest́an formu-
lados por un mismo diseñador que conoce el modelo global del sistema, lo que equivale
a decir que conoce cada subsistema y el tipo de interconexiones entre ellos. Mientras que
las propiedades de los sistemas de control descentralizado se han investigado con bastante
profusíon en el marco de un diseño centralizado, los problemas asociados a la descentrali-
zacíon del proceso mismo de diseño lo han sido en menor medida.Ésto supone una de las
lı́neas ḿas prometedoras delárea de la teorı́a de control y sus aplicaciones.

Una de las motivaciones para el desarrollo de los sistemas de gran escala apartir de los
años setenta ha sido el interés por su aplicación pŕactica en distintaśareas. Destaquemos
entre otros, artı́culos iniciales sobre sistemas de regulación de tŕafico, Isaksen y Payne,
cf. [34], en 1973 y sobre la resolución de problemas de flujo de cargas eléctricas, Meda-
nić y Avramovíc, cf. [48], en 1975. Otros trabajos versan sobre temas socioeconómicos,
como por ejemplo los publicados por Aoki, cf. [4], en el año 1976. En 1978 aparecen
una serie de artı́culos relacionados con la energı́a eĺectrica, tales como un estudio sobre
sistemas interconectados de centrales eléctricas,Ćalovíc, Djorović y Šiljak, cf. [12], so-
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bre controlóptimo descentralizado de grandes centrales eléctricas, por Davison y Tripathi,
cf. [14] y relacionados con la generación y el control de energı́a eĺectrica, por Bakule,
cf. [6]. Ya en 1979, encontramos un estudio sobre sistemas de control múltiple publicado
por Šiljak, cf. [59]–[60] y otro concerniente a aplicaciones de sistemas de gran escala en
general, que es el contenido del libro de Singh y Titli, cf. [67]. Relativosal tratamien-
to, control y calidad de aguas puede citarse el trabajo de Jamshidi, cf. [35] en 1983. En
1984, West-Vukovich, Davison y Huges escriben sobre control descentralizado de gran-
des estructuras flexibles, cf. [70]. En esta misma lı́nea de las estructuras flexibles aparecen
art́ıculos publicados por̈Ozg̈uner, Khorami y Iftar en 1988, cf. [50]. En el mismo año
1988, Bakule y Lunze tratan el problema de la regulación de veh́ıculos, cf. [7]. En 1989,
aparece un libro de Joshi que versa también sobre el control de grandes estructuras flexi-
bles, cf. [36]. Un estudio de aplicación de t́ecnicas de descomposición a circuitos VLSI
lo realizan Sezer y̌Siljak en el ãno 1991, cf. [57]. Bakule y Rodellar publican un estudio
sobre control descentralizado y descomposición con solapamiento de sistemas mecánicos,
cf. [8]-[9], en el ãno 1995. En relación al control del tŕafico de veh́ıculos, en el ãno 1997,
aparece un artı́culo de Stankovíc, Stanojevíc y Šiljak, cf. [69]. Recientemente, trabajos de
Magãna y Rodellar sobre control descentralizado de puentes para reducir las vibraciones
inducidas por acciones dinámicas tales como terremotos, cf. [42]–[43].

Esta Tesis Doctoral se enmarca esencialmente en el grupo de métodos de descomposición
y de descentralización de sistemas de gran escala. La forma más utilizada de descom-
posicíon consiste en considerar el sistema global formado por subsistemas débilmente
acoplados. Modelos débilmente acoplados son los que resultan al descomponer el sistema
en subsistemas que presentan interconexiones con una influencia sobrela dinámica del
sistema menor que la que tiene la dinámica propia de cada subsistema. Sin embargo, en
muchos casos, las interconexiones tienen una influencia sobre el comportamiento global
del sistema que no puede despreciarse frente a la dinámica propia de cada subsistema. En
tal caso se habla de sistemasfuertemente acoplados. Una de las formas propuestas para la
descomposición de sistemas fuertemente acoplados es la conocida en la bibliografı́a como
overlappingy que hemos traducido porsolapamiento. El concepto de solapamiento en la
modelizacíon de sistemas de gran escala fue propuesto por Ikeda yŠiljak en 1980, cf. [26],
como comentaremos ḿas adelante. Consiste en modelar el sistema formado por subsiste-
mas que se encuentran solapados, es decir, que comparten algunas de sus componentes. A
través de transformaciones apropiadas, un sistema fuertemente acoplado consolapamiento
puede representarse mediante un sistema equivalente pero ahora acoplado d́ebilmente. So-
breéste, pueden utilizarse las técnicas para el análisis y el control de sistemas débilmente
acoplados que son conocidas y están perfectamente desarrolladas.

Los métodos de descomposición con solapamiento han tenido y tienen una vertiente de
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aplicacíon pŕactica. En este sentido, podemos citar artı́culos que han ido apareciendo a lo
largo de estos ãnos, como por ejemplo, relativos a modelos reales de sistemas mecánicos,
cf. [61], sobre control de sistemas eléctricos y estabilidad transitoria, cf. [74], relacionados
con el tratamiento de aguas, cf. [35], problemas sobre la estabilidad y complejidad de
modelos de ecosistemas, cf. [47] o que tratan del control y regulación de veh́ıculos, cf. [7],
[34], [40] ó [69], por recordar solamente algunos. Otro interés radica en aplicar técnicas
de solapamiento en problemas computacionales cuando se consideran sistemas de gran
escala, es decir, tratar de reducir el número de ćalculos, el tiempo y la memoria requerida al
efectuar operaciones numéricas sobre sistemas de estas caracterı́sticas. Con esta intención,
se conocen resultados, por ejemplo, en la resolución de sistemas lineales y no lineales de
ecuaciones algebraicas,Šiljak y Zěcevíc, cf. [63] y cf. [64].

1.2. Antecedentes sobre Descomposición de Sistemas con Sola-
pamiento

Dejamos a un lado este breve repaso histórico sobre publicaciones relativas a los sistemas
de gran escala en general, para seguir el hilo conductor de los trabajosque han estado ḿas
ı́ntimamente relacionados con el tema de esta tesis. Nuestro estudio parte del concepto de
descomposición con solapamientoque fue introducido por Ikeda y̌Siljak en 1980, en un
art́ıculo tituladoOverlapping Decompositions, Expansions and Contractions of Dynamic
Systems, cf. [26]. En dicho trabajo se da la estructura matemática sobre la cual lainclusión,
expansíon y contraccíon de un sistema puede utilizarse para generar apropiadas descom-
posiciones con solapamiento. Se define, pues, el llamadoPrincipio de Inclusíon. El inteŕes
de su aplicacíon reside en que muchos mecanismos poseen subsistemas compartidos. Esto
nos ofrece la posibilidad, y en algunos casos la absoluta necesidad, de construir contro-
ladores descentralizados. El estudio sobre sistemas interconectados, que va a ser de gran
utilidad de ahora en adelante, es tratado por diversos especialistas. Podemos citar, entre
otros, art́ıculos de Yasuda, Hikata y Hirai, como por ejemplo,On Decentrally Optimizable
Interconnected Systems, cf. [72], del ãno 1980.

En 1981, Ikeda,̌Siljak y White, enDecentralized Control with Overlapping Informations
Sets, cf. [30], exponen los pasos a seguir para realizar un control descentralizado de un
sistema lineal con subsistemas solapados. En este caso, solamente se tiene encuenta la
expansíon del espacio de estado. Se trata también el tema del controĺoptimo y de la su-
boptimalidad de las leyes de control obtenidas en el espacio expandido al ser contráıdas e
implementadas en el sistema inicial.
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A los pocos meses, y dentro del año 1981, nuevamente Ikeda yŠiljak publicanGenera-
lized Decompositions of Dynamic Systems and Vector Lyapunov Functions, cf. [27], en
donde se define el Principio de Inclusión para sistemas no lineales. Se trata el problema de
la estabilidad de los sistemas expandidos y se demuestra como dicha estabilidad implica la
del sistema original. Por otra parte, y mediante algún ejemplo, se observa como la descom-
posicíon con solapamiento puede lograr la estabilidad de un sistema cuando las técnicas
de descomposición disjunta no son efectivas. Es, por lo tanto, un avance en el campo de la
estabilidad, cuando los ḿetodos aplicados hasta entonces no resultaban efectivos.

Casi paralelamente a la aparición de estas nuevas técnicas que proporciona el Principio de
Inclusión, otros cient́ıficos como Geromel y Bernussou, enOptimal Decentralized Control
of Dynamic Systems, en el ãno 1982, cf. [19], tratan problemas relacionados con el con-
trol descentralizado, controlóptimo y estabilidad. Estos estudios servirán, posteriormente,
para ser aplicados en el nuevo marco que Ikeda yŠiljak hab́ıan propuesto. Estos mismos
autores, en estáepoca, trabajan en temas afines. Ası́ podemos encontrar en su artı́culo
When is a Linear Decentralized Control Optimal? Analysis and Optimization of Systems,
cf. [28], un estudio sobre controlóptimo en sistemas lineales descentralizados, lo cual nos
refleja la preocupación existente por el tema de la optimización ya por aquellos ãnos.

A mediados de 1983, Ikeda,Šiljak y Yasuda, publicanOptimality of Decentralized Control
for Large-Scale Systems, cf. [33], en donde se propone un controlóptimo descentraliza-
do para la estabilización de sistemas de gran escala interconectados. Además, se estudia
como la optimalidad del control descentralizado se preserva bajo perturbaciones en las
interconexiones de los subsistemas.

De la misma manera como la definición del Principio de Inclusión se extendió de los sis-
temas lineales a los no lineales, en 1984 se introduce el mismo principio para los sistemas
lineales variables con el tiempo. Ası́ pues, el tema del artı́culoOverlapping Decentralized
Control of Linear Time-Varying Systemsescrito por Ikeda,̌Siljak y White, cf. [32], versa
sobre la aplicación de los esquemas de expansión-contraccíon en el disẽno de controlado-
res descentralizados para sistemas solapados y variables con el tiempo. Aqúı se utiliza el
concepto de suboptimalidad para evaluar el resultado del diseño. Podemos decir que en
este trabajo se siguen los mismos pasos que enDecentralized Control with Overlapping
Informations Sets, cf. [30], comentado anteriormente, para este otro tipo de sistemas linea-
les. De esta forma, el Principio de Inclusión se va extendiendo a otros tipos de sistemas.

Todav́ıa en 1984, aparece un nuevo artı́culo de los mismos autores, Ikeda,Šiljak y Whi-
te, tituladoAn Inclusion Principle for Dynamic Systems, cf. [31], en donde se profundiza
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mucho ḿas en las consecuencias que se derivan del Principio de Inclusión y se realiza
un estudio detallado de su aspecto matemático y, aunque śolo se tratan sistemas lineales
y constantes, los resultados pueden aplicarse también a los sistemas no lineales, varia-
bles con el tiempo y estocásticos. Se da, además, un enfoque geoḿetrico y algebraico del
Principio de Inclusíon. Al mismo tiempo, se caracterizan las denominadasrestricciones
y agregacionescomo casos particulares de expansiones. Recordemos que el conceptode
agregacíon era conocido anteriormente y fue introducido por Aoki y publicado en el libro
Optimization Methods for Large-Scale Systems with Applications, cf. [3], en 1971.

Otros cient́ıficos como Martynyuk, habida cuenta de la importancia y efectividad del Prin-
cipio de Inclusíon, realizan estudios para ver de que manera puede aplicarse a los sistemas
dinámicos ḿas habituales. De esta forma apareceThe Inclusion Principle for Standard
Systems, cf. [45], en 1984.

Entrado el ãno 1985, tal y como comentaremos en el apartadoMotivaci ón y Objetivos de
la Tesis, aparece un artı́culo de Malinowski y Singh bajo el tı́tulo Controllability and Ob-
servability of Expanded Systems with Overlapping Decompositions, cf. [44], donde des-
pués de estudiar con detenimiento lacontrolabilidady la observabilidadde los sistemas
expandidos en algunos casos particulares, detectaban una gran diferencia de resultados y
verificacíon de propiedades si se utilizan unas u otras matrices denominadascomplemen-
tarias y notadas porM, N y L. Al final, dejaban una importante cuestión por responder:
¿ćomo se podŕıan escoger estas matrices complementarias de manera que se obtuvieran
mayores “ventajas” a la hora de expandir-contraer un sistema? Evidentemente, en este
art́ıculo se continuaba trabajando con las matrices complementarias habituales hasta aquel
entonces, pero ya se apuntaba la necesidad de encontrar otras expansiones distintas de las
usualmente utilizadas, es decir, las restricciones y las agregaciones.

Estamos en 1986. Aparece una nueva versión del Principio de Inclusión, esta vez para los
sistemas lineales discretos. Teniendo aŠiljak como personaje central y compartiendo el
trabajo con Hoďzic, se publicaDecentralized Estimation and Control with Overlapping
Information Sets, cf. [21], art́ıculo en el cual se trata el tema de la expansión-contraccíon
para este tipo de sistemas.

Un avance en la teorı́a del control descentralizado con solapamiento se da al ampliar el
Principio de Inclusíon no śolo a la expansión del espacio de estado sino también a los
espacios de entrada y salida. Este trabajo realizado por Ikeda yŠiljak aparecío bajo el
tı́tulo Overlapping Decentralized Control with Input, State and Output Inclusion, cf. [29],
en 1986. El objetivo no era otro que el de proporcionar una mayor flexibilidad a la hora
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de efectuar un control descentralizado yésto se refleja en un ejemplo ilustrativo en donde
se resuelve un problema de controlóptimo relacionado con el movimiento de vehı́culos
circulando en hilera a grandes velocidades. Dicho problema habı́a sido tratado por Le-
vine y Athans, en 1966, en su artı́culo On the Optimal Error Regulation of a String of
Moving Vehicles, cf. [40]. A pesar de dar una mayor generalidad al proceso de expansión-
contraccíon, nuevamente los autores se limitan a usar el concepto de restricción en sus
aplicaciones y en las conclusiones que cierran el artı́culo apuntan la necesidad -de forma
parecida a como lo hiciera Malinowski y Singh- de buscar otras expansiones distintas de
las utilizadas hasta el momento. Observamos pues que, teóricamente, el Principio de In-
clusión era muy general, pero en la práctica las matrices usadas habitualmente se limitaban
a expansiones del tipo restricción o agregación.

Otros autores que ya habı́an tratado este tema, como Martynyuk en 1984, publican en 1986
nuevos resultados. Por ejemplo, enExpansion of the State Space of Dynamic Systems and
Stability Problems, cf. [46], encontramos un estudio sobre la estabilidad de los sistemas
expandidos considerandoúnicamente expansión del espacio de estado. Seguramente coin-
cidieron en el tiempo con los trabajos de Ikeda yŠiljak, cf. [29], ya comentados anterior-
mente, con lo cual Martynyuk no tuvo en cuenta la expansión del espacio de entrada ni de
salida en sus investigaciones.

Una buena cantidad de artı́culos aparecen durante esta década. Como era de esperar, la
eficacia de los ḿetodos introducidos son utilizados en diversas disciplinas para tratar de
resolver una serie de problemas que por aquel entonces tenı́an dif́ıcil solución. Yousuff
conjuntamente con Ikeda publicanOverlapping Decomposition and Expansion of Mecha-
nical Systems, en 1988, cf. [73], en donde se pone de manifiesto la utilidad de las técnicas
desarrolladas cuando son aplicadas a cierto tipo de sistemas mecánicos.

Una versíon particular del Principio de Inclusión definida solamente para expansiones del
espacio de estado y de entrada aparece en 1990. Este nuevo conceptose bautiza con el
nombre deextensíon. La ventaja radica en que, bajo este principio, cualquier ley de control
disẽnada en elespacio extendidopuede ser siempre contraı́da al sistema inicial. Se estudia
tambíen la repercusión que sufre la función de coste en el sistema ampliado y su relación
con la funcíon de coste asociada al sistema original. Todo ello se encuentra en un artı́culo
publicado por Iftar yÖzg̈uner,Contractible Controller Design and Optimal Control with
State and Input Inclusion, cf. [25], en 1990.

Siguiendo la ĺınea iniciada por Iftar ÿOzg̈uner, el primero publica, en 1993, un trabajo
tituladoOverlapping Decentralized Dynamic Optimal Control, cf. [23]. Enél se encuen-
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tran definidas las extensiones ya noúnicamente para los espacios de estado y entrada,
sino tambíen para el de salida. Se repasan los conceptos sobre la contractibilidad,control
óptimo para sistemas descentralizados con y sin solapamiento y funciones de coste, todo
ello dentro del marco de las extensiones. Como es habitual, se ofrecen ejemplos ilustrati-
vos en donde se aprecian las ventajas conseguidas al trabajar con extensiones en lugar de
expansiones.

Otro art́ıculo importante aparece en estaépoca. Se trata deDecentralized Estimation and
Control with Overlapping Input, State and Output Decomposition, publicado por Iftar en
1993, cf. [22]. Enél podemos encontrar el mismo principio pero ahora generalizado al
espacio de estado, de entrada y salida.

Saltamos al ãno 1995, cuando Bakule y Rodellar enDecentralized Control and Overlap-
ping Decomposition of Mechanical Systems. Part 1: System Decomposition, cf. [8], y en
Decentralized Control and Overlapping Decomposition of Mechanical Systems. Part 2:
Decentralized Stabilization, cf. [9], mejoran el concepto de extensión-disextensíon para
sistemas mećanicos descritos por matrices de segundo orden. En estos dos artı́culos se
dan condiciones necesarias y suficientes para las extensiones y controladores contractibles
basadas en el espacio de estado del sistema mecánico propuesto. En la parte 2, se trata
el problema de la estabilidad de las leyes de control en el espacio extendidoy se ofre-
cen ejemplos en los que se comparan distintos controles descentralizados y se analizan las
ventajas e inconvenientes en cada situación.

A pesar de ser un tipo de sistema que no tratamos en esta Tesis Doctoral, cabesẽnalar que
el Principio de Inclusíon ha sido definido también para sistemas estocásticos. Aśı, en 1996
Stankovíc, Chen yŠiljak, despúes de un congreso mundial celebrado en San Francisco
publicanStochastic Inclusion Principle Applied to Decentralized Overlapping Suboptimal
LQG Control, cf. [68]. En este trabajo, se tiene en cuenta la expansión del espacio de
estado, de entrada y de salida, pero queda restringido a las expansiones del tipo restriccíon
o bien agregación. En el mismo ãno 1996,Šiljak presenta enDecentralized Control and
Computations: Status and Prospects, cf. [62], una revisíon del pasado y presente en el
área de control descentralizado de sistemas de gran escala con interconexiones, poniendo
especial atención a los problemas relacionados con la dimensionalidad e incerteza de los
sistemas. Otro punto de interés tratado es el relacionado con la descomposición de un
sistema de gran escala.

Recientemente, en 1997, encontramos artı́culos donde se siguen aplicando las técnicas
que nos proporciona el marco matemático del Principio de Inclusión. Aśı por ejemplo,
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en Decentralized Suboptimal LQ Control of a Platoon of Vehicles, cf. [69], Stankovíc,
Stanojevíc y Šiljak usan tales ḿetodos con el fin de lograr el control de un hipotético
segmento de vehı́culos circulando en hilera.

Nuestra aportación al tema la podemos encontrar enEl Principio de Inclusíon Generaliza-
do: Nuevas Posibilidades de Expansión, presentado en el “Meeting on Matrix Analysis and
Applications”, cf. [52], en 1997 en Sevilla, que fue la continuación de otra comunicación
precedente, concretamenteSoluciones a la Primera Ecuación del Principio de Inclusíon
Generalizado, correspondiente al “Meeting on Matrix Analysis and Applications”, cele-
brado en Vitoria en el ãno 1994, cf. [53]. En ambos congresos se ofrecı́an algunos de los
resultados contenidos en esta tesis. Porúltimo, decir que hemos presentado un artı́culo bajo
el t́ıtulo Characterization of Expansion-Contraction Matrices in Overlapping Decomposi-
tions of Dynamic Systemspara su aprobación en el “1998 IEEE Conference on Decision
and Control”, que está previsto que se celebre en Tampa, Florida, en el mes de Diciembre,
cf. [51].

1.3. Motivación y Objetivos de la Tesis

Motivaci ón:

El Principio de Inclusíon exige que se verifiquen unas ciertas condiciones matriciales que,
aunque son muy generales, no dejan de ser restrictivas en la práctica.Ésto se traduce en
que a la hora de realizar cualquier expansión y ante la necesidad de que se cumpla dicho
principio, las matrices a elegir queden reducidas a unos pocos casos concretos. Por todo
ello, si el control descentralizado realizado con estas matrices no cumple los requerimien-
tos deseados, estas técnicas pueden dejar de ser efectivas.

Ikeda yŠiljak enGeneralized Decompositions of Dynamic Systems and Vector Lyapunov
Functions, en 1981, cf. [27], dicen textualmente:“Our ability to use generalized decompo-
sitions depends crucially on the choice of the transformation matrix V and, subsequently,
the generalized inverse U and the complementary matrix M”. En este caso solamente se
hace referencia a la matriz complementariaM y no a las matricesN y L (de las que habla-
remos ḿas adelante) por cuanto las expansiones se efectúan con sistemas sin entradas ni
salidas, es decir, del tipoS : ẋ= Ax. Mediante un ejemplo, se demuestra como al conside-
rar distintas matricesV y M se obtienen espacios expandidos también distintos, en donde
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las interconexiones de los subsistemas son esencialmente diferentes. Todoello lo resumen
diciendo:“How to use this fact as a recipe in more general cases, is an objective of the
future research”.

En este mismo sentido, en el trabajo de Malinowski y SinghControllability and Observa-
bility of Expanded Systems with Overlapping Decompositions, cf. [44], del ãno 1985, se
apuntaba la necesidad de investigar otras posibles matrices de expansión que no fueran las
que habitualmente se utilizaban. Revisando publicaciones posteriores, y hasta donde llega
nuestro conocimiento, constatamos que este problema continuaba abierto y que se segúıan
utilizando las matrices complementarias más usuales. Por ello, creı́mos que pod́ıa ser inte-
resante estudiar lo que se escondı́a tras el Principio de Inclusión en cuanto a su estructura
matricial se refiere. Después de repasar minuciosamente el entorno relacionado con dicho
principio y a partir de unos cambios de base que se comentarán ḿas adelante, se obtiene
la estructura de las matrices que intervienen en el proceso de expansión-contraccíon y se
pueden clasificar, de alguna forma, las posibles expansiones de un sistema. Con ello queda
resuelta la cuestión que Malinowski y Singh plantearon.

Para dar una idea del mecanismo seguido a la hora de realizar un control descentralizado
y centrar lo que serán losObjetivos de la Tesis, supongamos un sistema linealS que
representa el modelo objeto de estudio. Supongamos además que se trata de un sistema
de gran escala compuesto pors subsistemas. SeanA, B y C las matrices de estado, de
entrada y de salida deS, respectivamente. Entonces, el mecanismo utilizado para aplicar
las t́ecnicas de control descentralizado mediante descomposición con solapamiento, puede
esquematizarse de la siguiente manera:

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(1)

−−−−−−−→

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃

x




(4)





y
(2)

S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i
(3)

←−−−−−−−

S̃i : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃCx̃+ B̃Cũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i
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Veamos en que consisten cada uno de estos pasos.

En el paso (1),

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(1)

−−−−−−−→

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃

se expande el sistemaS a un nuevo sistemãS llamadosistema expandido, de manera que
dicho proceso cumpla una serie de requisitos, es decir, esté bajo las condiciones del que
denominaremosPrincipio de Inclusíon Generalizado. Aśı pues, (1) nos proporciona un
sistemãSque es de mayor dimensión y con la particularidad de que aparece descompuesto
ens subsistemas que pueden compartir algunas de sus variables.

En (2),
S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃






y

(2)

S̃i : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃCx̃+ B̃Cũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i

el sistema expandido es tratado como un sistema interconectado, formado pors subsiste-
mas disjuntos. En realidad el paso (2) no aporta ninguna novedad conceptual puesto que
los sistemas̃S y S̃i son id́enticos, pero nos permite observar el sistemaS̃ de una forma
más ventajosa de cara a realizar un control descentralizado. Las matricesÃD y B̃D son
matrices diagonales por bloques y las matricesÃC y B̃C son las denominadasmatrices de
interconexíon.

En el paso (3),

S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i
(3)

←−−−−−−−

S̃i : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃCx̃+ B̃Cũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i

supondremos que las matrices de interconexión ÃC = 0 y B̃C = 0. De esta forma obtenemos
un sistemaexpandido desacopladõSD , en donde se diseñan las leyes de control. Para ello
se utilizan todas las técnicas de control descentralizado disponibles.
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Finalmente, en el paso (4),
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
x







(4)

S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i

las leyes de control obtenidas para el sistemaS̃D soncontráıdas-siempre que sea posible-
para ser implementadas en el sistema inicialS, todo ello bajo las condiciones del Princi-
pio de Inclusíon Generalizado. El esquema hasta aquı́ presentado sigue los mecanismos
habituales.

Con el objetivo de conseguir otros sistemas expandidosS̃ con mayores ventajas de cara
al disẽno de leyes de control descentralizadas, consideramos en este trabajo dos pasos
adicionales. Estos dos nuevos pasos modifican el esquema anterior de la siguiente forma:

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(1)

−−−−−−−→

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃






y

(a)

˜̄S : ˙̃̄x = ˜̄A ˜̄x+ ˜̄B ˜̄u

˜̄y = ˜̄C ˜̄x
x







(4)







y

(b)

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃






y

(c)

S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i
(3)

←−−−−−−−

S̃i : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃCx̃+ B̃Cũ

ỹ =
s

∑
i=1

C̃i x̃i
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En (a) se consideran unos cambios de base en los espacios de estado, de entrada y de salida
del sistemãS, lo cual siempre es posible por ser el Principio de Inclusión Generalizado
independiente de la base escogida. De esta manera se obtiene un nuevo sistema ˜̄S el cual
posee unas caracterı́sticas muy especiales. Ḿas concretamente, las matrices que definen
la expansíon del sistemã̄S poseen bloques matriciales nulos de gran tamaño. Ésto facilita
el estudio de la estructura de las matrices que intervienen en este proceso tal y como se
veŕa a lo largo de la tesis. Una vez estudiadas las propiedades que son de interés en el
sistema˜̄S regresamos de nuevo aS̃ mediante el paso (b) para seguir trabajando con las
bases iniciales. Los pasos (a), (b) y (c) equivalen al paso (2) del esquema anterior. A partir
de aqúı seguimos con (3) y (4) del primer esquema.

Una vez comentados los antecedentes del control descentralizado e indicado nuestro punto
de partida, pasamos a concretar los objetivos de esta tesis.

Objetivos:

El objetivo global consiste en obtener la estructura de las matrices complementarias que
intervienen en todo proceso de expansión-contraccíon de un sistema lineal, junto con las
propiedades que dichas matrices deben verificar. Además, y tambíen en t́erminos de ma-
trices complementarias, se trata de caracterizar la contractibilidad de una ley de control
con la finalidad de disponer en la práctica de un conjunto de matrices complementarias de
fácil eleccíon, lo que representa una gran ventaja para el diseñador. De forma particular,
se contempla el caso de una ley de controlóptimo lineal cuadŕatico.

Con el fin de alcanzar estos objetivos centramos la tesis en los siguientes puntos:

• Recopilar los principales resultados sobre el Principio de Inclusión, consecuencias y
aplicaciones ası́ como conceptos relacionados con el mismo: funciones de coste, subopti-
malidad, control descentralizado, solapamiento, contractibilidad, etc.

• Estudiar y caracterizar la estructura de las matrices que intervienen en cualquier pro-
ceso de expansión-contraccíon. Aplicar los resultados anteriores para obtener condiciones
suficientes para la expansión de un sistema, incluida la función de coste, y ver cuando una
ley de control es contraı́ble.
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• Determinar la forma matricial de las restricciones y agregaciones como los doscasos
particulares ḿas usuales de expansión-contraccíon.

• Obtener sistemas expandidos particulares y ofrecer un estudio detallado de su estabili-
dad, controlabilidad y observabilidad, entre otras propiedades.

• Estudiar y clasificar los tipos de expansión-contraccíon disponibles en la práctica.

• Ofrecer un ejemplo ilustrativo en donde se observen algunas de las ventajas obtenidas
al elegir ciertas matrices complementarias obtenidas en esta tesis y ser aplicadas posterior-
mente en un proceso de expansión-contraccíon.

1.4. Contenido de la Tesis

Esta Tesis Doctoral se ha estructurado en seis capı́tulos. Pasamos a resumir escuetamente
el contenido de cada uno de ellos.

En el Caṕıtulo 2 se define en primera instancia el Principio de Inclusión y se repasan las
principales definiciones, propiedades y conceptos que se utilizarán a lo largo del trabajo.
Aqúı se sintetiza, en buena medida, lo que se ha publicado hasta este momento y quenos
sirve como punto de partida. Se tratan temas relacionados con la expansión-contraccíon
de sistemas, restricciones, agregaciones, funciones de coste, contractibilidad, descomposi-
ción con solapamiento, control descentralizado o suboptimalidad, entre otros. Cabe sẽnalar
que en este capı́tulo se han uniformado notaciones, se han extraı́do los resultados ḿas im-
portantes y se ha recapitulado lo que era de mayor interés para nuestros propósitos.

En el Caṕıtulo 3 empieza la parte teórica, principal e ińedita de la tesis. Veremos como,
mediante unos cambios de base adecuados, se obtienen unas matrices menoscomplejas, es
decir, formadas por submatrices con un buen número de filas y columnas nulas. Todo ello
nos permite estudiar y descubrir la estructura de las matrices que intervienenen cualquier
proceso de expansión-contraccíon de un sistema. Una vez determinada dicha estructura
procedemos a deshacer los cambios de base efectuados. A partir de estemomento, se
enuncian y se demuestran los teoremas vistos en el capı́tulo anterior pero ahora con una
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mayor simplicidad matricial a la hora de escoger las matrices que deben de cumplirlas
condiciones impuestas por el Principio de Inclusión. Se trata también el tema del control
óptimo y de la contractibilidad de una ley de control.

Siguiendo en la lı́nea del caṕıtulo anterior, el Caṕıtulo 4 se centra en el estudio de los dos
casos particulares ḿas utilizados a la hora de expandir-contraer un sistema: las restriccio-
nes y las agregaciones. En primer lugar se determina la estructura matricial de estas formas
de expansíon y posteriormente se detalla laestabilidad, controlabilidady observabilidad
de los sistemas expandidos en ambas situaciones, entre otras propiedades.

Otro punto realmente importante consiste en caracterizar las matrices complementarias.
Se demuestra como en la práctica disponemos de dos grandes tipos de expansiones, den-
tro de los cuales están incluidas las restricciones y las agregaciones. Como resultado de
este estudio quedan delimitadas, de alguna manera, las posibles elecciones de las matri-
ces complementarias. Todo ello proporciona nuevas matrices probablementeno utilizadas
hasta el momento pero que pueden ser de gran interés en funcíon del tipo de control que
se pretenda efectuar.

En el Caṕıtulo 5 se presenta un ejemplo ilustrativo en donde se aplican las técnicas de
control descentralizado seguidas porŠiljak y colaboradores y que convendremos en deno-
minar “habituales” y las que hemos venido desarrollando en esta tesis, haciendo especial
hincapíe en las ventajas conseguidas si expandimos de una determinada forma. Este ejem-
plo tambíen nos sirve para revisar y aplicar lo que se ha visto teóricamente en los capı́tulos
precedentes.

El Caṕıtulo 6 est́a destinado a resumir lo que se ha tratado a lo largo del trabajo. También se
dedican unos comentarios sobre las posibles consecuencias y aplicaciones de este estudio.
Además de plantear una serie de cuestiones que han ido surgiendo, se perfilan las futuras
lı́neas de investigación que pueden derivarse de los resultados obtenidos. Se concluye la
tesis con una bibliografı́a de referencia.



Caṕıtulo 2

El Principio de Inclusi ón

2.1. Introducción

Supongamos un sistema formado por una colección de subsistemas. Es fácil pensar que
dichos subsistemas puedan tener partes en común, es decir, que exista un cierto solapa-
miento. Un sistema con subsistemas solapados se puede expandir, obteniéndose un nuevo
sistema ḿas amplio donde los subsistemas sean disjuntos. Entonces es posible diseñar en
el espacio expandido leyes de control descentralizadas para cada subsistema usando las
técnicas habituales en estos casos. Este tipo de control recibe el nombre de control descen-
tralizado. Una vez disẽnadas las leyes de control para cada una de las partes, pueden ser
contráıdas e implementadas en el sistema original. Tratando con sistemas de gran escala
probablemente sea más conveniente construir controladores descentralizados antes que in-
tentar crear un macrocontrolador global. En muchas ocasiones, quizás seáesta laúnica v́ıa
posible.

Las t́ecnicas de descomposición juegan un papel primordial en el tratamiento de sistemas
de gran escala. Los controladores locales proporcionan información de cada subsistema y
ésta, a su vez, puede ser utilizada para controlar el sistema en su totalidad.Evidentemente,
la forma de escoger los subsistemas es importante aunque a menudo estemos limitados
por las condiciones fı́sicas de la planta. Por todo ello y ante distintas opciones, debere-
mos estudiar si una mayor simplicidad de cálculos -como resultado de una partición en el

29
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sistema- nos facilita el control o es más conveniente abordar el problema por otras vı́as.
Aqúı trataremos fundamentalmente las cuestiones más téoricas del control y no entrare-
mos en profundidad en su puesta en práctica puesto que, entre otras razones, cada modelo
conlleva una probleḿatica diferente y debe ser estudiado de forma particular.

En ocasiones, al efectuar los análisis de estabilidad y controlabilidad de un modelo corres-
pondiente a un sistema de gran escala donde las particiones se han realizado con el fin
de simplificar ćalculos, la descomposición con solapamiento aporta una solución cuando
las t́ecnicas de descomposición disjunta no son efectivas (pueden encontrarse ejemplos
en “Closed-loop Balanced Realizations in the Analysis of Suboptimality and Stabilityof
Decentralized Systems”, Iftar y Özg̈uner, 1984, cf. [24], entre otros).

Todas estas ideas descansan bajo una estructura matemática que se conoce con el nombre
de Principio de Inclusión. Fue en el ãno 1980 cuando Ikeda y̌Siljak introdujeron en“Over-
lapping Decompositions, Expansions and Contractions of Dynamic Systems” , cf. [26], el
Principio de Inclusíon.

En 1986, los mismos autores amplı́an este concepto en su trabajo titulado“Overlapping
Decentralized Control with Input, State and Ouput Inclusion”, cf. [29]. Esta nueva versión
es la que nosotros hemos convenido en llamarPrincipio de Inclusíon Generalizadoy de
la cual partimos. Se trata del marco matemático que garantiza el proceso de expansión-
contraccíon de un sistema.

Trataremos a lo largo de la tesis con sistemas lineales constantes con el tiempo, aunque
el Principio de Inclusíon haya sido generalizado a diversos tipos de sistemas, tal y como
se ha comentado en el apartado dedicado a los antecedentes históricos. Algunos de los
resultados que aquı́ se ofrecen se pueden trasladar sin mayor problema a otros tipos de
sistemas, pero en cada situación habŕa que realizar un estudio particularizado.

En este caṕıtulo se resumen la mayor parte de definiciones, teoremas y consecuencias que
conlleva el Principio de Inclusión Generalizado, puesto que son numerosos los trabajos
realizados sobre el tema a lo largo de estos años. Se ha procurado en todo momento res-
petar al ḿaximo la notacíon habitualmente utilizada, unificando la simbologı́a cuando ha
sido necesario.
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2.2. El Principio de Inclusión Generalizado

Sean los sistemas lineales
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.1)

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃
(2.2)

dondex(t) ∈ R
n
, u(t) ∈ R

m
, y(t) ∈ R

l
, son el estado, la entrada y la salida del sistemaS

parat ∈ R
+. De forma ańaloga, ˜x(t) ∈ R

ñ
, ũ(t) ∈ R

m̃
, ỹ(t) ∈ R

l̃
, son el estado, la entrada

y la salida del sistemãS, respectivamente. Las matricesA, B, C y Ã, B̃, C̃ de tamãno n×n,
n×m, l×n y ñ×ñ, ñ×m̃, l̃×ñ, respectivamente, se supondrán constantes y representarán a
los sistemasSy S̃. Supondremos que los vectoresx(t), u(t), y(t) correspondientes aSson
de dimensíon menor (o a lo sumo igual) que los respectivos vectores ˜x(t), ũ(t), ỹ(t) del
sistemãS, es decir,n6 ñ, m6 m̃, l 6 l̃ . Notaremos porx(t;x0,u) a la solucíon deSpara el
instante inicialt = 0, estado inicialx(0) = x0 y una entrada fijadau(t). Designaremos por
y[x(t)] a su correspondiente salida. Análogamente para ˜x(t; x̃0, ũ) y ỹ[x̃(t)] del sistemãS.
Por brevedad de notación,x(t) indicaŕa la solucíon para un arbitrariox0∈R

n
y una entrada

de controlu(t) ∈ R
m
. Asimismo,x representará al vectorx(t) parat > 0. Análogamente,

parax̃(t) deS̃.

Los sistemasS y S̃ est́an relacionados mediante las siguientes transformaciones:

x̃ = Vx, x = Ux̃, (2.3)

ũ = Ru, u = Qũ, (2.4)

ỹ = Ty, y = Sỹ, (2.5)

dondeV, R y T son matrices constantes, de dimensiones apropiadas y de rango máximo
por columnas. La matricesU , Q y Sson tambíen constantes y de rango máximo por filas,
verificando las relaciones

UV = In, QR= Im, ST= Il , (2.6)

siendoIn, Im y Il las matrices identidad déordenes correspondientes a los subı́ndices.

Nota: Las definiciones y teoremas dados en esta sección pueden consultarse en [29], [30],
[31] y [61].
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Definición 2.1 (Principio de Inclusíon Generalizado) Diremos que un sistemaS̃ incluye
al sistemaS (o bien queSest́a incluido enS̃) y lo notaremos por̃S⊃ S, si existe una cua-
terna de matrices(U,V,R,S) tal que para cualquier estado inicial x0 y cualquier entrada
fijada u(t) deS, si

x̃0 = Vx0,

ũ(t) = Ru(t), para todo t> 0
(2.7)

siendox̃0 el estado inicial yũ(t) la entrada para el sistemãS, entonces

x(t;x0,u) = Ux̃(t; x̃0, ũ),

y[x(t)] = Sỹ[x̃(t)], para todo t> 0.
(2.8)

Definición 2.2 Cuando un sistemãS incluye al sistemaSdecimos quẽSes una expansión
deS o bien queS es una contracción deS̃.

Observacíon: La Definición 2.1, que hemos dado el nombre de Principio de Inclusión
Generalizado, es una extensión del Principio de Inclusión dado por Ikeda y̌Siljak en 1980,
cf. [26], en donde se consideraba que los espacios de entrada y salida de los sistemasSy S̃
eran id́enticos. Es decir, si ˜m= m, l̃ = l , R= Im y S= Il obtenemos el Principio de Inclusión
como caso particular del Principio de Inclusión Generalizado. Esta extensión permite el
tratamiento de sistemas con subsistemas interconectados cuando existe solapamiento en
los estados, las entradas y las salidas.

Podemos observar como la Definición 2.1 garantiza que el sistemaS̃contiene toda la infor-
macíon acerca del comportamiento deS. Más áun, es posible obtener cualquier propiedad
deS a partir deS̃ o bien usarS como modelo reducido dẽS. Aśı por ejemplo, podemos
establecer la estabilidad o la controlabilidad deS a partir deS̃. Esta es la idea subyacente
y principal que se esconde bajo el Principio de Inclusión Generalizado.

La condicíon necesaria y suficiente para que se cumpla el Principio de Inclusión Genera-
lizado nos la da el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Un sistemãS incluye al sistemaSsi y śolo si existe una cuaterna de matrices
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(U,V,R,S) tales que:
a) UÃiV = Ai ,
b) UÃiB̃R = AiB,
c) SC̃ÃiV = CAi ,
d) SC̃ÃiB̃R = CAiB

(2.9)

para todo i=0,1,2, ... 2

Cuando consideramos descomposiciones con solapamiento del sistemaS estamos intere-
sados en generar expansionesS̃deS. Si los pares de matrices(U,V), (Q,R) y (S,T) est́an
especificados, las matricesÃ, B̃ y C̃ podŕan ser expresadas por las relaciones matriciales

Ã = VAU+M,

B̃ = VBQ+N,

C̃ = TCU+L.

(2.10)

Las matricesM, N y L se denominanmatrices complementariasy pueden ser escogidas
arbitrariamente siempre que verifiquen el teorema dado a continuación, equivalente al Teo-
rema 2.1, el cual nos proporciona una condición necesaria y suficiente para que se cumpla
el Principio de Inclusíon Generalizado en términos de las propias matrices complementa-
rias.

Teorema 2.2 Un sistemãSes una expansión del sistemaSsi y śolo si existe una cuaterna
de matrices(U,V,R,S) tales que:

a) UMiV = 0,
b) UMi−1NR= 0,
c) SLMi−1V = 0,
d) SLMi−1NR= 0

(2.11)

para todo i=1,2, ..., ñ. 2

2.3. Restricciones y Agregaciones

Antes de continuar con el estudio sobre el Principio de Inclusión Generalizado, vamos a
detenernos en los dos casos particulares más utilizados en la práctica a la hora de conside-
rar expansiones-contracciones de un sistema. Se trata de lasrestriccionesy lasagregacio-
nes.
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Definición 2.3 Diremos que el sistemaSes una restriccíon del sistemãS, cf. [61], si existe
una terna de matrices(V,R,T) tal que para cualquier estado inicial x0 y cualquier entrada
fijada u(t) deS, si

x̃0 = Vx0,

ũ(t) = Ru(t), para todo t> 0
(2.12)

siendox̃0 el estado inicial yũ(t) la entrada dẽS, entonces

x̃(t; x̃0, ũ) = Vx(t;x0,u),

ỹ[x̃(t)] = Ty[x(t)], para todo t> 0.
(2.13)

La condicíon necesaria y suficiente para queS sea una restricción deS̃ viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.3 El sistemaSes una restriccíon del sistemãS, cf. [61], si y śolo si existe una
terna de matrices(V,R,T) verificando:

a) ÃV = VA,
b) B̃R= VB,
c) C̃V = TC. 2

(2.14)

Teniendo en cuenta las matrices complementariasM, N y L, el Teorema 2.3 se traduce en
el siguiente:

Teorema 2.4 El sistemaS es una restriccíon del sistemãS si y śolo si se verifica:

a) MV = 0,
b) NR= 0,
c) LV = 0. 2

(2.15)

Observacíon: En cualquier restricción el subespacio ImV ⊂R
ñ

es invariante en el sentido
que las soluciones ˜x(t) de S̃ que empiezan en ˜x0 ∈ Im V, permanecen en ImV para cual-
quier entrada. Dado queV es una matriz inyectiva, existe una matrizU tal queUV = In y
en consecuencia, por la Definición 2.3,S̃ incluyeS.
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Definición 2.4 Diremos que el sistemaS es una agregación del sistemãS si existe una
terna de matrices(U,Q,S) tal que para cualquier estado inicial̃x0 y cualquier entrada
fijada ũ(t) deS̃, si

x0 = Ux̃0,

u(t) = Qũ(t), para todo t> 0
(2.16)

siendo x0 el estado inicial y u(t) la entrada deS, entonces

x(t;x0,u) = Ux̃(t; x̃0, ũ),

y[x(t)] = Sỹ[x̃(t)], para todo t> 0.
(2.17)

Aśı pues, en t́erminos matriciales, la condición necesaria y suficiente para queS sea una
agregacíon deS̃ nos la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.5 El sistemaSes una agregación del sistemãSsi y śolo si existe una terna de
matrices(U,Q,S) tales que:

a) UÃ = AU,
b) UB̃ = BQ,
c) SC̃ = CU. 2

(2.18)

Teniendo en cuenta las matrices complementarias, podemos enunciar el Teorema 2.5 de
otra forma equivalente.

Teorema 2.6 El sistemaS es una agregación del sistemãS si y śolo si se verifica:

a) UM = 0,
b) UN = 0,
c) SL= 0. 2

(2.19)

Observacíon: De la Definicíon 2.4 de agregación se deduce fácilmente que se verifica la
inclusión del sistemaS en S̃. Cabe sẽnalar que las agregaciones especifican el comporta-
miento de la proyección de una trayectoria dẽS para una arbitraria condición inicial x̃0,
mientras que las restricciones lo hacen para un conjunto limitado de condiciones iniciales
x̃0 ∈ Im V ⊂ R

ñ
. En ambos casos, sin embargo,S̃ contiene toda la información acerca del

comportamiento deS.
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2.4. Expansíon-Contracción de Funciones de Coste

Una forma habitual de abordar el problema de control es utilizar criterios de control ópti-
mo, particularmente mediante funciones de coste lineal cuadrático. En esta sección trata-
remos este aspecto.

Sea el sistema lineal
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.20)

al cual le asociamos una función de coste

J(x0,u) =
∫ ∞

0
(xtQ∗x+utR∗u) dt, (2.21)

dondex0 es el estado inicial del sistemaS, Q∗ una matriz siḿetrica de ordenn, constante,
semidefinida positiva yR∗ una matriz siḿetrica de ordenm, constante y definida positiva.
Notaremos por(S,J) al par formado por un sistema lineal y su función de coste asociada.

Asimismo, al sistema lineal ampliado

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃
(2.22)

podemos asociarle una función de coste dada por

J̃(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗x̃+ ũtR̃∗ũ) dt, (2.23)

siendo ˜x0 el vector de estado inicial para el sistemaS̃, Q̃∗ una matriz siḿetrica de orden ˜n,
constante, semidefinida positiva yR̃∗ una matriz siḿetrica de orden ˜m, constante y definida
positiva. De forma ańaloga consideraremos el par(S̃, J̃). Supongamos las transformaciones
lineales ˜x = Vx, ũ = Rudadas en (2.3) y (2.4). Entonces:

Definición 2.5 Diremos que un par(S̃, J̃) incluye al par(S,J) y lo notaremos por(S̃, J̃)⊃
(S,J), si el sistemãS incluye al sistemaS y adeḿas

J(x0,u) = J̃(x̃0, ũ), (2.24)

para cualquier estado inicial x0 y cualquier entrada fijada u(t) deS.
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Definición 2.6 Cuando un par(S̃, J̃) incluye al par(S,J) diremos que(S̃, J̃) es una ex-
pansíon de(S,J) o bien que(S,J) es una contracción de(S̃, J̃).

Comentario: Si (S̃, J̃) es una expansión de(S,J) el problema de controĺoptimo corres-
pondiente a la expansión S̃ es equivalente al problema de controlóptimo enS.

Bajo las transformaciones (2.3) y (2.4), las matrices de(S̃, J̃) y (S,J) pueden relacionarse
mediante:

Ã = VAU+M,

B̃ = VBQ+N,

Q̃∗ = U tQ∗U +MQ∗ ,

R̃∗ = QtR∗Q+NR∗ ,

(2.25)

siendoMQ∗ y NR∗ matrices complementarias deórdenes ˜n y m̃, respectivamente. Entonces,
condiciones suficientes para que(S̃, J̃)⊃ (S,J) nos las da el siguiente teorema.

Teorema 2.7 Un par (S̃, J̃) incluye al par(S,J) si se verifica uno de los dos bloques de
condiciones:

a) MV = 0,
b) NR= 0,
c) VtMQ∗V = 0,
d) RtNR∗R= 0

(2.26)

o bien
a’) UM iV = 0,
b’) UM i−1NR= 0,
c’) MQ∗Mi−1V = 0,
d’) MQ∗Mi−1NR= 0,
e’) RtNR∗R= 0

(2.27)

para todo i=1,2, ..., ñ. 2

Observacíon: Los dos bloques de condiciones son independientes. Cualquiera de ellos
garantiza que el par(S̃, J̃) incluye al par(S,J).
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2.5. Leyes de Control Contráıbles

Se trata ahora de diseñar una ley de control lineal para el sistemaS de la formau =−K x
a partir de una apropiada ley de control ˜u = −K̃ x̃ disẽnada en el sistema expandidoS̃.
Las matricesK y K̃ correspondientes a los sistemasSy S̃, respectivamente, se denominan
matrices de ganancia.

Definición 2.7 Una ley de controlũ = −K̃ x̃ en el sistemãS es contráıble a la ley de
control u=−K x del sistemaS si x̃0 = Vx0, ũ = Ru implican

Kx(t;x0,u) = QK̃x̃(t; x̃0, ũ) (2.28)

para todo t> 0, para todo x0 ∈ R
n

y cualquier entrada fijada u(t) ∈ R
m
.

Observacíon: Notemos que la contractibilidad de una ley de control ˜u = −K̃ x̃ a la ley
u =−K x supone que el sistema de lazo cerrado

SC : ẋ = Âx, (2.29)

dondeÂ = A−BK, debe ser una contracción del sistema de lazo cerrado

S̃C : ˙̃x = ˆ̃Ax̃, (2.30)

siendo ˆ̃A = Ã− B̃K̃.

Para establecer las condiciones de contractibilidad representaremos la matriz K̃ mediante

K̃ = RKU+F, (2.31)

dondeF es una matriz complementaria, a determinar, de tamaño m̃×ñ.

Necesitamos ahora condiciones bajo las cuales el control ˜u = −K̃ x̃ es contráıble au =
−K x. Ésto nos lo proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Una ley de control̃u =−K̃ x̃ deS̃es contráıble a la ley de control u=−K x
deS si y śolo si se verifica:

a) QFMi−1V = 0,
b) QFMi−1NR= 0

(2.32)

para todo i=1,2, ..., ñ. 2
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El Teorema 2.8 puede aparecer enunciado de otra forma equivalente enla que no se usa
expĺıcitamente la matriz complementariaF . Veámoslo.

Teorema 2.9 Una ley de control̃u =−K̃ x̃ deS̃es contráıble a la ley de control u=−K x
del sistemaS si y śolo si se verifica:

a) QK̃V = K,
b) QK̃Mi−1V = 0, para todo i= 2, ..., ñ
c) QK̃Mi−1NR = 0, para todo i= 1, ..., ñ. 2

(2.33)

Comentario: La equivalencia de ambos teoremas queda clara si tenemos en cuenta que,
de (2.31),K̃ = RKU+ F y en consecuenciaF = K̃−RKU. Entonces, sustituyendo laF
aśı obtenida ena) y b) de (2.32), tenemos:

a) QK̃Mi−1V = KUMi−1V,
b) QK̃Mi−1NR = KUMi−1NR

(2.34)

para todoi=1, .., ñ. Puesto que estamos suponiendo queS̃⊃ S, de las dos primeras ecua-
ciones de (2.11) tenemos:

UMiV = 0,
UMi−1NR = 0

(2.35)

para todoi=1, ..., ñ, con lo cual se concluye:

a) QK̃V = K,
b) QK̃Mi−1V = 0, para todoi = 2, ..., ñ
c) QK̃Mi−1NR = 0, para todoi = 1, ..., ñ.

(2.36)

En algunos casos particulares, la contractibilidad exige menos condicionestal y como nos
lo asegura el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Si MV = 0 y NR= 0, entonces cualquier ley de controlũ=−K̃ x̃ disẽnada
en el sistemãS es contráıble a la ley de control u= −K x del sistemaS. Adeḿas, K=
QK̃V. 2

Nota: Las definiciones y teoremas vistos en este apartado pueden consultarse en [29], [30]
y [61].
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2.6. Solapamiento en el Contexto de las Expansiones

Antes de continuar con el tema, conviene dar una interpretación general y mateḿatica
del concepto desolapamiento. A tı́tulo de muestra, solamente supondremos expansión del
espacio de estado.

Sea el sistema lineal
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.37)

y consideremos una partición del vector de estadox(t) ∈ R
n
, x = (xt

1,x
t
2, ...,x

t
s)

t , la cual
induce una descomposición de las matricesA, B y C de la forma:

A =









A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
As1 As2 . . . Ass









, B =











B1

B2
...

Bs











, C =
(

C1 C2 · · · Cs
)

. (2.38)

Entonces,S puede ser representado como una interconexión des subsistemas, es decir

S : ẋi = Aii xi +Bi u+
s

∑
j=1
j 6=i

Ai j x j

y =
s

∑
i=1

Ci xi , i ∈ N.

(2.39)

Las trayectorias deSpueden ser tratadas como proyecciones dex(t;x0,u) sobre los subes-
paciosXi , i ∈ N,

X = X1⊕X2⊕·· ·⊕Xs, (2.40)

esto es,X es suma directa de los subespaciosXi . Dichos subespacios quedan unı́vocamente
determinados por la partición dex. Rećıprocamente, dada una colección de subespacios de
esta forma, le corresponde unaúnica particíon en el vector de estadox.

Supongamos ahora una partición deX de la forma

X = X1 +X2 + · · ·+Xs, (2.41)
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dondeX es una suma ordinaria de subespaciosXi no necesariamente disjuntos. Con el fin
de obtener una descomposición disjunta, expandimos el espacioX . A cadaXi de (2.41)
le asociamos una aplicaciónVi : X → Xi , i ∈ N y construimos una expansiónV : X → X̃

donde dimX̃ = ∑s
i=1dimXi , siendoV = (Vt

1 Vt
2 · · · V

t
s)

t , la cual es inyectiva. La corres-
pondiente descomposición del espaciõX deS̃ es

X̃ = X̃1⊕ X̃2⊕·· ·⊕ X̃s, (2.42)

la cual es suma directa de los subespaciosX̃i . Como se puede observarX̃i ' Xi , es decir, la
identidad de los subespacios se preserva con la expansión. De esta manera obtenemos una
suma directa de subespacios a partir de una suma ordinaria. La expansión S̃ adoptaŕa la
forma

S̃ : ˙̃xi = Ãii x̃i + B̃i u+
s

∑
j=1
j 6=i

Ãi j x̃ j

y =
s

∑
i=1

C̃i x̃i , i ∈ N.

(2.43)

Ahora podemos diseñar un control eñS usando los ḿetodos habituales de las descompo-
siciones disjuntas. La ley de control resultante podrá ser contráıda para ser implementada
en el sistema originalS. El mismo razonamiento y proceso seguirı́amos en el caso de con-
siderar expansiones del espacio de entrada y de salida con el fin de obtener subsistemas
con independientes entradas y salidas.

2.7. Disẽno de Leyes de Control Descentralizadas

En esta sección vamos a estudiar como se pueden construir controladores locales parare-
gular modelos con solapamiento. Para ello seguiremos el proceso que se utiliza en el disẽno
de leyes de control descentralizadas en el espacio expandido y su posterior contraccíon e
implementacíon en el sistema original.

Supongamos el caso más general en que un sistemaS est́a constituido pors subsistemas.
Dicho sistema puede ser expandido para obteners subsistemas disjuntos que notaremos
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por S̃i y dados por las ecuaciones

S̃i : ˙̃xi = Ãii x̃i + B̃ii ũi +
s

∑
j=1
j 6=i

Ãi j x̃ j +
s

∑
j=1
j 6=i

B̃i j ũ j , i = 1,2, ...,s, (2.44)

donde ˜xi(t) y ũi(t) son los vectores de estado y de entrada para cada subsistemaS̃i de
dimensiones ˜ni y m̃i , respectivamente. Las matricesÃii , Ãi j , B̃ii , B̃i j , son constantes y de
dimensiones correspondientes apropiadas. Una representación más compacta dẽSi que la
dada en (2.44) la notaremos porS̃, siendo

S̃ : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃC x̃+ B̃Cũ, (2.45)

donde
x̃ = (x̃t

1, x̃
t
2, · · · , x̃

t
s)

t , ũ = (ũt
1, ũ

t
2, · · · , ũ

t
s)

t , (2.46)

son el estado y la entrada del sistemaS̃, con

ÃD = diag{Ã11, Ã22, ..., Ãss}, B̃D = diag{B̃11, B̃22, ..., B̃ss},

ÃC = (Ãi j ), B̃C = (B̃i j ).
(2.47)

A las matricesÃC y B̃C las llamaremosmatrices de interconexión. Supondremos que cada
par(Ãii , B̃ii ) de (2.44) es controlable con lo cual el par(ÃD , B̃D) de (2.47) tambíen lo seŕa.

Con el sistemãS asociamos una función de coste

J̃(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗

D
x̃+ ũtR̃∗

D
ũ) dt, (2.48)

donde
Q̃∗

D
= diag{Q̃∗11,Q̃

∗
22, ...,Q̃

∗
ss}, R̃∗

D
= diag{R̃∗11, R̃

∗
22, ..., R̃

∗
ss}, (2.49)

siendo cadãQ∗ii una matriz constante, semidefinida positiva, de tamaño ñi×ñi y R̃∗ii matrices
tambíen constantes, definidas positivas, de tamañom̃i×m̃i . Adeḿas supondremos que cada

par
(

Ãii ,(Q̃∗ii )
1
2

)

es observable, es decir,
(

ÃD ,(Q̃∗
D
)

1
2

)

es observable.

Consideremos ahora el sistema expandido y desacoplado representadopor

S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ, (2.50)

que se obtiene de (2.45) al considerarÃC = 0 y B̃C = 0, es decir, no teniendo en cuenta las
interconexiones. Elegimos una ley de controlóptimo para este sistema descentralizado de
la forma

ũD =−K̃D x̃, (2.51)
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donde
K̃D = (R̃∗

D
)
−1B̃t

D
P̃D , (2.52)

siendoP̃D la única matriz siḿetrica, definida positiva, solución de la ecuación de Riccati

Ãt
D
P̃D + P̃DÃD− P̃DB̃D(R̃∗

D
)
−1B̃t

D
P̃D + Q̃∗

D
= 0. (2.53)

Notemos que debido a (2.52) y (2.53),

P̃D = diag{P̃11, P̃22, ..., P̃ss}, K̃D = diag{K̃11, K̃22, ..., K̃ss}, (2.54)

donde las submatrices̃Pii y K̃ii , i=1, ...,s, concuerdan con las dimensiones de los subsiste-
mas dẽSD .

Como resultado de todo este proceso, obtenemos una matriz de ganancia diagonal

K̃D =







K̃11 0
...

0 K̃ss






(2.55)

con su ley de control correspondiente ˜uD = −K̃D x̃, que podŕa ser contráıda al sistema ori-
ginalS calculando previamente la matriz de gananciaKD = QK̃DV. Se tiene aśı una ley de
control dada por

uD =−KD x, (2.56)

que seŕa implementada en el sistemaS.

A modo de ejemplo ilustrativo vamos a considerar a continuación un sistema lineal:

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.57)

que supondremos representado por las siguientes matrices prototipo:

S :

(

ẋ1
ẋ2
ẋ3

)

=









A11 A12

p

p

p

A13
−−−

p

p

p

−−−
A21 A22 A23
−−−

p

p

p

−−−
A31

p

p

p

A32 A33









( x1
x2
x3

)

+









B11 B12

p

p

p

B13
−−−

p

p

p

−−−
B21 B22 B23
−−−

p

p

p

−−−
B31

p

p

p

B32 B33









(u1
u2
u3

)

( y1
y2
y3

)

=









C11 C12

p

p

p

C13
−−−

p

p

p

−−−
C21 C22 C23
−−−

p

p

p

−−−
C31

p

p

p

C32 C33









( x1
x2
x3

)

(2.58)
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con una particíon del vector de estado,x(t) ∈R
n
, la entradau(t) ∈R

m
y la saliday(t) ∈R

l

en tres componentes, es decir,x=(xt
1,x

t
2,x

t
3)

t , u=(ut
1,u

t
2,u

t
3)

t , y=(yt
1,y

t
2,y

t
3)

t de dimensiones
ni , mi y l i , respectivamente, parai=1,2,3 y tal quen = n1 +n2 +n3, m= m1 +m2 +m3 y
l = l1 + l2 + l3. Los bloques matriciales en (2.58),Ai j , Bi j , Ci j , coni, j=1,2,3, se suponen
constantes y de dimensiones correspondientes adecuadas.

Consideremos una descomposición en dos componentes solapadas, señaladas por lı́neas
discontinuas en (2.58), esto es, ˜x1=(xt

1,x
t
2)

t , x̃2=(xt
2,x

t
3)

t . De esta forma obtenemos un nue-
vo vector de estado ˜x=(x̃t

1, x̃
t
2)

t de dimensíon ñ siendoñ=n1 + 2n2 + n3. Análogamente,
ũ1=(ut

1,u
t
2)

t , ũ2=(ut
2,u

t
3)

t con ũ=(ũt
1, ũ

t
2)

t de dimensíon m̃ siendom̃= m1 +2m2 +m3. De
igual manera ˜y1=(yt

1,y
t
2)

t , ỹ2=(yt
2,y

t
3)

t conỹ=(ỹt
1, ỹ

t
2)

t de dimensíon l̃ , dondel̃=l1+2l2+ l3
corresponde a la salida.

De esta forma se obtiene un sistema expandidoS̃ que notaremos por:

S̃ :

(

˙̃x1
˙̃x2

)

=

(

Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

)(

x̃1

x̃2

)

+

(

B̃11 B̃12

B̃21 B̃22

)(

ũ1

ũ2

)

(

ỹ1

ỹ2

)

=

(

C̃11 C̃12

C̃21 C̃22

)(

x̃1

x̃2

) (2.59)

donde las matrices̃A =
(

Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

)

, B̃ =
(

B̃11 B̃12
B̃21 B̃22

)

y C̃ =
(

C̃11 C̃12

C̃21 C̃22

)

, de dimensiones corres-

pondientes apropiadas, las calcularemos aplicando las relaciones (2.10).

Comentario: Para no complicar innecesariamente la notación consideramos descomposi-
ciones con solapamientóunicamente para el caso de dos subsistemas deS. Sin embargo,
estas mismas ideas pueden ser ampliadas, sin mayores complicaciones, a sistemas con
cualquier ńumero de subsistemas interconectados.

Hasta el momento no hemos comentado como deben ser las matrices que intervienen en el
proceso de expansión-contraccíon salvo en el caso de las matricesA, B y C que nos vienen
impuestas por el modelo y que caracterizan el sistemaS.

Por definicíon, sabemos que las matricesU , V, Q, R, S y T deben verificarUV = In,
QR= Im, ST = Il , pero no hemos dado la estructura que presentan. Puesto que interesa
que el sistemãS conserve una apariencia lo más parecida posible aS supondremos, como
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es habitual, que estas matrices son de la forma:

V =





In1 0 0
0 In2 0
0 In2 0
0 0 In3



 , R=





Im1 0 0
0 Im2 0
0 Im2 0
0 0 Im3



 , T =





Il1 0 0
0 Il2 0
0 Il2 0
0 0 Il3



 , (2.60)

conn1 +n2 +n3 = n, m1 +m2 +m3 = m, l1 + l2 + l3 = l . Adeḿas,U = (VtV)−1Vt , Q =
(RtR)−1Rt , S= (TtT)−1Tt , son sus pseudoinversas respectivas. De esta manera quedan
determinadas las matricesU , Q y Ssiendo

U =





In1 0 0 0

0 1
2 In2

1
2 In2 0

0 0 0 In3



 , Q =





Im1 0 0 0

0 1
2 Im2

1
2 Im2 0

0 0 0 Im3



 , S=





Il1 0 0 0

0 1
2 Il2

1
2 Il2 0

0 0 0 Il3



 . (2.61)

En cuanto a las matrices complementariasM, N y L de (2.10), la situación es ḿas flexible y
complicada al mismo tiempo. Este punto lo trataremos en el próximo caṕıtulo y enél reside
la parte ḿas importante de este trabajo. No obstante podemos avanzar que, generalmente,
las matrices que se vienen utilizando son de la forma:

M =









0 1
2A12 −

1
2A12 0

0 1
2A22 −

1
2A22 0

0 − 1
2A22

1
2A22 0

0 − 1
2A32

1
2A32 0









o M =







0 0 0 0

1
2A21

1
2A22 −

1
2A22 −

1
2A23

− 1
2A21 −

1
2A22

1
2A22

1
2A23

0 0 0 0






, (2.62)

N =









0 1
2B12 −

1
2B12 0

0 1
2B22 −

1
2B22 0

0 − 1
2B22

1
2B22 0

0 − 1
2B32

1
2B32 0









o N =







0 0 0 0

1
2B21

1
2B22 −

1
2B22 −

1
2B23

− 1
2B21 −

1
2B22

1
2B22

1
2B23

0 0 0 0






, (2.63)

L =









0 1
2C12 −

1
2C12 0

0 1
2C22 −

1
2C22 0

0 − 1
2C22

1
2C22 0

0 − 1
2C32

1
2C32 0









o L =







0 0 0 0

1
2C21

1
2C22 −

1
2C22 −

1
2C23

− 1
2C21 −

1
2C22

1
2C22

1
2C23

0 0 0 0






, (2.64)

como puede observarse en [9], [21], [23], [27], [30], [32], [61], entre otros artı́culos. En
algunas ocasiones se consideraN = 0 o L = 0 con la finalidad de que se cumpla alguna
condicíon adicional, como ya comentaremos en los Capı́tulos 3 y 4. Evidentemente todas
ellas garantizan el Principio de Inclusión Generalizado pero, por el Teorema 2.2,M, N
y L pueden ser cualesquiera con tal de que verifiquen las condiciones (2.11). A priori,
no es tan f́acil elegir otras matrices complementarias que cumplan el Teorema 2.2, si se
prescinde de las que vienen siendo habituales. Más adelante estudiaremos como debe ser
la estructura de una matriz complementaria y las propiedades que deben de verificar sus
submatrices para que sea una posible matriz de expansión-contraccíon y veremos como
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las matrices dadas en (2.62)-(2.64) son casos particulares de matrices complementarias
que est́an incluidas dentro de una estructura más general.

Con el fin de disẽnar una ley de controĺoptimo para el sistemaS, consideremos la función
de costeJ dada por

J(x0,u) =
∫ ∞

0
(xtQ∗x+utR∗u) dt, (2.65)

como ya definimos en (2.21), siendou el vector de control que optimizaJ para un deter-
minado vector de estadox0 y cuyo costéoptimo viene dado por

Ĵ◦(x0) = xt
0Px0, (2.66)

dondex0 = x(0) es el estado inicial deS y P la única matriz siḿetrica y definida positiva
que es solución de la ecuación de Riccati

AtP+PA−PB(R∗)−1BtP+Q∗ = 0, (2.67)

suponiendo que el par(A,B) es controlable y
(

A, (Q∗)
1
2

)

es observable, cf [41]. La matriz

de gananciaK es precisamente
K = (R∗)−1BtP, (2.68)

con lo cual elegimos el vector que optimizaJ como

u =−(R∗)−1BtPx=−K x. (2.69)

El proceso desarrollado hasta este momento se ajustarı́a a un tipo de controĺoptimo cen-
tralizado en el cual no se diseñan las leyes de control en el sistema expandidoS̃ sino en
S. Puesto que estamos interesados en un tipo de control descentralizado vamos a expandir
el sistema original y a diseñar leyes de control en este nuevo sistema. Sea pues el sistema
expandido representado por

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃
(2.70)

siendo en este caso la función de coste asociada al sistemaS̃ la dada por

J̃(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗x̃+ ũtR̃∗ũ) dt, (2.71)

como ya se definió en (2.23). Ahora, la parte correspondiente a˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ, del sistema
expandidõS puede ser representada por dos subsistemas interconectados, es decir

S̃1 : ˙̃x1 = Ã11x̃1 + B̃11ũ1 + Ã12x̃2 + B̃12ũ2,

S̃2 : ˙̃x2 = Ã22x̃2 + B̃22ũ2 + Ã21x̃1 + B̃21ũ1,
(2.72)
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siendoÃi j , B̃i j con i, j=1,2, las matrices dadas en (2.59) o bien de forma más compacta
como en (2.45) mediante

S̃ : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ+ ÃC x̃+ B̃C ũ. (2.73)

Los subsistemas desacoplados podrán ser expresados por:

S̃
1

D
: ˙̃x1 = Ã11x̃1 + B̃11ũ1,

S̃
2

D
: ˙̃x2 = Ã22x̃2 + B̃22ũ2,

(2.74)

o bien en la forma
S̃D : ˙̃x = ÃD x̃+ B̃D ũ, (2.75)

en los cuales no se tienen en cuenta las interconexiones. Con cada subsistema de (2.74)
asociamos una función de coste

J̃
1

D
(x̃10, ũ1) =

∫ ∞

0
(x̃t

1Q̃∗11x̃1 + ũt
1R̃∗11ũ1) dt,

J̃
2

D
(x̃20, ũ2) =

∫ ∞

0
(x̃t

2Q̃∗22x̃2 + ũt
2R̃∗22ũ2) dt,

(2.76)

donde ˜x10 y x̃20 son los estados iniciales deS̃
1

D
y S̃

2

D
respectivamente ỹQ∗11, Q̃∗22, R̃∗11 y R̃∗22

son matrices apropiadas. La función de coste total, por serésta aditiva, vendrá dada por

J̃D = J̃
1

D
+ J̃

2

D
. (2.77)

Aśı pues, la funcíon de coste conjunta para el sistema expandido y desacopladoS̃D de
(2.75) seŕa

J̃D(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗

D
x̃+ ũtR̃∗

D
ũ) dt, (2.78)

donde
Q̃∗

D
= diag{Q̃∗11,Q̃

∗
22}, R̃∗

D
= diag{R̃∗11, R̃

∗
22}. (2.79)

Observacíon: La eleccíon de funciones de coste por separado se corresponde con el deseo
de aplicar un control descentralizado, donde cada subsistema es controlado por sus propias
entradas. Cuando se realiza un control descentralizado en el sistema expandido y desaco-
pladoS̃D , se considera que la función de coste asociada al sistemaS̃ y que hemos notado
por J̃ en (2.71) es la propia función J̃D de (2.78). Asimismo, las matrices de pesoQ∗ y R∗

de (2.65), por serJ una contraccíon deJD , debeŕan verificar

Q∗ = Q∗
D

= VtQ̃∗
D
V, R∗ = R∗

D
= RtR̃∗

D
R. (2.80)
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El siguiente paso del proceso consiste en diseñar leyes de control descentralizadas para
cada uno de los subsistemas, esto es:

ũ1 =−K̃11x̃1, ũ2 =−K̃22x̃2, (2.81)

para los subsistemas desacopladosS̃
1

D
y S̃

2

D
dados en (2.74), donde

K̃11 = (R̃∗11)
−1B̃t

11P̃11, K̃22 = (R̃∗22)
−1B̃t

22P̃22, (2.82)

siendoP̃11, P̃22 las matrices solución de las respectivas ecuaciones de Riccati para cada
uno de los subsistemas:

Ãt
11P̃11+ P̃11Ã11− P̃11B̃11(R̃

∗
11)
−1B̃t

11P̃11+ Q̃∗11 = 0,

Ãt
22P̃22+ P̃22Ã22− P̃22B̃22(R̃

∗
22)
−1B̃t

22P̃22+ Q̃∗22 = 0.
(2.83)

De esta manera obtenemos una matriz diagonalP̃D =

(

P̃11 0
0 P̃22

)

y a partir deésta la

matriz K̃D =

(

K̃11 0
0 K̃22

)

, lo que permite elegir un vector de controlóptimo ũD = −K̃D x̃

que al ser contraı́do al sistema originalS produce un vector de controluD =−KD x, donde
la matriz de ganancia se obtiene de la relaciónKD = QK̃DV.

Observacíon: El valor ḿınimo de la funcíon de costeJ cuando cerramos un sistema con
distintos vectores de control no tiene porque coincidir. Lógicamente, necesitamos medir
de alguna manera la diferencia existente entre estos valores, a fin de determinar el gra-
do de optimalidad a la hora de aplicar un control centralizado mediante leyes decontrol
descentralizadas diseñadas en el sistema expandido y desacoplado que posteriormente son
contráıdas e implementadas en el sistema inicial. Este tema lo tratamos a continuación.

2.8. Suboptimalidad

Siguiendo el proceso del diseño de leyes de control descentralizado observamos que es-
tamos trabajando con tres sistemas, a saber, el sistema inicialS, el sistema expandidõS
y el sistema expandido y desacopladoS̃D . A cada uno de estos sistemas le asociamos una
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función de coste lineal cuadrático de la forma siguiente:

(S,J) −→ J(x0,u) =
∫ ∞

0 (xtQ∗x+utR∗u),

(S̃, J̃) −→ J̃(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0 (x̃tQ̃∗x̃+ ũtR̃∗ũ),

(S̃D , J̃D) −→ J̃D(x̃0, ũ)=
∫ ∞

0 (x̃tQ̃∗
D
x̃+ ũtR̃∗

D
ũ).

(2.84)

Tal y como se ha procedido en el apartado anterior, la función de coste que se le asigna
al sistema expandidõSes en realidad la función de coste del sistema expandido y desaco-
pladoS̃D . De esta manera, podemos decir queJ̃ y J̃D de (2.84) coinciden. Por otro lado,
la función de coste asignada al sistemaS est́a formada por unas matrices de pesoQ∗ y R∗

obtenidas mediante las relaciones:

Q∗ = VtQ̃∗
D
V, R∗ = RtR̃∗

D
R, (2.85)

lo que garantiza queJ y J̃ son iguales si tenemos la precaución de considerar las restriccio-
nes impuestas por el Teorema 2.7. Sin embargo, si un sistema se cierra mediante una ley
de controlóptimo que ha sido diseñada en otro sistema distinto, el valor de coste obtenido
generalmente variará, con lo cual no podremos hablar de controlóptimo sino ḿas bien de
control sub́optimo.

Sea pues la ley de controlóptimo ũD =−K̃D x̃ obtenida en el sistema expandido y desaco-
pladoS̃D . El costeóptimo vendŕa dado por

J̃◦(x̃0) = x̃t
0P̃D x̃0, (2.86)

para el sistema desacopladoS̃D .

Sin embargo, cuando la ley de control descentralizada ˜uD obtenida anteriormente se aplica
al sistema interconectadõS de (2.73) es, en general, noóptima. Si designamos porS̃C al
sistema de lazo cerrado mediante la ley de control ˜uD =−K̃D x̃, se tiene

S̃C : ˙̃x = (ÃD− B̃DK̃D + ÃC− B̃CK̃D)x̃ = ˆ̃Ax̃, (2.87)

con lo cual el valor de la función de coste obtenido será

J̃⊕(x̃0) = x̃t
0H̃x̃0, (2.88)

donde la matrizH̃ viene dada por

H̃ =
∫ ∞

0
e

ˆ̃At tG̃De
ˆ̃At dt, (2.89)
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que se puede calcular de la ecuación de Lyapunov

ˆ̃AtH̃ + H̃ ˆ̃A =−G̃D , (2.90)

siendo
G̃D = Q̃∗

D
+ K̃t

D
R̃∗

D
K̃D . (2.91)

Esto nos obliga a introducir el concepto desuboptimalidadde una ley de control, cf. [30].

Definición 2.8 Diremos que una ley de control

ũD =−(R̃∗
D
)
−1B̃t

D
P̃D x̃ (2.92)

es sub́optima de gradõµ para el par(S̃, J̃), si existe un valor positivõµ tal que

J̃⊕(x̃0) 6 µ̃−1J̃◦(x̃0) (2.93)

para todox̃0.

Comentario: El sistema de referencia en la Definición 2.8 es el sistemãSD . Una conse-
cuencia de este control descentralizado es una reducción de la dimensión del problema,
puesto que en su diseño solamente se han considerado subsistemas de menor tamaño.
Además, el control realizado preserva la autonomı́a de cada uno de los subsistemas. Es
posible comparar este control local con el que se obtendrı́a con un control global, en cuan-
to al coste se refiere. Para ello conviene conocer la relación entre la suboptimalidad dẽS
y la del sistema originalS. Se puede observar que la ley de control ˜uD de (2.92), una vez
contráıda al sistemaS, es sub́optima para el par(S,J), dondeJ es una contracción deJ̃ y
con el mismo grado de suboptimalidad ˜µ.

Por lo tanto, (2.93) implica
J⊕(x0) 6 µ̃−1J◦(x0), (2.94)

para todox0, dondeJ⊕(x0) denota el valor de la función de costeJ(x0,u) para el sistema
S y la ley de control (2.92) contraı́da aS, siendo adeḿas

J◦(x0) = J̃◦(Vx0). (2.95)

Esta implicacíon permite aplicar a la expansión S̃ las t́ecnicas habituales para el diseño de
leyes de control descentralizado y contraerlas para ser implementadas enel sistema inicial
S, el cual contiene subsistemas solapados.
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Teorema 2.10Una ley de controlũD = −(R̃∗
D
)
−1B̃t

D
P̃D x̃ de (2.92) es sub́optima para el

par (S̃, J̃) con grado de suboptimalidad

µ̃∗ = λ−1
M

(

H̃P̃−1
D

)

(2.96)

si la matrizH̃ de (2.89) es finita, siendoλM el mayor valor propio de la matriz̃HP̃−1
D

. 2

Comentario: µ̃∗ es el mayor valor de ˜µ para el cual se verifica (2.93). Es conocido que la
matrizH̃ es finita siempre que la matriz̃̂Ade (2.87) sea estable, es decir, si todos sus valores
propios tienen parte real negativa. En tal caso, podemos calcularH̃ como la solucíon de la
ecuacíon de Lyapunov

ˆ̃AtH̃ + H̃ ˆ̃A =−G̃D (2.97)

(2.89) y despúes hallarµ̃∗ del Teorema 2.10.

Teorema 2.11Una ley de control̃uD = −(R̃∗
D
)
−1B̃t

D
P̃D x̃ de (2.92) es estabilizadora, si es

sub́optima y el par de matrices
(

ˆ̃A, (G̃D)
1
2

)

es observable. 2

Observacíon: Decir que una ley de control es estabilizadora es lo mismo que decir que la

matriz ˆ̃A es estable. Por otro lado, la observabilidad del par
(

Ã, (Q̃∗
D
)

1
2

)

implica la observa-

bilidad del par
(

ˆ̃A, (G̃D)
1
2

)

donde, de (2.73),̃A = ÃD + ÃC. Aśı pues, cuando la expansión

S̃ y su correspondiente función de costeJ̃ satisfacen esta condición de observabilidad, la
ley de control ˜uD es sub́optima si y śolo si es estabilizadora.

2.8.1. Caso Particular

Como ya sabemos, la estabilidad de un sistemaS no presupone necesariamente la estabi-
lidad del sistema expandidõS. Esto ocurre justamente cuando la matriz correspondiente a
la parte solapada del sistemaS no es asint́oticamente estable. Por ello, la suboptimalidad
tambíen podŕıa verse afectada en estos casos.

Supongamos que una vez efectuada la expansión y despúes de cerrar el sistema mediante
la ley de control descentralizado obtenida con las técnicas de descomposición comentadas
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anteriormente, la matriz̃H no exista. Entonces, la suboptimalidad de la ley de control
disẽnada para el sistemãS falla. Con el fin de recuperar la suboptimalidad, contraemos
la ley de control y el test de suboptimalidad al sistema de lazo cerrado del sistema inicial
S. Veamos cual es el valor del coste si en lugar de utilizar el vector de control u = −K x
dado en (2.69), diseñado directamente en el sistemaS y que optimiza la funcíon de coste
J, usamos el vector de controluD =−KD x. Esta seŕa una manera de comparar costes. Para
ello consideremos el sistema inicial de lazo cerradoSC mediante el vectoruD = −KD x.
Entonces,

ẋ = Ax+BuD = Ax+B(−QK̃DVx) = (A−BQK̃DV)x = Âx. (2.98)

El coste para un cierto vector de estado inicialx0 vendŕa dado por:

J(x0,uD) =
∫ ∞

0
(xtQ∗

D
x+ut

D
R∗

D
uD) dt =

∫ ∞

0

[

xt(Q∗
D
+Kt

D
R∗

D
KD)x

]

dt =

=
∫ ∞

0
xtGDx dt =

∫ ∞

0

(

eÂt(x0)
)t

GD

(

eÂt(x0)
)

dt = xt
0

[

∫ ∞

0
eÂt tGDeÂt dt

]

x0 =

= xt
0Hx0,

(2.99)
donde la matriz de LyapunovH =

∫ ∞
0 eÂt tGDeÂt dt la podemos calcular a través de la ecua-

ción matricial
ÂtH +HÂ =−GD =−

[

Q∗
D
+Kt

D
R∗

D
KD

]

. (2.100)

Aśı pues, el coste ḿınimo seŕa en este caso

J⊕ = xt
0Hx0, (2.101)

que podemos comparar con el que tendrı́a el sistema inicial si no hubiésemos realizado
ningún tipo de expansión-contraccíon ni de control descentralizado.

Definición 2.9 Diremos que una ley de control

uD =−Q(R̃∗
D
)−1B̃t

D
P̃DVx (2.102)

es sub́optima de grado µ para el par(S,J), si existe un valor positivo µ tal que

J⊕(x0) 6 µ−1J◦(x0), (2.103)

para todo x0.

Un resultado paralelo al dado por el Teorema (2.10) nos lo da el siguienteteorema.
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Teorema 2.12Una ley de control uD =−Q(R̃∗
D
)
−1B̃t

D
P̃DVx es sub́optima para el par(S,J)

con grado de suboptimalidad

µ∗ = λ−1
M

[H(VtP̃DV)−1], (2.104)

si y śolo si la matriz H de (2.101) es finita. 2

Observacíon: El valor deµ∗ es el mayor valor deµ para el cual se satisface (2.103). Si
Â es estable, la matrizH se puede obtener de la ecuación de Lyapunov

ÂtH +HÂ =−GD (2.105)

y µ∗ se puede calcular usando (2.104).

2.9. Control Centralizado

Hasta el momento hemos considerado que el sistema de referencia para evaluar la subop-
timalidad era una colección de subsistemas desacoplados, es decir, sin tener en cuenta las
interconexiones. La justificación no ha sido otra que la de poseer unos subsistemas to-
talmente aut́onomos. Sin embargo puede resultar interesante conocer cual es la relación
entre el valor de la función de coste obtenido mediante la suma de los costes de los sub-
sistemas desacoplados y el coste global que se obtendrı́a si no se efectuara ningún tipo de
expansíon.

Para ello consideremos una vez más el sistema lineal

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.106)

y sea la funcíon de coste asociada

J(x0,u) =
∫ ∞

0
(xtQ∗x+utR∗u) dt. (2.107)

Supongamos que el par(A,B) es controlable y que el par
(

A, (Q∗)
1
2

)

es observable. La

ley de controĺoptimo vendŕa dada por

u =−(R∗)−1BtPx, (2.108)
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como en (2.69), dondeP es una matriz siḿetrica y definida positiva, solución de la ecua-
ción de Riccati

AtP+PA−PB(R∗)−1BtP+Q∗ = 0 (2.109)

y cuyo valoróptimo seŕa
Ĵ◦(x0) = xt

0Px0 (2.110)

como en (2.66). La ley de control descentralizada

uD =−Q(R̃∗
D
)−1B̃t

D
P̃DVx (2.111)

de (2.102) puede ser evaluada utilizando los costesJ⊕(x0) y Ĵ◦(x0) de (2.101) y (2.110),
respectivamente, dondeJ⊕(x0) es el valor del coste cuando se aplica al sistema inicialS la
ley de control (2.111).

Para medir la diferencia, en cuanto al coste se refiere, al aplicar o bien laley de control
u=−(R∗)−1BtPx o bienuD =−Q(R̃∗

D
)−1B̃t

D
P̃DVx, consideremos el valor ˆµ para el cual se

verifica
J⊕(x0) 6 µ̂−1Ĵ◦(x0), (2.112)

para todox0. Dicho valor existiŕa si y śolo si la matrizH es finita, siendoH la solucíon de
la ecuacíon

ÂtH +HÂ =−G =−
[

Q∗+Kt
D
R∗KD

]

. (2.113)

En este caso, el mayor valor ˆµ∗ para el cual se verifica (2.112) viene dado por

µ̂∗ = λ−1
M

(HP−1), (2.114)

que es similar a la expresión deµ̃∗ dada en (2.96). Como puede observarse, el grado de
suboptimalidad de una ley de control es distinta para sistemas de referencia diferentes.



Caṕıtulo 3

Caracterización Matricial del
Proceso de Expansíon-Contracción

3.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior hemos dado un repaso a lo concerniente al Principio de Inclusión
Generalizado con algunas de las consecuencias más importantes que déel se deducen.
Hemos podido observar como se efectúa el proceso de expansión-contraccíon, a trav́es de
unas matrices complementariasM, N y L escogidas de forma muy concreta. Sin duda,
con dichas matrices garantizamos que se verifiquen todas las propiedadesrequeridas para
llevar a cabo el proceso de expansión-contraccíon. Pero, ¿por qúe se toman estas matrices
de esa manera? ¿Qué otras matricesM, N y L podŕıamos considerar? ¿Tienen todas ellas
una estructura conocida? ¿Se puede expandir el sistemaS de otro modo, con el fin de
lograr un espaciõS con unas caracterı́sticas ḿas “ventajosas”?

Estas cuestiones ya fueron apuntadas por Ikeda yŠiljak enGeneralized Decompositions
of Dynamic Systems and Vector Lyapunov Functions, cf. [27], en 1981 y posteriormente
por Malinowski y Singh, en 1985, en su artı́culo Controllability and Observability of Ex-
panded Systems with Overlapping Decompositions, cf. [44], cuando al estudiar el sistema
expandidõSse observaba que dependiendo de la elección de las matrices complementarias
se verificaban unas u otras propiedades.

55



56 Caṕıtulo 3. Caracterización Matricial del Proceso de Expansión-Contraccíon

En este caṕıtulo veremos como pueden ser las matricesM, N y L que intervienen en el
proceso de expansión a fin de que cumplan todas las condiciones del Principio de In-
clusión Generalizado. Ası́ logramos caracterizar los sistemas expandidos de forma que el
disẽnador tiene la posibilidad de escoger aquel que en cada circunstancia sea más favorable
a sus intereses.

Trataremos también el problema decontrol óptimo, centŕandonos en el caso de funciones
de coste lineal cuadrático. Veremos que condiciones han de cumplir las expansiones a fin
de que el coste sea el mismo para ambos sistemas, el original y el expandido. Finalmente,
nos centraremos en lacontractibilidad, y deduciremos cuando y en que condiciones po-
demos contraer una ley de control diseñada en el sistemãS para ser implementada en el
sistema inicialS. Trabajaremos con la expansión a todos los niveles, es decir, del espacio
de estado, de entrada y de salida, por ser este el caso más general.

3.2. Expansiones y Contracciones

Sean de nuevo los sistemas
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(3.1)

S̃ : ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ

ỹ = C̃x̃.
(3.2)

Vamos a seguir considerando a lo largo de este capı́tulo las siguientes matrices prototipo
para el sistemaS:





ẋ1

ẋ2

ẋ3



=







n1 n2 n3

n1 A11 A12 A13

n2 A21 A22 A23

n3 A31 A32 A33











x1

x2

x3



+







m1 m2 m3

n1 B11 B12 B13

n2 B21 B22 B23

n3 B31 B32 B33











u1

u2

u3









y1

y2

y3



=







n1 n2 n3

l1 C11 C12 C13

l2 C21 C22 C23

l3 C31 C32 C33











x1

x2

x3





(3.3)
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donde se indican las dimensiones de cada una de las submatrices que intervienen, siendo
n1+n2+n3 = n, m1+m2+m3 = m, l1 + l2 + l3 = l , n1 +2n2 +n3 = ñ, m1+2m2+m3 =
m̃, l1 +2l2 + l3 = l̃ .

Siguiendo con la notación del caṕıtulo anterior, el proceso de expansión y contraccíon se
ajusta al siguiente esquema:

S −→ S̃ −→ S

R
n V
−→ R

ñ U
−→ R

n

R
m R
−→ R

m̃ Q
−→ R

m

R
l T
−→ R

l̃ S
−→ R

l
.

(3.4)

Por ser el Principio de Inclusión independiente de la base escogida, podemos considerar
cambios de base. Representemos porTA, T−1

A
, TB, T−1

B
, TC y T−1

C
las matrices de cambio

en los espacios expandidos, siendo

TA =





In1 0 0 0
0 In2 0 In2
0 In2 0 −In2
0 0 In3 0



 , T−1
A

=





In1 0 0 0

0 1
2 In2

1
2 In2 0

0 0 0 In3

0 1
2 In2 −

1
2 In2 0



 (3.5)

las que definimos en el espacioR
ñ
.

Análogamente, para los espaciosR
m̃

y R
l̃
correspondientes a la entrada y salida, respecti-

vamente, definimos:

TB =





Im1 0 0 0
0 Im2 0 Im2
0 Im2 0 −Im2
0 0 Im3 0



 , T−1
B

=





Im1 0 0 0

0 1
2 Im2

1
2 Im2 0

0 0 0 Im3

0 1
2 Im2 −

1
2 Im2 0



 , (3.6)

TC =





Il1 0 0 0
0 Il2 0 Il2
0 Il2 0 −Il2
0 0 Il3 0



 , T−1
C

=





Il1 0 0 0

0 1
2 Il2

1
2 Il2 0

0 0 0 Il3
0 1

2 Il2 −
1
2 Il2 0



 . (3.7)

Las matricesIni , Imi y Il i , i=1,2,3, representan a las matrices identidad deórdenesni , mi y
l i , respectivamente.

El nuevo esquema del proceso de expansión y contraccíon, para cada uno de los espacios,
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vendŕa dado por:

S −→ S̃ −−→ ˜̄S −→ S̃ −→ S

R
n V
−→ R

ñ T−1
A−−→ R

ñ TA−→ R
ñ U
−→ R

n

R
m R
−→ R

m̃ T−1
B−−→ R

m̃ TB−→ R
m̃ Q
−→ R

m

R
l T
−→ R

l̃ T−1
C−−→ R

l̃ TC−→ R
l̃ S
−→ R

l
.

(3.8)

Además, estos cambios de base ası́ considerados solamente afectan a los espacios expan-

didosR
ñ
, R

m̃
y R

l̃
pero no a los espacios originalesR

n
, R

m
y R

l
.

Supondremos, como es habitual, que las matricesV, U , R, Q, T y Sson:

V =





In1 0 0
0 In2 0
0 In2 0
0 0 In3



 , R=





Im1 0 0
0 Im2 0
0 Im2 0
0 0 Im3



 , T =





Il1 0 0
0 Il2 0
0 Il2 0
0 0 Il3



 . (3.9)

A partir de estas matrices definimos:

U = (VtV)−1Vt ,

Q = (RtR)−1Rt ,

S= (TtT)−1Tt

(3.10)

como las pseudoinversas deV, R y T, respectivamente, resultando:

U =

(

In1 0 0 0

0 1
2 In2

1
2 In2 0

0 0 0 In3

)

, Q =

(

Im1 0 0 0

0 1
2 Im2

1
2 Im2 0

0 0 0 Im3

)

, S=

(

Il1 0 0 0

0 1
2 Il2

1
2 Il2 0

0 0 0 Il3

)

. (3.11)

Observacíon: El Principio de Inclusíon exige queUV = In, QR= Im y ST = Il , pero no
tenemos ninguna condición sobre los productosVU, RQy TS. Con los cambios de base
considerados, los productosUV, QR y ST continuaŕan siendo los mismos, pero además
VU, RQ y TSadoptaŕan una forma que nos recuerda a las matrices identidadIñ, Im̃ y I l̃ ,
respectivamente. Concretamente, si notamos por:

V̄ = T−1
A

V,

Ū = UTA,

R̄= T−1
B

R,

Q̄ = QTB,

T̄ = T−1
C

T,

S̄= STC

(3.12)
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puede comprobarse fácilmente queŪV̄ = In y V̄Ū =
(

In 0
0 0

)

, donde cada submatriz(0)
es de dimensión tal que la matriz resultante es de orden ˜n. De forma ańaloga,Q̄R̄= Im,
R̄Q̄=

(

Im 0
0 0

)

; S̄T̄ = Il , T̄S̄=
(

Il 0
0 0

)

. La manera como calcular una base en la cual se verifica
esta propiedad puede consultarse en [17], [18], [54].

Notación: A lo largo de este trabajo cuando las matrices carezcan de sı́mbolo en su parte
superior, comoA, B, C, ... nos referiremos al sistema inicial,S. Cuando las matrices estén
coronadas por una tilde(∼), por ejemploÃ, B̃, C̃, ... haremos referencia al sistema expan-
dido S̃. Porúltimo, cuando la notación sea del tipo barra horizontal con tilde,(') léase˜̄A,
˜̄B, ˜̄C, ... es que trabajamos en el sistema expandido˜̄S, considerando las bases definidas en
(3.5) a (3.7).

A partir de aqúı empieza el desarrollo del paso (4) del esquema dado enMotivaci ón y
Objetivos de Tesisdel primer caṕıtulo.

Sean los sistemas lineales:

S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(3.13)

˜̄S : ˙̃̄x = ˜̄A ˜̄x+ ˜̄B ˜̄u

˜̄y = ˜̄C ˜̄x
(3.14)

donde las matrices̃̄A, ˜̄B, ˜̄C, se suponen constantes y de dimensiones apropiadas. Los vec-
tores ˜̄x, ˜̄u, ˜̄y est́an definidos por:

˜̄x = T−1
A

Vx= V̄ x,

˜̄u = T−1
B

Ru= R̄u,

˜̄y = T−1
C

Ty= T̄ y.

(3.15)

En las nuevas bases, las relaciones (2.10) las notaremos por:

˜̄A = V̄AŪ + M̄,

˜̄B = V̄BQ̄+ N̄,

˜̄C = T̄CŪ + L̄.

(3.16)
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siendo

M̄ = T−1
A

MTA,

N̄ = T−1
A

NTB,

L̄ = T−1
C

LTA,

(3.17)

donde recordemos queM, N y L son las matrices complementarias correspondientes a las
relaciones dadas en (2.10).

De aqúı deducimos adeḿas,

˜̄A = T−1
A

ÃTA,

˜̄B = T−1
A

B̃TB,

˜̄C = T−1
C

C̃TA.

(3.18)

Las condiciones (2.11) vendrán dadas ahora por:

a) ŪM̄iV̄ = 0,
b) ŪM̄i−1N̄R̄ = 0,
c) S̄L̄M̄i−1V̄ = 0,
d) S̄L̄M̄i−1N̄R̄ = 0

(3.19)

para todoi=1,2, ..., ñ.

Vamos a estudiar las condiciones que se desprenden al considerar las relaciones (3.19)
referidas al sistemã̄S. En primer lugar veremos la forma que deben adoptar las matrices
complementarias̄M, N̄ y L̄.

Notación: A lo largo de este trabajo las matrices complementarias que vamos a utilizar
supondremos que son de la forma y dimensión siguientes:

M =













n1 n2 n2 n3

n1 M11 M12 M13 M14

n2 M21 M22 M23 M24

n2 M31 M32 M33 M34

n3 M41 M42 M43 M44













,
(3.20)
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N =













m1 m2 m2 m3

n1 N11 N12 N13 N14

n2 N21 N22 N23 N24

n2 N31 N32 N33 N34

n3 N41 N42 N43 N44













,
(3.21)

L =













n1 n2 n2 n3

l1 L11 L12 L13 L14

l2 L21 L22 L23 L24

l2 L31 L32 L33 L34

l3 L41 L42 L43 L44













.
(3.22)

Usando las matricesTA, TB, TC, T−1
A

, T−1
B

, T−1
C

, seŕa conveniente trabajar con bloques
matriciales. Por ello, supondremos

M̄ =

(

M̄11 M̄12

M̄21 M̄22

)

, (3.23)

siendoM̄11 una matriz de ordenn, M̄22 de orden(ñ−n).

N̄ =

(

N̄11 N̄12

N̄21 N̄22

)

, (3.24)

siendoN̄11 una matriz de dimensiónn×my N̄22 de dimensíon (ñ−n)×(m̃−m).

L̄ =

(

L̄11 L̄12

L̄21 L̄22

)

, (3.25)

siendoL̄11 una matriz de dimensión l×n y L̄22 de dimensíon (l̃ − l)×(ñ−n).

En adelante será preciso conocer de que forma son las submatricesM̄i j , N̄i j y L̄i j , i, j=1,2,
que acabamos de definir. Esto nos lo proporciona la siguiente proposición.

Proposición 3.1 Consideremos las matrices̄M =
(

M̄11 M̄12
M̄21 M̄22

)

, N̄ =
(

N̄11 N̄12
N̄21 N̄22

)

y L̄ =
(

L̄11 L̄12
L̄21 L̄22

)

como en (3.23) a (3.25). Entonces, las submatricesM̄i j , N̄i j y L̄i j , i, j = 1,2, son de la for-
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ma:

M̄11 =

( M11 M12+M13 M14

1
2(M21+M31)

1
2(M22+M23+M32+M33)

1
2(M24+M34)

M41 M42+M43 M44

)

,

M̄12 =

( M12−M13

1
2(M22−M23+M32−M33)

M42−M43

)

,

M̄21 =
1
2

(

(M21−M31) (M22+M23−M32−M33) (M24−M34)
)

,

M̄22 =
1
2

(

M22−M23−M32+M33

)

,

(3.26)

N̄11 =

( N11 N12+N13 N14

1
2(N21+N31)

1
2(N22+N23+N32+N33)

1
2(N24+N34)

N41 N42+N43 N44

)

,

N̄12 =

( N12−N13

1
2(N22−N23+N32−N33)

N42−N43

)

,

N̄21 =
1
2

(

(N21−N31) (N22+N23−N32−N33) (N24−N34)
)

,

N̄22 =
1
2

(

N22−N23−N32+N33

)

,

(3.27)

L̄11 =

( L11 L12+L13 L14

1
2(L21+L31)

1
2(L22+L23+L32+L33)

1
2(L24+L34)

L41 L42+L43 L44

)

,

L̄12 =

( L12−L13

1
2(L22−L23+L32−L33)

L42−L43

)

,

L̄21 =
1
2

(

(L21−L31) (L22+L23−L32−L33) (L24−L34)
)

,

L̄22 =
1
2

(

L22−L23−L32+L33

)

.

(3.28)

Demostracíon: Para demostrar (3.26) utilizamos la relación M̄ = T−1
A

MTA dada en (3.17),
siendoTA y T−1

A
como en (3.5) yM como en (3.20). Entonces identificando los bloques de

la matriz resultante de dicho producto con la matrizM̄ que hemos definido en (3.23) por

M̄ =
(

M̄11 M̄12
M̄21 M̄22

)

, se obtiene (3.26).

De forma parecida, si usamos̄N = T−1
A

NTB dada en (3.17), siendoT−1
A

y TB como en (3.5)
y (3.6), respectivamente, yN como en (3.21), entonces identificando los bloques de la

matriz resultante de dicho producto con la matrizN̄ de (3.24) dada porN̄ =
(

N̄11 N̄12
N̄21 N̄22

)

,

obtenemos las relaciones (3.27).
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Finalmente, si tenemos en cuenta queL̄ = T−1
C

LTA, por (3.17), siendoT−1
C

y TA como en
(3.7) y (3.5), respectivamente, yL como en (3.22), efectuando este producto e igualando la
matriz aśı obtenida con la matriz̄L dada en (3.25), se obtiene (3.28) y con ello se concluye
la demostracíon. 2

Estamos ahora en disposición de ver las condiciones que deben de cumplir las matrices
complementarias̄M, N̄ y L̄.

Proposición 3.2 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entonces:M̄ =
(

0 M̄12
M̄21 M̄22

)

, siendo(0) una

matriz de orden n tal quēM12M̄
i−2
22 M̄21 = 0, para todo i=2, ..., ñ.

Demostracíon: SeaM̄ =
(

M̄11 M̄12
M̄21 M̄22

)

. Consideremos̄U = ( In 0), siendo (0) una matriz de

dimensíonn×(ñ−n) y V̄ =
(

In
0

)

, con (0) una matriz de dimensión(ñ−n)×n. Imponiendo
la primera condicíon de (3.19), tenemos que parai=1, ŪM̄V̄ = 0, con lo cualM̄11 = 0.
Calculando las potencias de la matriz̄M, paraµ=2, ..., ñ, se obtiene la expresión general

M̄µ =





M̄12M̄
µ−2
22 M̄21 M̄12M̄

µ−1
22

M̄µ−1
22 M̄21 M̄µ

22+
j=µ−2

∑
j=0

M̄ j
22M̄21M̄12M̄

µ−2− j
22



 . (3.29)

Entonces, parai=k> 2, ŪM̄kV̄ = 0, lo que implicaM̄12M̄
k−2
22 M̄21 = 0. Reiterando este

proceso, cuandoi=ñ implicaŪM̄ñV̄ = 0, con lo cualM̄12M̄
ñ−2
22 M̄21 = 0. 2

Corolario 3.1 En las condiciones de la Proposición 3.2, ˜̄A =
(

A M̄12
M̄21 M̄22

)

.

Demostracíon: Por (3.16), ˜̄A = V̄AŪ + M̄ y efectuando estas operaciones se obtiene˜̄A =
(

A M̄12
M̄21 M̄22

)

. 2

Proposición 3.3 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entonces:N̄ =
(

0 N̄12
N̄21 N̄22

)

, siendo(0) una

matriz de dimensión n×m tal queM̄12M̄
i−2
22 N̄21 = 0, para todo i=2, ..., ñ.
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Demostracíon: SeaN̄ =
(

N̄11 N̄12
N̄21 N̄22

)

. SeaR̄ =
(

Im
0

)

, donde (0) es una matriz de dimen-

sión (m̃−m)×m. Imponiendo la segunda condición de (3.19) y teniendo en cuenta los
resultados de la Proposición 3.2, tenemos que parai=1, ŪN̄R̄ = 0, con lo cualN̄11 = 0.
Si consideramos̄Mµ como en (3.29), vemos que parai=k> 2, ŪM̄k−1N̄R̄= 0 y por ello
M̄12M̄

k−2
22 N̄21 = 0. Reiterando este proceso, cuandoi=ñ, ŪM̄ñ−1N̄R̄= 0 lo que implica que

M̄12M̄
ñ−2
22 N̄21 = 0. 2

Corolario 3.2 En las condiciones de la Proposición 3.3, ˜̄B =
(

B N̄12
N̄21 N̄22

)

.

Demostracíon: Por definicíon, ˜̄B = V̄BQ̄+ N̄. TomandoQ̄ = ( Im 0), siendo (0) una matriz

de dimensíonm×(m̃−m), y efectuando estas operaciones, se obtiene˜̄B=
(

B N̄12
N̄21 N̄22

)

. 2

Proposición 3.4 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entonces:L̄ =
(

0 L̄12
L̄21 L̄22

)

, siendo(0) una

matriz de dimensión l×n tal queL̄12M̄
i−2
22 M̄21 = 0, para todo i=2, ..., ñ.

Demostracíon: SeaL̄ =
(

L̄11 L̄12
L̄21 L̄22

)

. SeaS̄= ( Il 0), donde (0) es una matriz de dimensión

l×(l̃− l). Imponiendo la condición tercera de (3.19) y teniendo en cuenta los resultados de
la Proposicíon 3.2, tenemos que parai=1, S̄L̄V̄ = 0, por lo tantoL̄11 = 0. Reiterando este
proceso y considerandōMµ como en (3.29), tendremos que parai=k> 2, S̄L̄M̄k−1V̄ = 0
y en consecuenciāL12M̄

k−2
22 M̄21 = 0. Aśı, parai=ñ, S̄L̄M̄ñ−1V̄ = 0, de donde se deduce

L̄12M̄
ñ−2
22 M̄21 = 0. 2

Corolario 3.3 En las condiciones de la Proposición 3.4, ˜̄C =
(

C L̄12
L̄21 L̄22

)

.

Demostracíon: Por definicíon, ˜̄C = T̄CŪ + L̄. TomandoT̄ =
(

Il
0

)

, siendo (0) una matriz de

dimensíon (l̃ − l)×l y efectuando dichas operaciones, se obtiene la matriz˜̄C =
(

C L̄12
L̄21 L̄22

)

.
2

Nos queda todavı́a la cuarta condición de (3.19), que aunque no modificará la forma de las
matricesM̄, N̄ y L̄ añadiŕa alguna restricción. Véamoslo.
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Proposición 3.5 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). SeanM̄ =
(

0 M̄12
M̄21 M̄22

)

, N̄ =
(

0 N̄12
N̄21 N̄22

)

y L̄ =
(

0 L̄12
L̄21 L̄22

)

cumpliendo las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.4. Entonces:L̄12M̄
i−2
22 N̄21 = 0, para

todo i=2, ..., ñ+1.

Demostracíon: Por la cuarta condición de (3.19) tenemos que parai=1, S̄L̄N̄R̄ = 0, con
lo cual L̄12N̄21 = 0. Siguiendo con el proceso, si consideramos nuevamenteM̄µ como
en (3.29), tendremos que parai=k> 2, S̄L̄M̄k−1N̄R̄ = 0, lo cual teniendo en cuenta los
resultados de la Proposición 3.4 implica quēL12M̄

k−1
22 N̄21 = 0. Porúltimo, cuandoi=ñ,

S̄L̄M̄ñ−1N̄R̄= 0 y aśı L̄12M̄
ñ−1
22 N̄21 = 0, lo que concluye la demostración. 2

Comentario: En las Proposiciones 3.2 a 3.5 hemos trabajado en unas nuevas bases. Las
condiciones matriciales que nos exige el Principio de Inclusión Generalizado han quedado
reducidas a restricciones submatriciales de la forma:

M̄12M̄
i−2
22 M̄21 = 0,

M̄12M̄
i−2
22 N̄21 = 0,

L̄12M̄
i−2
22 M̄21 = 0











para todoi = 2, ..., ñ

L̄12M̄
i−2
22 N̄21 = 0 para todoi = 2, ..., ñ+1, (3.30)

dondeM̄ =
(

0 M̄12
M̄21 M̄22

)

, N̄ =
(

0 N̄12
N̄21 N̄22

)

y L̄ =
(

0 L̄12
L̄21 L̄22

)

. Ahora veremos como son las ma-

trices complementariasM, N y L en las bases iniciales.

Teorema 3.1 Consideremos el sistema dado en (3.1) y su correspondiente sistema expan-
dido (3.2), verificando las relaciones (2.11). Entonces, las matrices complementarias M,
N y L de (3.20) a (3.22), son de la forma:

M =

(

0 M12 −M12 0
M21 M22 M23 M24
−M21 −(M22+M23+M33) M33 −M24

0 M42 −M42 0

)

, (3.31)

N =

(

0 N12 −N12 0
N21 N22 N23 N24
−N21 −(N22+N23+N33) N33 −N24

0 N42 −N42 0

)

, (3.32)

L =

(

0 L12 −L12 0
L21 L22 L23 L24
−L21 −(L22+L23+L33) L33 −L24

0 L42 −L42 0

)

(3.33)
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debiendo verificar:

(

M12

M23+M33

M42

)

(M22+M33)
i−2(M21 M22+M23 M24) = 0,

(

M12

M23+M33

M42

)

(M22+M33)
i−2(N21 N22+N23 N24) = 0,

(

L12

L23+L33

L42

)

(M22+M33)
i−2(M21 M22+M23 M24) = 0















































para todo i= 2, ..., ñ

(

L12

L23+L33

L42

)

(M22+M33)
i−2(N21 N22+N23 N24) = 0 para todo i= 2, ..., ñ+1. (3.34)

Demostracíon: La Proposicíon 3.1 nos asegura que

M̄ =









M11 M12+M13 M14 M12−M13

1
2(M21+M31)

1
2(M22+M23+M32+M33)

1
2(M24+M34)

1
2(M22−M23+M32−M33)

M41 M42+M43 M44 M42−M43

1
2(M21−M31)

1
2(M22+M23−M32−M33)

1
2(M24−M34)

1
2(M22−M23−M32+M33)









. (3.35)

Por la Proposicíon 3.2,M̄ =
(

0 M̄12
M̄21 M̄22

)

. Al serM̄11 = 0, se obtienen de (3.26) las relaciones

siguientes:

M11 = 0,

M12+M13 = 0,

M14 = 0,

1
2
(M21+M31) = 0,

1
2
(M22+M23+M32+M33) = 0,

1
2
(M24+M34) = 0,

M41 = 0,

M42+M43 = 0,

M44 = 0

(3.36)
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de donde:

M11 = 0,

M13 =−M12,

M14 = 0,

M31 =−M21,

M32 =−(M22+M23+M33),

M34 =−M24,

M41 = 0,

M43 =−M42,

M44 = 0.

(3.37)

Sustituyendo estas relaciones en (3.20), la matriz generalM quedaŕa de la forma

M =

(

0 M12 −M12 0
M21 M22 M23 M24
−M21 −(M22+M23+M33) M33 −M24

0 M42 −M42 0

)

, (3.38)

lo que prueba (3.31).

Para la matriz̄N sabemos de (3.17) quēN = T−1
A

NTB. Entonces, efectuando dicho produc-

to y comparando con la matriz̄N =
(

0 N̄12
N̄21 N̄22

)

dada por la Proposición 3.3, al ser̄N11 = 0,

se llega a un sistema de ecuaciones similar a (3.37), cambiandoMi j por Ni j , i, j=1,2,3,4.
Sustituyendo las relaciones ası́ obtenidas en (3.21) se deduce la matrizN de (3.32).

Análogamente para la matriz̄L. SeaL̄ = T−1
C

LTA, por (3.17). Por la Proposición 3.4,L̄ =
(

0 L̄12
L̄21 L̄22

)

. Al considerar̄L11= 0, se deducen de (3.28) unas relaciones equivalentes a (3.37)

si se efect́ua el cambioMi j porLi j , parai, j=1,2,3,4. Sustituyendo en (3.22) las relaciones
obtenidas se llega a la matrizL de (3.33). Para ver que se cumplen las condiciones (3.34)
no hay ḿas que sustituir las condiciones obtenidas hasta el momento en las submatrices
M̄i j , N̄i j y L̄i j , i, j=1,2, dadas en (3.26)–(3.28) y obligar a que se verifique (3.30), lo que
concluye la demostración. 2

Los siguientes corolarios nos dan la forma que adoptan las matricesÃ, B̃ y C̃ a partir de
las matrices complementarias dadas por el Teorema 3.1.
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Corolario 3.4 En las condiciones del Teorema 3.1, la matrizÃ seŕa de la forma

Ã =









A11
1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21+M21
1
2A22+M22

1
2A22+M23 A23+M24

A21−M21
1
2A22−(M22+M23+M33)

1
2A22+M33 A23−M24

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33









. (3.39)

Demostracíon: Por definicíon,Ã= VAU+M y utilizando la expresión de la matrizA dada
en (3.3) y de la matrizM de (3.31), se concluye el resultado. 2

Corolario 3.5 En las condiciones del Teorema 3.1, la matrizB̃ seŕa de la forma

B̃ =









B11
1
2B12+N12

1
2B12−N12 B13

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

B21−N21
1
2B22−(N22+N23+N33)

1
2B22+N33 B23−N24

B31
1
2B32+N42

1
2B32−N42 B33









. (3.40)

Demostracíon: Teniendo en cuenta quẽB = VBQ+ N y utilizando la matrizN dada en
(3.32) y la matrizB definida en (3.3), se demuestra el corolario. 2

Corolario 3.6 En las condiciones del Teorema 3.1, la matrizC̃ seŕa de la forma

C̃ =









C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−(L22+L23+L33)

1
2C22+L33 C23−L24

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33









. (3.41)

Demostracíon: Teniendo en cuenta quẽC = TCU+ L y siendoL como en (3.33) yC la
matriz dada en (3.3), se concluye la demostración. 2

Comentario: Hemos hallado la forma que deben adoptar y las condiciones que deben
de cumplir las matrices complementariasM, N y L a fin de que se verifique el Principio de
Inclusión Generalizado. Como puede observarse, las condiciones (3.30) solamente afectan
a unas cuantas submatrices. Esto nos ofrece una mayor flexibilidad a la hora de escoger las
matrices complementarias. Al tratar con sistemas de gran escala las dimensionesdeM, N
y L pueden ser considerables y por ello, todo lo que suponga poder trabajar con matrices de
menor tamãno ya sea para el estudio de propiedades como para el diseño de determinadas
leyes de control, deberá ser tenido en cuenta.
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Partiendo de un teorema dado enAn Inclusion Principle for Dynamic Systems, cf. [31], que
nos asegura que un sistemaS̃⊃ Ssi y śolo si existe un sistemāS tal queS̃⊃ S̄⊃ S, donde
S̄ es una restricción (agregacíon) deS̃ y S es una agregación (restriccíon) deS̄ podŕıamos
llegar, mediante un proceso previo de construcción del sistemāS, a determinar la forma
de la matriz complementariaM dada en (3.31). De forma análoga se podrı́a utilizar para
hallar la expresíon matricial deN y L si dicho teorema se ampliara al caso de expansión-
contraccíon del espacio de entrada y de salida.

Aun aśı, las condiciones matriciales exigidas por el Principio de Inclusión Generalizado no
se traducen en otras de más simples a partir de dicho teorema. Por este motivo, una posible
clasificacíon de las matrices complementarias como la que se presenta en este capı́tulo
seŕıa, a nuestro entender, difı́cil de obtener. El procedimiento seguido en nuestro trabajo
permite caracterizar la estructura de las matricesM, N y L y redefinir las condiciones
exigidas por el Principio de Inclusión en t́erminos submatriciales.

3.3. Control Óptimo

Uno de los problemas que a menudo interesa abordar es el de la optimización. Nos centra-
remos en el disẽno de leyes de controlóptimo basado en funciones de coste lineal cuadráti-
co. Se trata de elegir un vector de control de manera que se minimice una ciertafunción
de coste, todo ello en el marco del proceso de expansión-contraccíon y por lo tanto del
Principio de Inclusíon Generalizado.

En primer lugar estudiaremos cuales son las condiciones que nos garantizan que el par
( ˜̄S, ˜̄J) incluye a(S,J). Una vez obtenidas dichas condiciones caracterizaremos dicha in-
clusión en t́erminos de matrices complementarias.

Sea˜̄S el sistema expandido deS, al cual asociamos la función de coste

˜̄J( ˜̄x0, ˜̄u) =
∫ ∞

0
( ˜̄xt ˜̄Q

∗
˜̄x+ ˜̄ut ˜̄R

∗ ˜̄u) dt, (3.42)

donde ˜̄Q
∗

es una matriz siḿetrica, constante, semidefinida positiva y de orden ˜n. La matriz
˜̄R
∗

la supondremos también siḿetrica, constante, definida positiva y de orden ˜m. Conside-
remos˜̄x0 = T−1

A
Vx0 = V̄ x0, ˜̄u = T−1

B
Ru= R̄u, como en (3.15).
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Las relaciones (2.25) se convertirán ahora en:

˜̄A = V̄AŪ + M̄,

˜̄B = V̄BQ̄+ N̄,

˜̄Q
∗
= Ū tQ∗Ū + M̄Q∗ ,

˜̄R
∗
= Q̄tR∗Q̄+ N̄R∗

(3.43)

siendo
M̄Q∗ = Tt

A
MQ∗TA,

N̄R∗ = Tt
B
NR∗TB,

˜̄Q
∗
= Tt

A
Q̃∗TA,

˜̄R
∗
= Tt

B
R̃∗TB

(3.44)

las cuales nos expresan las relaciones matriciales entre el par( ˜̄S, ˜̄J) y el par(S,J).

Notación: Las matrices complementarias que vamos a utilizar en esta sección, MQ∗ y
NR∗ dadas en (2.25) las supondremos de la forma y dimensión siguientes:

MQ∗ =















n1 n2 n2 n3

n1 MQ∗11
MQ∗12

MQ∗13
MQ∗14

n2 Mt
Q∗12

MQ∗22
MQ∗23

MQ∗24

n2 Mt
Q∗13

Mt
Q∗23

MQ∗33
MQ∗34

n3 Mt
Q∗14

Mt
Q∗24

Mt
Q∗34

MQ∗44















(3.45)

y

NR∗ =















m1 m2 m2 m3

m1 NR∗11
NR∗12

NR∗13
NR∗14

m2 Nt
R∗12

NR∗22
NR∗23

NR∗24

m2 Nt
R∗13

Nt
R∗23

NR∗33
NR∗34

m3 Nt
R∗14

Nt
R∗24

Nt
R∗34

NR∗44















,
(3.46)

deórdenes ˜n y m̃, respectivamente.

Observacíon: La forma siḿetrica que adoptan estas dos matrices viene impuesta por el
hecho de ser siḿetricasQ̃∗ y R̃∗ de (2.25). Ĺogicamente, los bloques diagonalesMQ∗ii y
NR∗ii , i=1,2,3,4, est́an a su vez formados por matrices simétricas.
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Trabajando con bloques matriciales, como viene siendo habitual en este capı́tulo, defini-
mos:

M̄Q∗ =

(

M̄Q∗11
M̄Q∗12

M̄t
Q∗12

M̄Q∗22

)

, (3.47)

siendoM̄Q∗11
una matriz siḿetrica de ordenn y M̄Q∗22

de orden(ñ−n) y la matriz

N̄R∗ =

(

N̄R∗11
N̄R∗12

N̄t
R∗12

N̄R∗22

)

, (3.48)

dondeN̄R∗11
es una matriz siḿetrica de ordenmy N̄R∗22

de orden(m̃−m).

La forma que adoptan las submatrices deM̄Q∗ y N̄R∗ nos la da la siguiente proposición.

Proposición 3.6 SeanM̄Q∗ =

(

M̄Q∗11
M̄Q∗12

M̄t
Q∗12

M̄Q∗22

)

y N̄R∗ =

(

N̄R∗11
N̄R∗12

N̄t
R∗12

N̄R∗22

)

. Entonces, las submatri-

cesM̄Q∗i j y N̄R∗i j , i, j= 1,2, son de la forma:

M̄Q∗11
=





MQ∗11
MQ∗12

+MQ∗13
MQ∗14

Mt
Q∗12

+Mt
Q∗13

MQ∗22
+MQ∗23

+Mt
Q∗23

+MQ∗33
MQ∗24

+MQ∗34

Mt
Q∗14

Mt
Q∗24

+Mt
Q∗34

MQ∗44



 ,

M̄Q∗12
=





MQ∗12
−MQ∗13

MQ∗22
−MQ∗23

+Mt
Q∗23
−MQ∗33

Mt
Q∗24
−Mt

Q∗34



 ,

M̄t
Q∗12

=
(

Mt
Q∗12
−Mt

Q∗13
MQ∗22

+MQ∗23
−Mt

Q∗23
−MQ∗33

MQ∗24
−MQ∗34

)

,

M̄Q∗22
=
(

MQ∗22
−MQ∗23

−Mt
Q∗23

+MQ∗33

)

,

(3.49)

N̄R∗11
=





NR∗11
NR∗12

+NR∗13
NR∗14

Nt
R∗12

+Nt
R∗13

NR∗22
+NR∗23

+Nt
R∗23

+NR∗33
NR∗24

+NR∗34

Nt
R∗14

Nt
R∗24

+Nt
R∗34

NR∗44



 ,

N̄R∗12
=





NR∗12
−NR∗13

NR∗22
−NR∗23

+Nt
R∗23
−NR∗33

Nt
R∗24
−Nt

R∗34



 ,

N̄t
R∗12

=
(

Nt
R∗12
−Nt

R∗13
NR∗22

+NR∗23
−Nt

R∗23
−NR∗33

NR∗24
−NR∗34

)

,

N̄R∗22
=
(

NR∗22
−NR∗23

−Nt
R∗23

+NR∗33

)

.

(3.50)
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Demostracíon:Para demostrar (3.49) utilizamos la relaciónM̄Q∗ = Tt
A
MQ∗TA dada en (3.44),

siendoTA como en (3.5) yMQ∗ como en (3.45). Entonces identificando los bloques de la
matriz resultante de dicho producto con la matrizM̄Q∗ que hemos definido en (3.47) se
obtiene (3.49).

De forma parecida, si usamos̄NR∗ = Tt
B
NR∗TB dada en (3.44), siendoTB como en (3.6) y

NR∗ como en (3.46), identificando los bloques de la matriz resultante de dicho producto
con la matrizN̄R∗ dada en (3.48), obtenemos las relaciones (3.50).2

Estamos ahora en condiciones de formular el siguiente teorema, en el cualse supone que
˜̄S⊃ S.

Teorema 3.2 Sean los sistemas (3.13) y (3.14) junto con sus funciones de coste respecti-
vas. Entonces,( ˜̄S, ˜̄J)⊃ (S,J) si se cumple uno de los dos bloques de condiciones:

a) M̄ =
(

0 M̄12
0 M̄22

)

,

b) N̄ =
(

0 N̄12
0 N̄22

)

,

c) M̄Q∗ =

(

0 M̄Q∗12
M̄t

Q∗12
M̄Q∗22

)

,

d) N̄R∗ =

(

0 N̄R∗12
N̄t

R∗12
N̄R∗22

)

(3.51)

o bien

a’) M̄Q∗ =
(

0 0
0 M̄Q∗22

)

tal que

M̄Q∗22
M̄i−2

22 M̄21 = 0, para todo i= 2, ..., ñ,

M̄Q∗22
M̄i−2

22 N̄21 = 0, para todo i= 2, ..., ñ+1,
(3.52)

b’) N̄R∗ =

(

0 N̄R∗12
N̄t

R∗12
N̄R∗22

)

.

Demostracíon: Consideremos el primer conjunto de condiciones dados por (2.26). En la
base que estamos utilizando será:
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a) M̄V̄ = 0, con lo cualM̄21 = 0 y por lo tantoM̄ =
(

0 M̄12
0 M̄22

)

,

b) N̄R̄ = 0, y por elloN̄21 = 0, siendoN̄ =
(

0 N̄12
0 N̄22

)

,

c) V̄tM̄Q∗V̄ = 0, por lo tantoM̄Q∗11
= 0 y entoncesM̄Q∗ =

(

0 M̄Q∗12
M̄t

Q∗12
M̄Q∗22

)

,

d) R̄tN̄∗RR̄ = 0, en consecuenciāNR∗ =

(

0 N̄R∗12
N̄t

R∗12
N̄R∗22

)

por serN̄R∗11
= 0.

De esta manera queda probado el primer bloque de condiciones de (3.51).

a’) Consideremos el segundo bloque de condiciones dado por 2.27. En la base que esta-
mos utilizando se traducirán en:

ŪM̄iV̄ = 0, que se verifica por la primera condición de (3.19),

ŪM̄i−1N̄R̄= 0, que se verifica por la segunda condición de (3.19).

La condicíon M̄Q∗M̄i−1V̄=0, implica que parai=1, M̄Q∗V̄ = 0, con lo cual se obtiene
M̄Q∗11

=0, M̄t
Q∗12

=0. En general, considerandōMµ como en (3.29), tenemos que parai=k> 2,

M̄Q∗M̄k−1V̄ = 0, con lo cualM̄Q∗22
M̄k−2

22 M̄21 = 0. Reiterando este proceso cuandoi=ñ,

M̄Q∗M̄ñ−1V̄ = 0, es decir,M̄Q∗22
M̄ñ−2

22 M̄21 = 0. Por lo tanto,M̄Q∗ =
(

0 0
0 M̄Q∗22

)

verificando

M̄Q∗22
Mi−2

22 M̄21 = 0, para todoi=2, ..., ñ.

La cuarta condicíon de (2.27) nos dice quēMQ∗M̄i−1N̄R̄= 0. De este producto matricial
deducimos parai=1, M̄Q∗N̄R̄= 0, es decirM̄Q∗22

N̄21 = 0. Reiterando este proceso y con-
siderandoM̄µ como en (3.29), tendremos que cuandoi=k> 2, M̄Q∗M̄k−1N̄R̄ = 0, con lo
cual M̄Q∗22

M̄k−1
22 N̄21 = 0, si tenemos en cuenta quēMQ∗M̄i−1V̄ = 0. Porúltimo, parai=ñ,

M̄Q∗M̄ñ−1N̄R̄ = 0 y en consecuenciāMQ∗22
M̄ñ−1

22 N̄21 = 0. Por lo tanto,M̄Q∗ =
(

0 0
0 M̄Q∗22

)

,

verificandoM̄Q∗22
M̄i−2

22 N̄21 = 0, para todoi=2, ..., ñ+ 1. De esta forma deducimosa’) del
teorema.

Por la quinta condición de (2.27),R̄tN̄∗RR̄= 0, lo que implica quēNR∗11
= 0 y por lo tanto

N̄R∗ =

(

0 N̄R∗12
N̄t

R∗12
N̄R∗22

)

. Queda pues demostradob’) y con ello el teorema. 2

Comentario: De nuevo regresamos al sistema inicialS para dar las condiciones ma-
triciales bajo las cuales(S̃, J̃) ⊃ (S,J). De esta manera podremos escoger directamente
las matricesM, N, MQ∗ y NR∗ que nos garantizan la inclusión anterior. Evidentemente, el
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teorema que se da a continuación tambíen hace referencia a dos bloques de condiciones
suficientes para que(S̃, J̃) ⊃ (S,J). Estos dos bloques de condiciones son además inde-
pendientes entre sı́, puesto que son equivalentes a los dados en el Teorema 2.7 visto en el
Caṕıtulo 2. Véamoslo.

Teorema 3.3 Sean los sistemas (3.1) y (3.2) junto con sus funciones de coste respectivas.
Entonces,(S̃, J̃)⊃ (S,J) si se verifica uno de los dos bloques de condiciones:

a) M =







0 M12 −M12 0

0 M22 −M22 0

0 M32 −M32 0

0 M42 −M42 0






,

b) N =







0 N12 −N12 0

0 N22 −N22 0

0 N32 −N32 0

0 N42 −N42 0






,

c) MQ∗ =









0 MQ∗12
−MQ∗12

0

Mt
Q∗12
−MQ∗23

−Mt
Q∗23
−MQ∗33

MQ∗23
MQ∗24

−Mt
Q∗12

Mt
Q∗23

MQ∗33
−MQ∗24

0 Mt
Q∗24

−Mt
Q∗24

0









,

d) NR∗ =









0 NR∗12
−NR∗12

0

Nt
R∗12
−NR∗23

−Nt
R∗23
−NR∗33

NR∗23
NR∗24

−Nt
R∗12

Nt
R∗23

NR∗33
−NR∗24

0 Nt
R∗24

−Nt
R∗24

0









(3.53)

o bien

a’) MQ∗ =







0 0 0 0

0 MQ∗22
−MQ∗22

0

0 −MQ∗22
MQ∗22

0

0 0 0 0






cumpliendo las relaciones:

(

MQ∗22

)(

M22+M33

)i−2(
M21 M22+M23 M24

)

= 0, para todo i= 2, ..., ñ,
(

MQ∗22

)(

M22+M33

)i−2(
N21 N22+N23 N24

)

= 0, para todo i= 2, ..., ñ+1,
(3.54)

b’) NR∗ =









0 NR∗12
−NR∗12

0

Nt
R∗12
−NR∗23

−Nt
R∗23
−NR∗33

NR∗23
NR∗24

−Nt
R∗12

Nt
R∗23

NR∗33
−NR∗24

0 Nt
R∗24

−Nt
R∗24

0









.
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Demostracíon: Consideremos el primer conjunto de condiciones dados por el Teorema 3.2.

a) Al ser M̄ =
(

0 M̄12
0 M̄22

)

implica M̄11 = 0 y M̄21 = 0. Entonces,M̄11 = 0 nos proporciona
el sistema de ecuaciones (3.37) ȳM21 = 0 el sistema:

M21−M31 = 0,

M22+M23−M32−M33 = 0,

M24−M34 = 0

(3.55)

obtenido de (3.26). Sustituyendo dichas relaciones en la matrizM dada en (3.20) obtene-

mos la matrizM =







0 M12 −M12 0

0 M22 −M22 0

0 M32 −M32 0

0 M42 −M42 0






del teorema.

b) N̄ =
(

0 N̄12
0 N̄22

)

, es decir,N̄11 = 0, lo que implica el sistema de ecuaciones:

N11 = 0,

N13 =−N12,

N14 = 0,

N31 =−N21,

N32 =−(N22+N23+N33),

N34 =−N24,

N41 = 0,

N43 =−N42,

N44 = 0.

(3.56)

Por otro lado, al ser̄N21 = 0, se obtienen de (3.27) las relaciones:

N21−N31 = 0,

N22+N23−N32−N33 = 0,

N24−N34 = 0

(3.57)

y por lo tantoN =







0 N12 −N12 0

0 N22 −N22 0

0 N32 −N32 0

0 N42 −N42 0






sin más que sustituir dichas relaciones en la matrizN

dada en (3.21).

c) Haciendo uso de las relaciones (3.44),M̄Q∗ = Tt
A
MQ∗TA. Efectuando este producto se
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obtiene la matrizM̄Q∗ siguiente:









MQ∗11
MQ∗12

+MQ∗13
MQ∗14

MQ∗12
−MQ∗13

Mt
Q∗12

+Mt
Q∗13

MQ∗22
+MQ∗23

+Mt
Q∗23

+MQ∗33
MQ∗24

+MQ∗34
MQ∗22

−MQ∗23
+Mt

Q∗23
−MQ∗33

Mt
Q∗14

Mt
Q∗24

+Mt
Q∗34

MQ∗44
Mt

Q∗24
−Mt

Q∗34

Mt
Q∗12
−Mt

Q∗13
MQ∗22

+MQ∗23
−Mt

Q∗23
−MQ∗33

MQ∗24
−MQ∗34

MQ∗22
−MQ∗23

−Mt
Q∗23

+MQ∗33









. (3.58)

Porc) del Teorema 3.2,M̄Q∗11
= 0, con lo cual de (3.49) obtenemos el sistema de ecuacio-

nes:
MQ∗11

= 0,

MQ∗12
+MQ∗13

= 0,

MQ∗14
= 0,

MQ∗22
+MQ∗23

+Mt
Q∗23

+MQ∗33
= 0,

MQ∗24
+MQ∗34

= 0,

MQ∗44
= 0.

(3.59)

Sustituyendo dichas relaciones en la matriz (3.45), se concluyec) del teorema.

d) N̄R∗ = Tt
B
NR∗TB, por (3.44). De aqúı,

N̄R∗ =









NR∗11
NR∗12

+NR∗13
NR∗14

NR∗12
−NR∗13

Nt
R∗12

+Nt
R∗13

NR∗22
+NR∗23

+Nt
R∗23

+NR∗33
NR∗24

+NR∗34
NR∗22
−NR∗23

+Nt
R∗23
−NR∗33

Nt
R∗14

Nt
R∗24

+Nt
R∗34

NR∗44
Nt

R∗24
−Nt

R∗34

Nt
R∗12
−Nt

R∗13
NR∗22

+NR∗23
−Nt

R∗23
−NR∗33

NR∗24
−NR∗34

NR∗22
−NR∗23

−Nt
R∗23

+NR∗33









. (3.60)

Por serN̄R∗11
= 0, obtenemos de (3.50) el sistema de ecuaciones:

NR∗11
= 0,

NR∗12
+NR∗13

= 0,

NR∗14
= 0,

NR∗22
+NR∗23

+Nt
R∗23

+NR∗33
= 0,

NR∗24
+NR∗34

= 0,

NR∗44
= 0.

(3.61)

Por lo tanto se deduce queNR∗ =









0 NR∗12
−NR∗12

0

Nt
R∗12
−NR∗23

−Nt
R∗23
−NR∗33

NR∗23
NR∗24

−Nt
R∗12

Nt
R∗23

NR∗33
−NR∗24

0 Nt
R∗24

−Nt
R∗24

0









, si sustituimos las

relaciones en (3.46).
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Consideremos ahora el segundo bloque de condiciones suficientes dado por el Teorema
3.3.

a’) Por el apartadoa’) del Teorema 3.2, sabemos quēMQ∗ =
(

0 0
0 M̄Q∗22

)

. Por el hecho de

serM̄Q∗11
= 0 y M̄t

Q∗12
= 0 se obtienen, adeḿas de (3.59), las siguientes ecuaciones matri-

ciales:
MQ∗12

−MQ∗13
= 0,

MQ∗22
+MQ∗23

−Mt
Q∗23
−MQ∗33

= 0,

MQ∗24
−MQ∗34

= 0,

(3.62)

con lo cual se concluye queMQ∗ =







0 0 0 0

0 MQ∗22
−MQ∗22

0

0 −MQ∗22
MQ∗22

0

0 0 0 0






. Nos queda por comprobar que

se verifican las relaciones (3.52). En este caso,M̄Q∗22
= 4MQ∗22

. Sustituyendo esta matriz
junto con la forma ya conocida de la matrices̄M22, M̄21 y N̄21 en (3.52), se cumplen las
relaciones:

(MQ∗22 )(M22+M33)
i−2(M21 M22+M23 M24) = 0, para todoi = 2, ..., ñ,

(MQ∗22 )(M22+M33)
i−2(N21 N22+N23 N24) = 0, para todoi = 2, ..., ñ+1

y con ello se concluyea’) del Teorema 3.3.

b’) La demostracíon de este apartado es idéntica a como se ha obtenidod) del primer
bloque de condiciones. De esta forma queda probado el teorema.2

Observacíon: El Teorema 2.7 nos da condiciones suficientes para que el par(S̃, J̃) ⊃
(S,J). Dichas condiciones quedan explicitadas por el Teorema 3.3 anterior en términos de
matrices complementarias. Sin embargo, en estos teoremas no se ha supuesto en ninǵun
momento que el control a efectuar sea un controlóptimo. Si queremos restringirnos a es-
te tipo de control necesitamos las condiciones bajo las cuales el par(S̃, J̃) incluye al par
(S,J), siendoJ̃ y J las funciones de coste asociadas a cada uno de los sistemas, respectiva-
mente. La intencíon es disẽnar leyes de controlu y ũ de tal forma queJ◦ = J̃◦ y para ello
estudiaremos cuales son las condiciones que deben de cumplirse.

Teorema 3.4 Un par (S̃, J̃) ⊃ (S,J), siendoJ̃ y J las funciones de coste para unas de-
terminadas leyes de controlóptimoũ y u, respectivamente, si se verifican las siguientes
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condiciones:
a) MV = 0,
b) R∗ = [Q(R̃∗)−1Qt ]−1,
c) N = 0,
d) VtMQ∗V = 0.

(3.63)

Demostracíon: Sean las funciones de costeJ y J̃ como las definidas en (2.21) y (2.23),
respectivamente, es decir,

J(x0,u) =
∫ ∞

0
(xtQ∗x+utR∗u) dt, (3.64)

siendou =−Kx, conK = (R∗)−1BtP la única solucíon de la ecuación de Riccati

AtP+PA−PB(R∗)−1BtP+Q∗ = 0 (3.65)

y

J̃(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗x̃+ ũtR̃∗ũ) dt, (3.66)

conũ = K̃x̃, siendoK̃ = (R̃∗)−1B̃tP̃ la única solucíon de la ecuación de Riccati

ÃtP̃+ P̃Ã− P̃B̃(R̃∗)−1B̃tP̃+ Q̃∗ = 0. (3.67)

El coste ḿınimo vendŕa dado, en cada caso, por

J◦(x0) = x0
tPx0 (3.68)

y
J̃◦(x̃0) = x̃t

0P̃x̃0. (3.69)

La exigenciaJ◦(x0) = J̃◦(x̃0) implica queP = VtP̃V, sin ḿas que igualar ambos costes y
tener en cuenta que ˜x0 = Vx0. Como estamos suponiendo que

Ã = VAU+M,

B̃ = VBQ+N,
(3.70)

si sustituimos dichas relaciones en (3.67), junto conP = VtP̃V y la comparamos a la
ecuacíon matricial (3.65), obtenemos las siguientes condiciones:

(MV)tP̃V = 0,

VtP̃MV = 0,

Q(R̃∗)−1Qt = (R∗)−1,

VtP̃N(R̃∗)−1QtBtP = 0,

VtP̃N(R̃∗)−1NtP̃V = 0,

PBQ(R̃∗)−1NtP̃V = 0,

VtQ̃∗V = Q∗.

(3.71)



3.4 Contractibilidad 79

Suponiendo, como caso particular, que se verifique:

MV = 0,

Q(R̃∗)−1Qt = (R∗)−1,

N = 0,

VtQ̃∗V = Q∗,

(3.72)

que se traducen en:
MV = 0,

R∗ = [Q(R̃∗)−1Qt ]−1,

N = 0,

VtMQ∗V = 0

(3.73)

si tenemos en cuenta quẽQ∗ = U tQ∗U +MQ∗ . De esta forma se garantizan las relaciones
(3.71), con lo cual se cumple (3.63) y se concluye el teorema.2

3.4. Contractibilidad

Tal y como ya hemos apuntado en el Capı́tulo 2, nos interesa buscar leyes de control en el
sistema expandidõSde manera que sea posible contraerlas e implementarlas en el sistema
original S. Vamos a estudiar cuando una ley de control diseñada en el sistema expandido
˜̄S podŕa ser contráıda al sistema inicialS en t́erminos de matrices complementarias.

Notación: Siguiendo un procedimiento análogo a las secciones anteriores, vamos a dar
la notacíon para las matrices que intervienen en la contractibilidad de una ley de control.
Supondremos las siguientes matrices prototipo:

F =













n1 n2 n2 n3

m1 F11 F12 F13 F14

m2 F21 F22 F23 F24

m2 F31 F32 F33 F34

m3 F41 F42 F43 F44













.
(3.74)

Definimos ahora

F̄ =

(

F̄11 F̄12

F̄21 F̄22

)

, (3.75)
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siendoF̄11 una matriz de dimensiónm×n y F̄22 de dimensíon (m̃−m)×(ñ−n). Análoga-
mente,

K =







n1 n2 n3

m1 K11 K12 K13

m2 K21 K22 K23

m3 K31 K32 K33






.

(3.76)

La matriz de ganancia para el sistema˜̄S, que designaremos̄̃K, vendŕa dada por

˜̄K = R̄KŪ + F̄ , (3.77)

donde
˜̄K = T−1

B K̃TA,

F̄ = T−1
B FTA.

(3.78)

Proposición 3.7 Consideremos la matriz̄F =
(

F̄11 F̄12
F̄21 F̄22

)

. Entonces, las submatrices̄Fi j ,

para i, j= 1,2, son de la forma:

F̄11 =

( F11 F12+F13 F14

1
2(F21+F31)

1
2(F22+F23+F32+F33)

1
2(F24+F34)

F41 F42+F43 F44

)

,

F̄12 =

( F12−F13

1
2(F22−F23+F32−F33)

F42−F43

)

,

F̄21 = 1
2

(

F21−F31 F22+F23−F32−F33 F24−F34

)

,

F̄22 = 1
2

(

F22−F23−F32+F33

)

.

(3.79)

Demostracíon: ConsiderandōF = T−1
B FTA como en (3.78), siendoTA y T−1

B
como en (3.5)

y (3.6), respectivamente y efectuando dicho producto se demuestra la proposicíon sin ḿas

que comparar la matriz producto resultante con la matriz definida porF̄ =
(

F̄11 F̄12
F̄21 F̄22

)

. 2

Corolario 3.7 En las condiciones de la proposición anterior, la matriz ˜̄K del sistema ex-

pandido ˜̄S es de la forma˜̄K =
(

K+F̄11 F̄12
F̄21 F̄22

)

.
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Demostracíon: Si tomamos ˜̄K como en (3.77),R̄ =
(

Im
0

)

, donde (0) es una matriz de
dimensíon (m̃−m)×m, Ū = ( In 0), donde (0) es una matriz de dimensión n×(ñ−n) y
efectuamos dicho producto, se obtiene el resultado.2

Por Definicíon 2.7 de contractibilidad, sabemos que˜̄u = − ˜̄K ˜̄x es contráıble a la ley de
control u = −Kx siempre queK[x(t;x0,u)] = Q̄ ˜̄K[ ˜̄x(t;V̄ x0, R̄u)]. Entonces, en el sistema

expandidȭS podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Una ley de control̃̄u=− ˜̄K ˜̄x en el sistemã̄Ses contráıble a la ley de control
u =−Kx del sistemaS si y śolo si se verifica

a) Q̄F̄M̄i−1V̄ = 0,
b) Q̄F̄M̄i−1N̄R̄ = 0

(3.80)

para todo i=1, ..., ñ.

Demostracíon: Sabemos que

x(t) = eAt(x0)+
∫ t

o
eA(t−τ)Bu(τ)d(τ) (3.81)

y que

˜̄x(t) = e
˜̄AtV̄(x0)+

∫ t

o
e

˜̄A(t−τ) ˜̄BR̄u(τ)d(τ), (3.82)

siendo

eAt(x0) = [I +At+
1
2!

A2t2 +
1
3!

A3t3 + . . .](x0) (3.83)

y

e
˜̄AtV(x0) = [I + ˜̄At+

1
2!

˜̄A
2
t2 +

1
3!

˜̄A
3
t3 + . . .]V(x0). (3.84)

Puesto que estamos exigiendo queK[x(t;x0,u)] = Q̄ ˜̄K[ ˜̄x(t;V̄ x0, R̄u)], si consideramos̃̄K =
R̄KŪ + F̄ , se tieneK(x(t)) = [Q̄R̄KŪ + Q̄F̄ ]( ˜̄x(t)), con lo cual,K(x(t)) = [KŪ ]( ˜̄x(t))+
[Q̄F̄ ]( ˜̄x(t)). Entonces, aplicandoK a las relaciones (3.81), ası́ comoKŪ y Q̄F̄ a (3.82)
ambos resultados coincidirán si y śolo si se cumple

a) Q̄F̄M̄i−1V̄ = 0,
b) Q̄F̄M̄i−1N̄R̄ = 0

para todoi=1, ..., ñ. 2

Otra forma equivalente de enunciar el Teorema 3.5 nos la proporciona elsiguiente teorema,
en el que no se hace referencia, de manera explı́cita, a la matriz complementariaF .
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Teorema 3.6 Una ley de control̃̄u=− ˜̄K ˜̄x en el sistema expandido˜̄Ses contráıble a la ley
de control u=−Kx del sistemaS si y śolo si se verifica

a) Q̄ ˜̄KV̄ = K,

b) Q̄ ˜̄KM̄i−1V̄ = 0, para todo i= 2, ..., ñ
c) Q̄ ˜̄KM̄i−1N̄R̄ = 0, para todo i= 1, ..., ñ.

(3.85)

Demostracíon: Para demostrar el Teorema 3.6 veamos la equivalencia con el Teorema 3.5.
Sea ˜̄K = R̄KŪ + F̄ como en (3.77). Entonces,̄F = ˜̄K− R̄KŪ . SustituyendoF̄ ena) y b)
del Teorema 3.5, obtenemos:

a) Q̄[ ˜̄K− R̄KŪ ]M̄i−1V̄ = 0, con lo cualQ̄ ˜̄KM̄i−1V̄ = KŪM̄i−1V̄,

b) Q̄[ ˜̄K− R̄KŪ ]M̄i−1N̄R̄= 0, con lo cualQ̄ ˜̄KM̄i−1N̄R̄= KŪM̄i−1N̄R̄

para todoi=1, ..., ñ. De (3.19),ŪM̄iV̄= 0, para todoi=1, ..., ñ, por lo tanto dea) tendremos
que:

Q̄ ˜̄KV̄ = K, Q̄ ˜̄KM̄i−1V̄ = 0 (3.86)

para todo i=2, ..., ñ. Por (3.19) sabemos quēUM̄i−1N̄R̄= 0 y por lo tanto,Q̄ ˜̄KM̄i−1N̄R̄=
0 para todoi=1, ..., ñ, lo que concluye la demostración. 2

Comentario: Hasta el momento desconocemos la forma que debe adoptar la matriz com-
plementariaF y las condiciones que debe verificar por tal que una ley de control pueda
ser contráıda al sistema inicial. El teorema que se presenta a continuación nos proporciona
la estructura de dicha matrizF y las condiciones que debe de cumplir para que cualquier
ley de control disẽnada en el sistemā̃S pueda ser contraı́da al sistemaS. Posteriormente,
enunciaremos un teorema equivalente para los sistemasS̃ y S.

Teorema 3.7 Una ley de control̃̄u =− ˜̄K ˜̄x en el sistema expandidō̃S seŕa contráıble a la

ley de control u= −Kx del sistemaS si y śolo si F̄ =
(

0 F̄12
F̄21 F̄22

)

tal queF̄12M̄
i−2
22 M̄21=0,

F̄12M̄
i−2
22 N̄21=0, para todo i=2, ..., ñ.

Demostracíon: Consideremos las relaciones (3.80). Para el conjuntoa) de condiciones,

cuandoi=1, Q̄F̄V̄ = 0, con lo cualF̄11 = 0 y en consecuenciāF =
(

0 F̄12
F̄21 F̄22

)

. Conside-

rando la matrizM̄µ como en (3.29), tenemos que parai=k> 2, Q̄F̄M̄k−1V̄ = 0, lo que
implica F̄12M̄

k−2
22 M̄21 = 0. Reiterando este proceso, parai=ñ, Q̄F̄M̄ñ−1V̄ =0, obteníendose

F̄12M̄
ñ−2
22 M̄21 = 0. Aśı pues,F̄12M̄

i−2
22 M̄21 = 0, para todoi=2, ..., ñ.
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Sea ahora el conjuntob) de condiciones. Parai=1, Q̄F̄N̄R̄= 0 y por lo tantoF̄12N̄21 = 0.
Sea de nuevo la matriz̄Mµ como en (3.29). Entonces, parai=k> 2, Q̄F̄M̄k−1N̄R̄= 0, en
consecuenciāF12M̄

k−1
22 N̄21 = 0, utilizando los resultados de la Proposición 3.3. Finalmente,

para i=ñ, Q̄F̄M̄ñ−1N̄R̄ = 0, resultandoF̄12M̄
ñ−1
22 N̄21 = 0. Resumiendo,̄F12M̄

i−2
22 N̄21 = 0,

para todoi=2, ..., ñ. 2

Teorema 3.8 Una ley de control̃u=−K̃x̃ en el sistema expandidoS̃es contráıble a la ley
de control u=−Kx del sistemaS si y śolo si la matriz F es de la forma

F =







0 F12 −F12 0

F21 F22 F23 F24

−F21 −(F22+F23+F33) F33 −F24

0 F42 −F42 0






, (3.87)

verificando:
(

F12

F23+F33

F42

)

(M22+M33)
i−2(M21 M22+M23 M24) =0,

(

F12

F23+F33

F42

)

(M22+M33)
i−2(N21 N22+N23 N24) =0

(3.88)

para todo i=2, ..., ñ+1.

Demostracíon: La demostracíon es parecida a la utilizada en el Teorema 3.1. Para ello,
consideremos la matriz̄F = T−1

B FTA dada en (3.78). Entonces, efectuando dicho producto
se obtiene:

F̄ =









F11 F12+F13 F14 F12−F13

1
2(F21+F31)

1
2(F22+F23+F32+F33)

1
2(F24+F34)

1
2(F22−F23+F32−F33)

F41 F42+F43 F44 F42−F43

1
2(F21−F31)

1
2(F22+F23−F32−F33)

1
2(F24−F34)

1
2(F22−F23−F32+F33)









. (3.89)

Por otro lado, seǵun el Teorema 3.7,̄F =
(

0 F̄12
F̄21 F̄22

)

. Al ser F̄11 = 0, de (3.79) se obtiene

F =







0 F12 −F12 0

F21 F22 F23 F24

−F21 −(F22+F23+F33) F33 −F24

0 F42 −F42 0






. (3.90)

Nuevamente de (3.79),̄F12 es de la formaF̄12 =

( F12−F13

1
2(F22−F23+F32−F33)

F42−F43

)

. Ahora, toman-

do M̄21, M̄22 y N̄21 como las obtenidas en el Teorema 3.1 y obligando a que se cumplan



84 Caṕıtulo 3. Caracterización Matricial del Proceso de Expansión-Contraccíon

las relaciones dadas por el Teorema 3.7, se concluye que:
(

F12

F23+F33

F42

)

(M22+M33)
i−2(M21 M22+M23 M24) =0,

(

F12

F23+F33

F42

)

(M22+M33)
i−2(N21 N22+N23 N24) =0

(3.91)

para todoi=2, ..., ñ+1, quedando ası́ demostrado el teorema. 2

Comentario: Iftar y Özg̈uner en su artı́culo Contractible Controller Design and Opti-
mal Control with State and Input Inclusion, cf. [25], tratan el tema de la contractibilidad
de controladores pero bajo el contexto de lasextensiones, es decir, un caso particular del
concepto de expansión donde cualquier ley de control en el sistema expandido es con-
tráıble al sistema original. En este trabajo hemos preferido ofrecer los resultados para el
caso general de las expansiones.



Caṕıtulo 4

Restricciones y Agregaciones. Casos
Particulares

4.1. Introducción

El concepto de expansión introducido pořSiljak, permite buscar controladores descentrali-
zados de sistemas de gran escala que poseen subsistemas solapados. Sinembargo, no toda
expansíon seŕa conveniente para nuestros propósitos. Habŕa que analizar, por ejemplo, la
estabilidad, la controlabilidad o la observabilidad, entre otras propiedades, de los espacios
expandidos. Las caracterı́sticas que son deseables en el sistema inicial no siempre se van
a mantener después de una expansión. Solamente algunos tipos especiales de expansiones
podŕan utilizarse a la hora de diseñar leyes de control que reúnan las condiciones deseadas.

A lo largo de este capı́tulo vamos a aprovechar los resultados del Capı́tulo 3 para estu-
diar dos de los casos particulares más utilizados a la hora de expandir-contraer un sis-
tema: las restricciones y las agregaciones. Caracterizaremos la estructura de las matrices
complementarias en estos casos, con lo cual dispondremos de una gama muy amplia de
restricciones y agregaciones. Además, trataremos otros casos que no son tan frecuentes
pero que nos garantizan que el proceso puede llevarse a cabo y aportaremos nuevas formas
de expansíon que, hasta donde llega nuestro conocimiento, no han sido usadas hastael
momento.

85
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4.2. Controlabilidad y Observabilidad

Dos de las propiedades más deseadas por cualquier diseñador de sistemas son la controla-
bilidad y la observabilidad. Recordemos la definición de controlabilidad y observabilidad
aśı como alǵun teorema que nos permita averiguar si un sistema dado verifica dichas ca-
racteŕısticas.

Definición 4.1 Un sistema se dice que es controlable en el tiempo t0, si por medio de un
vector de control no restringido, es posible transferir el sistema desde cualquier estado
inicial x(t0) a cualquier otro estado, en un tiempo finito. Si todo estado es controlable,
diremos que el sistema es controlable de estado completo.

Para comprobar si un sistema es controlable podemos utilizar el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Un sistema
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.1)

donde A es una matriz n×n, B es n×m y C de tamãno l×n, es controlable de estado
completo si y śolo si la matriz de controlabilidad

(

B
p
p
p
AB

p
p
p
· · ·

p
p
p
An−1B

)

(4.2)

es de rango n. 2

Este teorema es equivalente, cf. [13], al teorema dado a continuación.

Teorema 4.2 Un sistema
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.3)

donde A es una matriz n×n, B es n×m y C de tamãno l×n, es completamente controlable

si y śolo si para todoλ ∈ C, el rango de la matriz
(

A−λI p
p B
)

es n. Notaremos dicha

matriz por H
c

λ
. 2
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Puesto que nos interesa estudiar propiedades en el sistema expandidoS̃, la matriz de con-
trolabilidadH̃

c

λ
en dicho sistema si utilizamos la matriz ampliadaÃ dada por el Corolario

3.4 y la matrizB̃ del Corolario 3.5, vendrá dada por:

H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13 p

p
p

A21+M21
1
2A22+M22−λI2 1

2A22+M23 A23+M24 p
p
p

A21−M21
1
2A22−(M22+M23+M33)

1
2A22+M33−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33−λI3 p

p
p
p

B11
1
2B12+N12

1
2B12−N12 B13

p
p
p

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

p
p
p

B21−N21
1
2B22−(N22+N23+N33)

1
2B22+N33 B23−N24

p B31
1
2B32+N42

1
2B32−N42 B33















. (4.4)

Restando a la segunda fila la tercera, sumando a la tercera columna la segunda y rest́andole
a la sexta la śeptima columna, obtenemos una matriz equivalente con la siguiente estructura

H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12+M12 A12 A13 p

p
p

2M21 2M22+M23+M33−λI2 2M22+2M23 2M24 p
p
p

A21−M21
1
2A22−(M22+M23+M33) A22−M22−M23−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32+M42 A32 A33−λI3 p

p
p
p

B11 2N12
1
2B12−N12 B13

p
p
p

2N21 2N22+2N33 N23−N33 2N24

p
p
p

B21−N21 −N22−N23−2N33
1
2B22+N33 B23−N24

p B31 2N42
1
2B32−N42 B33















. (4.5)

Comentario: Esta nueva matriz, por abuso de notación, la designamos también porH̃
c

λ
.

De igual manera mantendremos la notación de las matrices de controlabilidad y observa-
bilidad despúes de efectuar cambios en sus filas y columnas.

Análogamente, nos interesa tratar el tema de la observabilidad, puesto que esútil cuan-
do hay que reconstruir, en un breve espacio de tiempo, variables de estado que no son
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medibles a partir de otras que sı́ lo son. En muchas ocasiones, al aplicar un control de
retroalimentacíon de estado, algunas variables no se pueden medir directamente y por ello
debemos estimar las variables de estado no medibles con el fin de construir lassẽnales de
control. Sabemos quéesto no seŕa posible si el sistema no es completamente controlable.

Definimos, a t́ıtulo de recordatorio, lo que se entiende por observabilidad.

Definición 4.2 Diremos que un sistema es completamente observable si cada estado x(t0)
se puede determinar a partir de la observación de y(t) en un intervalo de tiempo finito
t0 6 t1.

Al igual que en el caso de la controlabilidad, necesitamos algún teorema que nos permita
decidir si un sistema es observable. A tal efecto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Un sistema
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.6)

donde A es una matriz n×n, B es n×m y C de tamãno l×n, es completamente observable
si y śolo si la matriz de observabilidad













C
−−−−

CA
−−−−

...
−−−−
CAn−1













(4.7)

es de rango n. 2

Un teorema equivalente al Teorema 4.3, cf. [13], viene dado a continuación.

Teorema 4.4 Un sistema
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.8)
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donde A es una matriz n×n, B es n×m y C de tamãno l×n, es completamente observable
si y śolo si para todoλ ∈ C, la matriz





A−λI
−−−−

C



 (4.9)

es de rango n. Notaremos dicha matriz por H
o

λ
. 2

Desde el punto de vista de la observabilidad, veamos como se presenta la matriz H̃
o

λ
del

sistema expandidõSobjeto de estudio, al considerarÃ como en el Corolario 3.4 ỹC como
en el Corolario 3.6. Aśı pues,

H̃
o

λ
=































A11−λI1 1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21+M21
1
2A22+M22−λI2 1

2A22+M23 A23+M24

A21−M21
1
2A22−(M22+M23+M33)

1
2A22+M33−λI2 A23−M24

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−(L22+L23+L33)

1
2C22+L33 C23−L24

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33































. (4.10)

Restando a la segunda columna la tercera; sumando a la tercera fila la segunda y a la sexta
fila rest́andole la śeptima, obtenemos la siguiente matriz equivalente

H̃
o

λ
=































A11−λI1 2M12
1
2A12−M12 A13

A21+M21 M22−M23−λI2 1
2A22+M23 A23+M24

2A21 −2M23−2M33 A22+M23+M33−λI2 2A23

A31 2M42
1
2A32−M42 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11 2L12
1
2C12−L12 C13

2L21 2L22+2L33 L23−L33 2L24

C21−L21 −L22−L23−2L33
1
2C22+L33 C23−L24

C31 2L42
1
2C32−L42 C33































. (4.11)

Más adelante haremos uso de estas matrices de controlabilidad y observabilidad. Por el
momento nos centraremos en el estudio de las restricciones y las agregaciones como los
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dos casos particulares más importantes de expansión. Evidentemente, en estas dos situa-
ciones se cumplen todas las condiciones exigidas por el Principio de Inclusión Generali-
zado. Veamos la estructura matricial, en términos de matrices complementarias, que tiene
cualquier restriccíon y agregacíon.

4.3. Restricciones y Agregaciones

Proposición 4.1 Un sistemaS es una restriccíon de ˜̄S si y śolo si se verifica:

a) M̄ =

(

0 M̄12

0 M̄22

)

,

b) N̄ =

(

0 N̄12

0 N̄22

)

,

c) L̄ =

(

0 L̄12

0 L̄22

)

.

(4.12)

Demostracíon: Por el Teorema 2.4, sabemos que toda restricción ha de cumplir:

a) M̄V̄ = 0,
b) N̄R̄ = 0,
c) L̄V̄ = 0.

(4.13)

SeanM̄ =
(

M̄11 M̄12
M̄21 M̄22

)

, N̄ =
(

N̄11 N̄12
N̄21 N̄22

)

y L̄ =
(

L̄11 L̄12
L̄21 L̄22

)

, como en (3.23) a (3.25). Dea), si

M̄V̄ = 0, tenemos quēM11 = 0 y M̄21 = 0, y por lo tantoM̄ =
(

0 M̄12
0 M̄22

)

. De b), N̄R̄= 0

implica queN̄11 = 0 y N̄21 = 0 y, en consecuencia,̄N =
(

0 N̄12
0 N̄22

)

. Finalmente, dec) se tiene

L̄V̄ = 0, de donde se concluye queL̄11 = 0 y L̄21 = 0 y por ello,L̄ =
(

0 L̄12
0 L̄22

)

. De esta forma

queda probada la proposición. 2

Corolario 4.1 SeaS una restriccíon de ˜̄S. Entonces las matrices ampliadas˜̄A, ˜̄B y ˜̄C son
de la forma

˜̄A =

(

A M̄12

0 M̄22

)

, ˜̄B =

(

B N̄12

0 N̄22

)

, ˜̄C =

(

C L̄12

0 L̄22

)

. (4.14)
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Demostracíon: Solamente debemos sustituir̄M21 = 0, N̄21 = 0 y L̄21 = 0 en las matrices̃̄A,
˜̄B y ˜̄C obtenidas en los Corolarios 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, para obtenerel resultado.
2

Veamos ahora como serán las condiciones matriciales de las matrices complementariasM,
N y L en las bases iniciales.

Teorema 4.5 Un sistemaS es una restriccíon deS̃ si y śolo si las matrices M, N y L son
de la forma:

a) M =







0 M12 −M12 0

0 M22 −M22 0

0 M32 −M32 0

0 M42 −M42 0






,

b) N =







0 N12 −N12 0

0 N22 −N22 0

0 N32 −N32 0

0 N42 −N42 0






,

c) L =







0 L12 −L12 0

0 L22 −L22 0

0 L32 −L32 0

0 L42 −L42 0






.

(4.15)

Demostracíon: ConsideremosM como en el Teorema 3.1. Puesto que por la Proposición
4.1M̄11 = 0 y M̄21 = 0, se obtienen los sistemas de ecuaciones (3.36) y (3.55), respectiva-
mente. Sustituyendo dichos resultados en la matrizM dada en (3.31), se concluyea) del
teorema.

Para demostrarb) trabajaremos de forma parecida. En este caso hay que considerar la
matrizN de (3.32) dada en el Teorema 3.1 y suponer queN̄11 = 0 y N̄21 = 0, por el apartado
b) de la Proposicíon 4.1. De nuevo, sustituyendo estos resultados en la matrizN de (3.32)
se llega al resultado. Análogamente para la matrizL dec). 2

Corolario 4.2 SeaS una restriccíon deS̃. Entonces las matrices ampliadasÃ, B̃ yC̃ son
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de la forma:

Ã =









A11
1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21
1
2A22+M22

1
2A22−M22 A23

A21
1
2A22+M32

1
2A22−M32 A23

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33









, (4.16)

B̃ =









B11
1
2B12+N12

1
2B12−N12 B13

B21
1
2B22+N22

1
2B22−N22 B23

B21
1
2B22+N32

1
2B22−N32 B23

B31
1
2B32+N42

1
2B32−N42 B33









, (4.17)

C̃ =









C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21
1
2C22+L22

1
2C22−L22 C23

C21
1
2C22+L32

1
2C22−L32 C23

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33









. (4.18)

Demostracíon: Consideremos las matricesÃ, B̃ y C̃ dadas por los Corolarios 3.4, 3.5 y
3.6, respectivamente. TomandoM, N y L, como en (4.15) y sustituyendo en las matrices
(3.39) a (3.41) obtenemos el resultado. 2

De forma similar a como hemos procedido con las restricciones vamos a estudiarcomo
seŕan las matrices complementarias en el caso de las agregaciones.

Proposición 4.2 Un sistemaS es una agregación de ˜̄S si y śolo si se verifica:

a) M̄ =
( 0 0

M̄21 M̄22

)

,

b) N̄ =
( 0 0

N̄21 N̄22

)

,

c) L̄ =
( 0 0

L̄21 L̄22

)

.

(4.19)

Demostracíon: Por el Teorema 2.6, sabemos que toda agregación ha de cumplir:

a) ŪM̄ = 0,
b) ŪN̄ = 0,
c) S̄L̄ = 0.

(4.20)

SeanM̄ =
(

M̄11 M̄12
M̄21 M̄22

)

, N̄ =
(

N̄11 N̄12
N̄21 N̄22

)

y L̄ =
(

L̄11 L̄12
L̄21 L̄22

)

, como en (3.23) a (3.25). Entonces,

de a) si ŪM̄ = 0 tenemos queM̄11 = 0 y M̄12 = 0, con lo cualM̄ =
(

0 0
M̄21 M̄22

)

. De b),
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ŪN̄ = 0, es decir,N̄11 = 0 y N̄12 = 0 y en consecuencia,̄N =
(

0 0
N̄21 N̄22

)

. Porúltimo, dec),

S̄L̄ = 0, con lo cual̄L11 = 0 y L̄12 = 0 y aśı, L̄ =
(

0 0
L̄21 L̄22

)

, lo que concluye la demostración.
2

Corolario 4.3 SeaS una agregacíon de ˜̄S. Entonces las matrices ampliadas˜̄A, ˜̄B y ˜̄C son
de la forma:

˜̄A =
(

A 0
M̄21 M̄22

)

, ˜̄B =
(

B 0
N̄21 N̄22

)

, ˜̄C =
(

C 0
L̄21 L̄22

)

. (4.21)

Demostracíon: Para demostrar el corolario, sustituiremosM̄12 = 0, N̄12 = 0 y L̄12 = 0 en las
matrices ˜̄A, ˜̄B y ˜̄C dadas en los Corolarios 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, concluyéndose
el resultado. 2

Puesto que nos interesa conocer la estructura de las matrices complementarias de las agre-
gaciones en el sistema expandidoS̃, trabajaremos de nuevo en las bases iniciales. Dichas
estructuras vienen caracterizadas por el teorema siguiente.

Teorema 4.6 Un sistemaS es una agregación deS̃ si y śolo si las matrices M, N y L son
de la forma:

a) M =







0 0 0 0

M21 M22 M23 M24

−M21 −M22 −M23 −M24

0 0 0 0






,

b) N =







0 0 0 0

N21 N22 N23 N24

−N21 −N22 −N23 −N24

0 0 0 0






,

c) L =







0 0 0 0

L21 L22 L23 L24

−L21 −L22 −L23 −L24

0 0 0 0






.

(4.22)

Demostracíon: Consideremos la matrizM dada por el Teorema 3.1. Por la Proposición
4.2,M̄11 = 0 y M̄12 = 0. Obtenemos el sistema de ecuaciones (3.37) junto con

M12−M13 =0,

M22−M23+M32−M33 =0,

M42−M43 =0.

(4.23)
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Esto nos conduce aM =

(

0 0 0 0
M21 M22 M23 M24
−M21 −M22 −M23 −M24

0 0 0 0

)

sin más que sustituir las relaciones ob-

tenidas en la matrizM dada en (3.31).

Para demostrarb) procederemos de forma parecida. En este caso hay que considerar las
relaciones que se deducen del hecho de serN̄11 = 0 junto con

N12−N13 =0,

N22−N23+N32−N33 =0,

N42−N43 =0

(4.24)

por serN̄12 = 0 seǵun la Proposicíon 4.2. Al sustituir estas relaciones en (3.32) se concluye
el resultado. De forma análoga para la matrizL. 2

Corolario 4.4 SeaS una agregacíon deS̃. Entonces las matrices ampliadasÃ, B̃ yC̃ son
de la forma:

Ã =









A11
1
2A12

1
2A12 A13

A21+M21
1
2A22+M22

1
2A22+M23 A23+M24

A21−M21
1
2A22−M22

1
2A22−M23 A23−M24

A31
1
2A32

1
2A32 A33









,

B̃ =









B11
1
2B12

1
2B12 B13

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

B21−N21
1
2B22−N22

1
2B22−N23 B23−N24

B31
1
2B32

1
2B32 B33









,

C̃ =









C11
1
2C12

1
2C12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−L22

1
2C22−L23 C23−L24

C31
1
2C32

1
2C32 C33









.

(4.25)

Demostracíon: Se demuestra de forma parecida al Corolario 4.2. Por serSuna agregación
deS̃, sabemos queM, N y L son como en (4.22). Sustituyendo la estructura que presentan
dichas matrices en (3.39) a (3.41), respectivamente, se concluye la demostración. 2

Proposición 4.3 SeaS una restriccíon deS̃. Entonces, toda ley de controlũ =−K̃x̃ deS̃
es contráıble a la ley de control u=−Kx deS.
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Demostracíon: El Teorema 3.8 del capı́tulo anterior nos proporciona la condición nece-
saria y suficiente para que la ley de control ˜u =−K̃x̃ deS̃sea contráıble a la leyu =−Kx.

Para ello, la matrizF =

(

0 F12 −F12 0
F21 F22 F23 F24
−F21 −(F22+F23+F33) F33 −F24

0 F42 −F42 0

)

ha de verificar:

(

F12

F23+F33

F42

)

(

M22+M33

)i−2(
M21 M22+M23 M24

)

=0,

(

F12

F23+F33

F42

)

(

M22+M33

)i−2(
N21 N22+N23 N24

)

=0

(4.26)

para todoi=2, ..., ñ+1.

Como estamos suponiendo queS es una restricción deS̃ se cumple:

M21 = 0,

M22+M23 = 0,

M24 = 0,

N21 = 0,

N22+N23 = 0,

N24 = 0.

(4.27)

De estas relaciones se deduce obviamente que
(

M21 M22+M23 M24
)

=
(

0 0 0
)

y
(

N21 N22+N23 N24
)

=
(

0 0 0
)

, con lo cual se verifican las condiciones (4.26) para
toda matriz complementariaF de la forma (3.87). 2

Observacíon: Hasta el momento hemos caracterizado las posibles restricciones y agre-
gaciones en función de sus matrices complementarias. Sin embargo, existen otros casos en
los que, sin ser restricciones ni agregaciones, se verifican las condiciones exigidas por el
Principio de Inclusíon Generalizado para poder expandir un sistema y diseñar en el sistema
expandido leyes de control descentralizadas. Haciendo uso de la informacíon procedente
del Teorema 3.1 analizaremos con detalle cada una de las posibilidades.

4.4. Otros Casos Particulares

En base a los resultados que nos proporciona el Teorema 3.1 veremos que existen dos
grandes estructuras de matrices complementarias que, en la práctica, podemos utilizar
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para expandir-contraer un sistema. Dentro de cada una de ellas, habrá una infinidad de
posibilidades a la hora de elegir las matricesM, N y L. Al margen de las restricciones y
agregaciones vistas anteriormente, trataremos otros casos particulares matricialmente ḿas
complejos aunque igualmente factibles.

Partimos de las ecuaciones (3.34). Puesto que dichas ecuaciones submatriciales son las que
deben de cumplirse para que se verifique el Principio de Inclusión Generalizado, vamos
a estudiar las estructuras más simples que pueden adoptar dichas submatrices para que
se verifiquen todas las condiciones de (3.34). En primer lugar se observa que si(M22+
M33)

i−2 = 0 se cumplen todas las condiciones exigidas, salvo parai=2 en que(M22 +
M33)

0 = In, aun en el caso queM22+M33 = 0. Aśı pues, las ecuaciones anteriores obligan
a que se cumpla:

(

M12

M23+M33

M42

)

(

M21 M22+M23 M24

)

= 0,

(

M12

M23+M33

M42

)

(

N21 N22+N23 N24

)

= 0,

(

L12

L23+L33

L42

)

(

M21 M22+M23 M24

)

= 0,

(

L12

L23+L33

L42

)

(

N21 N22+N23 N24

)

= 0.

(4.28)

Estos productos matriciales nos conducen a dos grandes tipos de expansiones de un siste-
ma. Evidentemente, las dos posibilidades prácticas de expansión vendŕan de obligar a que
se anulen algunos bloques matriciales. Veámoslo.

4.4.1. Caso 1

Con una simple observación de las ecuaciones matriciales (4.28) obtenemos las siguientes
condiciones suficientes para que se cumpla el Teorema 3.1:

M12 = 0,
M23+M33 = 0,

M42 = 0,
L12 = 0,

L23+L33 = 0,
L42 = 0,

(4.29)
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es decir,

M12 = 0,

M23 =−M33,

M42 = 0,

L12 = 0,

L23 =−L33,

L42 = 0.

(4.30)

Las matrices complementariasM, N y L seŕan en este caso de la forma:

M =







0 0 0 0

M21 M22 M23 M24

−M21 −M22 −M23 −M24

0 0 0 0






,

N =







0 N12 −N12 0

N21 N22 N23 N24

−N21 −(N22+N23+N33) N33 −N24

0 N42 −N42 0






,

L =







0 0 0 0

L21 L22 L23 L24

−L21 −L22 −L23 −L24

0 0 0 0






.

(4.31)

Observacíon: La estructura matricial de cualquier agregación, (4.22), queda incluida en
este Caso 1 por cuanto la matriz complementariaN de una agregación es ḿas restrictiva
que la que acabamos de obtener.

Realizamos a continuación un estudio de la controlabilidad y observabilidad del sistema
S̃ con el fin de garantizar estas propiedades a partir de los valores que toman ciertas sub-
matrices de las matrices complementariasM, N y L y que pueden ser escogidas con suma
flexibilidad.

Controlabilidad caso 1

Sea la matriz de controlabilidad̃H
c

λ
de (4.5) que resulta de sustituir en ella las relaciones

(4.30).
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H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12 A12 A13 p

p
p

2M21 2M22−λI2 2M22+2M23 2M24 p
p
p

A21−M21
1
2A22−M22 A22−M22−M23−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32 A32 A33−λI3 p

p
p
p

B11 2N12
1
2B12−N12 B13

p
p
p

2N21 2N22+2N33 N23−N33 2N24

p
p
p

B21−N21 −N22−N23−2N33
1
2B22+N33 B23−N24

p B31 2N42
1
2B32−N42 B33















. (4.32)

Operando con filas y columnas se obtiene:

H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12 0 A13 p

p
p

2A21 A22−λI2 0 2A23 p
p
p

A21−M21
1
2A22−M22 M22−M23−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32 0 A33−λI3 p

p
p
p

B11 2N12
1
2B12−N12 B13

p
p
p

2B21 −2N23−2N33 B22+N23+N33 2B23

p
p
p

B21−N21 −N22−N23−2N33
1
2B22+N33 B23−N24

p B31 2N42
1
2B32−N42 B33















. (4.33)

Se aprecia que los valores propios de la matrizM22−M23 son los candidatos para que el
sistemaS̃ no sea controlable. Por esta razón, podemos denominarlos valores propiosno
controlables. Los restantes valores propios serán controlables si y śolo si el par(A,B) es
controlable. Puede ser interesante considerar matricesN12, N22, N23, N33 y N42 de forma
que eligiendo convenientemente la sexta columna de la matriz (4.33) el rango sea máximo,
es decir ˜n.

Observabilidad caso 1

La matriz de observabilidad (4.11) después de sustituir las condiciones (4.30) vendrá dada
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por:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 0 1
2A12 A13

A21+M21 M22−M23−λI2 1
2A22+M23 A23+M24

2A21 0 A22−λI2 2A23

A31 0 1
2A32 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11 0 1
2C12 C13

2L21 2L22−2L23 2L23 2L24

C21−L21 L23−L22
1
2C22−L23 C23−L24

C31 0 1
2C32 C33































. (4.34)

Mediante algunas operaciones entres filas y columnas se obtiene una matriz equivalente
que presenta la forma:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 0 1
2A12 A13

A21+M21 M22−M23−λI2 1
2A22+M23 A23+M24

2A21 0 A22−λI2 2A23

A31 0 1
2A32 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11 0 1
2C12 C13

2C21 0 C22 2C23

C21−L21 L23−L22
1
2C22−L23 C23−L24

C31 0 1
2C32 C33































. (4.35)

Se observa como los valores candidatos a serno observablesdel sistemãSson nuevamente
los valores propios de la matrizM22−M23. Por ello, conviene tomar matricesL22 y L23 de
forma queL23−L22 produzca rango ḿaximoñ.
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Las matrices ampliadas̃A, B̃ y C̃ tendŕan la siguiente estructura:

Ã =









A11
1
2A12

1
2A12 A13

A21+M21
1
2A22+M22

1
2A22+M23 A23+M24

A21−M21
1
2A22−M22

1
2A22−M23 A23−M24

A31
1
2A32

1
2A32 A33









,

B̃ =









B11
1
2B12+N12

1
2B12−N12 B13

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

B21−N21
1
2B22−(N22+N23+N33)

1
2B22+N33 B23−N24

B31
1
2B32+N42

1
2B32−N42 B33









,

C̃ =









C11
1
2C12

1
2C12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−L22

1
2C22−L23 C23−L24

C31
1
2C32

1
2C32 C33









.

(4.36)

4.4.2. Caso 2

Un segundo caso de condiciones suficientes nos viene dado por:

M21 = 0,
M22+M23 = 0,

M24 = 0,
N21 = 0,

N22+N23 = 0,
N24 = 0,

(4.37)

es decir,

M21 = 0,

M22 =−M23,

M24 = 0,

N21 = 0,

N22 =−N23,

N24 = 0.

(4.38)
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Las matrices complementariasM, N y L quedaŕan ahora de la forma:

M =







0 M12 −M12 0

0 M22 −M22 0

0 M32 −M32 0

0 M42 −M42 0






,

N =







0 N12 −N12 0

0 N22 −N22 0

0 N32 −N32 0

0 N42 −N42 0






,

L =







0 L12 −L12 0

L21 L22 L23 L24

−L21 −(L22+L23+L33) L33 −L24

0 L42 −L42 0






,

(4.39)

con lo cual teniendo en cuenta que también consideramos expansión del espacio de salida,
la matriz complementariaL tiene mayor libertad de elección que la correspondiente a una
restriccíon. Aśı pues, las restricciones son casos particulares del Caso 2.

Controlabilidad caso 2

De nuevo vamos a considerar la matriz de controlabilidad (4.5), que en la situación pre-
sente seŕa:

H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12+M12 A12 A13 p

p
p

0 M22−M32−λI2 0 0 p
p
p

A21
1
2A22+M32 A22−λI2 A23 p

p
p

A31
1
2A32+M42 A32 A33−λI3 p

p
p
p

B11 2N12
1
2B12−N12 B13

p
p
p

0 2N22−2N32 −N22+N32 0

p
p
p

B21 2N32
1
2B22−N32 B23

p B31 2N42
1
2B32−N42 B33















. (4.40)
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Sumando a la sexta columna el doble de la séptima se obtiene

H̃
c

λ
=

















A11−λI1 1
2A12+M12 A12 A13 p

p
p

B11 B12
1
2B12−N12 B13

0 M22−M32−λI2 0 0 p
p
p

0 0 −N22+N32 0

A21
1
2A22+M32 A22−λI2 A23 p

p
p

B21 B22
1
2B22−N32 B23

A31
1
2A32+M42 A32 A33−λI3 p B31 B32

1
2B32−N42 B33

















. (4.41)

Los valores propios de la matrizM22−M32 son ahora los candidatos valores propios no
controlables. Los restantes valores propios, es decir, los correspondientes a la matrizA,
seŕan controlables siempre que el par(A,B) lo sea. Con el fin de compensar la posible
pérdida de rango puede ser interesante considerar matricesN22 y N32 de forma que la
matrizN32−N22 sea de rango ḿaximo.

Observabilidad caso 2

Si partimos de la matriz de observabilidad (4.10), obtenemos:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21
1
2A22+M22−λI2 1

2A22−M22 A23

A21
1
2A22+M32

1
2A22−M32−λI2 A23

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−(L22+L23+L33)

1
2C22+L33 C23−L24

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33































. (4.42)

Operando con filas y columnas se llega a una matriz de la forma:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 A12
1
2A12−M12 A13

A21 A22−λI2 1
2A22−M22 A23

0 0 M22−M32−λI2 0

A31 A32
1
2A32−M42 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11 C12
1
2C12−L12 C13

2L21 2L22+2L23 L23−L33 2L24

C21−L21 C22−L22−L23
1
2C22+L33 C23−L24

C31 C32
1
2C32−L42 C33































. (4.43)
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Se aprecia como los candidatos valores no observables del sistemaS̃ son justamente los
valores propios de la matrizM22−M32. Para ello, se pueden tomar matricesL23 y L33 de
forma conveniente con el fin de obtener rango máximo.

Las matrices ampliadas̃A, B̃ y C̃ seŕan de la forma:

Ã =









A11
1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21
1
2A22+M22

1
2A22−M22 A23

A21
1
2A22+M32

1
2A22−M32 A23

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33









,

B̃ =









B11
1
2B12+N12

1
2B12−N12 B13

B21
1
2B22+N22

1
2B22−N22 B23

B21
1
2B22+N32

1
2B22−N32 B23

B31
1
2B32+N42

1
2B32−N42 B33









,

C̃ =









C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21+L21
1
2C22+L22

1
2C22+L23 C23+L24

C21−L21
1
2C22−(L22+L23+L33)

1
2C22+L33 C23−L24

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33









.

(4.44)

Comentario: Como hemos visto, existen dos grandes situaciones en las que resulta fácil
la eleccíon de las matrices complementarias. Además, en ambos casos las expansiones
no son necesariamente restricciones ni agregaciones, lo cual aumenta yacota las posibles
expansiones-contracciones de un sistema. Hay que prestar atención a la hora de considerar
unas u otras submatrices complementarias y cualquier diseñador debeŕa seguir en todo
momento alǵun criterio que sea de su interés. Inclusive, se puede expandir con la intención
que el valor de coste sea mı́nimo una vez disẽnadas unas determinadas leyes de control en
el espaciõS y de ser contráıdas al sistema inicialS.

A la vista del Teorema 3.1 existen otras matrices complementarias dignas de teneren
cuenta, todas aquellas que verifiquen las condiciones (3.34). Sin embargo, en la pŕactica
pueden resultar complejas de obtener. Malinowski y Singh, en su artı́culo “Controllability
and Observability of Expanded Systems with Overlapping Decomposition”, cf. [44], tratan
el tema de la estabilidad, controlabilidad y observabilidad para dos casos concretos de
expansiones. Aunque en aquel trabajo no se incluye la expansión del espacio de entrada
ni de salida y se utilizan las matrices complementarias que continúan siendo habituales a
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la hora de poner en práctica el proceso de expansión-contraccíon, los estudiaremos como
casos importantes dentro del contexto del Principio de Inclusión Generalizado, pero desde
la perspectiva de nuestra tesis. Los notaremos por Caso 3 y Caso 4. Al final, veremos
como las estructuras de las matrices complementarias obtenidas se encuentranincluidas
como subcasos del Caso 1 y Caso 2.

4.4.3. Caso 3

Consideremos las condiciones generales dadas por (2.11), es decir,

a) UMiV = 0,
b) UMi−1NR= 0,
c) SLMi−1V = 0,
d) SLMi−1NR= 0

(4.45)

para todoi=1,2, ..., ñ.

Supongamos que se verifican las siguientes relaciones:

a) MV = 0,
b) UN = 0,
c) MN = 0,
d) LV = 0,
e) LN = 0.

(4.46)

Se observa como, en este supuesto, tenemos condiciones suficientes para que se cumplan
las relacionesa) a d) de (4.45) y por lo tanto el Principio de Inclusión Generalizado.
Veamos ahora que forma adoptarán las matrices complementariasM, N y L.

a) MV=0 implica

M =







0 M12 −M12 0

0 M22 −M22 0

0 M32 −M32 0

0 M42 −M42 0






. (4.47)

De esta manera, la matriz ampliadaÃ = VAU+M quedaŕa de la forma:

Ã =









A11
1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21
1
2A22+M22

1
2A22−M22 A23

A21
1
2A22+M32

1
2A22−M32 A23

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33









. (4.48)
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b) DeUN = 0 se tiene

N =







0 0 0 0

N21 N22 N23 N24

−N21 −N22 −N23 −N24

0 0 0 0






. (4.49)

Aśı pues, la matriz ampliadãB adoptaŕa la forma:

B̃ =









B11
1
2B12

1
2B12 B13

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

B21−N21
1
2B22−N22

1
2B22−N23 B23−N24

B31
1
2B32

1
2B32 B33









. (4.50)

c) MN = 0 implica

MN =







M12N21 M12N22 M12N23 M12N24

M22N21 M22N22 M22N23 M22N24

M32N21 M32N22 M32N23 M32N24

M42N21 M42N22 M42N23 M42N24






= 0. (4.51)

d) Al considerarLV = 0, obtenemos:

L =







0 L12 −L12 0

0 L22 −L22 0

0 L32 −L32 0

0 L42 −L42 0






, (4.52)

con lo cual la matriz ampliadãC seŕa de la forma:

C̃ =









C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21
1
2C22+L22

1
2C22−L22 C23

C21
1
2C22+L32

1
2C22−L32 C23

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33









. (4.53)

e) Al suponerLN=0, se requiere que

LN =







L12N21 L12N22 L12N23 L12N24

L22N21 L22N22 L22N23 L22N24

L32N21 L32N22 L32N23 L32N24

L42N21 L42N22 L42N23 L42N24






= 0. (4.54)

Para que se cumplaMN = 0 y LN = 0 podemos considerar, como caso particular muy
usado en la literatura,N21 = N22 = N23 = N24 = 0, es decir,N = 0. Entonces, se verifican
todas las condiciones anteriores sean cuales sean las matricesM y L obtenidas en los
apartadosa) y b), respectivamente.
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Controlabilidad caso 3

Vamos a estudiar cuando va a ser controlable el sistema expandidoS̃ en esta situación.
Para nuestros propósitos, consideremos la matriz general de controlabilidad obtenida en
(4.5), teniendo en cuenta como deben ser las submatrices en este caso. Entonces:

H̃
c

λ
=

















A11−λI1 1
2A12+M12 A12 A13 p

p
p

B11 0 1
2B12 B13

0 M22−M32−λI2 0 0 p
p
p

0 0 0 0

A21
1
2A22+M32 A22−λI2 A23 p

p
p

B21 0 1
2B22 B23

A31
1
2A32+M42 A32 A33−λI3 p B31 0 1

2B32 B33

















. (4.55)

Como podemos apreciar, cuando|M22−M32−λI2|= 0, S̃ no es controlable. Es decir, los
valores propios de la matrizM22−M32 son los que harán que se pierda la controlabilidad
del sistema expandido, puesto que en este momento el rango deH̃

c

λ
seŕa menor que ˜n.

Por otro lado, los restantes valores propios deÃ, es decir, los valores propios deA, seŕan
controlablessi y śolo si el par(A,B) es controlable.

Observacíon: Supongamos un sistemaS aut́onomo, es decir, en el que la matrizB = 0.
Puesto que tenemos libertad a la hora de escoger las matricesM22 y M32, lo haremos de
tal forma que los valores propios deM22−M32 tengan parte real negativa. De esta forma,
el sistemãS seŕa estabilizable si y śolo si el par(A,B) es estable y los valores propios de
la matrizM22−M32 tienen parte real negativa.

Observabilidad caso 3

Por el Teorema 4.4,(Ã,C̃) seŕa observable si y śolo si para todoλ ∈ C, la matrizH̃
o

λ
tiene

rangoñ. Si partimos de la matriz de observabilidad (4.10), tenemos:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 1
2A12+M12

1
2A12−M12 A13

A21
1
2A22+M22−λI2 1

2A22−M22 A23

A21
1
2A22+M32

1
2A22−M32−λI2 A23

A31
1
2A32+M42

1
2A32−M42 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21
1
2C22+L22

1
2C22−L22 C23

C21
1
2C22+L32

1
2C22−L32 C23

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33































. (4.56)
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Sumando a la tercera columna la segunda, restando a la segunda fila la tercera y a la sexta
fila la śeptima, se llega a la matriz:

H̃
o

λ
=































A11−λI1 1
2A12+M12 A12 A13

0 M22−M32−λI2 0 0

A21
1
2A22+M32 A22−λI2 A23

A31
1
2A32+M42 A32 A33−λI3

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C11
1
2C12+L12 C12 C13

0 L22−L32 0 0

C21
1
2C22+L32 C22 C23

C31
1
2C32+L42 C32 C33































. (4.57)

Se aprecia f́acilmente que, para todoλ que no sea valor propio deM22−M32, el sistemãS
seŕa observable siempre que el par(A,C) lo sea. Aśı pues, si el par(A,C) es observable, los
candidatos valores propios no observables del sistemaS̃ son los de la matrizM22−M32.
Una estrategia para compensar la pérdida de rango de la matrizM22−M32, es tomar las
matricesL22 y L32 de forma que el rango deL22−L32 sea ḿaximo, o cuando menos, que
al sustituir filas de ceros de la matrizM22−M32 por filas deL22−L32, la matriz resultante
sea de rango ˜n. Esto seŕa posible siempre que el rango deM22−M32 sea mayor o igual que
n2− l2. En cualquier caso, podemos complementar la matrizM22−M32 con filas de otras
matrices correspondientes a los bloques situados en la parte inferior de la matriz punteada
(4.57).

Comentario: Si adeḿas consideramos otras restricciones en las matrices complementa-
rias que intervienen, tales como:

M12 = 1
2A12, M22 = 1

2A22,

M32 =−1
2A22, M42 =−1

2A32,

(4.58)

entonces la matriz ampliadãA apareceŕa de la forma:

Ã =





















A11 A12

p

p

p

0 A13

A21 A22

p

p

p

0 A23

−−−−−−−−−−−−−−−

A21 0
p

p

p

A22 A23

A31 0
p

p

p

A32 A33





















(4.59)

que suele ser uno de los tipos de expansión más utilizados. La ventaja estriba en queÃ
posee submatrices nulas en los bloques no diagonales, con lo cual las interconexiones
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pueden resultar ḿas d́ebiles. En esta situación, los valores propios de la matrizA22 son los
no controlables valores propios del sistema expandidoS̃.

4.4.4. Caso 4

Otras condiciones suficientes para que se verifiquen las ecuaciones (4.45) vienen dadas
por:

a) UM = 0,
b) UN = 0,
c) LV = 0,
d) LM = 0,
e) LN = 0.

(4.60)

Aśı pues,

a) UM = 0, implica

M =







0 0 0 0

M21 M22 M23 M24

−M21 −M22 −M23 −M24

0 0 0 0






. (4.61)

De esta manera, la matriz̃A quedaŕa de la forma

Ã =









A11
1
2A12

1
2A12 A13

A21+M21
1
2A22+M22

1
2A22+M23 A23+M24

A21−M21
1
2A22−M22

1
2A22−M23 A23−M24

A31
1
2A32

1
2A32 A33









. (4.62)

b) UN = 0 obliga, de forma ańaloga al apartado anterior, una matrizN de la forma

N =







0 0 0 0

N21 N22 N23 N24

−N21 −N22 −N23 −N24

0 0 0 0






. (4.63)

En este supuesto, la matriz ampliadaB̃ seŕa,

B̃ =









B11
1
2B12

1
2B12 B13

B21+N21
1
2B22+N22

1
2B22+N23 B23+N24

B21−N21
1
2B22−N22

1
2B22−N23 B23−N24

B31
1
2B32

1
2B32 B33









. (4.64)
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c) Si LV = 0, tendŕa al igual que en (4.52) la forma:

L =







0 L12 −L12 0

0 L22 −L22 0

0 L32 −L32 0

0 L42 −L42 0






, (4.65)

con lo cual la matriz ampliadãC seŕa de la forma

C̃ =









C11
1
2C12+L12

1
2C12−L12 C13

C21
1
2C22+L22

1
2C22−L22 C23

C21
1
2C22+L32

1
2C22−L32 C23

C31
1
2C32+L42

1
2C32−L42 C33









. (4.66)

d) Al considerarLM = 0, se tiene:

LM =







L12M21 L12M22 L12M23 L12M24

L22M21 L22M22 L22M23 L22M24

L32M21 L32M22 L32M23 L32M24

L42M21 L42M22 L42M23 L42M24






= 0. (4.67)

e) Al suponerLN=0 se obtiene, como en (4.54),

LN =







L12N21 L12N22 L12N23 L12N24

L22N21 L22N22 L22N23 L22N24

L32N21 L32N22 L32N23 L32N24

L42N21 L42N22 L42N23 L42N24






= 0. (4.68)

Puesto que debe cumplirseLM = 0 y LN = 0 podemos considerar como caso particular
L12 = L22 = L32 = L42 = 0, es decir,L = 0. Entonces, se cumplen las condiciones anteriores
para cualquier matrizM y N dadas ena) y b). Estudiemos como será la controlabilidad y
la observabilidad del sistema expandidoS̃.

Controlabilidad caso 4

Partimos de la matriz de controlabilidad (4.5) del sistemaS̃. En la situacíon que nos en-
contramos adoptará la forma:
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H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12 A12 A13 p

p
p

2M21 2M22−λI2 2M22+2M23 2M24 p
p
p

A21−M21
1
2A22−M22 A22−M22−M23−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32 A32 A33−λI3 p

p
p
p

B11 0 1
2B12 B13

p
p
p

2N21 2N22−2N23 2N23 2N24

p
p
p

B21−N21 N23−N22
1
2B22−N23 B23−N24

p B31 0 1
2B32 B33















. (4.69)

Si sumamos a la segunda fila la tercera multiplicada por dos y posteriormente sumamos a
la tercera columna la segunda multiplicada por menos dos, se llega a la matriz

H̃
c

λ
=















A11−λI1 1
2A12 0 A13 p

p
p

2A21 A22−λI2 0 2A23 p
p
p

A21−M21
1
2A22−M22 M22−M23−λI2 A23−M24 p

p
p

A31
1
2A32 0 A33−λI3 p

p
p
p

B11 0 1
2B12 B13

p
p
p

2B21 0 B22 2B23

p
p
p

B21−N21 N23−N22
1
2B22−N23 B23−N24

p B31 0 1
2B32 B33















. (4.70)

Vemos que los valores propios deM22−M23 son los candidatos para que el sistemaS̃ sea
no controlable. Por ello, será interesante considerar submatrices complementariasN23 y
N22 de forma que la matriz̃H

c

λ
tenga rango ḿaximo.

Observabilidad caso 4

Desde el punto de vista de la observabilidad, veamos como se presenta la matriz (4.11) en
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este caso.

H̃
o

λ
=





























A11−λI1 0 1
2A12 A13

A21+M21 M22−M23−λI2 1
2A22+M23 A23+M24

2A21 0 A22−λI2 2A23

A31 0 1
2A32 A33−λI3

−−−−−−− −−−−−−− −−−−−−−−−−−−−
C11 0 1

2C12 C13

0 0 0 0

C21 0 1
2C22 C23

C31 0 1
2C32 C33





























. (4.71)

Al tomar L = 0 el sistemãS dejaŕa de ser observable para los valores propios de la matriz
M22−M23. En esta situación no podemos compensar la pérdida de rango por tener toda
una columna de ceros.

Observacíon: Al igual que en el Caso 3, es frecuente considerar matricesMi j particu-
lares tales como:

M21 = A21, M22 = 1
2A22,

M23 =−1
2A22, M24 =−A23.

(4.72)

Entonces, la matriz̃A quedaŕa de la forma

Ã =





















A11
1
2A12

p

p

p

1
2A12 A13

2A21 A22

p

p

p

0 0

−−−−−−−−−−−−−−−

0 0
p

p

p

A22 2A23

A31
1
2A32

p

p

p

1
2A32 A33





















. (4.73)

Los valores propios deM22−M23 coincidiŕan con los de la matrizA22. Aśı pues, estos
seŕan los no observables valores propios deS̃. Con estas submatrices complementariasMi j

se obtiene una matriz ampliadaÃ con algunos bloques matriciales no diagonales nulos, lo
cual debilita el efecto de las interconexiones a la hora de desacoplar el sistemaS̃y disẽnar
leyes de control en el espacio expandido y desacoplado.

Comentario: A pesar de ser el Caso 3 de uso frecuente en múltiples art́ıculos,S es un
caso particular de restricción de S̃, seǵun el Teorema 4.5. No hay ḿas que considerar
N12 = N22 = N32 = N42 = 0 enb) de (4.15). Puesto que toda restricción quedaba incluida
como subcaso del Caso 2 estudiado anteriormente, el Caso 3 también queda inmerso dentro
del Caso 2. El Caso 4 se trata de una agregación si escogemosL21 = L22 = L23 = L24 = 0
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enc) de (4.22). Aśı pues, ya que toda agregación estaba incluida dentro del Caso 1, el Caso
4 seŕa asimismo un subcaso del Caso 1.

Nos queda otro tipo de estructura que no está contemplada en ninguna de las anteriores y
aunque no presenta una gran simplicidad matricial vale la pena comentarla. Lanotaremos
como Caso 5.

4.4.5. Caso 5

De las relaciones (3.34) si escogemos una matriz(M22+ M33) nilpotente déındice r, es
decir, de forma que(M22+M33)

r = 0 y (M22+M33)
r−1 6= 0, con 2< r 6 ñ+1, las con-

diciones impuestas por el Teorema 3.1 deberán verificarse no para todai=2, ..., ñ+1 sino
para todai=2, ..., r. Este caso es algo ḿas laborioso que los dos anteriores, pero ofrece
nuevas posibles matrices de expansiónM, siendoN y L cualquier matriz de la forma dada
en (3.32) y (3.33), respectivamente. Aquı́ no se puede realizar un estudio genérico sobre la
controlabilidad y observabilidad del sistema expandidoS̃ por cuanto dichas propiedades
dependeŕan en concreto del sistema que se esté tratando.

4.5. Leyes de Control Contráıbles

Aprovechando los resultados que nos proporciona el Teorema 3.8 acerca de la contractibi-
lidad de una ley de control ˜u =−K̃ x̃ disẽnada en el sistema expandidoS̃para obtener una
ley u = −K x y ser implementada en el sistema inicialS, vamos a estudiar cuales son los
casos particulares dignos de mención.

Observando las condiciones (3.88), vemos que se resumirán en dos grandes casos, cada
uno de ellos como condición suficiente de contractibilidad.



4.5 Leyes de Control Contraı́bles 113

4.5.1. Caso 1

Partimos de una matriz complementariaF de la forma

F =







0 F12 −F12 0

F21 F22 F23 F24

−F21 −(F22+F23+F33) F33 −F24

0 F42 −F42 0






. (4.74)

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

F12 = 0,

F23+F33 = 0,

F42 = 0.

(4.75)

En este caso, toda ley de control ˜u = −K̃ x̃ seŕa contráıble a u = −K x, independiente-
mente de como sean escogidas las matrices complementariasM y N aunque, ĺogicamente,
cumpliendo las condiciones del Teorema 3.1. Ası́ pues, la matrizF quedaŕa de la forma:

F =







0 0 0 0

F21 F22 F23 F24

−F21 −F22 −F23 −F24

0 0 0 0






. (4.76)

4.5.2. Caso 2

Un segundo caso vendrá dado por las condiciones suficientes siguientes:

M21 = 0,

M22+M23 = 0,

M24 = 0,

N21 = 0,

N22+N23 = 0,

N24 = 0

(4.77)

donde ahora no importa la forma de escoger las submatricesFi j correspondientes a (3.87)
del Teorema 3.8. Como puede apreciarse, estas condiciones corresponden a las dadas en el
Caso 2 de la sección anterior, donde ya habı́amos sẽnalado la contractibilidad de una ley
de control en este supuesto.
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4.5.3. Caso 3

De forma ańaloga al Caso 5 de la sección anterior, si la matriz(M22+M33) es nilpotente
deı́ndicer, con 2< r 6 ñ+1, las condiciones (3.88) impuestas por el Teorema 3.8 deberán
verificarse no para todai=2, ..., ñ+1 sino para todai=2, ..., r. De esta manera puede resul-
tar más f́acil elegir matrices complementariasFi j , Mi j y Ni j cumpliendo las condiciones
requeridas, siendo la matriz complementariaF como en (3.87).

4.6. Control Descentralizado

Al estar interesados en el control descentralizado con solapamiento, podemos preguntarnos
sobre la existencia de alguna expansión tal que, en la matriz ampliada correspondienteÃ,
los bloques diagonales permanezcan inalterados, esto es:

Ã =





















A11 A12

p

p

p

∗ ∗

A21 A22

p

p

p

∗ ∗

−−−−−−−−−−−−−−−

∗ ∗
p

p

p

A22 A23

∗ ∗
p

p

p

A32 A33





















. (4.78)

Considerando la matriz̃A dada por el Corolario 3.4, correspondiente a la ecuación (3.39),
vemos que deberán cumplirse las siguientes condiciones matriciales:

M12 =
1
2

A12,

M21 = 0,

M22 =
1
2

A22,

M24 = 0,

M33 =
1
2

A22,

M42 =−
1
2

A32.

(4.79)
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En este momento, la matriz complementariaM seŕa

M =









0 1
2A12 − 1

2A12 0

0 1
2A22 M23 0

0 −A22−M23
1
2A22 0

0 − 1
2A32

1
2A32 0









. (4.80)

Por su parte la matriz ampliadãA adoptaŕa la expresíon:

Ã =







A11 A12 0 A13

A21 A22
1
2A22+M23 A23

A21 −
1
2A22−M23 A22 A23

A31 0 A32 A33






. (4.81)

Con el fin de disponer del ḿaximo ńumero bloques matriciales nulos fuera de la diagonal
principal, podemos escogerM23 =−1

2A22. Entonces, la matrizM seŕa del tipo

M =









0 1
2A12 −

1
2A12 0

0 1
2A22 −

1
2A22 0

0 − 1
2A22

1
2A22 0

0 − 1
2A32

1
2A32 0









(4.82)

y la matriz ampliadãA de la forma

Ã =





















A11 A12

p

p

p

0 A13

A21 A22

p

p

p

0 A23

−−−−−−−−−−−−−−−

A21 0
p

p

p

A22 A23

A31 0
p

p

p

A32 A33





















. (4.83)

En este mismo sentido, se pueden obtener todavı́a más bloques matriciales nulos fuera de
la diagonal principal escogiendo las submatrices complementariasMi j de (3.31) como:

M12 =
1
2

A12,

M21 = A21,

M22 =
1
2

A22,

M23 =−
1
2

A22,

M24 =−A23,

M33 =
1
2

A22,

M42 =−
1
2

A32.

(4.84)
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La matrizM seŕa, en este caso, de la forma

M =









0 1
2A12 −

1
2A12 0

A21
1
2A22 −

1
2A22 −A23

−A21 −
1
2A22

1
2A22 A23

0 − 1
2A32

1
2A32 0









, (4.85)

siendo la matriz ampliada

Ã =





















A11 A12

p

p

p

0 A13

2A21 A22

p

p

p

0 0

−−−−−−−−−−−−−−−

0 0
p

p

p

A22 2A23

A31 0
p

p

p

A32 A33





















, (4.86)

suponiendo, claro está, que dicha matrizM verifique las ecuaciones (3.34).

Comentario: Llegados a este punto, se pueden elegir matrices complementarias que
produzcan sistemas ampliadosS̃ de alguna forma concreta y que sean de interés para
el disẽnador. Puesto que el proceso de expansión-contraccíon queda garantizado, existe
la opcíon de escoger las matrices con un gran margen de flexibilidad, tomando siempre
aquellas que aporten mayores ventajas de cara a un buen control del sistema.



Caṕıtulo 5

Ejemplo Ilustrativo

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta un ejemplo ilustrativo de las principales ideas que se han trata-
do hasta el momento, haciendo especial hincapié en las ventajas aportadas por las nuevas
posibilidades de expansión-contraccíon frente a las que se vienen utilizando habitualmen-
te en ḿultiples art́ıculos y trabajos que versan sobre control de sistemas de gran escala
mediante descomposición con solapamiento.

Partiendo de un sistemaS y con la intencíon de disẽnar leyes de controĺoptimo, expandi-
mos dicho sistema de dos formas, es decir, utilizando matrices complementarias distintas.
En cada uno de los sistemas expandidosS̃ disẽnamos leyes de control para los sistemas
desacoplados y las contraemos al sistema originalS. Al comparar el valor del coste que
se obtiene al cerrar el sistema inicial con las leyes de control contraı́das, apreciaremos
como es posible disminuir dicho coste al elegir las matrices complementarias de unafor-
ma que no es la habitual. No solamente la elección de estas matrices puede suponer una
mejora en cuanto al coste se refiere, sino que además proporciona una gran flexibilidad
para obtener determinadas propiedades y caracterı́sticas del sistema requeridas por el di-
sẽnador. Sẽnalemos que todos los cálculos matriciales han sido realizados con el programa
MATLAB versión 4.2c.
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5.2. Ejemplo

Sea un sistema lineal
S : ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(5.1)

que expresado matricialmente supondremos que es de la forma:

S :

(

ẋ1
ẋ2
ẋ3

)

=









A11 A12

p

p

p

A13
−−−

p

p

p

−−−
A21 A22 A23
−−−

p

p

p

−−−
A31

p

p

p

A32 A33









( x1
x2
x3

)

+









B11 B12

p

p

p

B13
−−−

p

p

p

−−−
B21 B22 B23
−−−

p

p

p

−−−
B31

p

p

p

B32 B33









(u1
u2
u3

)

( y1
y2
y3

)

=









C11 C12

p

p

p

C13
−−−

p

p

p

−−−
C21 C22 C23
−−−

p

p

p

−−−
C31

p

p

p

C32 C33









( x1
x2
x3

)

,

(5.2)

donde las matrices de estado, de entrada y de salida son constantes y vienen dadas por:

A =

















1 1 0
p

p

p

−1
−−−−−−−−−

−1
p

p

p

−1 1
p

p

p

1
0

p

p

p

−2 −3
p

p

p

0
−−− −−−−−−

−2
p

p

p

−2 0 0

















, (5.3)

B =

















2 0
p

p

p

1
−−− −−−

0
p

p

p

0
p

p

p

1
1

p

p

p

1
p

p

p

0
−−− −−−

2
p

p

p

0 −1

















, (5.4)

C =













1 0 0
p

p

p

0
−−−−−− −−−

0
p

p

p

1 1
p

p

p

0
−−− −−−−−−

0
p

p

p

0 0 1













, (5.5)

dondeAi j , Bi j y Ci j , i, j = 1,2,3, se corresponden con los bloques matriciales dados en

(5.1). Supondremos una partición del vector de estado,x(t) ∈ R
4
, del vector de entra-

da u(t) ∈ R
3

y del de saliday(t) ∈ R
3

en dos componentes, es decir,x = (xt
1,x

t
2,x

t
3)

t ,
u = (ut

1,u
t
2,u

t
3)

t , y = (yt
1,y

t
2,y

t
3)

t . Las dimensiones de cada componente, como ya se ha
comentado en (2.58), seránn1 = n3 = 1,n2 = 2, m1 = m2 = m3 = 1, l1 = l3 = 1, l2 = 2.
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5.3. Estudio del sistema S

Vamos a estudiar en primer lugar algunas propiedades del sistemaS definido a partir de
las matricesA, B y C anteriores. En este apartado no tendremos en cuenta ningún tipo
de expansíon. Adeḿas, dada una función de costeJ, para unas ciertas matrices de peso
Q∗, R∗ y un cierto vector de estado inicialx0, hallaremos el vector de controlu = −K x
que hace ḿınimo dicho valor de coste, ası́ como el propio valor de coste. Todo ello nos
serviŕa para efectuar posteriores comparaciones con los costes que se obtienen al disẽnar
leyes de control en el sistema expandidoS̃y contraerlas al sistema inicialS, ya sea utilizan-
do las matrices complementarias habituales de expansión-contraccíon como otras matrices
complementarias introducidas en esta tesis.

Por el Teorema 4.1 podemos comprobar que el par(A,B) es controlable puesto que la
matriz de controlabilidad

(

B
p
p
p

AB
p
p
p
···

p
p
p

An−1B

)

(5.6)

es de rango 4. Asimismo, según el Teorema 4.3, el par(A,C) es observable, ya que el
rango de la matriz











C

CA

...
CAn−1











(5.7)

es tambíen 4, es decir de rango máximo.

Asociamos con el sistemaS una funcíon de coste como en (2.21), dada por

J(x0,u) =
∫ ∞

0
(xtQ∗x+utR∗u) dt, (5.8)

tomando como matricesQ∗ y R∗ las siguientes:

Q∗ =









1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1









, R∗ =





1 0 0
0 2 0
0 0 1



 , (5.9)

que evidentemente son simétricas y definidas positivas.
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Fácilmente se comprueba que el par
(

A,(Q∗)1/2
)

es observable, puesto que el rango vale
4. Por otro lado, los valores propios de la matrizA son:

{−2, −1± i, 1}. (5.10)

Se trata ahora de obtener una ley de controlóptimo de manera que minimice la función
J. Para ello, debemos calcular cual es el vectoru = −K x que optimizaJ. Para hallar la
matriz de gananciaK, planteamos la ecuación matricial de Riccati, (2.67), siguiente:

AtP+PA−PB(R∗)−1BtP+Q∗ = 0. (5.11)

En las condiciones que estamos, por ser el par(A,B) controlable y el par
(

A,(Q∗)1/2
)

observable, al resolver dicha ecuación obtenemos unáunica matrizP simétrica y definida
positiva, solucíon de la ecuación (5.11), que resulta ser

P =









1.3548 0.1255 −0.0451 −0.7207
0.1255 0.7612 0.0186 −0.0694
−0.0451 0.0186 0.3232 −0.0099
−0.7207 −0.0694 −0.0099 0.7274









. (5.12)

De esta manera, la matriz de gananciaK = (R∗)−1BtP dada en (2.68) será:

K =





1.2232 0.1308 0.2131 0.0034
−0.0226 0.0093 0.1616 −0.0050

2.2010 0.9561 −0.0165 −1.5174



 . (5.13)

Cerrando el sistema con el vectoru =−K x, se obtiene el sistema de lazo cerrado

SC : ẋ = Âx, (5.14)

donde

Â = A−BK =









−3.6473 −0.2177 −0.4097 0.5106
−3.2010 −1.9561 1.0165 2.5174
−1.2006 −2.1402 −3.3747 0.0016
−2.2453 −1.3056 −0.4427 −1.5243









(5.15)

y cuyos valores propios son:

{−3.4772, −2.5086, −2.2583± 2.0717 i}, (5.16)

todos ellos con parte real negativa, con lo cual el sistema de lazo cerrado SC obtenido es
estable.

Supongamos un vector inicialx0 cuyas componentes son,

x0 = (3,1,0,2)t (5.17)
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Entonces, el valor ḿınimo de la funcíon de coste (5.8) como ya se vio en (2.110), será

Ĵ◦ = xt
0Px0 =

(

3 1 0 2
)









1.3548 0.1255 −0.0451 −0.7207
0.1255 0.7612 0.0186 −0.0694
−0.0451 0.0186 0.3232 −0.0099
−0.7207 −0.0694 −0.0099 0.7274

















3
1
0
2









=

= 7.69. (5.18)

Este seŕa el valor ḿınimo deJ que nos serviŕa de punto de comparación con el valor
mı́nimo de la funcíon de coste obtenida al cerrar el sistemaS con otras leyes de control
disẽnadas en el sistemãS y posteriormente contraı́das e implementadas enS.

5.4. Estudio del sistemãS expandido mediante el procedimien-
to habitual

Siguiendo los pasos teóricos de este trabajo, pretendemos ahora efectuar un control des-
centralizado. Para ello, debemos expandir previamente el sistemaS. Supondremos como
en (2.59) que el sistema ampliadoS̃ adopta la forma:

S̃ :

(

˙̃x1
˙̃x2

)

=

(

Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

)(

x̃1

x̃2

)

+

(

B̃11 B̃12

B̃21 B̃22

)(

ũ1

ũ2

)

(

ỹ1

ỹ2

)

=

(

C̃11 C̃12

C̃21 C̃22

)(

x̃1

x̃2

)

.

(5.19)

Consideraremos una descomposición en dos componentes del vector de estado solapadas
y sẽnaladas en (5.1) mediante lı́neas discontinuas, es decir, ˜x1 = (xt

1,x
t
2)

t , x̃2 = (xt
2,x

t
3)

t .
De esta forma obtenemos un nuevo vector de estado ˜x = (x̃t

1, x̃
t
2)

t , que seŕa de dimensíon
ñ= 6, por ser ˜n1 = ñ2 = 3 las dimensiones de ˜x1 y x̃2, respectivamente. Análogamente, con-
sideraremos solapamiento en el control (solapando la entradau2), es decir, ˜u1 = (ut

1,u
t
2)

t ,
ũ2 = (ut

2,u
t
3)

t , con ũ = (ũt
1, ũ

t
2)

t , de dimensíon m̃ = 4 ya quem̃1 = m̃2 = 2 son las di-
mensiones de ˜u1 y ũ2. De igual manera se solapará la saliday2, resultando ˜y1 = (yt

1,y
t
2)

t ,
ỹ2 = (yt

2,y
t
3)

t con ỹ = (ỹt
1, ỹ

t
2)

t , de dimensíon l̃ = 4, puesto quẽl1 = l̃2 = 2 que son las
dimensiones respectivas de ˜y1 y ỹ2.

Las matrices de expansión y contraccíon V y U , respectivamente, serán las que vienen
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definidas en (2.60) y (2.61), y que en nuestro caso vendrán dadas por:

V =

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















, U =









1 0 0 0 0 0
0 0.5 0 0.5 0 0
0 0 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 0 1









. (5.20)

Elegimos las matrices complementarias para la expansión del espacio de estado, de entrada
y de salida siguientes:

M =





















0 1
2A12 −

1
2A12 0

0 1
2A22 −

1
2A22 0

0 −1
2A22

1
2A22 0

0 −1
2A32

1
2A32 0





















=

















0 0.5 0 −0.5 0 0
0 −0.5 0.5 0.5 −0.5 0
0 −1 −1.5 1 1.5 0
0 0.5 −0.5 −0.5 0.5 0
0 1 1.5 −1 −1.5 0
0 1 0 −1 0 0

















, (5.21)

L =





















0 1
2C12 −

1
2C12 0

0 1
2C22 −

1
2C22 0

0 −1
2C22

1
2C22 0

0 −1
2C32

1
2C32 0





















=









0 0 0 0 0 0
0 0.5 0.5 −0.5 −0.5 0
0 −0.5 −0.5 0.5 0.5 0
0 0 0 0 0 0









. (5.22)

Comentario: Dichas matrices complementarias, unas de las más utilizadas a la hora de
expandir-contraer un sistema tal y como ya habı́amos apuntado en (2.62) y (2.64), aparecen
en ḿultiples art́ıculos y trabajos. Por ejemplo en [9], [21], [23], [27], [30], [32], [61], entre
otros, se usan este tipo de matrices en ejemplos prácticos de expansión.

Estamos interesados en establecer una expansión de forma que(S̃, J̃) ⊃ (S,J), donde el
tipo de control disẽnado sea un controlóptimo lineal cuadŕatico. Por el Teorema 3.4 consi-
deraremosN = 0, por ser una condición suficiente. Las restantes condiciones del teorema
ya se verifican tal y como se han tomado las matricesM, V, Q, Q∗ y R∗. En esta situación,
las matrices ampliadas̃A, B̃ y C̃, deducidas en los Corolarios 3.4 a 3.6 y dadas por las
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ecuaciones (3.39) a (3.41), serán:

Ã =

















1 1 0 0 0 −1
−1 −1 1 0 0 1

0 −2 −3 0 0 0
−1 0 0 −1 1 1

0 0 0 −2 −3 0
−2 0 0 −2 0 0

















, (5.23)

B̃ =

















2 0 0 1
0 0 0 1
1 0.5 0.5 0
0 0 0 1
1 0.5 0.5 0
2 0 0 −1

















, (5.24)

C̃ =









1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1









. (5.25)

Los valores propios de la matriz̃A son:

{−2, −1± i, −2± i, 1}. (5.26)

Comentario: Como era de esperar, los valores propios de la matrizA dados en (5.10)
est́an incluidos en los valores propios deÃ, por serÃ una expansión deA. Ésto es conse-
cuencia de un teorema que nos asegura que siS̃⊃ S entonces det(λIñ− Ã)=λ−n det(λIn−
A) det(λIñ−M), cf. [26].

Las matrices diagonales deÃ dadas en (2.72), serán:

Ã11 =





1 1 0
−1 −1 1

0 −2 −3



 , Ã22 =





−1 1 1
−2 −3 0
−2 0 0



 , (5.27)

siendo las matrices de interconexión

Ã12 =





0 0 −1
0 0 1
0 0 0



 , Ã21 =





−1 0 0
0 0 0
−2 0 0



 . (5.28)
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Análogamente para la matriz̃B, las matrices correspondientes a los bloques diagonales y
a las interconexiones de (2.72) vendrán dadas, respectivamente, por:

B̃11 =





2 0
0 0
1 0.5



 , B̃22 =





0 1
0.5 0
0 −1



 , (5.29)

y

B̃12 =





0 1
0 1

0.5 0



 , B̃21 =





0 0
1 0.5
2 0



 , (5.30)

respectivamente.

Asociamos al sistema desacopladoS̃D dado en (2.75), la función de coste

J̃D(x̃0, ũ) =
∫ ∞

0
(x̃tQ̃∗

D
x̃+ ũtR∗

D
ũ) dt, (5.31)

dada en (2.78), donde las matricesQ̃∗
D

y R̃∗
D

de (2.79) se obtienen de las relaciones (3.72)
que garantizan el mismo coste tanto para el sistema inicial como para el expandido y que
vendŕan dadas por:

Q̃∗
D

=

















1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















, R̃∗
D

=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









, (5.32)

de donde sus matrices diagonales son:

Q̃∗11 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , Q̃∗22 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , (5.33)

y

R̃∗11 =

(

1 0
0 1

)

, R̃∗22 =

(

1 0
0 1

)

, (5.34)

respectivamente. Calculamos ahora las matrices de gananciaK̃11 y K̃22 correspondientes a
los subsistemas desacoplados (2.74)

S̃
1

D
: ˙̃x1 = Ã11x̃1 + B̃11ũ1,

S̃
2

D
: ˙̃x2 = Ã22x̃2 + B̃22ũ2,

(5.35)
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cuyas funciones de coste asociadas sabemos de (2.76) que son:

J̃
1

D
(x̃10, ũ1) =

∫ ∞

0
(x̃t

1Q̃∗11x̃1 + ũt
1R̃∗11ũ1) dt,

J̃
2

D
(x̃20, ũ2) =

∫ ∞

0
(x̃t

2Q̃∗22x̃2 + ũt
2R̃∗22ũ2) dt.

(5.36)

A partir de las ecuaciones de Riccati (2.83)

Ãt
11P̃11+ P̃11Ã11− P̃11B̃11(R̃

∗
11)
−1B̃t

11P̃11+ Q̃∗11 = 0,

Ãt
22P̃22+ P̃22Ã22− P̃22B̃22(R̃

∗
22)
−1B̃t

22P̃22+ Q̃∗22 = 0,
(5.37)

obtenemos las matrices solución P̃11 y P̃22 siguientes:

P̃11 =





0.7909 0.0993 −0.0381
0.0993 0.5182 0.0277
−0.0381 0.0277 0.1731



 , P̃22 =





0.5183 0.0409 −0.1679
0.0409 0.1783 −0.0243
−0.1679 −0.0243 0.6470



 .

(5.38)

De esta forma, la matriz diagonalP̃D =

(

P̃11 0
0 P̃22

)

seŕa:

P̃D =

















0.7909 0.0993 −0.0381 0 0 0
0.0993 0.5182 0.0277 0 0 0
−0.0381 0.0277 0.1731 0 0 0

0 0 0 0.5183 0.0409 −0.1679
0 0 0 0.0409 0.1783 −0.0243
0 0 0 −0.1679 −0.0243 0.6470

















. (5.39)

Podemos calcular ahora las leyes de control descentralizado de (2.81),

ũ1 =−K̃11x̃1, ũ2 =−K̃22x̃2, (5.40)

para los subsistemas desacopladosS̃
1

D
, S̃

2

D
dados en (2.74), donde

K̃11 = (R̃∗11)
−1B̃t

11P̃11, K̃22 = (R̃∗22)
−1B̃t

22P̃22 (5.41)

como en (2.82). Como resultado de todo este proceso, obtenemos una matriz de ganancia
diagonal

K̃D =

(

K̃11 0
0 K̃22

)

, (5.42)

que nuḿericamente valdrá

K̃D =









1.5437 0.2262 0.0968 0 0 0
−0.0191 0.0138 0.0865 0 0 0

0 0 0 0.0205 0.0891 −0.0121
0 0 0 0.6862 0.0652 −0.8149









. (5.43)
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Contraemos la ley de control ˜u=−K̃D x̃ a la ley de controlu= KD x. La matriz de ganancia
KD = QK̃DV que se obtiene es

KD =





1.5437 0.2262 0.0968 0
−0.0095 0.0172 0.0878 −0.0061

0 0.6862 0.0652 −0.8149



 . (5.44)

El sistemaSD de lazo cerrado (2.98) tendrá por matrizÂ siguiente:

Â =









−2.0873 −0.1386 −0.2588 −0.1851
−1.0000 −1.6862 0.9348 1.8149
−1.5341 −2.2434 −3.1847 0.0061
−5.0873 −1.7663 −0.1285 −0.8149









. (5.45)

Con el fin de evaluar el coste calculamos la matriz de LyapunovH de (2.100) que será

H =









3.8303 0.6659 −0.1123 −1.3361
0.6659 0.8894 0.0041 −0.1924
−0.1123 0.0041 0.3286 0.0067
−1.3361 −0.1924 0.0067 0.8961









. (5.46)

El coste final para el sistemaS, despúes de ser contraı́da la ley de control descentralizada
y ser implementada en el sistema inicialS, es:

J⊕(x0) = xt
0H x0 =

(

3 1 0 2
)

H









3
1
0
2









= 26.14. (5.47)

El ı́ndice o grado de suboptimalidad ˆµ∗, dado en (2.114), valdrá en este caso 0.16, puesto
que el mayor valor propio de la matrizHP−1 es λM = 6.27. De esta manera podemos
asegurar queJ⊕(x0) 6 6.27Ĵ◦(x0) para todox0, por la ecuacíon (2.112).

Observacíon: En el caso que estamos tratando, también habŕıa sido posible calcular el
grado de suboptimalidad sin necesidad de contraer la ley de controlóptimo al sistemaS,
ya que la matriz de LyapunoṽH de (2.90) existe y es finita, siendo

H̃ =

















3.8304 0.9887 0.0775 −0.3228 −0.1897 −1.3362
0.9887 0.9280 0.1031 −0.3340 −0.1310 −0.1340
0.0775 0.1031 0.1915 −0.0688 −0.0338 −0.0002
−0.3228 −0.3340 −0.0688 0.6293 0.1008 −0.0584
−0.1897 −0.1310 −0.0338 0.1008 0.2047 0.0069
−1.3362 −0.1340 −0.0002 −0.0584 0.0069 0.8961

















. (5.48)
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Procediendo de esta manera se llegarı́a al mismo valor de ˆµ∗ como consecuencia de que
J̃⊕(x̃0) 6 µ̃−1 J̃◦(x̃0) implicaJ⊕(x0) 6 µ̃−1J◦(x0), tal y como se ha visto en el Capı́tulo 2.

5.5. SistemãS expandido por el procedimiento desarrollado en
la tesis

Se trata ahora de ver que se puede disminuir el valorJ⊕(x0) = 26.14 al expandir y contraer
el sistema inicial mediante otras posibles matrices complementarias introducidas enesta
tesis. Seguiremos pues los mismos pasos que en el apartado anterior.

Partimos de las mismas matricesU , V, Q, R, S y T anteriores y que vienen dadas por
(2.60) y (2.61). Sin embargo, las matrices complementarias para la expansión del espacio
de estado, de entrada y de salida las elegimos de la siguiente manera:

M =

















0 −1 0 1 0 0
0 −1.5 1.5 1.5 −1.5 0
0 2 0 −2 0 0
0 −1 1 1 −1 0
0 4.5 1 −4.5 −1 0
0 1.5 −0.5 −1.5 0.5 0

















. (5.49)

La matrizN seŕa considerada como anteriormente, es decirN = 0, ya que aśı se verifica el
Teorema 3.4. En cuanto a la matrizL podemos tomar, sin mayores dificultades, la misma
que en (5.22), por lo tanto:

L =









0 0 0 0 0 0
0 0.5 0.5 −0.5 −0.5 0
0 −0.5 −0.5 0.5 0.5 0
0 0 0 0 0 0









. (5.50)

Comentario: Sẽnalemos cual ha sido el procedimiento para escoger las matricesM y
L dadas en (5.49) y (5.50). Partiendo de las matricesM y L de (5.21) y (5.22), respec-
tivamente, y utilizando como herramienta de cálculo el programa MATLAB 4.2c, se ha
confeccionado un algoritmo que conduce, en cada iteración, a un valor de la función de
coste cada vez menor. Dicho procedimiento se basa en incrementar o reducir uno a uno
los coeficientes de las matrices en cada paso y evaluar el coste obtenido. Se pueden estu-
diar otros procedimientos ḿas ŕapidos y convergentes a la solución requerida tal y como
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planteamos en el resumen final de la tesis. Debemos recordar que una vezdeterminadas las
matrices complementarias quedará fijado el modelo, con lo cual el diseñador procuraŕa ele-
gir dichas matrices con sumo cuidado, pues de ellas dependen casi todas las caracteŕısticas
del sistema.

En esta situación, las matrices ampliadas̃A, B̃ y C̃ que se obtienen de (3.39) a (3.41) son:

Ã =

















1 −0.5 0 1.5 0 −1
−1 −2 2 1 −1 1

0 1 −1.5 −3 −1.5 0
−1 −1.5 1.5 0.5 −0.5 1

0 3.5 −0.5 −5.5 −2.5 0
−2 0.5 −0.5 −2.5 0.5 0

















, (5.51)

siendoB̃ y C̃ como en (5.24) y (5.25), respectivamente. Procediendo de la misma manera
que en el apartado anterior, los valores propios de la matrizÃ obtenida a partir de estas
nuevas matrices complementarias, son:

{−2, −1± i, −0.75±1.09i, 1}, (5.52)

que evidentemente incluye a los valores propios de la matrizA, como ya hemos comentado
anteriormente.

Desacoplamos ahora el sistema expandidoS̃, obteniendo las matrices diagonales siguien-
tes:

Ã11 =





1 −0.5 0
−1 −2 2

0 1 −1.5



 , Ã22 =





0.5 −0.5 1
−5.5 −2.5 0
−2.5 0.5 0



 , (5.53)

siendo las matrices de interconexión

Ã12 =





1.5 0 −1
1 −1 1
−3 −1.5 0



 , Ã21 =





−1 −1.5 1.5
0 3.5 −0.5
−2 0.5 −0.5



 . (5.54)

La función de coste dada en (2.48), supondremos que está compuesta por unas matrices de
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peso diagonales̃Q∗
D

y R̃∗
D

como en el caso anterior, es decir:

Q̃∗
D

=

















1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















, R̃∗
D

=









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









, (5.55)

con lo cual tambíen tendremos que:

Q̃∗11 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , Q̃∗22 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , (5.56)

y

R̃∗11 =

(

1 0
0 1

)

, R̃∗22 =

(

1 0
0 1

)

. (5.57)

Vamos a calcular las matrices de gananciaK̃11 y K̃22 en esta situación. Para ello, necesita-
mos conocer previamente los valores de las matricesP̃11 y P̃22, es decir,

P̃11=





1.4783 −0.5804 −0.7235
−0.5804 0.5640 0.5583
−0.7235 0.5583 0.9132



 , P̃22=





3.2166 −0.5567 1.3720
−0.5567 0.2453 −0.1482

1.3720 −0.1482 3.3056



 .

(5.58)
De esta forma, la matriz̃PD diagonal seŕa:

P̃D =

















1.4783 −0.5804 −0.7235 0 0 0
−0.5804 0.5640 0.5583 0 0 0
−0.7235 0.5583 0.9132 0 0 0

0 0 0 3.2166 −0.5567 1.3720
0 0 0 −0.5567 0.2453 −0.1482
0 0 0 1.3720 −0.1482 3.3056

















. (5.59)

La matriz de gananciãKD =

(

K̃11 0
0 K̃22

)

que se obtiene es:

K̃D =









2.2330 −0.6025 −0.5338 0 0 0
−0.3618 0.2791 0.4566 0 0 0

0 0 0 −0.2783 0.1227 −0.0741
0 0 0 1.8446 −0.4085 −1.9335









. (5.60)
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Contraemos la ley de control ˜u = −K̃D x̃ al sistemaS y consideramos el sistema de lazo
cerrado que se obtiene. De esta manera tenemos:

Â =









−3.4660 0.3603 1.4761 0.9335
−1.0000 −2.8446 1.4085 2.9335
−2.0521 −1.3979 −2.7558 0.0371
−6.4660 1.0495 0.6592 −1.9335









. (5.61)

La matrizH resulta ser:

H =









2.1741 −0.2467 0.0054 −0.6610
−0.2467 0.9593 −0.0248 −0.0951

0.0054 −0.0248 0.4712 0.0238
−0.6610 −0.0951 0.0238 0.7632









. (5.62)

El coste final,J⊕(x0), despúes de ser contraı́da la ley de control y de ser implementada en
el sistema inicialS tendŕa un valor

J⊕ = xt
0H x0 = 13.78 (5.63)

siendox0=(3,1,0,2)t . En cuanto aĺındice o grado de suboptimalidad, ˆµ∗ valdŕa 0.06, ya
que el mayor valor propio de la matrizHP−1 esλM = 18.24. De esta forma tendremos que
J⊕(x0) 6 18.24 Ĵ◦(x0) para todox0, por la ecuacíon (2.112). La misma observación que
se ha hecho en el apartado anterior respecto a la no necesidad de contraer la ley de control
óptimo uD disẽnada en el sistema expandidoS̃ al sistemaS, valdŕıa en este caso, puesto
que ahora también la matrizH̃ existe y es finita, siendo

H̃ =

















2.2369 −0.0369 −0.1758 −0.2369 0.1664 −0.6803
−0.0369 3.2187 0.2305 −3.6036 0.0120 −0.0276
−0.1758 0.2305 0.8860 −0.0352 −0.4806 −0.0045
−0.2396 −3.6036 −0.0352 4.9686 −0.2194 −0.0577

0.1664 0.0120 −0.4806 −0.2194 0.5565 0.0337
−0.6803 −0.0276 −0.0045 −0.0577 0.0337 0.7694

















, (5.64)

lo cual nos permitiŕıa calcular el valor dẽJ⊕(x0) directamente del sistemãS. Todo esto
nos sirve para ilustrar mediante un ejemplo las implicaciones y los comentarios quese han
efectuado en el segundo capı́tulo, en donde ha tratado el tema de una forma totalmente
teórica.

Observacíon: Tal y como queŕıamos probar, se ha conseguido un menor coste al consi-
derar otras matrices complementarias de expansión. En nuestro caso, hemos disminuido
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casi un 50% el valor deJ⊕, pasando de 26.14 a 13.78. Cabe sẽnalar, sin embargo, quéeste
no tiene porque que ser necesariamente el másóptimo de todos los costes que se pueden
hallar al aplicar distintas expansiones. En cada situación que se nos presente, el diseñador
debeŕa realizar un estudio particular y minucioso a la hora de elegir aquellas que más le
convengan.

Digamos tambíen que el hecho de haber presentado un ejemplo ilustrativo en donde se han
comparado los costes al utilizar distintas matrices de expansión, no constituye un objetivo
en śı mismo, sino una forma de ver como enéste y otros muchos aspectos se pueden mejo-
rar las caracterı́sticas de un sistema al trabajar con unas u otras matrices complementarias.

5.6. Respuestas Temporales

Otra forma de comparar los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores es ver
como se comportan gráficamente los sistemas en ambos casos. Para ello disponemos de
una serie de respuestas temporales a la condición inicial. Dichos gŕaficos se ofrecen en las
páginas siguientes.

En primer lugar, Figura 1, se pueden observar las respuestas temporales del sistemaS,
notadas por (- - -), al cual se le ha aplicado un tipo de control centralizado, es decir, sin
ningún procedimiento previo de expansión-contraccíon. El lazo ha sido cerrado mediante
una ley de controĺoptimo lineal cuadŕaticou=−K x disẽnada en el sistema inicialS. Estas
respuestas pueden servir como punto de referencia de los dos controles posteriores, esto es,
cuando el sistema se cierra mediante leyes de control diseñadas en el espacio expandido y
contráıdas al sistema original. Señalemos sin embargo, que nuestra intención es comparar
las respuestas temporales obtenidas siguiendo el procedimiento habitual y el propuesto en
esta tesis. Por ello, el sistemaS no deja de ser un simple punto de referencia de cara a lo
que se pretende mostrar.

En la Figura 2 se representa la respuesta temporal del sistema mediante control descen-
tralizado disẽnado por el procedimiento de expansión-contraccíon habitual, tanto para los
estados, las salidas como las entradas. Puede observarse que, aproximadamente, cuando
t = 4 las tres respuestas tienden al valor cero. Se señalan las respuestas temporales me-
diante ĺıneas punteadas (· · · ).
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En la Figura 3 observamos la respuesta temporal también para los estados, las salidas y
las entradas, respectivamente, pero en este caso para el sistema inicialS de lazo cerrado
mediante un vector de la formau = −K x, que ha sido disẽnado en el espacio expandido
S̃ y contráıdo al sistema original para su implementación. En este caso la expansión se ha
realizado escogiendo matrices complementarias propuestas en esta tesis y distintas de las
normalmente utilizadas. Se trazan las respuestas mediante lı́neas continuas (—).

La Figura 4 representa la superposición de los estados correspondientes a las Figuras 2 y
3. De esta forma se pueden observar con mayor claridad las ventajas al elegir las matrices
complementarias obtenidas en este trabajo. En primer lugar, las oscilaciones de cada uno
de los estados representados por (—) es menor que los representadospor (· · · ). Adeḿas,
tienden ḿas ŕapidamente a cero usando las matrices complementarias que hemos introdu-
cido en este trabajo.

En la Figura 5 vemos la superposición de las salidas. Nuevamente se observa un mayor
amortiguamiento para las salidas correspondientes a (—) que para las trazadas con ĺıneas
punteadas (· · · ) y que se corresponden con las expansiones habituales. También en esta
situacíon cada una de las salidas tiende con mayor celeridad al punto de equilibrio si se
usan las matrices complementariasM y L dadas en (5.49) y (5.50), respectivamente.

De forma similar, en la Figura 6 se comparan las entradas por ambos métodos. También
en este caso, las entradas que se corresponden con el uso de matricescomplementarias
introducidas en este trabajo, tienden a cero con mayor celeridad.

En resumen, a la vista está que el hecho de expandir de otra manera diferente a la habitual
nos permite obtener respuestas más ventajosas en muchos aspectos. El diseñador seŕa el
que elija seǵun sus conveniencias aquellas expansiones y posteriores contracciones de le-
yes de control que le aporten mayores beneficios, teniendo una gran flexibilidad a la hora
de escoger las matrices complementarias y con la seguridad que todas ellas verifican las
condiciones impuestas por el Principio de Inclusión Generalizado.
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Caṕıtulo 6

Resumen y Conclusiones

6.1. Introducción

En estéultimo caṕıtulo de recapitulación se resume lo que se ha visto y se ha obtenido a lo
largo del desarrollo de la tesis y se plantean algunas cuestiones que no han sido resueltas
en este trabajo pero que serán abordadas próximamente. Adeḿas, se perfilan las futuras
lı́neas de investigación que pueden derivarse de los resultados alcanzados.

6.2. Conclusiones

En el primer caṕıtulo se ha hecho un repaso histórico del Principio de Inclusión desde
sus inicios en 1980 hasta la actualidad. Hemos visto como el marco matemático que nos
brinda este principio nos permite desarrollar y aplicar métodos de descomposición con
solapamiento a un amplio conjunto de sistemas de gran escala. Se han referenciado algu-
nos de los artı́culos ḿas significativos aparecidos a lo largo de estos años y que abarcan
disciplinas tan diversas como la mecánica, la electŕonica, la hidŕaulica, la bioloǵıa o la
socioeconoḿıa, por citar algunas.

139
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El Caṕıtulo 2 ha estado dedicado a recoger los aspectos más relevantes relacionados con la
modelizacíon y el control sistemas de gran escala que poseen estructuras solapadas y que
han sido publicados en distintos artı́culos, libros y trabajos en general durante casi veinte
años, homogeneizando la notación cuando ha sido necesario. Cabe decir que no se trata
de una recapitulación exhaustiva pero sı́ de aquellos conceptos que posteriormente se han
utilizado en la tesis.

Como objetivo global y principal, se ha caracterizado la estructura de las matrices com-
plementarias que intervienen en cualquier proceso de expansión-contraccíon. Despúes de
una serie de proposiciones previas, se ha enunciado y demostrado el Teorema 3.1, que
proporciona la forma que deben tener las matrices complementariasM, N y L junto con
las condiciones que deben de cumplir. Posteriormente, se ha tratado el tema de las fun-
ciones de coste, llegando a otro teorema importante en este contexto, el Teorema 3.3, el
cual nos da condiciones suficientes para que(S̃, J̃) ⊃ (S,J). Por último, se han aplicado
los resultados obtenidos para caracterizar cuando una ley de control disẽnada en el sistema
expandido es contraı́ble al sistema inicial. Esto queda resumido en el Teorema 3.8, dando
la estructura y condiciones para la matriz complementariaF , lo que concluye el Capı́tulo
3.

Otro de los objetivos era determinar la forma de las restricciones y las agregaciones, por
ser éstas las ḿas utilizadas a la hora de expandir-contraer un sistema. Este punto ha si-
do tratado en el Capı́tulo 4. Concretamente, el Teorema 4.5 y el Teorema 4.6 detallan la
forma de las matricesM, N y L en tales situaciones. También se han ofrecido otros casos
particulares de matrices complementarias y se han estudiado las caracterı́sticas del sistema
cuando se eligen estos tipos especiales de expansiones.

En este mismo capı́tulo, se han clasificado las posibles matrices complementarias bási-
camente en dos grandes tipos. De esta manera, no solamente conocemos la estructura de
dichas matrices sino que además tenemos acotadas, de alguna forma, las posibilidades de
eleccíon.

Porúltimo, en el Caṕıtulo 5, se han considerado otras posibles expansiones distintas de las
habituales y se han utilizado en un ejemplo ilustrativo. Se han observado algunas de las
ventajas que supone elegir otras matrices complementarias, tanto desde el punto de visto
numérico (valor de la funcíon de coste ḿınimo) como gŕafico, a partir de las respuestas
temporales. Asimismo, ha servido para revisar los conceptos matemáticos tratados a lo
largo del trabajo.
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6.3. Algunos Temas Pendientes

En el Caṕıtulo 5 hemos observado como se podı́a mejorar el coste en el caso de conside-
rar distintas expansiones y contracciones. En el ejemplo que nos ocupaba se ha reducido
el valor de coste de 26.14 a 13.78. Sin embargo nos queda una pregunta por responder:
¿cúales seŕıan las matrices complementarias más “óptimas”? Dicha cuestión pasaŕıa por
la optimizacíon de una funcíon no lineal bajo una serie de restricciones, algunas de ellas
lineales y otras no. Ĺogicamente, habrı́a que aplicar en cada situación alǵun algoritmo ade-
cuado para encontrar la solución, caso de que exista. Puesto que este problema se escapa
de los objetivos propuestos en la tesis, dejamos abierta la pregunta:

Cuestión 1: ¿Se pueden escoger las matrices complementariasM, N y L de forma que
el coste obtenido sea mı́nimo?

Otros sistemas de interés son los sistemas con incertidumbres. En este terreno todavı́a
queda mucho por investigar. La complejidad que presentan es elevada y por ello pensa-
mos que algunas de las aportaciones de esta tesis podrı́an resultar provechosas. Por ello,
preguntamos:

Cuestión 2: ¿De qúe manera podemos utilizar los resultados obtenidos para ser aplica-
dos a sistemas lineales con incertidumbres? ¿Es posible encontrar controladores descen-
tralizados para este tipo de sistemas aprovechando que conocemos la estructura matricial
que se esconde bajo el proceso de expansión-contraccíon?

Generalizando la pregunta a otros tipos de sistemas, tenemos:

Cuestión 3: ¿Qúe ventajas podrı́an obtenerse al utilizar las nuevas matrices complemen-
tarias en sistemas no lineales, de tiempo discreto, variables con el tiempo, estocásticos,
etc...?

Porúltimo, revisando un artı́culo de Stankovíc, Chen yŠiljak, Stochastic Inclusion Princi-
ple Applied to Decentralized Overlapping Suboptimal LQG Control, del ãno 1996, cf. [68],
encontramos unas matrices de expansión-contraccíon algo ḿas generales. Es decir, siem-
pre hemos supuesto que la matriz de expansiónV y la matriz de contracciónU eran de la
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forma

V =





In1 0 0
0 In2 0
0 In2 0
0 0 In3



 , U =

(

In1 0 0 0

0 1
2 In2

1
2 In2 0

0 0 0 In3

)

, (6.1)

pero en dicho artı́culo se introducen matricesV y U del tipo

V =





In1 0 0
0 In2 0
0 In2 0
0 0 In3



 , U =

(

In1 0 0 0
0 βIn2 (1−β)In2 0
0 0 0 In3

)

, (6.2)

siendoβ un escalar tal que 0< β < 1. Aśı pues, podemos preguntarnos:

Cuestión 4: ¿Qúe nuevas ventajas podrı́amos conseguir si utiliźaramos matrices de ex-
pansíon-contraccíonV y U como en (6.2), para distintos valores deβ?

Estas son algunas de las preguntas que han surgido a lo largo del trabajo. Otras cuestiones
de menor importancia ya han sido resueltas e incluı́das en los diversos capı́tulos.

6.4. Futuras Ĺıneas de Investigacíon

El hecho de disponer de otras posibles expansiones y de conocer contodo detalle las ma-
trices implicadas en un proceso de decomposición con solapamiento, hace pensar que los
resultados obtenidos se pueden aplicar a dos grandes lı́neas de investigación. Una pri-
mera ĺınea puede ser el replanteamiento de algunos modelos reales tales como sistemas
mećanicos, cf. [61], problemas sobre control de sistemas eléctricos y estabilidad transi-
toria, cf. [74], relacionados con el tratamiento de aguas, cf. [35], problemas sobre la es-
tabilidad y complejidad de modelos de ecosistemas, cf. [47] o sobre control yregulacíon
del tŕafico de veh́ıculos, cf. [7], [34], [40], [69], por citar solamente algunos campos en
donde se han utilizado técnicas de descomposición con solapamiento como método de
resolucíon.

Otra ĺınea importante es ver como se pueden aplicar dichos resultados a problemascompu-
tacionales cuando se consideran sistemas de gran escala, es decir, reducir en buena medida
el número de ćalculos, el tiempo y la memoria requerida al efectuar operaciones numéri-
cas sobre sistemas de estas caracterı́sticas. Con esta intención, se podŕıan aprovechar los
resultados contenidos en esta tesis a la resolución de sistemas lineales y no lineales de
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ecuaciones algebraicas ya sea por métodos directos o iterativos, cf. [63], [64], [74], que
aparecen por ejemplo en problemas relacionados con el flujo de cargas eléctricas, cf. [48],
[74], simulaciones de circuitos VLSI, cf. [57], sobre predicción del tiempo, cf. [38], etc.
Además, sẽnalemos sus posibles repercusiones en el campo de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, por ejemplo en el uso de algoritmos de computación paralela en problemas de
controlóptimo, cf. [15]. Tratando con ecuaciones en derivadas parciales, se puede aplicar
al método conocido comodominio de descomposición, método muy conveniente cuando
hay que efectuar un elevado número de ćalculos computacionales y que engloba a una
amplia gama de sistemas de gran escala presentes en la fı́sica, la ingenieŕıa y las ciencias
en general, cf. [11].
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[31] Ikeda, M.,Šiljak, D.D. and White, D.E. “An Inclusion Principle for Dynamic Sys-
tems”,IEEE Transactions, AC-29, pp. 244-249, 1984.
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[57] Sezer, M.E. anďSiljak, D.D. “Nested Epsilon Decompositions of Linear Systems
Weakly Coupled and Overlapping Blocks”,SIAM Journal on Matrix Analysis and
Applications, Vol.12, No. 3, pp. 521-533, 1991.
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