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Introduccion

El desarrollo de las matematicas ha seguido, en numerosas ocasiones, el reflejo de
las situaciones y de los problemas que se presentan en las actividades humanas. El
comercio, la industria, la construccion, la navegacién, han hecho que se crearan y
perfeccionaran métodos matematicos que pudieran dar respuesta a los retos que,
en cada momento, se han presentado ante el entendimiento del ser humano.

Para poder comprender la realidad que le rodea, modificarla, e incluso predecir sus
manifestaciones, el hombre crea una serie de objetos abstractos que, dentro de un
sistema de reglas matemadticas precisas, pueden relacionarse entre si, asimilando
aquello que sucede a ciertas acciones sobre los objetos que ha creado. Ha nacido
asf el modelo matematico. De la intuicion creativa y del poder de relacién entre los
objetos, ademds del uso de las leyes de la l6gica, dependerd la bondad del modelo
matematico en el ajuste de la realidad que le inspira.

Los modelos matematicos que tradicionalmente han servido para describir situa-
ciones surgidas en la fisica, en la ingenierfa o en las finanzas, se han revelado
recientemente ttiles en el estudio y la descripciéon de fenémenos relativos a la
conducta humana.

Los conflictos de intereses y todo aquello que rodea a la toma de decisiones se en-
cuentra presente en la practica totalidad de las actividades humanas: en economia,
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en sociologfa, en politica y en muchas otras actividades se presentan situaciones
de competiciéon entre los agentes que intervienen que, a su vez, requieren de la
cooperacién entre los mismos para poder alcanzar sus objetivos. El binomio
competencia-cooperacion se muestra indisoluble a la hora de explicar las relaciones
entre esos agentes, ya sean individuos de un colectivo, empresas de un sector, o
incluso paifses en las instituciones que los representan.

En general, los problemas relativos a conflictos de intereses o toma de decisiones
se caracterizan por la existencia de un grupo de individuos que se encuentra ante
una situacién que puede tener mdas de un desenlace, respecto a cada uno de los
cuales cada individuo tiene una determinada preferencia personal. Ademds, cada
individuo controla alguna de las variables que determina el resultado final, aunque
no controla la totalidad. Cada una de estas sitaciones se denomina juego. Asi, un
juego puede recoger situaciones tan dispares como una partida de naipes, la obten-
cién de una contrata por parte de ciertas empresas o la negociacién de acuerdos
internacionales entre paises.

El inicio de la teoria matemética que estudia los conflictos de intereses, deno-
minada Teorfa de Juegos, se establece en el ano 1944, a raiz de la publicacién
del libro “Game Theory and Economic Behavior” de John von Neumann y Oskar
Morgenstern, aunque ya se tuviera constancia de trabajos previos a principios de
este siglo. Desde entonces, la Teorfa de Juegos ha evolucionado ampliamente y
ha visto como sus modelos se han aplicado especialmente a la economia y a la
politica, asi como a otras ciencias sociales como filosofia o psicologia, ya que sus
modelos se ajustan al estudio de la conducta humana.

No es que la Teorfa de Juegos pueda abarcar todos y cada uno de los problemas
relacionados con la toma de decisiones o con los conflictos de intereses; en general,
ha de suponerse que existe un mimero concreto de jugadores, que se conocen y que
estan determinados todos los posibles resultados del juego, que cada jugador tiene
una preferencia entre los diferentes resultados que puede expresarse en términos de
una funcién de utilidad y que el objetivo de cada jugador es maximizar la utilidad
obtenida tras el desenlace del juego.

El problema para cada jugador consiste en determinar la estrategia que debe seguir,
de manera que su influencia parcial en el juego le resulte lo més beneficiosa posi-



ble. Ante esta situacién, se presenta una primera clasificaciéon entre juegos: los
cooperativos y los no cooperativos.

La teorfa de juegos no cooperativos se ocupa del comportamiento de los agentes
del juego en aquellas situaciones en las que la eleccién de la estrategia éptima
de cada jugador depende de su prondstico sobre las elecciones de los oponentes y
busca maximizar su propio beneficio desconociendo la eleccién efectuada por los
demss.

En el caso en que pueda haber comunicacién entre los jugadores, de manera que
puedan negociar o establecer acuerdos que permitan formar coaliciones, entonces
la situacién se enmarca dentro de los llamados juegos cooperativos. En estas
situaciones, se considera como informacién bésica la utilidad que cada coalicién
puede obtener coordinando las estrategias de sus integrantes, con independencia de
la actuacion del resto de los agentes del juego. Asi, los acuerdos entre los miembros
de cada coalicién se encaminan a coordinar sus actuaciones o a redistribuir los

pagos o ganancias obtenidos.

En un sentido amplio, la teorfa de juegos cooperativos trata sobre las elecciones que
los jugadores efectiian, o que deberfan efectuar, para obtener resultados de equi-
librio, asf como de algunos aspectos relativos a la comunicacién entre los jugadores
o la formacién de coaliciones entre los mismos.

Por otra parte, la redistribucién de los pagos obtenidos serd posible si la utilidad
que se obtiene en el juego es transferible. Un ejemplo de utilidad transferible seria
el pago en dinero, o en cualquier otro bien que pudiera dividirse tantas veces como
fuera necesario; en contraposicién a la utilidad transferible, existen situaciones en
las que la utilidad es un bien subjetivo referido a preferencias personales de los
jugadores. De esta forma, si la utilidad es transferible, un 1inico nimero permite
describir las posibilidades estratégicas de cada coalicién, entendiendo que a la hora
de la redistribucién, las apetencias de cada jugador respecto a la utilidad disponible
seran equiparables.

Esta memoria se centra al entorno de los juegos cooperativos con utilidad trans-
ferible. Una vez modelizada una determinada situacién de conflicto de intereses
mediante un juego especifico, el problema central que aborda la Teorfa de Juegos
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en este campo consiste en la distribucién de la totalidad de la utilidad disponible
entre los diferentes jugadores. Para dar respuesta a este planteamiento se emplean
modelos de razonamiento matematico en los que priman ideas como equidad, jus-
ticia o igual tratamiento, de manera que las soluciones puedan ser comunmente
aceptadas por los agentes del juego. Dado que los criterios que pueden hacer ver
un resultado como justo son dispares, podran proponerse para un mismo juego
diferentes soluciones, segin se traduzcan las ideas de justicia o de equidad a la
formulacién matematica.

Una vez fijadas las reglas que permitan obtener la solucién de los diferentes jue-
gos, la solucién explicita encontrada para cada uno de ellos ha de traducir las
condiciones que la inspiraron a ese caso concreto, de manera que pueda ser em-
pleada como referencia de la situacién relativa de cada jugador dentro del juego y,
en su conjunto, pueda ser comparada con otras posibles soluciones de esa misma
situacién que puedan derivarse de enfoques diferentes en la distribucién de la uti-
lidad.

El objetivo del presente trabajo consiste en la generalizacion y el estudio de mo-
delos y métodos que han mostrado su eficiencia respecto a las soluciones para los
juegos cooperativos propuestas por Shapley o por Banzhaf, asi como el desarrollo
de propiedades derivadas de la generalizacion de esos conceptos. Para las soluciones
de Shapley y de Banzhaf se conoce su modificacién por la formacién de estructuras
de coalicién en el conjunto de jugadores y su cdlculo por medio de la extensién
multilineal del juego que se considere; también se conoce para ambas la posibilidad
de considerar un potencial que permite recuperar las propias soluciones. Estos y
otros conceptos se extienden a una clase mas amplia de soluciones para los juegos
cooperativos: los semivalores. En esta extensién juegan un papel esencial ciertas
familias de semivalores que forman sistemas de referencia en el conjunto de los

semivalores.

Conforme a la idea general que se ha establecido, esta memoria, que tiene por
titulo Aportaciones al estudio de soluciones para juegos cooperativos, se estructura
en seis capitulos, de los que a continuacion se presenta un breve resumen.

El primer capitulo contiene una introduccién a los conceptos bésicos de la teorfa
de juegos cooperativos con utilidad transferible. Alli se recuerdan las soluciones
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para estos juegos que apareceran a lo largo de la memoria: Shapley, Banzhaf, semi-
valores, soluciones basadas en el exceso, para acabar con el concepto de potencial
para el valor de Shapley. En otro orden de consideracién destacan las modifica-
ciones en la cooperacion debidas a la introduccién en el conjunto de jugadores de
estructuras de coalicién o de grafos que modelizan situaciones de cooperacién par-
cial. Finalmente, se recuerda el concepto y las propiedades béasicas de la extensién
multilineal de los juegos cooperativos. El contenido de este capitulo no es original
y su inclusién se justifica por la pretensiéon de unificar en lo posible la notacién,
asf como de lograr un elevado grado de autonomia de la totalidad de la obra.

El segundo capitulo es el dedicado a estructuras de coalicién y semivalores. Los
semivalores que atribuyen a cada jugador la misma probabilidad de formar parte
de cualquier coalicién, a los que llamamos binomiales, constituyen un sistema de
referencia para el conjunto de semivalores, cuando su nimero es igual al cardi-
nal del conjunto de jugadores. De esta forma, el pago por cualquier semivalor
puede determinarse linealmente a través de la extension multilineal del juego, em-
pleando una matriz cuyos coeficientes se obtienen a partir de esta funcién. A su
vez, la misma combinacién lineal de semivalores binomiales da lugar a semivalores
inducidos en juegos cooperativos con menor cardinal del conjunto de jugadores,
con independencia del sistema de referencia escogido. Esta consideracién permite
definir de manera natural la modificacién de cualquier semivalor para juegos con
estructura de coalicién en el conjunto de jugadores, coincidiendo con el valor coa-
licional de Owen (1977) para el valor de Shapley. Se incluye, a continuacién, un
método para calcular cualquier semivalor modificado, transformando la extensién
multilineal hasta determinar los elementos de una matriz, obteniendo el resultado
de manera andloga a como se opera una forma cuadrética en expresiéon matricial.

Este capitulo acaba probando que cualquier semivalor modificado para juegos con
estructura de coalicién cumple propiedades deseables como simetria dentro de los
bloques, jugador nulo o aditividad, llegdndose a conseguir una caracterizacién
axiomdtica para una de estas modificaciones, concretamente la correspondiente al
valor de Banzhaf.

El tercer capitulo se dedica al estudio de las coaliciones bipersonales entre ju-
gadores. Este estudio se efectia con caracter general para todos los semivalores y
se consideran los incrementos correspondientes a la comparacién entre la asignacién
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en el juego inicial a los dos jugadores respecto a su clase en el cociente y a la com-
paracion entre la asignacién modificada y sin modificar, tanto para los jugadores
que se coaligan como para los que no. Son casos particulares de este estudio los
conocidos para las soluciones de Shapley y de Banzhaf (Amer et al. 1996). El he-
cho de efectuar un estudio general para semivalores permite caracterizar aquellos
que cumplen ciertas propiedades respecto a esos incrementos, particularmente, los
que asignan incrementos nulos.

Se han obtenido los resultados en este capitulo considerando la funcién caracterfs-
tica de los juegos. A continuacion se ofrece el célculo de los incrementos empleando
la extensién multilineal modificada hasta conseguir los elementos de ciertas matri-
ces que permitirdn obtener por linealidad los resultados para cualquier semivalor.
El capitulo finaliza tratando un problema inverso consistente en la determinacién
para un juego y una pareja de jugadores concretos de aquellos semivalores que
ofrecen un incremento de asignacién determinado entre el juego inicial y el juego

cociente, estableciendo previamente el maximo y el minimo de tal incremento.

El cuarto capitulo comienza observando cémo se modifica la funcién caracteris-
tica cuando se suprime una de las aristas de un grafo que modeliza situaciones
de cooperacién parcial entre los agentes del juego. A partir de esta observacién
se estudian las propiedades que verifican tanto los semivalores como la norma-
lizacién aditiva de los mismos, respecto a los axiomas para estos modelos de coo-
peracién introducidos por Myerson (1977). A continuacién se generaliza a todos
los agentes del juego la nocién de pérdida o ganancia por la supresion de una arista
de cooperacién, pasando a estudiar quiénes son los jugadores mas beneficiados o
mads perjudicados por esa supresion y bajo qué condiciones se producen tales cir-
cunstancias. La iltima seccién estd dedicada a estudiar el efecto sobre la extensién
multilineal de la supresiéon de una arista de cooperacién, que se traduce en una
funcién incremento entre la extensiéon multilineal antes y después de la supresion;
la expresion de este incremento permite no sélo el cdlculo de las asignaciones mo-
dificadas sino también la comprobacion de propiedades relativas a la cooperacién
parcial. Como resultado de propiedades de las extensiones multilineales se con-
sigue obtener una expresion para el cdlculo de las asignaciones por semivalores

normalizados aditivamente.

El quinto capitulo introduce un concepto de potencial para todos los semivalores
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sobre juegos cooperativos. La introduccién se realiza en dos fases, una primera
para los semivalores binomiales y una segunda para los semivalores en general,
obtenida por linealidad a partir de la primera. Se observa cémo este concepto
engloba el de Hart y Mas-Colell (1988) para la solucién de Shapley y el de Dragan
(1995) para la de Banzhaf. Se concluye una primera parte con el célculo efectivo
del potencial para cualquier semivalor por medio de la extensién multilineal del
juego y de sus adecuadas modificaciones. A continuacién se recuerda la nocién de
base potencial y se construye para cada semivalor binomial primero y para todo
semivalor sobre juegos cooperativos después. La determinacion de estas bases
permite la descripcién del espacio nulo por cada semivalor, esto es, el subespacio
de juegos a los cuales el semivalor les asigna el vector nulo. Junto a esta descripcién
se consigue resolver un problema inverso consistente en la obtencién de todos los
juegos a los que un semivalor determinado les asigna un vector solucién establecido

de antemano.

El capitulo continia con la nocién de juego de poder por cada semivalor. Esta
nocion, que supone una biyeccion en cada espacio de juegos cooperativos, permite
definir juegos reducidos respecto a los cuales cada semivalor es consistente, lle-
gando a obtener una caracterizacién para cada semivalor. El desarrollo de estas
propiedades contiene diversos puntos de contacto con el tratamiento que ofrece
Dragan (1999), el cual, a su vez, se relaciona con el trabajo de Calvo y Santos
(1997), donde se caracterizan las soluciones para juegos cooperativos que admiten
un potencial. Para concluir, con base en una situacién real producida en el Ayun-
tamiento de Manresa, se construye de modo efectivo un juego reducido afectando
a los miembros de la Comisién de Gobierno compuesta por unos grupos politicos
que, coaligados, consiguieron obtener la mayoria en el consistorio.

En el dltimo capitulo se aborda el problema de la determinacion de los juegos
cooperativos que, a pesar de ser diferentes, cualquier semivalor les asigna el mismo
vector de pagos, de donde se deriva el nombre de indistinguibles. El problema
se reduce al estudio de los juegos indistinguibles del nulo y a la consideracién de
semivalores correspondientes a un sistema de referencia, llegando a obtener la di-
mension del subespacio de esos juegos para cada cardinal del conjunto de jugadores.
A continuacién se introducen los juegos mas sencillos que son indistinguibles del
nulo y que se denominan juegos de conmutaciéon. Se ofrece un método construc-
tivo para determinar una base de cada subespacio de juegos indistinguibles del
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nulo formada por juegos de conmutacion.

Finalmente, dentro del mismo capitulo, se plantea el problema de determinar los
subespacios de juegos indistinguibles del nulo por cualquier semivalor modificado
para juegos con estructura de coalicién. Se consigue obtener la dimension de
estos subespacios para cada cardinal del conjunto de jugadores, ofreciendo bases
formadas por juegos construidos a partir de los de conmutacién, a los que se
denomina expandidos. En la obtencién de resultados juega un papel destacado la
extension multilineal, por su empleo para calcular la modificacién de los semiva-
lores y por su adecuacién para determinar juegos indistinguibles.

El objetivo genérico que motiva el presente trabajo es contribuir al desarrollo de
la Teorfa de Juegos en el d&mbito concreto de los juegos cooperativos con uti-
lidad transferible. De entre los objetivos mds especificos podrian destacarse los
siguientes:

e Extender conceptos como modificacién de la asignaciéon para juegos con es-
tructura de coalicién o potencial a una clase mas amplia de soluciones.

e Estudiar el comportamiento de estas soluciones en determinadas situaciones
de cooperacién modificada, ya sea por estructuras de coalicién o por grafos
de comunicacién, y caracterizar algunas de las soluciones respecto a esas

situaciones.

e Ampliar las posibilidades de la extensién multilineal de los juegos coope-
rativos en referencia al cdlculo de soluciones en situaciones de cooperacién
modificada o a la obtencién de potenciales.

e Abordar la resolucién de determinados problemas denominados inversos, en
el sentido de obtener los juegos o las soluciones cuando estdn prefijados los
pagos en ciertas situaciones de cooperacién.

e Describir y cuantificar los juegos cooperativos que obtienen los mismos vec-
tores de pagos por cualquier concepto de solucién basado en medias ponde-
radas de las contribuciones marginales.

Para concluir, destacarfamos que cuando un concepto no original aparece por vez
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primera en el texto se acompana de su referencia bibliografica, salvo algunos con-
ceptos reconocidos como bdsicos o cuyo origen ya haya sido referenciado. Tam-
bién, se ha procurado que los ejemplos recojan situaciones reales que pueden ser
contrastadas; sin embargo, algunas situaciones son claramente impuestas, con el

objetivo de enfatizar los conceptos o los métodos que acabarian de introducirse.
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Preliminares

1.1 Juegos cooperativos con utilidad transferible

Definicién 1.1
Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par (N,v) donde N = {1, ...,n}
es el conjunto de jugadores y

v:2V o R

es una funcién tal que v(0)) = 0, que se denomina funcién caracteristica del juego.

Los subconjuntos S de N se denominan coaliciones y v(.S) representa la utilidad que
pueden garantizarse los jugadores de S si deciden cooperar, con independencia de
las acciones de los jugadores de N \. S. En caso de que no pueda haber confusién
respecto a cual es el conjunto de jugadores, se identifica el juego (N, v) con su

funcion caracteristica v.

El conjunto de todos los juegos cooperativos con utilidad transferible cuyo conjunto
de jugadores es N se representa por Gy y en él se definen una suma y un producto
por escalares del siguiente modo:

17
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a) Para u,v € G, su suma u + v es el juego definido por
(a) : jueg p
(u+v)(S) =u(S)+v(S), VS CN.
(b) Para v € Gy y un nimero real A € R, su producto v es el juego definido por

(W)(S) = Ao(S), VS C N.

Con estas operaciones Gy tiene estructura de espacio vectorial y su dimensién es
2™ — 1, ya que las funciones 17 definidas para cada coalicién no vacia T' C N por:

1T(S)={1 siS="T,

0  en caso contrario,

forman una base de Gy.

Los juegos de unanimidad ur definidos para cada coalicién no vacia T' C N como:

15D
uT(S):{l siSDOT,

0  en caso contrario,

forman también una base del espacio de juegos GGy. La siguiente propiedad es-
tablece la expresiéon de cualquier juego como combinacién lineal de los juegos de
unanimidad.

Proposicion 1.2
Dado un juego cualquiera v € Gy se cumple que

v = Z arup, donde ar = Z(—l)t_sv(S).
TCN scT
Las componentes aq reciben el nombre de dividendos de Harsanyi del juego v,
siendo t y s los cardinales respectivos de las coaliciones Ty S.

Las siguientes definiciones establecen diferentes tipos particulares de juegos coo-

perativos, en atencién al comportamiento de su funcién caracteristica.

Definiciones 1.3
Un juego cooperativo (N, v) es superaditivo si para todas las coaliciones de N tales
que SNT = () se cumple que v(SUT) > v(S) +v(T).
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Un juego cooperativo (N, v) es monétono si v(S) < v(T'), siempre que S C 7.

Un juego cooperativo (NN, v) es simple si ademds de ser monétono se cumple que
v(S) € {0,1}, VS C N,y v(N) = 1.

La restriccién de un juego cooperativo (N, v) a una coalicién T es el juego (T, v|7)
definido por
v|r(S) =v(S), VS CT.

Exponemos a continuacién diferentes situaciones que pueden estudiarse bajo la
Optica de la teoria de juegos coooperativos con utilidad transferible. Mas alld de los
enunciados concretos, estos ejemplos intentan mostrar la adecuacién de la Teorfa
de Juegos para abordar y resolver problemas relativos a conflictos de intereses
entre diferentes agentes econémicos o politicos, que encuentran vias adecuadas de

actuacion entre la competencia y la cooperacién.

Ejemplo 1.4 El problema de la bancarrota.
Un problema de bancarrota consiste esencialmente en un par (C,d), donde C' es
un numero real positivo que representa el capital disponible para hacer frente
a las demandas de un conjunto N = {1,2,...,n} de acreedores. Cada acreedor
demanda una cantidad positiva d;, 1 < ¢ < n, existiendo problema cuando no
pueden cubrirse la totalidad de las demandas, esto es:

C <> d.

ieN

Para estudiar este tipo de situaciones, O’Neil propone en 1982 un juego cooperativo
con utilidad transferible definido en la forma:

v(S) =max{0,C— Y di}, VSCN.

1ENNS

En esta definicién, v(S) representa la cantidad que los miembros de la coalicién
S pueden garantizarse en la situacién més desfavorable para ellos, es decir, en el
caso en que los acreedores de N ~\ S reciben, si es posible, todas sus demandas.

Un caso particular de este problema podria ser aquél en que:

C =100; dy = 25, dy = 50, dg = 75.
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La funcién caracteristica para este supuesto es:

v({1}) =0 v({1,2}) = 25 v({1,2,3}) = 100
v({2}) =0 v({1,3}) =50
v({3)) = 25 v({2,3}) =75

El problema que ahora se presenta es el de distribuir entre los diferentes jugadores
el capital existente de forma que la solucién pueda ser aceptada por todos ellos,
en el sentido de que la entiendan como razonable y justa.

Ejemplo 1.5 Problemas de asignacion de costes o reparto de beneficios.

Bajo este epigrafe se recogen numerosas situaciones que se caracterizan por el
hecho de que un grupo de usuarios comparte un servicio comin o bien obtiene una
serie de ventajas al actuar conjuntamente frente a una determinada oferta. En
general, cada agente individual estd interesado en obtener cierto bien o servicio y
el hecho de actuar conjuntamente crea el problema de asignar los costes comunes
de la obtencién o, en forma paralela, de repartir los beneficios de la actuacién
conjunta.

Para concretar un caso particular citaremos el siguiente: un distribuidor imputa
un coste de 100 unidades monetarias por el suministro de su materia a cada uno
de los potenciales usuarios, que designaremos por 1,2, 3,4. Por las caracteristicas
de la distribucién, ya sean geogréficas o técnicas de infraestructura, el coste para
el suministro conjunto a cada una de las agrupaciones de usuarios es el que se
expresa mediante la siguiente funcién ¢ de costes:

c({1}) = 100 c({1,3}) = 150 c({1,2,3}) = 210
c({2}) = 100 c({1,4}) = 160 c({1,2,4}) = 220
c({3}) = 100 c({2,3}) = c({1,3,4}) = 230
c({4}) = 100 c({2,4}) = 150 c({2,3,4}) = 250
c({1,2}) =120 c({3,4}) = 130 c({1,2,3,4}) = 250

Los usuarios pueden ser individuos, empresas o ciudades que desean recibir un
determinado suministro de la materia que se considere. El juego que recoge la
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situacién que se ha planteado tiene como conjunto de jugadores N = {1,2,3,4}
y su funcién caracteristica es ¢, donde cada c(S) es el coste del suministro a la
coalicién S. Si se acepta la oferta de la empresa distribuidora para el suministro
conjunto, el problema que se plantea es el de repartir entre los usuarios el coste
global de las 250 unidades monetarias, de manera que dicho reparto pueda ser
asumido por todos ellos.

El enunciado anterior corresponde a la éptica del problema de reparto de costes
entre usuarios de un servicio comin. Desde otro punto de vista, por el hecho
de actuar conjuntamente, se produce un beneficio para cada coalicién que puede
expresarse mediante la funcién

v(8) = e({i}) - e(9).
icS
Ahora el juego (N,v) con N = {1,2,3,4} y funcién caracteristica v recoge el
beneficio que obtiene cada coalicién de usuarios respecto al coste del suministro

individual:
v({1}) =0 v({1,3}) = 50 v({1,2,3}) = 90
v({2}) = 0 v({1,4}) = 40 v({1,2,4}) = 80
v({3}) = 0 v({2,3}) = 50 v({1,3,4}) = 70
v({4}) =0 v({2,4}) = 50 v({2,3,4}) = 50
v({1,2}) =80 v({3,4}) = 70 v({1,2,3,4}) = 150

Con este planteamiento, el problema que surge es el de repartir el beneficio total
de 150 unidades monetarias entre los cuatro usuarios.

Ejemplo 1.6 Los organismos de decision.

La Teorfa de Juegos dedica especial atencién a modelizar los sistemas de repre-
sentacion y de toma de decisiones que se rigen por mecanismos de votacién, ya
sean de cardcter politico, como Parlamentos de diferentes naciones u organiza-
ciones supranacionales, o de cardcter econémico, como consejos de administracién
de corporaciones o de empresas.

El andlisis de estas situaciones se establece por medio de los indices de poder, que
reflejan las posibilidades estratégicas de los diferentes miembros de un organismo
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en el sentido de influir en el resultado de las decisiones que se adopten, a través
de las coaliciones ganadoras a las que pertenecen. Los indices de poder muestran
su utilidad a la hora de estudiar los efectos de los cambios de composicién de los
organismos o de la modificacién de las reglas de votacion.

En el modelo de juego que se emplea para estas situaciones, el conjunto N de
jugadores esta formado por los miembros del organismo que se estudie (parlamen-
tarios, partidos politicos, paises, accionistas); la funcién de utilidad corresponde
a un juego simple de manera que v(S) = 1 si los miembros de S son capaces de
aprobar por si solos una propuesta, mientras que v(S) = 0, en caso contrario.

Una coalicién S es ganadora si v(S) = 1; ganadora minimal si v(S) = 1 y ademés
v(T) = 0 para cualquier T" C S; perdedora si v(S) = 0. Es evidente que un
juego simple queda univocamente determinado conociendo la familia de coaliciones

ganadoras minimales.

Una clase especialmente interesante de juegos simples es la formada por los lla-
mados juegos de mayoria ponderada; uno de tales juegos consiste en una terna
(N,w,q) donde N = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores, w = (wy, ...,w,) con
w; >0, 1 <4 <n, es una distribucién de pesos y ¢ € R" es la cuota. Habitual-
mente un juego de mayorfa ponderada se representa por

[q7 W1, Wa, 7wn]

Una coalicién S C N es ganadora si
q< Zwi

y es perdedora en caso contrario. Este tipo de juegos permite modelizar situa-
ciones en las que se supone disciplina de voto: los jugadores son partidos politicos
parlamentarios o grupos del tipo unificado que sea, cuyos pesos corresponden al
nimero de miembros de la agrupaciéon en cuestion, siendo g la mayorfa exigida

para ganar la votacion.

El Parlamento de Cataluna es la cdmara legislativa propia de esta comunidad. Su
composicion es de 135 diputados, de manera que la mayorfa absoluta se consigue
con un nimero igual o superior a 68 de los mismos. Fruto de las elecciones del 17
de octubre de 1999 se inauguré la VI Legislatura, actualmente vigente.
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Los grupos parlamentarios presentes en el Parlamento son: Convergencia i Unié
(CiU) con 56 diputados; Partit dels Socialistes de Catalunya-Ciutadans pel Canvi
(PSC) con 50 diputados; Partit Popular (PP) con 12 diputados; Esquerra Repu-
blicana de Catalunya (ERC) con 12 diputados e Iniciativa per Catalunya-Els Verds
(IC) con 5 diputados. El juego de mayoria ponderada que recoge la situacién actual
del Parlamento de Cataluna es

[68; 56, 50, 12, 12, 5].

La V Legislatura del Parlamento de Cataluna surgi6 de las elecciones de noviem-
bre de 1995 y cubrié el periodo comprendido entre los anos 1995 y 1999. En esa
ocasion, la composicién de los grupos parlamentarios fue la siguiente: Convergéen-
cia i Uni6 (CiU), 60 diputados; Partit dels Socialistes de Catalunya (PSC), 34
diputados; Partit Popular (PP), 17 diputados; Iniciativa per Catalunya-Els Verds
(IC), 13 diputados; Esquerra Republicana de Catalunya (ERC), 11 diputados. La
correspondiente descripciéon del Parlamento como JMP es:

(68 60, 34, 17, 13, 11].

Por razones de una mayor diferenciaciéon entre los indices de poder que posterior-
mente se consideraran, escogeremos esta tltima composicion como modelo, en
lugar de la actual composicién del Parlamento cataldn.

Las coaliciones ganadoras minimales en este juego son:

{ {CiU, PSC}, {CiU, PP}, {CiU, IC}, {CiU, ERC}, {PSC, PP, IC, ERC} }.

Hemos visto que todo juego de mayoria ponderada tiene asociado un juego simple.
Sin embargo, no todo juego simple proviene de un juego de mayorfa ponderada.

En el Congreso de los Estados Unidos de América, para que una ley que cuente
con el respaldo del Presidente sea aprobada, es necesaria la mayorfa de votos de
la Camara de Representantes y del Senado; si el proyecto no cuenta con el apoyo
del Presidente son necesarios dos tercios de votos de cada una de las cdmaras. La
Cémara de Representantes cuenta con 435 miembros y el Senado con 100.

En este juego simple, suponiendo la simetria de los representantes entre si y de los

senadores entre si, las coaliciones ganadoras minimales son del tipo

{ P +51s + 218r, 675 + 290r }.
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Puede probarse que este juego simple no proviene de ningin juego de mayoria
ponderada, por lo que se dice de él que no es realizable.

1.2 Soluciones para los juegos cooperativos

En el desarrollo de la seccién anterior se ha puesto de manifiesto que uno de
los problemas que pretende resolver la Teoria de Juegos es la distribucion de la
cantidad v(/N) de una manera razonable, entre los diferentes agentes del juego.
Este es quizds el problema mds ampliamente estudiado en la Teoria de Juegos;
que la distribucién sea razonable quiere indicar que el dinero o cualquier otro
bien transferible que representa v(N) sea repartido entre los jugadores de forma
que ese reparto pueda ser aceptado por todos, al amparo de unos criterios que se
establezcan previamente como vélidos.

Definicién 1.7

Un concepto de solucion para los juegos cooperativos es, en general, una regla que
asigna a cada juego de n jugadores (N,v) un subconjunto de R¥ | siguiendo unas
reglas predeterminadas. En principio, ese subconjunto puede ser vacio, contener
un unico elemento o varios elementos, segiin el juego que se considere o segin la

regla que se establezca.

Se dice que una solucién z € RY para el juego (N, v) es un vector de pagos eficiente

Z'Ti = U(N)7

1EN

si cumple

donde z; se entiende como el pago al jugador 2 € N.

Si ademds z; > v({i}) para todo i € N, se dice que x € RY satisface el principio
de racionalidad individual, segin el cual cada jugador obtiene al menos igual a lo
que obtendria por si solo en el juego (N, v).

El conjunto de todas las soluciones que son vectores de pagos eficientes y que
satisfacen el principio de racionalidad individual es el denominado conjunto de
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imputaciones del juego (N,v) y se denota por I[v],

Iv) = {z € RN /Y z; = v(N), 2; > v({i}), Vi € N}.

€N

El primer concepto de solucién para juegos cooperativos con utilidad transferible
es el de conjunto estable, introducido en 1944 por von Neumann y Morgenstern.
Un subconjunto A C R¥ es un conjunto estable para el juego (NN, v) si cumple:
(a) A C I[v]; (b) si z,y € A, entonces y ¢ dom(z); (c) si y € I[v] \ A, existe
x € A tal que y € dom(x). Para x € I[v], dom(x) es el conjunto de imputaciones
dominadas por el vector z, es decir, y € dom(x) si existe una coalicién S C N tal
que x; > i, Vi €S,y D ics e < v(S).

Los conjuntos estables son un concepto de soluciéon cuyo manejo es, en general,
dificultoso; la propia determinaciéon de los mismos suele ser laboriosa, pudiendo
encontrar juegos que poseen infinitos conjuntos estables y otros que carecen de
dichos conjuntos (Lucas, 1968 y 1969).

Otro concepto de solucién, introducido por Gilles en 1953, es el niicleo de un juego.
El nicleo del juego (N, v) estd formado por todos los vectores de pagos eficientes
x € RN que, ademés, cumplen:

Zmi >wv(S), VS CN.

ieS

El nicleo se denota por C[v]. Las soluciones del nicleo pueden entenderse como
distribuciones favorables de la utilidad total v(/N) en el sentido de que el pago para
cada coalicion, entendido éste como la suma de pagos a sus integrantes, nunca es
menor que la utilidad que por si sola obtendria la coalicién; en este sentido, la
cooperacién ha de ser vista como beneficiosa por cualquier coalicién y la solucién
aceptable por todas ellas.

El calculo del nicleo de un juego (N,v) conduce, en general, a un sistema de
2™ — 2 inecuaciones junto a una ecuacién que recoge la condicién de eficiencia. En
el ejemplo de la bancarrota de la seccién anterior, la obtencién del niicleo supone
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resolver el siguiente sistema:

z1 >0 T1+ 19 > 25
1'220 l'1+£133250 IB1+$2+IIZ3:1OO
T3 > 25 To+ 13 > 75

Su solucién es Cv]:
{(z1,29,23) ER? /0 <27 < 25,0 <y <50, 11 + x5 > 25, 23 = 100 — 27 — 23},

tratdndose de un poligono de R? cuyos vértices son los puntos (0, 25, 75), (25,0, 75),
(25,50, 25), (0,50, 50).

Vemos que el niicleo puede contener soluciones realmente dispares como pago a los
diferentes jugadores. Este es un inconveniente del nicleo, pero puede suceder que
el micleo de un juego sea vacio, incluso en juegos superaditivos (Lucas y Rabie,
1982).

EL VALOR DE SHAPLEY

A tenor de todas estas dificultades, parece conveniente establecer soluciones para
juegos cooperativos que asignen a cada juego (N, v) un tnico vector de pagos. El
primer concepto de solucién nica para juegos cooperativos con utilidad transferi-
ble fue introducido por L. S. Shapley en 1953.

El método utilizado por Shapley consiste en proponer unas determinadas propie-
dades que deberia verificar esa solucién inica y demostrar que estas mismas propie-
dades la caracterizan de forma univoca, de manera que pueden ser tomadas como

axiomas. Para enunciar estos axiomas se precisan dos conceptos previos:
(a) K C N es un soporte del juego (N, v) si
v(S)=v(KNS), ¥VSCN.

Un jugador i € N es nulo en el juego (N, v) si v(SU{i}) = v(S) para toda coalicién
S C N~ {i}. Asi, todos los jugadores de N ~. K son nulos.
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(b) Si 7 es una permutacién del conjunto N, 7v es el juego definido por
(rv)(mwS) = v(S), VS C N.

Entonces, los axiomas que se exige que satisfaga esa solucién tnica de un juego
(N,v), que se designa por ¢[v], son:

e Eficiencia. Si K es un soporte del juego (N, v), se cumple:

> ilv] = o(K).

€K
e Simetria. Para toda permutacién m de N, se cumple:

Grslmv] = ¢, v], Vi € N.

o Aditividad. Para cualesquiera juegos (N, u), (N, v), se cumple:

¢lu +v] = ¢lu] + ¢[v].

El teorema que se enuncia a continuacién asegura que estos tres axiomas carac-
terizan univocamente una solucién para cada juego (N, v), que es la que se conoce
como valor de Shapley.

Teorema 1.8 (Shapley, 1953)
Existe una tinica aplicacién ¢ : Gy — R que satisface los axiomas de eficiencia
para soportes, simetria y aditividad, y es la que tiene por expresion:

olv] = 3 A(n,9)[o(S) — v(S~{i})], para cadai€ N,
SCN
S3i

donde
(s —1l(n—s)! 1

v(n, s) = , =
")

(a) El pago que el valor de Shapley asigna a cada jugador es una media ponderada

Observaciones 1.9
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de las contribuciones marginales de ese jugador a las coaliciones a las que pertenece.
Los factores de ponderacién y(n, s) forman una distribucién de probabilidad sobre
dichas coaliciones, al escoger de modo equiprobable el cardinal de la coalicién vy,
posteriormente, una de las coaliciones de dicho cardinal.

Andlogamente, el valor de Shapley es el valor esperado por cada jugador cuando
considerando todas las posibles ordenaciones de los jugadores de N como igual-
mente probables, cada jugador recibe como pago su contribucién marginal a la
coaliciéon formada por todos los jugadores que le preceden.

(b) El valor de Shapley de un juego depende tnicamente de las propiedades abs-
tractas del mismo, sin tener en cuenta los distintos grados de cooperacion o las
posibilidades de comunicacién que existan entre los jugadores de cada juego con-
creto. El estudio de estas alteraciones en la cooperacion ha dado lugar a diferentes
conceptos de solucién que modifican el concepto de solucién dado por Shapley. A
titulo de ejemplo podemos mencionar que la agrupacién de jugadores en bloques
estables ha sido estudiada por Aumann y Dréze en 1974 o por Owen en 1977; la
comunicacién parcial modelizada mediante grafos en el conjunto de jugadores ha
sido tratada por Myerson a partir de 1977; las incompatibilidades entre jugadores
por Carreras en 1991; las situaciones de comunicacién parcial e incompatibilidades
por Bergantinos en 1993 o los indices de cooperacién en las coaliciones por Amer
en 1995.

(c¢) Una solucién ¢ cumple la propiedad del jugador nulo si ¢,[v] = 0 para todo
juego v y todo jugador nulo ¢ en v.

Un jugador i € N es un titere en el juego (N,v) si v(S U {i}) = v(S) + v({i})
para toda coaliciéon S C N ~\ {i}. Una solucién ¢ cumple la propiedad de titeres
si ¢;[v] = v({i}) para todo juego v y todo titere i en v.

Dos jugadores i, j € N son indiferentes en el juego (N, v) si v(SU{i}) = v(SU{j})
para toda coalicion S C N \ {i,5}. Una solucién ¢ cumple la propiedad de
indiferencia si ¢;[v] = ¢;[v] para todo juego v y toda pareja de jugadores i, j
indiferentes en v.

El valor de Shapley verifica la propiedad del jugador nulo, ademds de tratarse de
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una imputacién para juegos superaditivos. A la vista de diferentes propiedades
se han podido establecer otros sistemas de axiomas que caracterizan el valor de
Shapley, como los propuestos por Young en 1985 o Hart y Mas-Colell en 1989.

El dnico concepto de solucién para juegos cooperativos que satisface las propiedades
de eficiencia para soportes, titeres, indiferencia y aditividad es el valor de Shapley,
constituyendo estas cuatro propiedades otra caracterizacién axiomética para este
valor.

(d) Para el caso de juegos simples, el axioma de aditividad no puede utilizarse. En
1975, Dubey define dos operaciones entre juegos simples:

(uVo)(S) = max{u(S),v(S5)},
(u Av)(S) = min{u(S),v(S)}.

Si Sy denota el conjunto de juegos simples con n jugadores, las operaciones ante-
riores dotan a Sy de estructura de reticulo distributivo. Para este tipo de juegos,
el axioma de aditividad debe sustituirse por la denominada propiedad de transfe-
rencia, que establece,

odlu Vv v] + dlu Av] = glu] + P[v], Vu,v € Sy.

Los juegos cooperativos simples se emplean normalmente como modelos de or-
ganismos de decisiéon donde los acuerdos se toman por votaciéon. Un concepto de
solucion para esta clase de juegos acostumbra a denominarse indice de poder, en
atencién a las situaciones que modeliza. El indice de poder representa una medida
abstracta del poder de cada jugador en el organismo que el juego describe.

Teorema 1.10 (Dubey, 1975)

Existe una unica aplicacién ¢ : Sy — RV que satisface las propiedades de efi-
ciencia para soportes, simetria y transferencia: es el indice de poder de Shapley-
Shubick, que tiene por expresién

o;lv] = Z (s—l)!(n—s)!) para cada i € N,

n!
Sew
534, S {i}gw
donde W denota el conjunto de coaliciones ganadoras del juego v. Esta solucién
es la restriccion del valor de Shapley a los juegos simples.
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Ejemplos 1.11
(a) El valor de Shapley para el juego de la bancarrota que se habia considerado en
la seccién anterior, en el que C' = 100, d = (25,50, 75), es:

¢[v] = (16.6667, 29.1667 , 54.1667 ).

Se puede comprobar que esta solucién pertenece al niicleo del juego v y comparada
con el reparto proporcional a las demandas ( 16.6667, 33.3333, 50 ), beneficia al
tercer jugador y perjudica al segundo.

(b) En el problema de la asignacién de costes planteado en la seccién anterior, el
reparto de las 250 unidades monetarias del coste global del suministro a los cuatro
adjudicatarios es, segin la solucién de Shapley, el siguiente:

é[c] = (55, 60, 65, 70).

Desde el enfoque del reparto de las 150 unidades de beneficio que se generan por
la contrataciéon en comin del suministro, el valor de Shapley establece la siguiente

solucién:

¢[v] = (45,40, 35, 30).

Se observa como ¢,[v] = c({i}) — ¢,[c|, para cada jugador i. Este resultado era
de esperar, por la propiedad de aditividad; de esta manera puede entenderse la
asignacion de costes y el reparto de beneficios como problemas complementarios
uno del otro.

(c) Para el ejemplo del Parlamento de Cataluna en la legislatura 95-99, el indice
de poder de Shapley-Shubik otorga la siguiente distribucion:

¢[v] = (0.6,0.1,0.1,0.1, 0.1).

El primer jugador, CiU, estd destacado pues forma parte de cuatro de las cinco
coaliciones ganadoras minimales; los otros cuatro jugadores, a pesar del nimero
diferente de escanos de cada grupo parlamentario, ocupan un papel simétrico en
el juego, por lo que su indice de poder es el mismo.

(d) Finalmente, para el caso del Congreso de los Estados Unidos de América, los
indices de poder del Presidente, del Senado y de la Cdamara de Representantes son,
respectivamente:

¢p =0.160470, ¢g =0.437418, ¢ = 0.402112.
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Habida cuenta de la posicién simétrica de cada senador en el Senado y de cada
representante en la Cdmara, el poder de cada uno de ellos se obtendra dividiendo
por 100 el poder del Senado y por 435 el de la Cadmara de Representantes, res-

pectivamente. De esta forma, proporcionalmente, si ¢, es el indice de poder de

S

Shapley-Shubik de un senador y ¢, el de un representante:

Gp s P, ~350:9:2.

EL VALOR DE BANZHAF

Otro concepto de solucién que asigna a cada juego un tnico vector de pagos es
el valor de Banzhaf. En este caso se atribuye como pago a cada jugador la suma
de sus contribuciones marginales a todas las coaliciones a las que pertenece; esta
cantidad puede venir multiplicada por un coeficiente, en cuyo caso se habla del
valor de Banzhaf normalizado. La sencillez de construccién de este valor hace
que goce de una posicién destacada en la Teorfa de Juegos, habiendo llegado a ser
aceptado por un juez de Nueva York como medida véalida de poder para determinar
la representacién en un organismo de decisién de ese Estado.

Al igual que para el valor de Shapley, diversos autores han caracterizado axio-
méticamente el valor de Banzhaf: Owen en 1978, Lehrer en 1988 o Feltkamp en
1995. Una introduccién axiomética del valor de Banzhaf precisa, para cada juego
(N,v), la consideracién de la cantidad siguiente:

o] =) Y [o(S) —v(S~{ih)).
i€N SCN
i€S

Teorema 1.12 (Feltkamp, 1995)
Existe una unica aplicacién b : Gy — RY que satisface los axiomas de simetria,
jugador nulo, aditividad y que verifica que ), b;[v] = n[v]; esta aplicacién es la

que tiene por expresion:

bilv] = Y [0(S) —v(S~{i})], paracadaiéc N.

SCN
534
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Observaciones 1.13

(a) La solucién que acaba de introducirse es el valor de Banzhaf no normalizado.
Dividiendo todas las componentes de b por 2! se obtiene el valor de Banzhaf
normalizado, que designaremos por v, siendo el que se emplea habitualmente; v
verifica los mismos axiomas, s6lo que ahora Y,y ¥,[v] = 2'""n[v]. Es decir,

P[] = 2n1_1 E [v(S) — v(S\{i})], paracadaie€ N.
SCN
S>i

(b) El valor de Banzhaf es, como el valor de Shapley, una media ponderada de las
contribuciones marginales de cada jugador a las coliciones a las que pertenece; en
este caso, los coeficientes de ponderacién son todos iguales a 1/2" 1, de forma que
el peso de cada coalicién a la que pertenece un jugador ¢ € N es siempre el mismo.

(c) Sustituyendo el axioma de aditividad por el de transferencia se caracteriza
para los juegos simples, obteniéndose el que se conoce como indice de poder de
Banzhaf-Coleman. De hecho, este indice no es un caso particular, sino que la
solucion para juegos de Gy es la generalizacién de este indice surgido en los juegos
simples.

Ejemplos 1.14
(a) El valor de Banzhaf para el juego de la bancarrota de la seccién anterior es:

Y] = (18.75, 31.25, 56.25),

de manera que las 100 unidades monetarias del capital C disponible se repartirfan
entre los acreedores en la forma 17.6471, 29.4118, 52.9412; este reparto beneficia a
los dos primeros acreedores frente al tercero que recibe una cantidad ligeramente
inferior a la que le corresponderia por la solucién de Shapley.

(b) Para el problema de asignaciéon de costes-reparto de beneficios, el valor de
Banzhaf del juego v correspondiente al reparto de beneficios es:

Y] = (42,5, 40, 35, 30),

lo cual supone el siguiente reparto proporcional de las 150 unidades de beneficio
entre los cuatro jugadores: para el primero, 43.2203; para el segundo, 40.6780; para
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el tercero, 35.5932 y para el cuarto, 30.5085. Otra vez el jugador més beneficiado en
la solucién de Shapley resulta ligeramente desfavorecido en la solucién de Banzhaf.

(c) En el Parlamento de Catalufia en la legislatura 95-99, el indice de Banzhaf es:
Ylv] = (0.875, 0.125, 0.125, 0.125, 0.125).

En tantos por ciento, el poder del primer grupo parlamentario es del 63.636%,
mientras que el de los demds grupos es del 9.091%. En este caso, el jugador que
tiene un mayor poder por Shapley (60%) ve incrementado éste en la distribucion
de Banzhaf, mientras que los restantes jugadores obtienen un poder menor.

(d) Considerando el Congreso de los Estados Unidos de América, segtn la solucién
de Banzhaf, los indices de poder del Presidente, del Senado y de la Cdmara de
Representantes, asi como sus respectivos porcentajes son:

¥p = 0.23010 (3.8%)
g = 1.98973 (32.9%)
g = 3.83139 (63.3%)

LOS SEMIVALORES

El valor de Shapley y el valor de Banzhaf son soluciones para los juegos coopera-
tivos que tienen en comiun el hecho de asignar a cada jugador un pago en base
a sus contribuciones marginales, ponderadas de una u otra forma, segin hemos
visto en los apartados precedentes. De la misma forma que se establecen unos
axiomas para las soluciones de Shapley o de Banzhaf, ahora se generaliza esta
situacion introduciendo unas propiedades para caracterizar axiomaticamente una
amplia clase de soluciones para juegos cooperativos.

En primer lugar, denotamos por Ay el conjunto de juegos cooperativos de n ju-
gadores que sean aditivos, esto es,

v(SUT)=v(S)+v(T), siSNT=0, S, T C N.
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Observamos que Ay para |N| = n es isomorfo a RY, ya que cualquier juego v € Ay
queda determinado al conocer v({i}), para 1 < i < n.

En 1981, Dubey, Neyman y Weber definen un semivalor sobre los juegos coope-
rativos de Gy como aquella solucién o : Gy — Ay que cumple:

(a) Linealidad. o(u+ v) = o(u) + o(v), Yu,v € Gy.

(b) Simetria. Para cada permutacién 7 del conjunto N, o(mv)({mi}) = ov({i}).
(c) Monotonia. v monétono implica ov mondétono.

(d) o es una proyeccidon: si v € Ay entonces, ov = v.

La siguiente propiedad relaciona los axiomas de la definicién con el célculo de la
solucién en relacion a las contribuciones marginales de los jugadores.

Teorema 1.15 (Dubey, Neyman, Weber, 1981)
(a) Dados n nimeros reales p,, 1 < s < n, cumpliendo:

& -1
(2) Z(Z_1>ps=1, (ii) ps>0,1<s<n,

ov({i}) = Z ps[v(S) —v(S~{i})], paracadai € N, para cada v € Gy,

SCN
S>i

definen un semivalor o sobre los juegos de Gy, donde s = |S]|.
(b) Reciprocamente, todo semivalor o : Gy — Ay se obtiene de esta manera.

Observaciones 1.16

(a) Segun el teorema anterior, existe una correspondencia biyectiva entre el con-
junto de semivalores sobre juegos de G y el conjunto de puntos de R™ (p1, ..., p,)
que cumplen las condiciones y ., (Z:ll) ps=1yps >0, 1<s<n.

(b) Asi, un semivalor o puede entenderse como la media ponderada de las con-
tribuciones marginales de cada jugador a las coaliciones a las que pertenece; los
coeficientes de ponderacion son diferentes para cada semivalor, siendo precisamente
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los niimeros ps, 1 < s < n. En particular, el valor de Shapley es el semivalor de

coeficientes
(s —1)l(n—s)!

n!

ps =7(n,s) = 1<s<n,

Y

y el valor de Banzhaf el de coeficientes p, = 1/2" 1, 1 < s < n.

(c) Siguiendo una notacién anédloga a las soluciones de Shapley y de Banzhaf, la
solucién que se obtiene por un semivalor o la escribiremos en la forma:

o;v] = ov({i}), paracadai € N y cada juego v € Gy.

Ejemplo 1.17

Consideramos el problema de la bancarrota con C' = 100, d = (25, 50, 75). Supon-
gamos que tras estudiar numerosos casos de este tipo de situaciones se llega a
la conclusion que cada acreedor actda en solitario para reclamar la deuda en un
50% de los casos, que cada acreedor se alfa con otro para realizar una reclamacién
conjunta en un 40% de los casos, mientras que cada uno se alia con otros dos en
un 10% de las ocasiones. El semivalor que recogerfa este tipo de situaciones seria
aquel cuyos coeficientes son:

p1=1/2, pe = 1/5, p3 = 1/10.
Por este semivalor, la solucién al problema de la bancarrota que se plantea es
olv] = (12.5, 20, 45),

que corresponde a un reparto de las 100 unidades monetarias disponibles en 16.1290
para el primer acreedor, 25.8065 para el segundo y 58.0645 para el tercero.

Cada uno de los posibles valores admisibles de los coeficientes (p1, po, p3) ofrecera
una solucién acorde con el peso que se atribuye a las contribuciones marginales
de cada jugador a las coaliciones de las que forme parte, segin su cardinal. En
el caso que nos ocupa, el tercer jugador resulta ser el mds beneficiado por esta
solucién, obteniendo 58.0645 unidades de utilidad, frente a lo que obtendria por
las soluciones de Shapley o de Banzhaf, 54.1667 y 52.9412 unidades de utilidad,
respectivamente. Este beneficio se deriva principalmente por el hecho de que segin
el juego que describe el problema de la bancarrota,

v({1}) =v({2}) =0,  w({3}) = 25,
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siendo las contribuciones marginales a las coaliciones formadas por un tnico ju-
gador las que estdan ponderadas con un coeficiente mayor, concretamente del 50%;
el jugador més perjudicado respecto a las otras soluciones resulta ser el segundo,
mientras que el primero obtiene aproximadamente igual utilidad.

SOLUCIONES BASADAS EN EL EXCESO

Para juegos cooperativos con utilidad transferible (N, v) se define el exceso de una
solucién z : Gy — RY para cada coalicién S C N, S # (), en la forma:

e(S,x) = v(S) — z(S).

El vector 0(z) = (e(S,xz))scn recibe el nombre de vector exceso de la solucién
x para el juego v. El nimero e(S, x) puede interpretarse como una medida de la
insatisfaccion de la coalicién S con el pago que le atribuye la solucién x.

Schneider en 1969 propone como concepto de solucién para juegos cooperativos
el nucleolo y Sobolev en 1975 el prenucleolo, buscando minimizar el vector exceso
entre los vectores de pagos eficientes y entre las imputaciones, respectivamente.
En ambos casos, el orden respecto al cual se busca el minimo es el lexicogréfico
entre las componentes del vector exceso.

En el ano 1994 Ruiz, Valenciano y Zarzuelo proponen una solucién basada en el
vector exceso en el sentido de minimizar la varianza correspondiente al vector 6(z).

Concretamente, para cada juego v € Gy plantean el problema siguiente:

minimizar Z(G(S, z) —e(v,z))?,

o (1.1)
con la restriccién Z z; = v(N),
ieN
_ L 1
donde €(v, x) es el exceso promedio, &(v,z) = ST Z e(S, ).
SCN

Puede probarse que, para cualquier vector de pagos eficiente, la suma de los excesos
de todas las coaliciones es la misma, por lo que, de hecho, €(v, ) = €(v).

Teorema 1.18 (Ruiz, Valenciano, Zarzuelo, 1994)
Existe una tnica solucién A del problema (1.1), a la que llamamos A-prenucleolo,
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cuya expresiéon viene dada por:

v(N) N 1

n n2n—2

Ailv] = [ na;(v) — Zaj(v) } , paracadai € N,

JEN

donde a;(v) = Z v(S).

S:ieS

Observaciones 1.19

(a) Junto al problema (1.1) se propone resolver otro en el que ademds se imponen
las condiciones de racionalidad individual x; > v({i}), Vi € N. Si el conjunto
de imputaciones de v es no vacio, este problema admite solucién tnica y ésta es
conocida como el A-nucleolo.

(b) El A-prenucleolo también admite una caracterizacién axiomatica; para llegar a
ella se introducen dos propiedades:

Un concepto de solucién x satisface la condicién de juego inesencial si, para
cualquier juego aditivo, se verifica que el pago correspondiente a cada jugador
i € N esz;(v) =v({i}).

Un concepto de solucién x satisface la condicién de monotonia respecto al promedio

de las contribuciones marginales si

S S U —u®)] > Y SU{GH - o(S)] implica:

S:i,5¢S S:4,j¢8

z;(v) > x;(v), Vi,j € N, Yv € Gy.

El A-prenucleolo es el tinico concepto de solucién para juegos de Gy que satis-
face los axiomas de eficiencia, linealidad, juego inesencial y monotonfa respecto al
promedio de las contribuciones marginales.

(c) Este tltimo axioma relaciona el A-prenucleolo con el valor de Banzhaf, que
también lo verifica. El valor de Banzhaf no verifica, en general, la propiedad de
eficiencia. Una solucién no eficiente puede transformarse en eficiente mediante un
proceso de normalizacién; en particular, la normalizacién aditiva de una solucién
consiste en anadir una misma constante a todas las componentes de la solucién
para obtener un vector de pagos eficiente.
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Se verifica que:

i[v] = ,[v] + % ( v(N) — Z%[v] > , paracadai€ N,

JEN
es decir, el A-prenucleolo es la normalizacién aditiva del valor de Banzhaf.

Ejemplos 1.20
(a) En el problema de la bancarrota con (C;d) = (100; 25, 50, 75), la solucién que
establece el A-prenucleolo es

Alv] = (16.6667, 29.1667 , 54.1667 ).

(b) Para el juego de reparto de 150 unidades de beneficio enunciado en la seccién
anterior, la solucién por el A-prenucleolo es

Av] = (43.125, 40.625, 35.625, 30.625 ).

(c) Para la situacién del Parlamento de Cataluna en la legislatura 1995-99, la
solucion segtn el A-prenucleolo es

Alv] = (0.800, 0.050, 0.050, 0.050, 0.050).

El A-prenucleolo, al igual que el valor de Shapley, es un vector de pagos eficiente.
Pueden compararse estos resultados con la solucién que, en cada caso, corresponde
al valor de Shapley: en el primer juego el A-prenucleolo y el valor de Shapley
coinciden, en el segundo las soluciones son relativamente préximas, mientras que
en el tercero son claramente dispares. La coincidencia en el primer juego no es
casual, ya que para juegos con tres jugadores ambas soluciones asignan el mismo
vector de pagos.

EL CONCEPTO DE POTENCIAL

El valor de Shapley asigna a cada juego (IV,v) un vector de pagos, es decir, a cada
juego de n jugadores le asocia n niimeros correspondientes al vector solucién que
se ha establecido axiométicamente.
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Se trata ahora de establecer una aplicacién entre el conjunto de juegos cooperativos
con utilidad transferible, que denotamos como I'; y el conjunto R de los nimeros
reales, de forma que a cada juego (IV,v) € T" se le asocie un tinico nimero real.

Para un juego (NNV,v) y una coalicién S C N, se denota el juego restricciéon de v a
S como (.5,v), donde la funcién v se ha restringido a los subconjuntos de S.

Una funcién P : T' — R, con P(),v) = 0, recibe el nombre de funcién potencial
si verifica

> [P(N,v) = P(N~{i}, v)] = o(N). (1.2)

1EN

Teorema 1.21 (Hart, Mas-Colell, 1988)
Existe una tnica funcién potencial P : I' — R. Para cada juego (N, v), el vector
de contribuciones marginales

(P(N,v) = P(N~A{i}, v) Jien

coincide con el valor de Shapley del juego. Ademads, el potencial de un juego queda
univocamente determinado aplicando recursivamente la expresion (1.2) a (N, v) y
a todos sus subjuegos.

Observaciones 1.22

(a) El concepto de potencial fue introducido en 1988 por Sergiu Hart y Andreu
Mas-Colell. De la misma manera que derivando la funcién potencial respecto a
cada una de sus variables se obtienen las componentes del campo conservativo, la
derivada (discreta) de la funcién potencial permite obtener las componentes del
valor de Shapley de cada juego, esto es:

D'P(N,v) = P(N,v) — P(N~{i},v) = ¢,[N,v], Vi€ N.

(b) El concepto de potencial puede ser visto como una nueva caracterizacién axio-
matica del valor de Shapley. Ahora sélo se precisa un tnico axioma, (1.2), que
resume en si mismo el axioma de eficiencia y la relacién del pago a cada jugador
respecto a sus contribuciones marginales. El potencial para cualquier juego (N, v)
puede calcularse de modo recursivo despejando P(N,v) en (1.2), obteniendo
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P(N,v) = % o)+ 3 PN {i)) |

ieN

junto a la condicién inicial P((),v) = 0.

Ejemplo 1.23

Si consideramos el juego de la bancarrota con (C;d) = (100;25,50,75), los po-

tenciales de este juego (N, v) y de todos sus subjuegos (S,v) con S C N, S # 0,
son:

P({1},v) =0 P({2},0) =0 P({3},v) = 25
P({1,2},v) = 25/2 P({1,3},0)=75/2  P({2,3},v) = 50
P({1,2,3},v) = 200/3

Puede comprobarse que se cumple:

P({1,2,3},0) = P({2,3},0) = & = 6,[N, 0],
P({1,2,3},0) = P({1,3},0) = 2> = 4N, ],
P({1,2,3},0) = P({1,2},0) = 2 = 4[N, ],

y lo mismo sucede con los valores de Shapley de todos los subjuegos de (N, v).

1.3 Modificaciones en la cooperacién

Los conceptos de solucién que se han descrito en la seccién precedente presuponen
que los jugadores o los agentes de cada una de las situaciones que se modelizan
mediante un juego pueden cooperar de forma totalmente libre entre si.

Sin embargo, el andlisis de situaciones econémicas, sociales o politicas concretas
nos hace comprender que, en ocasiones, no todas las posibles situaciones de coope-
raciéon pueden darse, ya sea porque existan imposibilidades en la comunicacién
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entre los jugadores, ya sea porque afinidades muy marcadas entre los mismos les
muevan a actuar conjuntamente o porque factores externos como leyes antimono-
polio prohiban expresamente la cooperacion.

Para el estudio de este tipo de situaciones en las que las posibilidades de coo-
peracién se han visto modificadas se han utilizado basicamente dos estructuras
matematicas: las estructuras de coalicién y los grafos.

Si (N, v) es un juego cooperativo con utilidad transferible, una estructura de coali-
cién B sobre el conjunto de jugadores N es cualquier particiéon de N,

B ={By, By, ..., By},

donde cada By, 1 < k < m, se denomina bloque de la estructura.

EL JUEGO COCIENTE

Definicién 1.24
Se define el juego cociente del juego (N, v) respecto a la estructura de coalicién B
como el juego (M, vp), cuya funcién caracteristica es la dada por:

vp(L)=v( |J Br), para cualquier L C M.
keL

Observacion 1.25

El juego cociente puede interpretarse a partir del juego inicial (NN, v), donde dife-
rentes jugadores deciden actuar siempre conjuntamente formando los bloques co-
rrespondientes a la estructura B. Cada uno de estos bloques o coaliciones fijas
puede cooperar con los demds obteniendo como utilidad la indicada por la funcién
vg, que no es otra que la utilidad de la unién de los jugadores de los bloques que
se consideren.

El juego cociente tiene como conjunto de jugadores un niimero m igual al de bloques
de la estructura de coalicién. En este sentido se puede pensar que cada bloque
elige un representante que es el jugador correspondiente en el juego cociente.

Ejemplos 1.26
(a) Supongamos que en el problema de la bancarrota donde las diferentes deudas
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son d; = 25, dy = 50, d3 = 75, los acreedores primero y segundo deciden actuar
conjuntamente nombrando un procurador tinico que los represente ante la comisién
liquidadora que ha de repartir las 100 unidades de capital remanente; se ha formado
la estructura de coalicién

B = {{1,2},{3}}.

El juego cociente tiene ahora dos jugadores, que para recordar su origen designare-
mos por 12, 3. La funcién caracteristica de este juego es:

vp({12}) = 25, vp({3}) = 25, vp({12,3}) = 100.

De la simetria de este juego se sigue la simetria en el pago que asigna el valor de
Shapley a los jugadores,

dlvs] = (50, 50).

Esta maniobra ha conseguido disminuir el pago al tercer acreedor en beneficio de
la coalicién formada por los dos primeros.

(b) En el problema de reparto de beneficios por la contratacién del suministro
conjunto entre cuatro agentes, si suponemos que se ha formado la estructura de
coalicién

B = {{17 2}7 {37 4}}7

el juego cociente tiene dos jugadores M = {12,34} y su funcién de utilidad toma
los valores:

vp({12}) = 70, vp({34}) =80, vp({12,34}) = 150.
El pago que obtendria cada bloque segtn la solucién de Shapley es
olvs] = (80, 70).

Recordando la solucién de Shapley para v, ¢[v] = (45, 40, 35, 30), observamos
c6mo los integrantes del primer bloque resultan perjudicados, mientras que los
del segundo bloque resultan beneficiados al haberse formado esta estructura de
coalicién en concreto.

Entendiendo que cada bloque tiene un representante que actiia como jugador en el
cociente, cada solucién que se proponga para este juego asignard segun sus reglas
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una utilidad a cada representante. El problema que surge ahora de modo natural
es el de como repartir esa utilidad entre los integrantes de cada coalicién.

EL VALOR COALICIONAL

Un juego con estructura de coalicién es una terna (N, v, B) donde (N, v) es un juego
cooperativo con utilidad transferible y B = {Bjy, Bs, ..., B;,} es un estructura de
coalicién sobre N.

Para la construccién de este valor coalicional Owen en 1977 considera que cada
bloque elige un representante y que las posibilidades de cada uno de ellos vienen
descritas por el juego cociente (M,vp), donde M = {1,...,m} es el conjunto de
representantes y

vp(L)=v( U B,), VLCM.
q€eL
Admitiendo como regla de reparto en el juego v el valor de Shapley, cada repre-
sentante j € M obtiene el pago ¢;[vg] que debe repartir entre los miembros del
bloque que representa.

Para el reparto, Owen propone el juego cociente modificado. Suponiendo que nos
encontramos en un bloque concreto B; y K es un grupo cualquiera de jugadores
K C By, el juego vp, |k es el juego cociente entre las clases, s6lo que ahora la clase
B; ha sido sustituida por K, es decir,

vpc(L)=v( UBNK' ), K =By,
q€L
estando vp, |k definido para cualquier L C M. La utilidad que demandarfa para
sf la coalicion Kes ¢,[vp, k|- Pero este proceso puede realizarse para todas y cada
una de las coaliciones incluidas en el bloque B;, de manera que puede definirse el
juego:
w;(K) = ¢,[vp, k], VK C Bj.

Este es el juego que se jugarfa dentro del bloque coalicional B;; entonces, el valor
asignado a cada jugador en el juego (N,v) con estructura de coalicién B es:

¢;lv; B] = ¢;|w,|, para cadai € B;.
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Teorema 1.27 (Owen, 1977)
El valor coalicional de Owen para el juego con estructura de coalicién (N,v, B)
puede calcularse por medio de la expresion:

6o Bl = 30 > m, )b k1) | v (U BUKU{i} ) - ( U BUK ) |
LCM KCB; q€L 0eL
JEL  igK
donde v(a,b) = (b —1)!(a — b)!/a! y el célculo es vdlido para cada i € B; y para
cada B; € B, 1 <j <m.

Observaciones 1.28

(a) El valor coalicional de Owen es un promedio ponderado de las contribuciones
marginales de cada jugador a las coaliciones en las que van agrupados los elementos
de cada bloque, excepto los del bloque correspondiente al propio jugador.

(b) El valor coalicional admite un desarrollo axiomatico similar al del valor de
Shapley. El valor coalicional es una regla que asigna a cada juego con estructura
de coalicién (N, v, B) un vector de RY que verifica:

e FEficiencia. Si K es un soporte del juego (N, v), se cumple:

> &,lv; B] = v(K).

i€K
o Simetria dentro de los blogues. Si i1,12 € B; son indiferentes por v, es decir,
U(S U {Zl}) = U(S U {Zg}), VS g N\{il,ig},

se cumple:
¢i1 [U7 B] = ¢’i2[,0; B]

e Simetria entre los bloques. Si B, B;, € B son bloques indiferentes,

v( UBqUBj1>:v( U B, U B;, ), VS C M~ A{j1, J2},

qes g€eSs

Z ¢;[v; B] = Z ¢;[v; B].

iGle iGBJ'Q

se cumple:
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o Aditividad. Para cualesquiera juegos (N, u), (N, v), se cumple:

Plu + v; B] = ¢lu; B] + ¢lv; BJ.

Se demuestra que existe un inico valor que asigna a cada juego con estructura de
coalicién (N, v, B) un vector de RY que verifica los cuatro axiomas anteriores y
que es el valor coalicional de Owen.

Ejemplos 1.29

(a) Para el problema de la bancarrota donde el juego (N, v) viene dado por (C;d) =
(1005 25, 50, 75) y la estructura de coalicién es B = {{1, 2}, {3} }, el valor coalicional
asigna a los jugadores el siguiente vector de pagos:

¢lv; B] = (18.75, 31.25, 50).

Comparando el resultado con el vector de pagos del valor de Shapley para el juego
inicial (16.6667, 29.1667, 54.1667 ), los dos integrantes de la coalicién {1,2} han
salido beneficiados y han obtenido un mismo incremento en el pago. El reparto
de las 50 unidades entre los elementos de la coalicién en proporcién a sus deudas
hubiera dado lugar al pago 16.6667 y 33.3333, de forma que el primer jugador es
el realmente beneficiado por la formacién del bloque.

(b) Para la situacién del reparto de las 150 unidades monetarias de beneficio en
el problema del suministro que se viene considerando, en el supuesto de que se
forme la estructura de colicion B = {{1,2},{3,4}}, el pago propuesto por el valor
coalicional es:

¢lv; B] = (45, 35, 37.5, 32.5).

Si se compara con el pago por Shapley ¢[v] = (45, 40, 35, 30), se observa que el
bloque coalicional {1, 2} resulta perjudicado puesto que obtiene 5 unidades menos
de utilidad, y ese perjuicio recae sobre el jugador 2; por su parte, el bloque coa-
licional {3,4} obtiene 5 unidades mds de utilidad que se reparten entre ambos
jugadores.

Observacion 1.30
El valor coalicional de Owen representa la modificacién del valor de Shapley por
la formacién de una estructura de coalicién en el conjunto de jugadores. En un
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primer estadio cada bloque coalicional obtiene el pago que el valor de Shapley le
asigna en el cociente, mientras que, en un segundo estadio, el reparto dentro de
cada bloque se efectia también segtin la solucién de Shapley.

Siguiendo un desarrollo conceptualmente similar, Owen en 1981 establece otra
posible solucién para un juego con estructura de coaliciéon (N, v, B). Se trata en
este caso de emplear el valor de Banzhaf en las mismas acciones en las que se
emplea el valor de Shapley para definir el valor coalicional. Se obtiene de esta
manera el valor de Banzhaf para juegos con estructura de coalicion, que obedece a
la siguiente expresién explicita:

%[U;B]:ﬁ;w;g [v(quBqUKU{i} ) —v(qLejLBqUK> |,
jér z’éKj

para cada ¢ € B; y para cada B; € B, 1 < j <m.

SITUACIONES DE COOPERACION PARCIAL

En el estudio de los juegos se supone, en general, la posibilidad de cooperacién
universal de todos los jugadores entre si, o bien, la no cooperacion; sin embargo,
existen otras muchas posibilidades intermedias de cooperacién entre una y otra
situacién. En ocasiones, la cooperacion se basa en la existencia de acuerdos bila-
terales entre los agentes del juego, mientras que, en otros casos, la propia estructura
del juego o factores externos impiden la comunicacién y, por tanto, la cooperacién
entre esos agentes.

Para modelizar este tipo de situaciones se introduce, junto a la estructura del
juego cooperativo (INV,v), el conjunto de grafos cuyos vértices son los elementos
de N. Asi, g serd un grafo no orientado sobre IV, es decir, un conjunto de pares
de elementos distintos de N. Si {i,j} € g, se dice que los jugadores i,j estan
conectados por una arista del grafo, que se representa por i: j. El conjunto de
todos los grafos sobre N lo designamos por GR(N).

Las aristas del grafo deben interpretarse como canales de comunicacién entre los
jugadores, de manera que dos jugadores pueden comunicarse y, por tanto, cooperar

si estdn unidos directamente por una arista del grafo o, indirectamente, si estan
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conectados a través de otros jugadores. Una coalicién S es conexa por el grafo
g si para cualesquiera jugadores i,j € S existen elementos i, ...,7, € S tales que
o=1,0, =] Vip_1:lxg € gparak=1,.. 1.

De esta forma, el grafo g determina, para cada coaliciéon S C N, una particién
de dicha coalicién en componentes conexas maximales, que denotamos por S/g.
Los jugadores de cada componente conexa pueden cooperar entre si ya que estan
directa o indirectamente comunicados, mientras que la comunicacién o cooperacién
no es posible entre bloques diferentes.

Las posibles situciones de cooperacion parcial entre los elementos de N vienen de-
terminadas por cada uno de los grafos de GR(NV). Una situacién de comunicacién
parcial es una terna (N,v,g) de manera que la funcién de utilidad del juego v
modificado por el grafo g es:

v/g(S) = Z v(T), paracada S C N,
TeS/g
que representa las posibilidades de los jugadores de la coalicién S, ya que éstos no
pueden cooperar entre si totalmente, sino que la utilidad que obtienen es la suma
de la utilidad que puede obtener cada bloque T' € S/g, en donde si es posible la

cooperacion.

Para un juego determinado (V, v), Myerson (1977) propone una regla de asignacién

definida en la forma:
Y: GR(N) — RV

g — Y9
y establece unos axiomas que serfa deseable que verificara una tal regla de asigna-

cién. Los axiomas de Myerson son:

e Eficiencia por componentes. Para todo g € GR(N) y toda componente
conexa T' € N/g, se cumple:

> Vilg) = u(T)

ieT
o Justicia. Para todo g € GR(N) y cualquier arista i:j € g, se cumple:

Yi(g) — Yi(g~i:j) = Yi(g) — Y;(g~i:j).
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e [stabilidad. Para todo g € GR(N) y cualquier arista i:j € g, se cumple:

Yi(g) > Yi(g~i:g) vy Yi(g) = Yj(g~izg).

Teorema 1.31 (Myerson, 1977)

Fijado un juego (N,v) existe una tnica regla de asignacién Y : GR(N) — RY
que verifica los axiomas de eficiencia por componentes y justicia; esta regla es el
valor de Shapley del juego modificado v/g,

Y(g) = o[v/g].
Ademids, si v es superaditivo, la regla es estable.

Observaciones 1.32

(a) La regla de asignacién definida en el teorema anterior se denomina también
valor de Myerson y se representa por Y (v, g) o Y(N,v,g) cuando se quiere poner
de manifiesto el conjunto de jugadores.

(b) El axioma de justicia puede interpretarse como un principio de distribucién
equitativa de ganancias: los jugadores quedan igualmente beneficiados (o perju-
dicados) por su comunicacién bilateral. El axioma de estabilidad supone que la
supresién de la colaboracién bilateral entre dos jugadores les acarrea no ganancia;
seglin esta propiedad, son preferibles las situaciones de mayor cooperacion a las de

menor cooperacién entre los jugadores.

Ejemplo 1.33
Consideramos el juego cooperativo (N, v) donde N = {1,2,3} y la funcién carac-
teristica es la definida por

o({ih) =0, i = 1,2,3, v({1,2}) = 3, v({1,3}) = 6, o({2,3}) = 4, v(N) = 10.
El vector de pagos correspondiente a la solucién de Shapley es
¢lv] =(3.5,2.5,4).

Esta solucion corresponde a la situacion de cooperacién universal entre los ju-
gadores de N, es decir, el grafo de cooperacién es el grafo completo ¢"v. Si se
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considera la situacién de cooperacién parcial cuyo grafo es g = {1:2,2:3}, la
funcion caracteristica del juego modificado v/g es:

v/g({i}) =0, i=1,2,3,
U/g({172}) =3, U/g({l,?)}) =0, U/g({?,?)}) =4, v/g(N) = 10.

Para esta situacién el pago correspondiente por el valor de Myerson es

dlv/gl = (25,45, 3).

g=gN\1:3

El segundo jugador era el que obtenfa un pago menor en el juego inicial, mientras
que ahora es el que obtiene mayor utilidad, ya que en la nueva situacién él puede
cooperar con los otros y es, a su vez, indispensable en la cooperacién global. Por
otro lado, el grafo que se considera es g = g’¥\\1:3. Observamos cémo los jugadores
1y 3, cuyo acuerdo bilateral desaparece, pierden en la nueva situacién (estabilidad)
y los dos experimentan la misma disminucién en el pago (justicia).

1.4 La extension multilineal de un juego

Un juego cooperativo (N, v) queda determinado una vez conocida su funcién de
utilidad v que es una funcién real cuyo dominio es 2V, es decir, el conjunto formado
por todos los subconjuntos de N. Este dominio se identifica con el conjunto de
vectores de R™ siguiente:

{(z1,29,...;xy) ER" J2;, =061, i=1,...,n},
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ya que cada subconjunto S C N estd en correspondencia biyectiva con uno de los
vectores del conjunto anterior, concretamente con aquél en el que z; = 1sii € S
yr;=0sij¢5.

De esta forma 2V se asimila a {0,1}" y se puede pensar que v es una funcién real
definida en los vértices del cubo unidad. A partir de esta identificacién, Owen en
1972 extiende dicha funcién a todo el cubo unidad

I"=10,1" ={(x1, 22, c0xp) € R" /O < 2; <1, i=1,....,n},
en la forma que se establece a continuacion.

Definicién 1.34
Para un juego cooperativo (IV, v), la extensién multilineal (EML) de v es la funcién
real de n variables dada por

f(xy, 29,0 20) = Z Hﬂcj H(l —x;)v(S).

SCN jeS  j¢S

Esta funcién estd definida para cualesquiera valores reales de z;, j = 1,...,n,
aunque habitualmente se considera sélo los valores de f en el cubo unidad.

La funcién que se acaba de definir coincide con v en los vértices del cubo unidad
y, en este sentido, es una extension de v, tratdndose ademds de una funcién afin
en cada una de las variables z;, j = 1,...,n. Se demuestra que, de hecho, esta
funcién f es la dnica que verifica las dos propiedades anteriores.

Desde el punto de vista probabilistico, la EML admite la siguiente interpretacién:
si X es una coalicién de jugadores formada aleatoriamente, es decir, suponiendo
que z; es la probabilidad de que el jugador j pertenezca a X, para j =1,...,n,y
estas probabilidades son independientes, entonces, para cada S C N,

prob{ X = S} = H:m H(l — ;).
1€S  jE€S

En tal caso,
f(iEl, Ty .uny :En) = E[’U(X)],

donde F representa la esperanza matematica.
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La EML es especialmente 1itil para el cdlculo de algunos de los conceptos de solu-
cién que han sido presentados en las secciones anteriores.

Teorema 1.35 (Owen, 1972 y 1975)
Si (N, v) es un juego cooperativo con utilidad transferible y f = f(xy1,zo, ..., z,)
es su EML, entonces:

(a) El valor de Shapley para cada jugador i € N es

_ [

bl = | gttt )t

(b) El valor de Banzhaf para cada jugador i € N es
_9f

2

¢;[v]

(1/2,1/2,...,1/2).

Observacién 1.36

La EML también puede emplearse para calcular el valor coalicional de Owen (Owen
y Winter, 1992) o para calcular el valor de Banzhaf para juegos con estructura de
coalicién (Carreras y Magana, 1994). En ambos casos se parte de la EML del juego
inicial (IV,v) y se modifica ésta, segtin los pasos de sendos algoritmos preestable-
cidos, hasta obtener otras extensiones multilineales. A partir de estas extensiones
multilineales y empleando los métodos del teorema anterior, se obtiene una u otra
soluciéon modificada por la estructura de coaliciones que se esté considerando.
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Estructuras de coalicion y
semivalores

2.1 Sistemas de referencia para semivalores

Un semivalor cualquiera o definido sobre el espacio de juegos cooperativos GGy viene
determinado por sus coeficientes p,, 1 < s < n. Los coeficientes de un semivalor
son nimeros reales, asi cada semivalor ¢ puede identificarse con el punto de sus
coeficientes (pq, pa, ..., Pn), pensado éste como punto del espacio afin R™. Debido a
que los coeficientes p,, 1 < s < n, han de cumplir la condicién
n
n—1
§ bs = 17
s—1
s=1
los puntos asociados a los semivalores pertenecen a un hiperplano de R", que es el
que tiene por ecuacién la condicién anterior. Sin embargo, no todos los puntos de
ese hiperplano se corresponden a semivalores; sélo aquellos cuyas componentes sean

todas no negativas tienen un semivalor asociado, puesto que p, > 0, 1 < s < n, es
la segunda condicién que se exige a los coeficientes de un semivalor.

En esta seccién prestaremos especial atencién a unos semivalores concretos ca-
racterizados por la forma especifica de sus coeficientes. Estos semivalores verifican

53
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que el pago que asignan a cada jugador ¢ € N tiene una expresién sencilla a partir
de la EML del juego v € G que se esté estudiando. Ademads, estos semivalores
pueden agruparse formando sistemas de referencia en el hiperplano de semivalores,
de forma que cualquier otro semivalor se expresa como combinacién lineal de éstos,
permitiendo extender las propiedades que se demuestren para los semivalores de
un sistema de referencia al conjunto de semivalores sobre el espacio de juegos Gy .

Proposicién 2.1
Para cualquier nimero o € R, 0 < @ < 1, los niimeros

Das = o Hl—a)"* 1<s<n,
definen los coeficientes de un semivalor sobre el espacio de juegos Gy, |N| =n > 1.

Demostracion
Hemos de probar que los coeficientes p, s, 1 < s < n, cumplen las condiciones que

se exigen a los coeficientes de un semivalor:

" (n—1
(1) pa,sZO; 1<s<n (11) Z (n 1)pa’5:1.
8_

s=1
La condicién (i) es evidente. Para probar la condicién (ii):

. L

s=1

Observacion 2.2
Los nuimeros p,s = o (1 —a)" %, 1 < s < n, estdn definidos para a € (0,1).
Pretendemos dar sentido a las expresiones para o« = 0 y a = 1 calculando los
limites siguientes:

lier(pa’l, ey Pan) = lim (1= )" a(l—a)" % ..,a" ") =(1,0,...,0),

a—0 a—0+

M (Pats - Pan) = lim ((1—a)" 1 .., a" (1 —a),a™ 1) = (0,...,0,1).

a—1— a—1—
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Los casos extremos que aparecen corresponden al indice dictatorial, coeficientes
(1,0,...,0), y al indice marginal, coeficientes (0, ...,0,1). Como consecuencia de la
propiedad anterior y de esta observacién podemos enunciar la siguiente definicién.

Definicién 2.3
Para cada nimero real o cumpliendo 0 < o < 1, definimos un semivalor sobre
el espacio de juegos Gy, |N| = n, que designamos por o,, como aquél cuyos
coeficientes son:

0<a<l, o04: Dpas=a"'1—a)* 1<s<n.
oo:  pog=1; pos=0,2<s<n
o1 Ps=0,1<s<n-1; p, =1

Dentro del que llamamos hiperplano de semivalores, identificando cada semivalor
con el punto de sus coeficientes, la familia o,, a € [0, 1], se corresponde a una
curva descrita por el pardmetro «; el punto inicial es el correspondiente al indice
dictatorial, el punto final es el correspondiente al indice marginal y para el valor
a = 1/2 la curva pasa por el punto correspondiente al valor de Banzhaf.

Definicién 2.4

Consideramos los semivalores o; : Gy — RY, 1 < i < n, de coeficientes respectivos
Pis, 1 <s<mn, |[N|=n.

La familia {o;}1<i<, forma un sistema de referencia para los semivalores sobre
el espacio de juegos Gy, si la familia de puntos { P} <<, forma un sistema de
referencia afin del hiperplano de R™ de ecuacién o, (Z:ll) ps = 1.

Cada punto P; tiene por coordenadas los coeficientes del semivalor ¢;, es decir,

]Di = (pi,l;pi,Qa -"7p1',n)7 1 S ? S n.

Lema 2.5

Supongamos que L es una variedad lineal de R™ de dimensién m, (1 <m <n),y
que el punto @ ¢ L. La familia {P, € L}1<;<m1 forma un sistema de referencia
afin de la variedad L si y sélo si la familia de vectores {QP, }1<i<m+1 €s linealmente
independiente.
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Demostracién

Suponemos que la familia {Q—ﬁ;}lgigm+1 es linealmente independiente. Para pro-
bar que {P; € L}i<i<ms1 forma un sistema de referencia afin de L, tomando
P; como punto origen y {P,}o<i<ms1 como puntos unidad, hemos de probar que
{Pl—P;}QSiSm+1 forman una base de la direccién de L. Al ser dim L = m, igual al
nimero de vectores de la familia, basta probar que se trata de vectores linealmente
independientes.

m+1 m+1 m+1 m+1
ZﬂPIP Zﬂ QP - QP) = (Zﬁ)QP1+ZﬂQP—O

De la independencia lineal de {QPi}lgigmH se sigue, —S "B =By = =
Bmi1 = 0; en particular, By =+ = B, =0, lo cual implica la independencia
lineal de {P1P}2<1<m+1

Reciprocamente. Suponemos ahora que {P,;}o<;<m+1 forma un sistema de referen-
cia afin de L.

m+1 m+1 m+1 m+1
Z)\QP Z)\ QP, + PP, ( ZA>P1Q+Z>\P1P_

i=1

La familia {P1Pi}2<i<m+1 es linealmente independiente por ser {P;}1<i<mi1 Sis-
<i< <i<
tema de referencia afin de la variedad L; a su vez, el vector P;() no es combi-
—
nacion lineal de {P,P,}o<i<m+1, pues si lo fuera, el punto Q € L. En consecuen-

cia, {PQ, P\ P,, ..., PP, 1} es una familia linealmente independiente, por lo que,
necesariamente,

m—+1

DY Ai=h == A =0 = AN =d == A =0,

_—H . . .
v {QP, }1<i<m+1 es linealmente independiente. [

Teorema 2.6
Para n > 1, escogidos n nimeros cualesquiera o; € [0,1], a; # «; si i # j, la
familia {0y, }1<i<n forma un sistema de referencia para los semivalores definidos

sobre el espacio de juegos cooperativos Gy, |N| = n.

Demostracion
Consideraremos que los semivalores estdan ordenados siguiendo el orden creciente
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de los nimeros «;, 1 < i < n, es decir, 0 < a; < as < - -+ < a, < 1, sin que ello

suponga pérdida de generalidad.

Denotamos por P,, al punto correspondiente a los coeficientes del semivalor o,,, 1 <
i < n. Segun la definicién 2.4, hemos de probar que {P,, }1<i<, forma un sistema
de referencia afin del hiperplano de R” de ecuacién )., (?:11) ps = 1, conocido
como hiperplano de semivalores, donde las variables son (pi, ..., p,) € R™. Por el
lema anterior, basta demostrar que la familia de vectores {OTC,> }<i<n es lineal-
mente independiente, donde ahora m = n — 1 y el punto () del lema es el origen

de coordenadas O, que no pertenece al hiperplano considerado.

El determinante de la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores
OPF,,,...,OPF,, ,paraelcaso 0 < oy < g < -+ <, < 1, e8¢

(1 — 041)"*1 (1 — ag)nfl . (]_ _ an)nfl
041(1 — Oél)n_g 062(1 — Oég)n_Q Ce Oén(l _ an)n—Q
0?1 =)™ ad(l—a)™3 -+ ai(l—an)"? |
R o 2(1— )
o™t i1 a1
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o o,
_ (1 - al)n 1(1 . Oég)n_l . (1 . an)n—l H 7 . _
1<i<j<n 1-— Oéj 1-— a;
- (1 — Oél)n 1(1 — Oég)nil (1 — Oén)nfl H Qj — Qi _

= H (aj — ;) #0, yaque a; # «;, sii # j.

1<i<j<n

Para el caso 0 = a1 < ap < -+ - < «, < 1 los coeficientes de la primera columna

del determinante son,

Po1 = 1, Po2 ="'+ =Pon = 0,

de manera que se obtiene un determinante del mismo tipo, que desarrollado por
la primera columna resulta ser:

Ho‘i H (j — ;) #0, yaque aj # a, sii # j.

2<i<n  2<i<j<n

Consideraciones similares permiten demostrar que el determinante es también no
nulo en los casos que quedan por estudiar: 0 < a1 < ags < -+ < a, = 1y
o= <oy <---<a,=1. 0

Proposicién 2.7

Fijados n nimeros reales diferentes, 0 < a1 < ap < - -+ < «, < 1, cualquier
semivalor o definido sobre el espacio de juegos G, |N| = n, se expresa en forma
unica como combinacion lineal del sistema de referencia de semivalores {Uaj Hh<j<n,
esto es, existen unos coeficientes tinicos \;, 1 < j < n, tales que:

o= i AjOq;, cumpliendo i Aj=1.

j=1 7j=1
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Demostraciéon
Es una consecuencia inmediata de la propiedad anterior. Si {P.,,, Pay,---; Pa, }
forma un sistema de referencia en el hiperplano de semivalores, el punto P, co-

rrespondiente al semivalor ¢ cumplird
n
POzlPG': E AjPOzlPa]'J
J=2

. . ey %
donde los escalares \;, 2 < j < n, son tnicos, ya que la familia {PalPaj Ya<j<n
forma una base del subespacio director del hiperplano de semivalores. De la igual-
dad anterior,

O_HT—(TE?:XHM(WQ—WZ),
=2

n n

OF, = (1=3"X ) OPu + Y A0P,.
j=2 j=2
Basta definir A\ =1 — Z Aj para poder escribir:
j=2
OF, = A\OP,, con > A\=1 0O
j=1 j=1

Observacion 2.8
Si los coeficientes del semivalor o son p;, 1 < s < n, la igualdad anterior, desa-
rrollada segun los diferentes valores de o, 1 < j < n, da lugar a:

n
O<oyp<op<- - <o, <1 = p522/\jaj_1(1—ozj)”_s, 1<s<mn;
j=1

P11 = )\1 -+ Z /\](1 — Oéj)nil,
D= << ---<a,<1 = n 7
ps = Naj (1—a;)"*, 2< s <m;
j=2

n—1
ps = Z)\ja‘;’l(l —a;)"" 1<s<n-1,
O<a;<ap<--<a,=1 = =
Pn = )\n+2/\j06?_1;
=1
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n—1
P = )\1 —+ Z A](]- — ij)nil,
=2

n—1
O=ap<mpm< - <a,=1 = ps:ZAja;*I(l—aj)”_s, 2<s<n-—1,
j=2

n—1
Po =2t > Mol
j=2

\

Estas cuatro expresiones recogen la relacién entre los coeficientes de un semivalor
cualquiera o y los coeficientes de la familia {0, }1<j<n, @ € [0,1], a; # oy si
j # k, segun si aq, a,, toman o no los valores 0 6 1. En todos los casos la relacién
entre los semivalores obedece a la expresion:

n n
o= E AjOqa;, CON E Aj =1
j=1 j=1

Proposicién 2.9

Si f = f(x1,29,...,2,) es la EML del juego v € Gy, el pago que el semivalor
Oa, @ € [0,1], asigna a un jugador cualquiera i € N puede calcularse mediante la
expresion

of

(0q)ilv] = B, (@), a=(a,a,..,q).

Demostraciéon
En la expresiéon de la EML del juego v € Gy,

flz1, 29, ..y y) = Z Hmj H(l — z)v(9),

SCN jeS k¢S

separamos los términos segun si las coaliciones S contienen o no al jugador : € N
y calculamos la derivada parcial respecto a la variable x;,

flx1, 20,y y) = Zmz H ij(l—xk)v(S)—i-

S3i  jeS~{i} k¢S

+> (W=z) [z [T (1 —=ze)u(s),

Si JES  k¢SUL}
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g—i(xl,mg,...,xn) = Z H ij(l—xk)v(S)—

53i jeS~{i} k¢S

> Tz I @-zow(s).

S#i jeS  k¢SULd}

Sustituyendo las variables por @ = (o, «, ..., ), para 0 < a < 1,

axz Zas 1 n S0 Za n s—l,U(S)

531 SZFi
:Z@S_l(l— n S0 Z@S 1 (S\{ })
531 e

=Y a7 (1 = )" o(S) — v(S\{i}] = (ga)ilv]-

531

Los casos a = 0, o = 1 son:

ARG Y ul8) = > u(S) = v({i}) — v(0) = (o0)ilv];

ox;
S3i S#i
[S|=1 |S|=0

=S s~ Y ()=o) ~o(N~ (i) = (0] O
¢ S3i S
|S|=n |S|=n—1

Teorema 2.10
Si f = f(z1,9,...,x,) es la EML del juego v € Gy, el vector de pagos que un
semivalor cualquiera o asigna a los jugadores de v puede calcularse por medio de
la expresion

olv] = B A,

donde la matriz B se obtiene para cada sistema de referencia de semivalores

{00, h1<j<n, o € [0,1], aj # ay si j # k, en la forma:

of
6$i

B = (bij )1<ij<n, bij = (04;)iv] = (@),
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y la matriz A es la matriz columna de los coeficientes de o en ese sistema de
referencia:

A=A Ay, st o= Noa,.
j=1

Demostracién
Considerando la referencia de semivalores {04, }1<j<n, @; € [0,1], o # ag sij # &,
para cualquier jugador ¢ € N:

wlil = (Yo Aoy ) 1= 32 Ao el = S 2@

J=1

donde f = f(x1, o, ..., 2,) es la EML del juego v. Basta identificar cada expresién
con los elementos de las matrices que se han definido, para poder concluir que se
verifica la expresion del enunciado. [

La férmula o[v] = B A permite obtener el vector de pagos para un determinado
juego v € Gy por cualquier semivalor 0. La matriz B no depende de ningin
semivalor en concreto, depende de los semivalores del sistema de referencia que se
escoja, pero una vez escogido éste, la matriz queda asociada al juego y permite
calcular el vector de pagos por cualquier semivalor, sin mas que modificar la matriz
A de sus coeficientes en el sistema de referencia escogido.

Ejemplo 2.11
Consideramos el juego v € Gy, N = {1, 2,3}, definido en la forma:

v({1}) =2, v({2}) = 1, v({3}) = 0, v({1,2}) = 3, v({1,3}) = 3, v({2,3}) = 2,
v({1,2,3}) = 4. Su EML es:

f(.l'l, 1132,1'3) = 21‘1 + i) + T1T3 + ToX3 — T1X2X3.
En tal caso:
Vf(xl,xg,x3) = (2 + T3 — T3, 1 + T3 — 13,1 + To — Ilfl‘g),

Vit t,t)=2+t—t1+t— 1% 2t —t?);

integrando entre 0 y 1:

olv] =(13/6,7/6,2/3)
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Ahora escogemos tres niimeros reales del intervalo [0, 1] y escribimos los coeficientes
correspondientes a los semivalores del tipo o, para los valores « = 1/6, 1/2, 5/6.

01/6 - Pi/61 = 25/367 Pi/62 = 5/36> DP1/63 = 1/36;
01/2 ¢ Pi/21 = 1/4, P1/22 = 1/4, P1/2,3 = 1/4;

O5/6 : Ps/61 = 1/36; D562 = 5/36> Ds/6,3 = 25/36-

Para calcular los coeficientes de la matriz B para este juego, empleamos la férmula
de la propiedad anterior, de manera que cada columna se obtiene sustituyendo en
la expresiéon

Vi@ =2+a-a’1+a—a?2a—a?)

los valores o = 1/6, 1/2, 5/6, llegando a:

77/36 9/4  7T7/36
B=| 41/36 5/4 41/36
11/36 3/4 35/36

Los coeficientes del valor Shapley como semivalor son:

1

1 1
=v(3,1) == =7(3,2) == =~(3,3) = =.
b1 7(7 ) 37 D2 7( ) ) 67 D3 7( ) ) 3

Si designamos como Shs al punto del hiperplano de semivalores para juegos co-
operativos de 3 jugadores correspondiente al valor de Shapley, sus coordenadas
son:

Shs = (1/3,1/6, 1/3)

Escrito el punto correspondiente al valor de Shapley Shs en el sistema de referencia
afin formado por los puntos Py, Pi/2, P56, se llega a obtener para el valor de
Shapley:

¢ = 3/80’1/6 + 2/80’1/2 —|—3/80'5/6.

Asi, podemos calcular el vector de pagos que como semivalor asigna el valor de
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Shapley a este juego:

7781 77 3/8 13/6
1
G =BA=— | 41 45 41 28 | =1 7/6 |,
11 27 35 3/8 2/3

observando que coincide con el resultado obtenido previamente.

Si se escoge como sistema de referencia de semivalores {0, 01/2, 01}, el valor de
Shapley tine por expresién,

¢ — 1 + 2 + l
= 600 301/2 601,
y el célculo en este nuevo sistema de referencia es:
2 9/4 2 1/6 13/6
¢lv] =B N = 1 5/4 1 2/3 | = 7/6 |,
0 3/4 1 1/6 2/3

obteniéndose como se esperaba el mismo resultado, con independencia del sistema
de referencia que pueda escogerse.

Definicién 2.12
Sobre el espacio de juegos cooperativos G, |N| > 2, definimos el semivalor vértice
oy, : Gy — RY, 1 < j < n, como aquel cuyos coeficientes son,
1 .
Pi= 7N ps =0, s#7.
()

Proposicién 2.13
La familia de semivalores vértices {0y, }1<j<n forma un sistema de referencia para
los semivalores definidos sobre el espacio de juegos cooperativos Gy, |N| > 2.

Demostracion

Basta probar que la familia de puntos vértices
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forma un sistema de referencia afin del hiperplano ., (?:11) ps = 1, 0 segun el
lema 2.5, que la familia de vectores {O—V; }<j<n €s linealmente independiente, esto

es,

n -1
4et(0V;, .. 0V2) = [[ (7? - 1) £0. O

Observacién 2.14

(a) Cada semivalor vértice tiene por coeficientes las coordenadas correspondientes
a cada uno de los puntos vértices del convexo de R™ determinado por el hiperplano
S (Z:ll)ps = 1 y los semiespacios p; > 0, 1 < s < n.

s=1

(b) Cualquier semivalor o : Gy — RY se expresa en forma tnica como combinacién
lineal de los semivalores de un sistema de referencia. Si ps, 1 < s < n, son los
coeficientes del semivalor o y el sistema de referencia es el de los semivalores
vértices:

D)

- n—1\ "
P:(pb?p]J?pn):Z)\](OJ’OJ (]_1> 70770>7
j=1

de donde, p; = A, , 1 <7 <mn, llegando a obtener: \; = (?j)pj, 1<j5<n.

1
)

Es inmediato que Z?Zl Aj = 1y, en este caso particular, \; > 0,1 <7 <n.

2.2 Semivalores binomiales

Para un semivalor ¢ definido sobre el espacio de juegos cooperativos Gy la expre-
sién que permite obtener el pago a un jugador cualquiera i € N es:

oilo] = Y pufo(S) — v(S~{i})].
S3i

Las contribuciones marginales del jugador ¢ a cada coalicién S estdn ponderadas
segin unos pesos py; estos pesos son iguales para cada cardinal de las coaliciones
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s =S|. La condicién >, (Z:ll) ps = 1 expresa el hecho de que la suma de pesos
sea la unidad, teniendo en cuenta el nimero de coaliciones de cada cardinal que
contienen al jugador ¢ cuyo pago se calcula. Ademds p; > 0, 1 < s < n, exige que
cada peso sea no negativo.

En particular, el valor de Shapley es aquél cuyos pesos estdan definidos segin las
posibles ordenaciones de los jugadores de S, sin contar al jugador i, y las posibles
ordenaciones del complementario de S, referidas a las posibles ordenaciones del
conjunto total de jugadores, esto es:

(s —1)l(n—s)!

1<s<n.
n!

valor de Shapley sobre Gy: ps = y(n,s) =

?

Otro caso particular, el valor de Banzhaf, otorga el mismo peso a todas las coali-
ciones que contienen al jugador i, cuyo nimero es de 2" 7!

valor de Banzhaf sobre G y: ps = 1<s<n.

2n71’

Estos son dos ejemplos de semivalores sobre juegos de G que tienen la particu-
laridad de definir los pesos de las coaliciones S conteniendo a cierto jugador i,
no sélo en funcién del cardinal de S, sino también del cardinal del conjunto de
jugadores N.

En realidad, cuando nos referimos al valor de Shapley o al valor de Banzhaf, no
tratamos de dos semivalores aislados, sino que nos referimos a sendas familias de
semivalores definidas sobre espacios de juegos cooperativos para todos y cada uno
de los cardinales de los conjuntos de jugadores:

{ valor de Shapley sobre Gy: ps = vy(n, s) =

1
{ valor de Banzhaf sobre Gy: ps=——, 1 <s<n } .
neN*

Pretendemos ahora definir otras familias de semivalores, para cada cardinal del
conjunto de jugadores. En la seccién anterior hemos definido los semivalores o,
para 0 < a < 1 como aquellos semivalores sobre el espacio de juegos Gy cuyos
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coeficientes son:
Pas = M l—a)"5 1<s<n.

Estos coeficientes también dependen del cardinal s de la coalicién S que contiene
al jugador ¢ y del cardinal n del conjunto de jugadores V.

El peso que se otorga a una coalicién S conteniendo al jugador ¢ puede interpretarse
de la siguiente manera: si (0 < « < 1) indica la probabilidad de que un jugador
cualquiera forme parte de cualquier coalicién, la probabilidad de que se forme una
determinada coalicién S conteniendo previamente a i es a® (1—a)™ *, suponiendo
que el hecho de que cada jugador se incorpore a la coalicién es independiente
de que los demds lo hagan. Asi, la probabilidad de que exactamente los s — 1
jugadores de S ~\ {i} se incorporen a S, mientras que los n — s restantes no lo
hagan, es precisamente el peso atribuido a cada una de las coaliciones de cardinal

i Pas = (1 —a)" .

Podriamos pensar que los jugadores se encuentran en un recinto exterior al lugar
donde se forman las coaliciones, y en ese lugar se encuentra ya el jugador 7. Si
cada jugador actia independientemente de los demds y todos tienen probabilidad
a de entrar y 1 — a de no entrar, la probabilidad de que exclusivamente entren los
jugadores de S\ {i} es o*1(1 — )" *.

Los casos limite para @ = 0 y @ = 1 tienen también interpretaciéon en términos
de probabilidad. Si la probabilidad de formar parte de una coalicién cualquiera
tiende a 0, en el limite, ningin jugador entrard a formar parte, asi que la tnica
contribucién marginal a tener en cuenta serd v({i}) — v((}), con probabilidad 1, es
decir:

(00)ilv]| =v({i}), Vie N.

Si la probabilidad de formar parte de cualquier coalicién tiende a 1, en el limite,
todos los jugadores entrardn a formar parte, formandose con probabilidad 1 la
coalicién total, mientras que el resto de coaliciones tendrédn probabilidad 0, en-
tonces:

(01)ilv] = v(N) —v(N~{i}), Vie N.

Definicién 2.15
Llamamos semivalor binomial o, al semivalor definido sobre los espacios de juegos
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Gy, |N| > 1, cuyos coeficientes son:

para 0 <a<1l: pi =a'(1-a)" 1<s<n,
para a =0 : o1 =1, pis =0, 2<s<n,
para o =1: Pis=0, 1<s<n-1, py, =1

Estos semivalores estan definidos para los diferentes cardinales de los conjuntos de
jugadores. Por tanto, para cada « € [0, 1] hemos definido la siguiente familia:

{semivalor binomial para « sobre G; coeficientes: p; s}neN* )

Cuando no exista duda sobre el cardinal del conjunto de jugadores N, omitiremos
el superindice n y escribiremos los coeficientes p, s, 1 < s < n.

Ejemplo 2.16
La familia de valores de Banzhaf es la correspondiente a la familia de semivalores
binomiales para o = 1/2.

. B 1 s—1 1 n—s B 1 < _
Pijas = 5 5 = on1 <s<n.

En este caso, la probabilidad que tiene cada jugador de entrar a formar parte de
cualquier coalicién es la misma que la de no entrar a formar parte de la coalicién.

Ejemplo 2.17

En el ejemplo anterior, todas las coaliciones tienen el mismo peso a la hora de
calcular el pago para cualquier jugador. En general, la ponderacién es diferente
segtin el cardinal de las coaliciones. Si estimamos que las coaliciones con s — 1
jugadores han de ponderarse con un peso k veces superior al de las coaliciones de

cardinal s, (k > 1), un semivalor binomial concreto o, recoge esta situacion:

s s=2(1 _ n—(s—1) 1— 1
Pt _ & (1-a) =k 1<s<n = a:k;a:—.
Ds a1 —a)rs a k+1

Por ejemplo, si el peso a las coaliciones de cardinal s — 1 ha de ser el doble que
a las de cardinal s, el semivalor binomial adecuado es oy/3; si ha de ser el triple,
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01/2- En general, 0, con 0 < a < 1/2, recoge los casos en los que las coaliciones
ganan peso a medida que disminuye su cardinal: para o,, con 0 < a < 1/2; el
factor de proporcionalidad es k = (1 — ) /a.

Por el contrario, si se estima que las coaliciones de cardinal s+ 1 han de ponderarse
con un peso K veces superior a las de cardinal s, (K > 1), el semivalor binomial
concreto o, que recoge esta situacion es:

: 5(1 — n—(s+1) K
p+1:oz( 2) =K, 1<s<n = a =K, a=———.
Ds O{S_l(]_ _ a)n—s

Si K = 2, el semivalor adecuado es 05/3. En general, o4, con 1/2 < a < 1, recoge
los casos en los que las coaliciones ganan peso a medida que aumenta su cardinal:
para o, con 1/2 < a < 1, el factor de proporcionalidad es K = a/(1 — ).

Observacién 2.18

En Feltkamp (1995) se demuestra una caracterizaciéon axiomdtica para el valor de
Banzhaf. Se pretende ahora introducir una caracterizacién para cada uno de los
semivalores binomiales o,, a € (0,1).

Si Gy denota el espacio de juegos cooperativos de n jugadores, para las reglas de
asignacion
X: Gy — RY
v — X[

se consideran las siguientes propiedades:

A1 Simetria. Siv(SU{i}) =v(SU{j}), VS C N~ {3,j}, entonces X;[v] = X;[v].
A2 Jugador nulo. Sii € N es nulo en el juego v € G, entonces X;[v] = 0.

A3 Aditividad. Xu+v] = X|u] + X[v], Yu,v € Gy.

A4 Para cada juego v € Gy y cada a € (0, 1) se define

nafo] =) Y e M 1—a)"[u(S) —u(S N {i})],

i€N SCN, S>1i
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entonces Z X;[v] = n,[v].

1EN

Teorema 2.19

La tnica regla de asignaciéon definida sobre el espacio de juegos Gy que verifica
las propiedades Al, A2, A3 y A4, para un valor prefijado de a (0 < a < 1), es el
semivalor o, definido en la forma:

Zoz (1 —a)"*[v(S) —v(S~{i})], i € N.

Demostracion
El semivalor o,, a € (0, 1), verifica Al, A2, A3 y A4, para el propio valor a.

Supongamos « € (0,1) y que una regla de asignacién X : Gy — R verifica Al,
A2, A3 y A4, para ese valor de a. Todo juego v € Gy puede expresarse como
combinacién lineal de la base de juegos de unanimidad de Gy, {us/S C N}, en
la forma

v = Z csug, donde cg = Z(—l)s’tv(T).

SCN TCS

Por la propiedad A3 de aditividad, basta conocer la actuacién de X sobre juegos
del tipo cug, donde R es cualquier subconjunto de N y ¢ € R.

Si el jugador i ¢ R, ur(S ~\ {i}) = ur(S), VS C N, S > i, luego i es nulo en ug;
por la propiedad A2, X;[cug] =0, si ¢ ¢ R. En virtud de la propiedad A4:

ZX,-[cuR] olcug] Z Z a® (1 —a)"Pclur(S) —ur(S~{i})].

Como antes, para i € N N\ R, ugr(S) —ugr(S~{i}) =0, VS C N, S > i. Para
i € R, los tnicos subconjuntos S 3 i que consiguen que ug(S) —ur(S ~\ {i}) =1
son exactamente de la forma S = RU P, donde P C N ~\ R. Atendiendo a los
diferentes cardinales de los subconjuntos P cumpliendo la condicién que se ha
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establecido, podemos escribir:

ZX cug] _crz< ) QP11 — )P

n—r

=cra™! (n B r> aP(1 — )P
20,

p=0

=cra” Y a+1—a)" " =cra

Ahora, por la propiedad A1l de simetria, todos los elementos de R reciben el mismo
pago por X, de forma que si i € R:

X;|cug] E Xilcug] = ca”™
2€R

De esta manera resulta completamente determinado el pago por X para cualquier
juego v € G . Esto completa la demostracién. [

Podemos comprobar que el semivalor o,, a € (0, 1), asigna los mismos valores
que X para el juego cur € Gy. Si el jugador i ¢ R, i es nulo en cug, entonces
(0a)ilcug] = 0. Sii € R, ur(S) — ugr(S ~ {i}) = 1 exclusivamente cuando
S = RUP, P C N~ R; en cualquier otro caso, ug(S) — ugr(S ~ {i}) =
Entonces,

(0a)ilcur] = ¢ Z N1 — )" S [ug(S) — ur(S~{i})], i€ R;

SCN
S>i

ilcug) Z ( ) Pl — )" " P =ca"!, i€R.

p=0

Asi, X;cugr] = (04)ilcur], Vi € N, YR C N, Ve € R, de donde se concluye que
X =0,.
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2.3 Semivalores inducidos

Nos proponemos ahora asociar a cada semivalor concreto o definido sobre el espacio
de juegos Gy una familia de semivalores, de manera que cada uno de sus miembros
esté definido sobre espacios de juegos donde el conjunto de jugadores sea de cardinal
inferior al del propio N. En este cometido jugardan un papel esencial las familias
de semivalores binomiales que se acaban de considerar.

Para un semivalor concreto o : Gy — R, fijados n niimeros reales 0 < a; < ay <
. L. . n

-+ < oy, < 1, existen n escalares tnicos A, 1 < j < n, tales que: 0 = ijl AjTaj

con Z;;l A; = 1. Siguiendo la nomenclatura introducida en la definicién 2.15 para

los coeficientes de los semivalores binomiales, los coeficientes del semivalor o son:

n
Ds = Z)\jpgj’s’ 1 S S S n.
j=1

A partir de la igualdad anterior, definimos para cada natural m, (1 < m < n), los

siguientes nimeros:

Py = Z AjPa sy 1< s<m. (2.1)

Lema 2.20
Con la nomenclatura de la definicién 2.15, los niimeros definidos en la expresién
(2.1), verifican:

= -1
(a) Z (T:_ 1)]_7;” =1, paracadam, 1 <m <n.

s=1
(b) p™ son independientes de los ay, aw, ..., v, escogidos, asi como de los escalares

A1, Ag, ..., A, de la combinacién lineal.

Demostracion
(a) Fijado m, 1 <m <n,

(M S (MY Sy e Y e A
DGR 0 S DIYENS 319 of (i D

s=1
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ya que como los coeficientes Pa;,s SON los correspondientes a un semivalor definido
sobre juegos con m jugadores se verifica:

2(5—1)1’@’5:

(b) Suponemos el caso 0 < a3 < ag < -+ < a,, < 1. En la expresién de p;,

sustituimos cada p,, s por su valor en funcién de los nimeros «;:
n n
_ _ o s—1 \n—s
Ps = E AjPa; s = g Ajai (1 —ay)"7, 1<s<n.
=1 =1

En las igualdades para s = 1,...,n — 1, separamos un factor del tipo 1 — «; en cada

término del sumatorio,
Z)\ 1 —aj)a (1—04])""9’1, 1<s<n-1,

Py = Z /\jof;*l(l S Z Nas(l—oy)" 7t 1<s<n-—1,

Jj=1 Jj=1

ps—}—Z)\jaj(l—aj —(s+D) Z)\ofll—a])”ls 1<s<n-1

=1

El sumatorio que acompana a ps en el miembro de la izquierda es psy1, 1 < s <
n — 1, mientras que el de la derecha es el nimero p?~1, 1< s <n—1,

Ds + Dst1 = Z)\jaj_l(l - O‘j)nilis = p?il, 1<s<n-1.
En las igualdades anteriores para s = 1,...,n — 2, repetimos el proceso:

P+ P = Nl —o)a(1—ay)" 7 1<s<n-2

Pt Pt = DAoL =) = Y N1 ) 1< s<n-2,
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st a1+ D Nes(1— )" =N "Nt (1 — )", 1<s<n—2.
Jj=1 j=1

El sumatorio que acompana a ps + psi1 en el miembro de la izquierda es psiq +
Psi2, 1 < s < n—2, mientras que el de la derecha es el nimero p? 2, 1 < s <n—2,

Ds + 2ps+1 +ps+2 = Z Ajajil(l - aj)anfs = p?727 1 S S S n— 27
j=1

o lo que es lo mismo:

2

2 n
> (j)p i = Y N (L) =t 1<s<n-2
Jj=1

J=0

Con esto hemos probado que los nimeros p7* tienen una expresién independiente de
a1, Q, ..., p v de Ap, Ao, ..., A, para los casos m =n—1y m = n—2. Supongamos
ahora que esta expresén es valida para m +1 (1 < m+ 1 < n) y veamos que
también se verifica para m.

Por hipdétesis de induccién:

n—(m+1) n_(m+1) n
DN ClUat) W S PRTERE LS R

=0 J =1

En las igualdades anteriores para s = 1, ..., m, separamos un factor del tipo 1 — ¢

en cada término del sumatorio:

o (m+1) -
Z ( : )psﬂ = Z)\j(l—%’)a?*l(1—%‘)"”17571 =pit 1 <s<m,

n n

n—(m+1)
n—m + 1 S m—s S— m—s
Z ( (j )>ps+j+z Ajai(1—ay)" ™ = Z/\j()éj '1—a)™*, 1< s < m.
=0

j=1 7j=1
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Por la hipétesis de induccién para s +1(2 < s+ 1 < m+1), el segundo sumatorio
del miembro de la izquierda es

i (m+1)
Z . DPs41+j5

=0 J

mientras que el sumatorio de la derecha es el nimero p*, 1 < s < m. Por lo tanto:

n—(m+1) n—m
n—(m+1) n—(m+1) m
Z ( . )ps+j+2( j—l p8+j:p37 1§5§m7

=0 J j=1

n—(m+1) n—(m+1)
Z n—(m+1) n—(m+1)
Ds + ( )ps+3 + E ( . ps+] + ps+n m ps )

j=1 ] =1 ] — 1
n—(m+1) n — m+1) n—(m+1) -
ps+ Z + ]_1 p3+j+p5+nfm:ps,
n—(m+1)
s+ Z ( . )ps+j + Pstn—m = pgn, 1<s<m,
de donde,

=0 7

Esta expresion prueba que para cualquier valor de m, 1 < m < n, los nimeros
pT', 1 < s < m, no dependen ni de la eleccién de oy, as, ..., a,, ni de los escalares
A1, A2, ..., A, de la combinacién lineal, para el caso 0 < o < ap < -+ < a,, < 1.
Los casos restantes, a; = 0, o, # 1; 1 # 0, a, = 1; a3 = 0, ay, = 1 tienen un
tratamiento similar, modificando de manera conveniente el niimero de sumandos
en los diferentes sumatorios. [l

Proposicién 2.21

Dado un semivalor o : Gy — RY, |N| = n, de coeficientes p,, 1 < s < n, que
para a; € [0,1],1 < j < n, a; # ay si j # k, se expresa en forma unica como
0 =31 Ai0a,, con > 7 Aj =1, entonces, los niimeros
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definen los coeficientes de un semivalor ¢™ : Gy — RM  |M| = m, para cada

m, 1 <m<n.

La familia {6™}1<m<n que denominamos familia de semivalores inducidos por o en
espacios de juegos con menor cardinal del conjunto de jugadores, es independiente
de la eleccién de los nimeros o, 1 < j < n, y de los coeficientes \;, 1 < j < n,
de la combinacién lineal.

Demostracién
Siv e Gy, 1 < |M| <n, al calcular

ol = Y pr(S) —u(S\{i})],

SCM, S3i

los coeficientes p7" son los mismos para cada cardinal de las coaliciones que inter-
vienen, |S| =s,1 < s <m=|M|.

Por la parte (a) del lema 2.20:

“ ~1
Z(m )pgnzl, 1<m<n.
s—1

s=1

En la parte (b) del mismo lema se prueba la independencia de los coeficientes pZ* de
los niimeros escogidos a1, ao, ..., o, v de los escalares Aq, Ag, ..., A, de la combinacién
lineal. La misma férmula (2.2) que nos da la independencia nos permite ver que:

n—m

m n—m
ps:Z( ] )ps+j20 paral < s <m.

Jj=0

Por tanto, se verifican las dos propiedades que se exigen a los coeficientes de
cualquier semivalor: cada elemento de {0 }1<m<n €s un semivalor sobre cada G,
|M| = m, y estd bien definido. [

Ejemplo 2.22

(a) Si consideramos el valor de Shapley como semivalor definido sobre el espacio
de juegos Gy, entonces, los semivalores inducidos en espacios de juegos con menor
cardinal del conjunto de jugadores son también valores de Shapley.
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(b) Si el semivalor sobre el espacio de juegos con n jugadores es de tipo binomial,
0a, 0 < a < 1, entonces, los semivalores inducidos en espacios de juegos con
menor cardinal del conjunto de jugadores son también binomiales, o', 0 < o < 1,
para 1 < m <n.

Demostracion
(a) Los coeficientes del valor de Shapley para juegos de Gy son
(s —1l(n —s)!

Py = (n,s) = 1 1<s<n
n:

Segtin hemos visto, para juegos cooperativos con n — 1 jugadores, y para 1 < s <
n—1:
(s—Dln—=s)! sl(n—s—1)!
_|_
n! n!

pgil =Ps T Ds+1 = 7(”7 S) + 7(”7 S+ 1) =

Y

(s—1l(n—s—1)! (s—1l(n—s—1)!

Pl = n! [n—s+s]= 1) =v(n—1,s).

Supongamos que lo que queremos probar es cierto para m+ 1, (1 <m + 1 < n):
p" = ~(m+1,5), 1<s<m+1,

y veamos si es cierto para m, (1 < m < n):

(s—=DI(m+1—-s)! sl(m—s)!

mo__ m—+1 m+1 — 1 1 1) =
Ds Ps = +Dst1 7(m—i— 73)+’Y(m+ y 5+ ) (m—i—l)! (m—i—l)! ’

— 1)l — ).
pp =R, 1<s<m

(b) En el caso de semivalores binomiales sobre juegos de G, para o € (0,1), los
coeficientes son, p, = a®* (1 — a)" %, 1 < s < n. Sustituyendo en la férmula
general:

n—m n - m n—m ’)’L - m ) )
pgn = ( . )ps+j — ( ) )aerJl(l - Oé)nfsfj, 1 S S S m,
=0
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Para a=0: p; =1, p, =0, 2 < s < n; de aqui:

" n—m n—m _ —n h
pl:z< j )lerj:l; p5:Z< j )szrj:O,QSSSm,

=0

Paraa=1:p,=0,1<s<n-—1; p, =1; de aquf:

ps=2( j >p5“:0’1§3§m‘15 PmZZ( j >p’”“:1'
=0 =0

Caso particular 2.23

Si en el apartado (b) del ejemplo anterior consideramos el valor o = 1/2, el semi-
valor inicial tiene coeficientes p, = (1/2)* (1 —1/2)" ¢ =1/2""1 1 < s < n: es
el valor de Banzhaf. Los semivalores inducidos en espacios de juegos con menor
cardinal del conjunto de jugadores son también valores de Banzhaf puesto que sus
coeficientes son: p™ = 1/2™ ! para1 <s<m (1 <m <n).

Observacion 2.24

La manera de obtener el vector de pagos por un semivalor inducido ¢ a partir
de la EML es, formalmente, la misma que la de obtener el vector de pagos del
semivalor o a partir de la EML correspondiente a un juego de Gy.

Es decir, si o es un semivalor sobre juegos de G, con |N| = n, que se expresa en

n n
o= g AjGa,, CON E Aj=1
=1 =1

una vez escogidos los nimeros 0 < a7 < as < -+ - < a,, < 1 y suponiendo que

forma nica como

f = f(x1,29,...,2,) es la EML de un juego v € Gy, por el teorema 2.10, para cada
1€ N:

Z)\]a.r aj = (Oéj, ...,Oéj).
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Por la forma que adoptan los semivalores inducidos, con los mismos coeficientes
de la combinacién lineal, podemos afirmar que si un juego w € Gy, con |M| =m,
1 < m < n, el pago que el semivalor ¢™ asigna a cada jugador ¢ € M puede

calcularse mediante la siguiente expresion:

n a_
o;'lw] = Z)\ja—yf_(aj), @; = (o, ..., ),

Jj=1

donde f = f(y1,v2, ..., ym) €s la EML del juego w € Gy;.

2.4 Semivalores modificados

Consideramos ahora un juego cooperativo concreto v € Gy, con |N| = n, y que
en el conjunto N de los jugadores se ha formado una particién por una estructura
de coaliciéon B = {By, By, ..., Bn}.

Queremos estudiar cémo varfa la asignaciéon que un semivalor o otorga a un jugador
cualquiera ¢ € B;, por el hecho de haberse formado la estructura de coalicién B.
La asignacién inicial al jugador ¢ se designa por o;[v] y la asignacién modificada
para juegos con estructura de coalicién la designaremos por o;[v; BJ.

Para poder llevar a término el proceso de construcciéon del semivalor modificado
necesitamos tener semivalores definidos sobre cualesquiera conjuntos de jugadores
M, con |[M| =m, 1 < m < n. Estos semivalores, que forman una familia para
cada semivalor o sobre el espacio de juegos G, con |N| = n, son precisamente los
semivalores inducidos por o sobre espacios de juegos con cardinal del conjunto de
jugadores menor que el de N, es decir:

o™ Gy — RM 1<m<n,
donde se considera o™ = o.
La existencia de estos ¢™ nos permitird seguir un proceso paralelo al que conduce

a la definicién del valor coalicional a partir del valor de Shapley, pero ahora para

cualquier semivalor.
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Consideramos un semivalor determinado o definido sobre G, |N| = n. Escogemos

un conjunto arbitrario de n mimeros reales 0 < o < as < -+ < a,, < 1, de manera

que el semivalor o se expresa en forma tnica como combinacién de semivalores
. . n n

binomiales: o =} 7| A\joa; con » 5 A = 1.

Designamos como M el conjunto de las clases en N por la particién en coaliciones
B ={By,Bs, ...,Bny}; M es un conjunto de m jugadores, 1 < m < n.

Siel jugador i € Bj, podemos definir el juego up;x sobre M de la manera siguiente:

up, k(L) =v(J BINK'), K =DBjNK

leL

donde L es cualquier subconjunto de M (L C M).

Este es el juego que juegan las clases de la particién, excepto la clase B; a la que
pertenece el jugador ¢, que es reemplazada por el subconjunto K C B;.

Como que el juego up, |k estd definido sobre un conjunto M con m jugadores (1 <
m < n), podemos aplicar el correspondiente semivalor inducido por ¢ para juegos
con ese cardinal del conjunto de jugadores: ¢™. Asi podemos construir el juego
w, sobre cualquier subconjunto K C B; en la forma:

wj(K) = (0™);[us, k], K C B,
es decir:
wi(K) = (Mo + X0™ + -+ -+ Xo™ )[up, k], K C By

El valor w;(K) indica la asignacién que por el semivalor inducido ¢™ le corres-
ponderia al subconjunto K C B; si negociara directamente con las demds clases
como jugadores del juego cociente, ignorando los restantes elementos de su clase,
es decir, sin considerar K’ = B; \ K.

A continuacién, dado que el juego w; estd definido para cualquier subconjunto
de Bj, es decir, estd definido sobre un conjunto con |B;| = b; jugadores, al ser
1 <b; <n, podemos aplicar el semivalor inducido por o para juegos con cardinal
del conjunto de jugadores b;, y definir finalmente el semivalor modificado por la
estructura de coalicién B en la forma:
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oi[v; B = (0%)[w;], i € By,
es decir:

O'z[U,B] = ()\10'?51 + AQO’ZZ + -+ /\nagjn)z[w]], 1€ Bj

Determinamos ahora el juego w; para llegar a obtener una expresién explicita del
semivalor modificado. Consideramos, en particular, que a; € (0,1), 1 < j <n, en

Cuyo Caso:

n

wj(K) = Z < Z)‘qalq_l(l - O‘q)m_l ) [UBHK(L) - qu|K(L\{j})] )

L3j q=1

wj(K):Z(iAqag—lu—aq)m—l)[U(U B~K') —v( U BZ\K’)].

o5 g leL leL~{j}

Si escribimos L = T'U {j}, T' # j, entonces | = t + 1 y la igualdad anterior se

transforma en:

w(8) = Y (Ml — a1 ) [o(U BUK) —o(U B)

T#j = q¢=1 teT teT

A partir de aqui:

oifo B = - (Do ey 1= ) ) fuy(8) = wi(S' (i)

SIQB]' pzl
S'34

Escribiendo S" = S U {i}, para S Z i, es & = s + 1, quedando la igualdad anterior
en la forma:

oo Bl = D (Do hept— ) ) (S U L)) — wy(S)).

S%i

Si en esta férmula sustituimos w;(SU{i}) y w;(S) por la expresién mediante doble
sumatorio que habfamos logrado para w;(K) resulta, para i € B;:
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oi[v; B] :Z(ZAO& 1—apb'_51>[2<2)\a 1_aqmt1>_

SCB; p=1 TZj q=1
S¥i
(U BUSU{ED = (U BUS) |

oilv; B] = Z Z <Zx\pa 1—apb*51>(2)\oz 1—aqmt1>-
SCB;~{i} TCM~{j} = p=1
-[v(th B;USuU{i}) — v(th By U S).
(2.3)

Los coeficientes que acompainian a v({J,cp B USU{i}) — v(U,cp Bt U S) dependen
de s = |S| y dependen de t = |T|, pero no dependen de los coeficientes de la
combinacién de o en funcién de los semivalores binomiales o, ni tampoco de la

eleccién de estos «; en (0,1). Asi podemos enunciar la siguiente propiedad.

Teorema 2.25

(a) Si o es un semivalor definido sobre los juegos de Gy, con |N| = n, que para
0<a; <ay <---<a, <1 seexpresa como o = Z?Zl AjOq,, CON 2?21 A =1,
y en el conjunto N de jugadores se ha establecido una particién mediante una
estructura de coalicién B = { By, Ba, ..., By}, entonces el semivalor o modificado
para juegos con estructura de coalicién puede obtenerse por medio de la siguiente
expresion:

D S [ S S T
p=1 g=1 SCB;N{i} TCM~{j}
Jo(U BrUSU{i}) —o(U B;US)
teT teT
(2.4)
para i € B;, B; € B.

(b) La expresién anterior es independiente de los niimeros reales oy, . . ., a, escogi-
dos para formar el sistema de referencia de semivalores sobre G y también de los

coeficientes de la combinacion lineal de ¢ en funcién de o, ...,04

n*
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Demostraciéon

(a) La férmula de este apartado se deduce directamente de las consideraciones
previas a su enunciado para el caso a; € (0,1), 1 < j < n. Los casos restantes,
a1 =0,a,# 1,00 #0, a, = 1; a; =0, a,, = 1, tienen un desarrollo similar mo-
dificando convenientemente el nimero de sumandos en los diferentes sumatorios,

de acuerdo con las expresiones de la definicién 2.15 y de la observacién 2.8.

(b) Sabemos que cada semivalor inducido ¢™, 1 < m < n, es independiente de la
eleccién de los nimeros «;, 1 < j < n, a partir de los cuales se forma el sistema de
referencia de semivalores; como éstos son los que se emplean, primero para definir
w;(K) = (6™);lup, k], K C Bj, y después para definir o;[v; B|] = (0%);[w;], i €
B;, podemos afirmar que se cumple la independencia de la expresién (2.4) de los
nimeros o, 1 < j < n, escogidos y de los escalares A;, 1 < 57 < n, que aparecen
en la combinacién lineal. [

Consecuencia 2.26
Si las estructuras de coalicién son los casos extremos:

(a) B=N; ={{1}, ..., {n}}, coaliciones individuales, entonces o[v; N;| = o|v].
(b) B={N} ={{1,2,...,n}}, coalicién total, entonces o[v; { N}] = o[v].

Demostraciéon
(a) En la estructura trivial en la que cada coalicién estd integrada por un tnico
jugador, si se sigue la notacién general:

i € By, un tnico elemento: S C B;~\{i} = S=0; TC M~ {i} = N~ {i}.

oilv; Ny] = ZZ)\)\ > a1 =) (T U {i}) — o(T)),

p=1 ¢g=1 TCN~{i}

n

0ilv; Np] = Z[ZA S al(l—a)" (T U {i}) — o(T)] | A,

p=1 TCN~{i}

n

oi[v; Nf| = ZA anz ZAp—Uz[]

p=1
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(b) La otra estructura extrema en la que figura una unica coalicién adopta en
términos de la notacién general la forma:

B = {N}, un tnico elemento: S C N~ {i}; TC M~ {j}, [M|=1=T=10.

vi{N} = ZZAA Y ol =) (S U{i}) —u(S)],

p=1 g=1 SCN~{i}

n

= [ XA X ax - e blS Ui - o) | A

q=1 p=1 SCN~{i}

n

v;{N}] = ZA 0ap)ilt] Y Ay =oyv]. O

g=1

Proposicion 2.27

Supongamos que o es cualquier semivalor sobre el espacio de juegos G y que B
es cualquier estructura de coalicién en el conjunto de jugadores N. El semivalor
o modificado para juegos con estructura de coalicién verifica las propiedades:

(a) Jugador nulo. Sii € N es nulo en el juego v € Gy, entonces o;[v; B] = 0.

(b) Simetria dentro de cada bloque. Siv(SU{i1}) = v(SU{ia}), VS C Nx{i1,i2},
con iy,1iy € B;, (Bj € B), entonces o;, [v; B] = 0;,[v; B].

(c) Aditividad. ou + v; B] = olu; B] + olv; B], Yu,v € Gy.
(d) Monotonia. Si v € Gy es monétono, entonces o;[v; Bl >0, Vi € N.

(e) Monotonia dentro de cada blogue. Siv(SU{i1}) > v(SU{iz}), VS C N\{i1,i2},
con iy,1iy € B;, (Bj € B), entonces o;, [v; B] > 0;,[v; B].

(f) Titeres. Sii € N es un titere en el juego v € Gy, entonces o;[v; B] = v({i}).

Demostracién
Los apartados (a), (b) y (c) son consecuencia directa de la expresién para o;[v; B,
i € B;, B; € B, obtenida en la férmula (2.4).
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La expresién para o;[v; B] en esa férmula pone de manifiesto la dependencia en
el célculo de la asignacién del semivalor modificado respecto a los coeficientes
(A1, ..., Ap) del semivalor o en el sistema de referencia de semivalores binomiales que
se haya escogido. Si en vez de considerar la expresion (2.4) se toma en consideracién
la expresién (2.3), en la que los escalares A\,, A\, 1 < p,q < n, figuran junto a los
coeficientes de los semivalores binomiales,

Z Z <Z)\a (1-a,) 751>(Z)\a 1—apmt1>-
SCB~{i} TCM~{j} = p=1
[ v BUSUED -y BUS) |,
se llega a

oilv; B] = Z Z pgﬂ_lp;'}rl [ v(th B;uSuU{i}) — v(th B;US) ] :

SCB;~{i} TCM~{j}

donde pzﬂrl, 1 <s+1<bj,yph, 1 <t+1< m,son los coeficientes de los
semivalores inducidos por ¢ en espacios de juegos con cardinal del conjunto de
jugadores b; y m, respectivamente (b;, m < n).

A partir de la expresién anterior es inmediato comprobar (d), ya que siv € Gy es

monaétono,

v(th B;uSuU{i}) — v(th B,US) >0, VS C B;~{i}, VI C M~A{j},

que junto a pSHpt+1 > 0, da lugar a o;[v; B] > 0, Vi € N. De manera andloga se
probaria (e).

Por dltimo, para demostrar la propiedad (f), si i € N es un titere en el juego
v € Gy, se cumple

w(SU{i}) = v(S) +v({i}), VS C N-{i},

de forma que la expresién para o;[v; B] queda reducida a:

Z Z pg{Hpﬁl v({i}).

SCB;~{i} TSM~{j}
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Pero como pﬁiH, 1 <s+1< by, ypf,1 <t+1 < m, son coeficientes de

semivalores:
bj—1 m—1
b b: —1 b; m—1 m
Z sz-|—1 = Z < ! s )psj-i—l = 17 Z pt+1 Z ( t )pt_H - 17
SgBj\{i} s=0 TCM\{]} t=0

y se concluye que

o;lv; Bl = v({i}). O

Observacion 2.28

En la expresién (2.4) del semivalor modificado aparecen n? términos de tipo més
sencillo que designaremos por a,,(i, v, B), ya que dependen del jugador i, del juego
v, asi como de la estructura de coalicién B.

apqg(i,v, B) = Z Z ool (1 — o)l s 1 (1 — o)™t 1

SCBj~{i} TCM~{j}

Jo(U BiuSU{i}) —v(lJ B:US)|.

teT teT

El coeficiente correspondiente a uno de estos términos es A\, \,, (1 < p,q < n). Los
Aj, que son los coeficientes de la combinacién lineal 0 = Aoy, + - - - 4+ A\yoa,,
verifican 77 A; = 1. También la suma de los coeficientes A\, (1 < p,q < n)

cumple esta misma condicién:
Z Z Mg = Z A Z A= 1.
p=1 g=1

Estos n? términos que aparecen, cuando estd claro cudl es el juego v y cudl es la
estructura de coalicién B definida sobre N, pueden escribirse simplemente como
ape(?) y formar la matriz que denominamos A(i):

A(i) = (apg(i) ), 1<p,g<n.

Teorema 2.29
Con las notaciones introducidas, el pago que el semivalor modificado para juegos
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con estructura de coalicién asigna a un jugador i puede calcularse matricialmente
mediante la siguiente expresion:

o;|v; Bl = Al A7) A, (2.5)
donde A es la matriz columna de los coeficientes de o como combinacion lineal de
los semivalores binomiales para oy, ag, ..., ay,, es decir, At = (A Ag - - - A,).
Demostracion

Sustituyendo en la expresién general obtenida para o;[v; B] la definicién dada para
apq(1), se obtiene:

oilv; B] = Z Z ApAqlpg (i, v, B),

p=1 ¢=1

n n

oifv: B = ( > Apttpg (i, v, B) ) A, = A A(i,v, B) A,

q=1 p=1
siendo ésta la expresion que simplificada se da en el enunciado. [

Observacion 2.30

(a) La matriz A(7) no depende del semivalor concreto o cuya expresién modificada
se pretende calcular; A(7) depende de los n semivalores o,,,04,, ---,04, que se
escojan como sistema de referencia en el hiperplano de semivalores para un deter-
minado cardinal del conjunto de jugadores, asi como del juego v que se considere
y de la estructura de coalicién B que se forme.

Por otro lado, es la matriz A la que depende exclusivamente del semivalor con
que se esté trabajando, de manera que fijada la matriz A(i) pueden estudiarse
las asignaciones modificadas por diferentes semivalores sin mas que sustituir en el
producto las diferentes expresiones de A.

(b) Una vez fijado el sistema de referencia de semivalores binomiales {74, }1<j<n,
los elementos de la diagonal principal de la matriz A(7) son los pagos que por cada
uno de los semivalores binomiales modificados para juegos con la estructura de
coaliciéon B le corresponderfan al jugador i, es decir:

(Uaj)i[’l);B] = ajj(z'), 1< ] < n, 1€ N.
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En efecto, tal y como se han definido los elementos a,,(i), 1 < p,q < n, de la
matriz A(z), el semivalor binomial que actia en el nivel de los integrantes de la
coalicién B; es el correspondiente al valor a,,, mientras que el que actia en el juego
cociente modificado es el correspondiente al valor «,. Para cualquier elemento de
la diagonal principal de la matriz A(7) actia en los dos niveles el mismo semivalor
binomial, de donde se sigue la igualdad de la férmula anterior.

Asi, los elementos de la diagonal principal de la matriz A(4) tienen significado por
ellos mismos, mientras que el resto de elementos se entienden como necesarios para

obtener cualquier semivalor modificado para juegos con estructura de coalicion.

Teorema 2.31

Sean v € Gy un juego cooperativo y B = {By, B, ..., B;,} una estructura de
coaliciéon definida en N. Para un jugador ¢ € Bj, se puede obtener el término
apg(?), 1 < p,q <n, de la matriz A(7) por medio de las reglas siguientes:

(1) Se determina la EML f = f(x1, 2, ...,x,) del juego v.

(2) Para cadat € M, t # j, y cada m € B, se sustituye la variable x,, por y;. Asi
se obtiene una nueva funcién de las variables =y, y, para k € B;, t € M ~ {j}.

(3) En la funcién anterior se reducen a 1 todos los exponentes que aparezcan en
yt, es decir, se cambia y; (r > 1) por y;, obteniendo de esta manera otra funcién
multilineal,

gi(zk,w), ke Bj, teM~{j}

(4) Se deriva la funcién g; respecto a la variable z;.
(5) Se sustituye cada zj, por o, y cada y; por a.

De esta manera, escribiendo
_ . _ Bi|l -
a, = (ap, ...,0p), ap€R| il i € By,
— — m—1
a, = (ag, ...,0q), g € R™,

podemos concluir que:

Apy(1) = T(ap, a,), 1<pqg<n. (2.6)
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Demostracion

Supongamos que f = f(x1,xs, ..., z,) es la EML del juego v € Gy; ésta adopta la

flxy,za, .. 2p) = Z ij H (1 —xp)v(Q).

QCN jeQ kENNQ

forma:

Si |B;| = b, al aplicar la regla (2) para cierto t € M ~ {j}, aparecen expresiones
con la variable y, que son de tres tipos diferentes: 3°, (1 — 1), y2" (1 — 4,)* con
b1—|—b2 :b, 0< bl,bg < b.

Actuando segun la regla (3), las primeras expresiones se transforman en y;. Las

segundas expresiones son:

b b
b b
-t =3 () v =14 Y () ot
h=0 h=1
de forma que al sustituir y* por y; para 1 < h < b, queda:

b

1+yt2(z>(—1)h:1+yt[Z(Z)(—l)h—l [=1-u

b
h=1 h=0

Finalmente, las del tercer tipo, mixtas, se anulan, pues al hacer la transformacién

pasan a ser:

yi (1 — ) = f: (22) (=Dt — g, i (b]j) (—1)" = 0.

h=0

Esto supone que tras aplicar las reglas (2) y (3), los dnicos términos cuyo coeficiente
no se anula son aquellos que contienen todos los elementos de B; o ninguno de ellos.
Asi las coaliciones @@ con coeficiente no nulo adoptan la forma:

Q=UBuUS, TCM-{j}, SCB;

teT
El coeficiente para una de tales Q) es:

HfEk H (1—51%)1_[% H (1 =),

keS  keBj;\S teT  t¢Tu{j}
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de manera que la funcién multilineal g; queda:

gj((xk)keB]-, (?Jt)t#j) =

-> > [H= II a-=0Ilw IT a-w |eUBuUS).

SCB; TCM~{j} keS  keB;~S teT  t¢Tu{j} ter

Derivando, segtn (4), respecto a la variable z;:

g (Tk, ye) = Z Z [Hl'k H (1—5Ek)Hyt H (1—%)}'

SCBj~N{i} TCM~{j} keS ke(Bj~{i})\S teT  t¢TU{j}

Jo(U BiUSuU{i}) —o(lJ B:US)].

teT teT

Sustituyendo cada zy, k € B;, por oy, y cada y, t # j, por oy, se obtiene:

09; s m—t—
3_90]1 Qp, Q) Z Z 51— o)t el (1 — ag)™

SCB;~{i} TCM~{j}
(U B:USU{i}) —v(U BiUS).

teT teT

En consecuencia:

(0, 0g) = ape(1), 1<p,qg<n. 0O

Ejemplo 2.32
Consideramos el juego v definido sobre N = {1,2,3,4} en la forma: v(S) = 4 si
1eS#N,v(S)=2"1si1¢ S yv(N)=8.

La EML asociada a v es:

fx1, 29, 23,4) = 421 + T2 + T3 + T4 — T1T9 — T1X3 — T1X4 + ToX3Ty4 + 3T1ToT3T4.

Para este juego, los valores de Shapley y de Banzhaf son, respectivamente,

olv] = (13/4,19/12,19/12,19/12),  [v] = (23/8,9/8,9/8,9/8).
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Supongamos que se quiere estudiar cémo se modifican las asignaciones al primer
jugador al formarse la estructura de coalicion B = {{1,2},{3,4}}.

En primer lugar, la modificacién de la EML hasta obtener ¢;(x1, 22, y2) siguiendo
los pasos (2) y (3) del teorema 2.31 resulta:

G1(x1, T2, y2) = 41 + o + 2y2 — T 122 — 221y + Ty + 3T1T2Yo,

dg
Er - (21,22, 92) =4 — 22 — 2y + 3T2Ys.
T1

Cambiando ahora zy por a; y y» por a, obtenemos:

apg(1l) =4 — o, — 20, + 3,00

(a) Tomando como sistema de referencia en el hiperplano de semivalores los bi-
nomiales correspondientes a los valores a; = 0, as = 1/3, ag = 2/3, ay = 1, se

obtiene la matriz:
4 10/3  8/3 2
11/3 10/3 3 8/3
10/3 10/3 10/3 10/3
3 10/3 11/3 4

Vamos a calcular para el primer jugador el valor de Banzhaf 1) modificado por B;
denotamos por Bhy, = (1/8,1/8,1/8,1/8) el punto del hiperplano de semivalores
correspondiente al valor de Banzhaf, de manera que en funcién de estos semivalores

binomiales resulta ser:
-1 9 9 -1

00+ —=01/3+ —=02/3+ —01.

Y= 16 16 16

De aqui,
Al = ( ~1/16 9/16 9/16 —1/16),

obteniendo el resultado:

P [v; Bl = AP A(1) A = —.
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(b) Considerando los mismos semivalores binomiales, vamos ahora a calcular para
el primer jugador el valor de Shapley ¢ modificado por B. En este caso, denotando
el punto correspondiente al valor de Shapley como Shy = (1/4,1/12,1/12,1/4),
resulta ser:
1 3 3 1

¢ = 370 + g71/3 + 37213 + g
De aqui,

At = ( 1/8 3/8 3/8 1/8 ) ,
obteniendo el resultado:

@mm:NAmA:§.

Este resultado era previsible, ya que cuando se calculan semivalores modificados
se trabaja en dos niveles: por una parte, a nivel de las clases de la estructura
de coalicién y, por otra parte, dentro de la propia coalicién a la que pertenece
el jugador cuyo semivalor modificado se pretende calcular. En este caso ambos
niveles se corresponden a juegos bipersonales donde los semivalores inducidos por
Shapley y por Banzhaf tienen los mismos coeficientes, (1/2,1/2).

(c) Consideramos ahora con el mismo juego inicial v la estructura de coalicién

B = {{1},{2,3,4}}.

A partir de la EML del juego inicial pasamos a calcular la funcién go(xs, 23, 4, 1),
que no es otra que la misma f en la que se ha cambiado z; por y;. Como pre-
tendemos evaluar la modificacién correspondiente al segundo jugador derivamos
respecto a xs:

0
3_9962(902,%; T4, 1) = 1 — y1 + 2324 + 3232491
2

Cambiando x3,z4 por o, y ¥1 por a, obtenemos:

apg(2) =1 — ag + o + 3azay.

Volvemos a tomar los mismos semivalores binomiales para formar la matriz A(2):
1 2/3 1/3 0
10/9 8/9 2/3 4/9
13/9 14/9 5/3 16/9
2 8/3 10/3 4
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Como antes, el valor de Banzhaf como semivalor para juegos con cuatro jugadores
se expresa como combinacién lineal de estos semivalores binomiales dando lugar a
la matriz A:

At = ( ~1/16 9/16 9/16 —1/16).
De aqui:
ol B = At A(2) A = %

El valor de Shapley puede expresarse de la misma manera, dando lugar a la matriz

A:
A= (1/8 3/8 3/3 1/8).

Resulta entonces: A
dylv; B = At A(2) A = 3

(d) Para el mismo juego inicial v y considerando la estructura de coalicién B’,
volvemos a calcular semivalores modificados para el segundo jugador. En este
caso escogemos como semivalores binomiales de referencia los que corresponden a
los valores ai; = 1/8, as = 3/8, a3 = 5/8, ay = 7/8. Sustituyendo estos valores
en la expresion de a,,(2) obtenemos los diferentes elementos de la matriz A(2):

apg(2) =1 — o + o2 + 3aay,

459 337 215 930
1| sar a3 399 325
T512| 723 745 76T 789
087 1153 1319 1485

Para calcular ahora el valor de Banzhaf ) modificado por B’ para el segundo ju-
gador, necesitamos tener este semivalor como combinacion lineal de los semivalores
binomiales escogidos:

-1 9 9 -1

= 1618 + =038+ —05/8 + —=07/8.

4 16 16 16

De aqui,
Al = ( ~1/16 9/16 9/16 —1/16),
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obteniendo el resultado:

olv: B = AL A(2) A = 2

Lo mismo para el valor de Shapley,

13 n 11 . 11 . 13
=—0 —0 —0 —0
Ak 71/8 T g 08/8 T g 5/8 T g 0T/8

0
At = ( 13/48 11/48 11/48 13/48 )
obteniendo el resultado:

6o B = At A(2) & = %

En los apartados (c) y (d) se resuelve el mismo problema, tomando como semiva-
lores binomiales auxiliares diferentes sistemas de referencia, con la idea de mostrar
que el resultado es independiente de su eleccién.

2.5 Una caracterizacion axiomatica

Definicién 2.33
Parav € Gy, |N| > 2,y cualesquiera i,j € N, i # j, se define el juego v,;o; € G,
denominado juego de delegacion, en la forma siguiente:

5y (5) = { v(SU{j}) st i€,
v(S~{j}) si i¢S.

En términos de utilidad, el juego v;; atribuye a las coaliciones en las que figura
el jugador 7 la utilidad que se obtendria si también figurase el jugador j, mientras
que las restantes coaliciones pierden la contribucién marginal correspondiente al
jugador j. Asi, la presencia o la ausencia del jugador i en una coalicién equivale a
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la de los jugadores 7, 7 simultdneamente; el jugador j ha delegado en el jugador i
su actuacién en el escenario del juego.

El juego cooperativo v € G transformado por la delegacién del jugador j en el
jugador ¢ es v, € Gy.

Lema 2.34
(a) Parav € Gy, |N| > 2, y cualesquiera i, € N, i # j, el jugador j € N es nulo
en el juego v;q; € Gy.

(b) Para cualquier juego de unanimidad ug € Gy, S C N, |N| > 2, se verifica:

i,j €S = (us)iaj = Us<};
igS, j€S = (Us)iaj = US{}Ufi};
j¢s = (us)iqj = us.

Demostracién
(a) Si consideramos cualquier coalicién S C N \ {j} puede suceder:

i€8 = vigi(SU{j}) —vigs(S) = v(SU{j}) —v(SU{j}) =0,

1¢S5 = vigi(SU{J}) = vig;(5) = v(S) = v(S) = 0;

en ambos casos, v;q;(S U {j}) — viq;(S) = 0, para S C N \ {j}, de donde j es

nulo en v, ;.

(b) Suponemos i,j € Sy consideramos cualquier coaliciéon 7" 2 S ~\ {j}; como
1 € S también ¢ € T', de donde,

(us)igj(T) =us(TU{j}) =1, yaqueTU{j} DS

Para cualquier coalicién T 2 S\ {j} se cumple TU {j} 2 S, T~ {j} 2 S. En
esta situaciéon puede suceder:

€T = (us)iey(T) = us(TU{5}) =0,

¢ T = (us)iay(T) = us(T~{j}) = 0.
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El juego (ug)i«; cumple (ug)io;(T) = 1,si T O S~ {j}, mientras que (ug);o;(T) =
0, en caso contrario; en consecuencia, (ug)iq; = s~ {;}- Los demds casos pueden
probarse en forma similar. [J

Observaciéon 2.35

Consideramos en el conjunto de jugadores N, |N| > 2, la estructura de coalicién
en la que se forma un unico bloque coalicional de dos jugadores {i,j}, i,j € N,y
el resto aislados. Si denotamos por v el juego cociente, podemos establecer entre

vi; ¥ vi7 la relacion que se expresa a continuacion.

Para 8" C N~ {i,j}:
Vig;(S"U{i}) = v(S" U {i,j}) = v5(S" U {ij}),

viq;(S") = v(S") = vz(5"),

donde 7j indica la clase de los jugadores i, j en el juego cociente.

De esta forma, la utilidad que pueda obtener el bloque {i,j} al coaligarse con
cualesquiera otros jugadores, v(S"U{i,j}), S" € N~ {4,j}, se asigna a la coalicién
S"U{i} en el juego v;;.

El juego cociente v;; € Gy, |[M| = |[N| — 1. De esta manera, las 2"~" — 1 condi-
ciones anteriores determinan completamente el juego v;o; € Gy, junto a las 27!
condiciones siguientes que recogen la condicién de jugador nulo de j en el juego

/Ui<]j:

Vi (S"U{j}) = vig;(S") para 8" C N~ {j}.

Ejemplo 2.36
Se considera el juego v € Gy, N = {1,2,3}, definido en la forma:
v({1}) =1, w({2}) =2,  o({3})=1,
v({L,2}) =4, »({1,3}) =3, v({2,3}) =3, v({1,2,3})=".
Escrito como vector de R, donde las componentes indican las utilidades que ob-

tienen las diferentes coaliciones ordenadas por cardinales crecientes y, dentro de
un mismo cardinal, lexicogrédficamente, el juego v es:

v=(1,2,1,4,3,3,7).
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Suponiendo que se establece la estructura de coalicion {{1,2},{3}}, el juego co-
ciente es:

vz({12}) =4, v({3}) =1, v({12,3}) =7
A partir de estos valores, para el juego v;.9, se cumple:

vae({1}) =4, nwe({3}) =1, ne{l,3})="1.

El resto de utilidades se obtiene imponiendo que el jugador 2 es nulo en el juego

v12({2}) = v12(0) =0, v1g2({1,2}) = vi2({1}) =4,
112({2,3}) = vie({3}) =1,  v1({1,2,3}) =vn1w({1,3}) =7,

resultando:
Vig2 = (47 07 17 4; 77 17 7)

Ejemplo 2.37
Consideramos el juego simple v asociado al J.M.P. definido por
v =[51; 45, 30, 15, 10].

Este juego, que describe un consejo de administracién donde sus cuatro compo-
nentes poseen en tantos por ciento el nimero de acciones correspondiente a su

peso, escrito como vector es
v=(0,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 1, 1, 1, 1, 1).
Para este caso, el juego vo 4 €s
voqs =(0,0,0,0,1,1,0,1,0,0, 1,1, 1, 1, 1),
donde las tnicas diferencias con el juego v son:

v2aa({1,4}) =v({1}) =0 # 1 =v({1,4}),
U2<14({273}) = U({27 3, 4}) =1#0= U({273})'

El juego vo44 resulta ser exactamente el juego simple 7 asociado al J.M.P.

7= [51; 45, 40, 15, 0],
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ya que
v=(0,0,0,0,1,1,0,1,0,0, 1,1, 1, 1, 1).

En el juego v el peso correspondiente al jugador 2, p, = 40, es la suma de los pesos
de los jugadores 2 y 4 en el juego inicial v, ps = 30, p, = 10, mientras que el peso
del jugador 4 en U es p, = 0, tratdndose, por tanto, de un jugador nulo.

Segiin la solucién de Banzhaf, las asignaciones a los juegos v y v944 son

Q/}[U] = (3/47 1/47 1/4> 1/4)7 7/1[0244] = (1/27 1/27 1/2> O)a
cumpliendo

Volvaga] = Yalv] + Yy(v].

Queda reflejado en este ejemplo como el juego v;; supone la delegacién del jugador
7 en el jugador ¢ de los instrumentos esenciales de poder en un juego de mayoria
ponderada, que en este caso adoptan la forma de acciones de una sociedad.

Observaciéon 2.38

Si G denota el espacio de juegos cooperativos de n jugadores y By representa
el conjunto de estructuras de coalicién que pueden formarse en el conjunto de
jugadores IV, para las reglas de asignacion

X GNXBN — RN
(v,B) — Xv;B]

se consideran las siguientes propiedades:
B1 Aditividad. X[u+ v; B] = X[u; B] + X[v; B], Yu,v € Gy, VB € By.
B2 Titeres. Sii € N es titere en el juego v € Gy, entonces X;[v; Bl = v({i}).

B3 Simetria dentro de los bloques. Siv(SU{i1}) =v(SU{iz}), VS C N~{iy, iz},
con 41,49 € B, (B; € B), entonces X, [v; B] = X, [v; B.

B4 Si iy, € Bj y k ¢ Bj, entonces Xy[v;, «i,; B] = Xi[v; Bl.

B5 Si iy,is € Bj, entonces X, [v;, wip; Bl = X, [v; Bl + X, [v; Bl
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B6 Si B € By es cualquier estructura de coalicién en la que figura en cada bloque
coalicional, como maximo, un jugador no nulo segin el juego v € Gy y {N} es la
estructura con un tnico bloque, entonces X [v; B] = X[v; {N}].

Las propiedades B1, B2 y B3 se encuentran ampliamente referenciadas en la teorfa
dedicada a soluciones para juegos cooperativos. Las propiedades B4 y B5 se refieren
especificamente al juego de delegacién. La propiedad B4 establece que la existencia
de delegacién entre dos jugadores de una misma coalicion no ha de afectar al
pago que puedan recibir los jugadores de las restantes coaliciones, mientras que
B5 afirma que el jugador que recibe la delegacion también recibe el pago que le
corresponderia al jugador que ha delegado.

La propiedad B5 esta relacionada con uno de los axiomas propuestos por Lehrer
(1988) para caracterizar el valor de Banzhaf. En aquel axioma se considera el juego
cociente con una estructura de coalicién formada por una clase con dos jugadores
ij = {i,j} y el resto aislados. En la obsevacién 2.35 hemos visto la estrecha
relacion entre el juego de delegacién v;; y el juego cociente por esa estructura de
coalicion vy; que se resume en v;;(S U {i}) = v5(SU{ij}), vig;(S) = v5(S), para
SCN~A{ij}

Si el axioma de Lehrer exige al valor de Banzhaf v cumplir 1, [v] +1;[v] < ¥lvs],
en nuestro caso, la condicién se transforma en igualdad, demandando para al
valor de Banzhaf modificado para juegos con estructura de coalicién que satisfaga
V;[v; B] + 1;[v; B] = 9;[viq;; B], cuando i, j pertenecen a un mismo bloque coali-
cional de la estructura B.

En el capitulo siguiente dedicado a coaliciones bipersonales probaremos que, de
entre todos los semivalores, el valor de Banzhaf es el tinico que cumple la igualdad
Y;[v] +1,[v] = Pglvz]. Este resultado, de alguna manera, inspira la propiedad B5
para los juegos con estructura de coalicién. Ademsds, la introduccién del juego de
delegacion en lugar del juego cociente tiene la ventaja de mantener el conjunto de
jugadores del juego inicial.

A continuacién demostraremos que cualquier semivalor modificado para juegos
con estructura de coalicién satisface las propiedades B1, B2, B3, B4 y B6. Sin
embargo, el valor coalicional de Owen no satisface, en general, el axioma B5. Este
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hecho garantiza la independencia de B5 respecto a las demds propiedades.

La propiedad B6 indica que si en cada bloque coalicional existe, como maximo, un
jugador no nulo, entonces esta estructura coalicional es equivalente, en términos de
asignaciones, a la estructura trivial en la que se forma un tnico bloque coalicional

con todos los jugadores.

También es posible comprobar la independencia de B6 respecto a las restantes
propiedades. Para ello se consideraria una regla de asignacion mixta, es decir,
que emplea valores diferentes en el nivel del juego cociente y en el reparto en el
interior de cada coalicién. Si el mimero de coaliciones es mayor o igual a tres y
cada bloque coalicional incluye, como maximo, un jugador no nulo, el empleo del
valor de Shapley en el cociente y del valor de Banzhaf en el si de las coaliciones
consigue el efecto deseado.

Proposicién 2.39
Todo semivalor ¢ modificado para juegos con estructura de coalicién verifica las
propiedades B1, B2, B3, B4 y B6.

Demostracion
Las propiedades B1, B2 y B3 son exactamente las demostradas en los apartados
(c), (f) y (b) de la proposicién 2.27, respectivamente.

Para probar que se cumple la propiedad B4, suponemos que la estructura de coali-
cién es B = {By, ..., Bn}, i1,i2 € Bj, k € B, y p # j. En este caso la expresién
para og[v; B| es, a partir de la férmula (2.3):

ox[v; B = Z Z PPy [ U(th BiUSU{k}) - U(th BUS) |,

SCBy~{k} TCM~{p}

donde los coeficientes pﬁil, 1 <s+1<by,ypi, 1 <t+1<m,son los que
corresponden a los semivalores inducidos por ¢ en espacios de juegos con cardinales
de los conjuntos de jugadores b, y m, respectivamente.

Puede suceder ahora dos casos en relacién al bloque B; en el que se encuentran
i1,09. Sij €T, 11,19 € UT B, U SU{k}, UT B; U S, mientras que si j ¢ T ni 47 ni
te te
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io pertenecen a esos conjuntos. En ambos casos:
Vi1 <is (th Bt U S U {]{3}) — Vi, <is (th Bt U S) = U(th Bt U S U {]{?}) - U(th Bt U S),
de donde se sigue que o1[v;, «i,; B] = oi[v; B], para k ¢ B;.

Para demostrar que cualquier semivalor modificado para juegos con estructura de
coalicién cumple la propiedad B6, supondremos, sin pérdida de generalidad, que
los jugadores 1,2,...,h € N son los tnicos jugadores no nulos del juego v € Gy,
h <n.

Consideramos acto seguido uno de esos jugadores (por ejemplo el 1) y calculamos
el pago que le corresponde por un semivalor cualquiera sobre GG que tenga por
coeficientes p,, 1 < s < n.

oifo] = Y pafp(S) —w(SN{1H] = Y penaf(SU{1}) —v(S)).
=y SN

Cada S C N ~ {1} puede escribirse como S = 5" U S” con §' C H ~ {1},
S” C N~ H,donde H = {1,2,...,h}. Cualquiera de estos subconjuntos S” esta
formado exclusivamente por jugadores nulos, de manera que se cumple:

W(SU{1}) = o(S U S" U {1}) = u(S' U {1}),

pudiendo escribir

= Y (S (" 2" Yo Yot 1) = ols)

S'CH~{1} s"=0

Recordando la expresion (2.2) para los coeficientes de los semivalores inducidos en
espacios de juegos con menos jugadores podemos concluir que

ol = Y Pl u{1}) —u(S)]. (2.7)

S'CH~{1}

Por otro lado, consideramos una estructura de coalicién B que tenga, como mé-
ximo, un unico jugador no nulo en cada bloque coalicional. Siguiendo el esquema
precedente suponemos 1,2,...,h € N tnicos jugadores no nulos, 1 € Bj, 2 €
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Bs, ...,h € By, siendo B = {By, By, ..., By, Bh11, ..., Bn}, 1 < h < m < n. Para
el jugador 1, el pago que le asigna el semivalor modificado es:

o1[v; B] = Z Z Pl [ v(th B;uSuU{1}) — v(th B;US) ] :

TCM~{1} SCB;~{1}

Para cualquier S C B; \ {1} todos sus elementos son jugadores nulos y se cumple:
U(th B,uSU({1}) - v(th B, US) = U(th B,uU{l}) — v(th By),

apareciendo esta diferencia tantas veces como subconjuntos S estdn incluidos en
By ~ {1}. En consecuencia,

o1|v; B] = Z Piiq ( blz_l (bl s_ 1)?211 ) { v(th B,u{l}) — v(th By)

TCM~{1} 5=0

b

Como que p,

Y1, 1 <541 < by, son los coeficientes de un semivalor definido para

b1—1 (bl*l

juegos con by jugadores se verifica " (7 )p‘;1+1 = 1 y la expresién anterior

queda reducida a:

alo:Bl = >0 pi | (Y BU{l) — (Y B |.
TCM~{1}

Cada T' C M ~ {1} puede escribirse como T" = T UT"” con T C H ~ {1},
T" C M~ H, donde H = {1,2,....,.h}. Al ser 2 € By, ...,h € By, los tinicos
jugadores no nulos resulta

o(U BiU{1}) = (U B) = o(T'U{1}) - o(T"),

apareciendo estas diferencias tantas veces como subconjuntos 7" puedan encon-
trarse en M ~ H, para cada 7" C H ~ {1} que se considere. Entonces,

wnl- Y (S (" " Jottss ) b0 a3) = o)

T'ICH~{1} = t'=0
A partir de la expresion de los coeficientes de los semivalores inducidos:

n—m m—h

p = ("M, 1<s<m<n = (" VPR 1 = Ppas 1< 41 < A,
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quedando finalmente la expresién para o1[v; B] reducida a:

ofv; Bl = Y palo(TU{1}) —o(T). (2.8)

T'CH~{1}

Las expresiones encontradas para o1[v] en (2.7) y para o;[v; B] en (2.8), respecti-
vamente, son extensibles a cualquier jugador no nulo en v € GGy. Para cualquiera
de los otros jugadores, al tratarse de jugadores nulos, las asignaciones por un semi-
valor o o por su modificacién para juegos con estructura de coalicién son nulas.

Teniendo en cuenta que por la consecuencia 2.26(b) la asignacién por el semi-
valor modificado para juegos con un tnico bloque coalicional { N} coincide con la

asignacion por el propio semivalor, podemos concluir

olv; Bl = o[v] = o[v; {N}]. O

Teorema 2.40
El valor de Banzhaf modificado es la tinica regla de asignacién X : Gy x By — RY
que verifica las propiedades B1, B2, B3, B4, B5 y B6.

Demostracién

Segin la proposicién 2.27 el valor de Banzhaf modificado, como cualquier otro
semivalor modificado, cumple las propiedades B1, B2 y B3; también, segin la
proposicién anterior, todo semivalor modificado verifica las propiedades B4 y B6.
Queda por probar que el valor de Banzhaf modificado satisface la propiedad B5.

La expresién obtenida en Owen (1981) para la asignacién a un jugador por el valor
de Banzhaf modificado para juegos con estructura de coalicién es:

1/;1.[1);3]:# > Y [wu BUSUE -y BUS) |,

TCM~{j} SCB;~{i}

donde i € B;, B; bloque coalicional de la estructura B = { By, ..., By, }.

Para el caso particular del jugador 41, con i,%2 € B;, y el juego v;, i, € Gn:

wil [Ui1<i2; B]:

- ﬁ Z Z |: 011412(th B,USU {Zl}) - vilﬂiz(th By U S) ] .

TCM~{j} SCB;~{i1}
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Desarrollando el sumatorio correspondiente a las coaliciones S C B;~{i; }, podemos

escribir:
> [ Viaip (U BeUSULin}) = visain (U BiUS) } +
SQBj\{il}
S3ig
+ Y | vnea(Y BUSU ) — (U BlUS) | =
SCBj~{i1}
iz

= > [y BUSULn) —u(U BUSN R} |+
SCBj~{i1}

Soig
+ Y [ v( U BiUSU{inia}) —v(U BUS) ] .
SgBj\{’il}
SPHis

Estos dos sumatorios pueden agruparse en uno tnico con S’ C B; \ {iy, 42} dando
lugar a la expresién

2 Y [ v(Y BiUS Ufini}) —v(Y BiUS) |. (2.9)

SlgBj\{’L'h’iQ}

Por otro lado, al considerar ¢1,7, € Bj, se puede escribir para el juego v € G:

bl Bl Bl = om0 Y [w(U BUSU{n))-

TCM~{j} SCB~{i1}

~v(U B,US) ] + > [ (Y BrUS U{iz}) —o(U BUS) ] } .

S'CBj~{i2}

Desarrollando los sumatorios interiores para S C B; \ {i1} y para S’ C B; \ {i2},
y agrupandolos posteriormente en un tinico sumatorio para S C B; \ {1, 12}, se
obtiene:

DY )[v(thBtwu{il})—v(thBtUS)}+

SCBj~{i1} SCB;~{i1}
REID SHio

P 20w 3 ) [y Bosutn -y Bus) |-
S'CBj~N{ie}  S'CB;~{i2}
S/9i1 Sl;h
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= Z [ v(th B US U {iy,is}) — v(th B;USU {is})+
SQB]-\{il,z'g}
+v(th B;USuU{i}) — v(th B;US) + v(th B;US U {iy,is})—

—v(th B, USU{ii}) + v(th B, USU/{ip}) — v(th B,US) ] =

2y [v(th B US U {ir,iz}) - v( Y BiUS) } (2.10)

EQB]'\ {’i17i2}

La igualdad entre (2.9) y (2.10) hace que v; [vi, «ip; B] = ¥, [v; Bl + 1, [v; B], para
cualesquiera jugadores 41, i pertenecientes al mismo bloque coalicional Bj, lo que
demuestra que el valor de Banzhaf modificado cumple la propiedad B5.

Reciprocamente, supongamos que X : Gy x By — R es una regla de asignacién
que verifica las propiedades B1 a B6. Queremos probar que estas seis propiedades
determinan univocamente los valores de la regla de asignacion para cualesquiera
(v, B) € Gy x By. Sabemos que todo juego v € Gy puede expresarse en forma

V= E Csug,

unica como

donde {ugs € G / S C N} eslabase de Gy formada por los juegos de unanimidad.
Por la propiedad B1 de aditividad, basta conocer la actuacién de X para juegos
del tipo cugr, donde R es cualquier subconjunto de N y ¢ € R.

Supongamos ahora que B = {By,..., B;,} es una estructura de coalicién en N.
El subconjunto R intersecard a cierto nimero de bloques coalicionales de B. Por
comodidad suponemos que R interseca tnicamente a los mp primeros bloques
coalicionales (mg < m) y que se cumple:

mpr

[Bil = bi, [ROB|=c, 1<1<mg, 201=T:|R|.

=1

Todos los jugadores i ¢ R son nulos en el juego ur € Gy; por la propiedad B2,
X;lcug; B] = 0, para i ¢ R. Consideramos ahora cualquiera de los jugadores
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no nulos ¢ € R. Escogemos el jugador i1 € RN By, a la vez que uno de los
otros jugadores de R en cada otro de los bloques coalicionales con interseccién,
ke RN B, 2<Il<mg.

Todos los elementos de RNBy = {iy, s, ..., i, } son simétricos respecto al juego cug.
Aplicando la propiedad B3 de simetria dentro de los bloques junto a la propiedad
B5:

1 1
X, [cup; B] = 3 Xi [(cur)iy«in; Bl = 5 Xi[cur{iry; B]
11 1
22 X [(CUR\{iQ})i1<i3§ B = ?Xil [CuR\{iwﬁ}; B
1
— .= FX’U I:CUR\{zé’i,g ..... ’icl}; B]

Mientras, para los jugadores fuera del bloque By, por la propiedad B4:

Xk[CUR; B] = Xk[cuR\{ig,ig ..... icy }3 B], k §Z B;.

Efectuando el mismo proceso para los bloques coalicionales By, ..., B,,,., la asigna-
cién por X no se altera para los elementos de fuera de esos bloques, en particular,
para los elementos de B;. Asi podemos escribir:

X, [cuR; B] = Xil[cu{il,kg 44444 kmph B]-

20171

Para el juego cuyi, k,,.., K g }o B es una estructura de coalicién que tiene, como
maximo, un unico elemento no nulo en cada bloque coalicional. Aplicando la
propiedad B6:

1 1
Xileur; Bl = 5o X [Cugis ko, gy Bl = 57 X [ b by AN

En la estructura { N} el dinico bloque coalicional tiene exactamente mpg jugadores
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no nulos. Volviendo a aplicar las propiedades B3 y B5:

1
Xil [Cu{iLkQ,---,ka}; {N}] -5 Xil [(Cu{iLkQ,...,ka})il4162; {N}]

2
1
=3 Xh[CU{il,kg,‘..,kaN {N}H
1
= —QmR—l Xil [Cu{21}7 {N}]
B 1
2mR—1 ¢

La dltima igualdad es consecuencia de la propiedad B2, ya que el jugador i; € N
es un titere en el juego cuy;;) € Gy. Finalmente, para un jugador no nulo como

ileRﬂBll 1 1
C

ogmpr—1 9ci—1 ¢= 2mR+0172’

Xil [CuR; B] =

donde ¢; = |[RN By| y mpg es el niumero de bloques coalicionales de B que tienen
interseccién no vacfa con R.

Las seis propiedades B1 a B6 determinan completamente la regla de asignacion X
para cada pareja (v, B) € Gy X By. Como que el valor de Banzhaf modificado para
juegos con estructura de coalicién verifica estas seis propiedades, necesariamente
X =1, lo cual completa la demostracién. []

Observacion 2.41

Se puede comprobar cémo el valor de Banzhaf modificado asigna los mismos valores
que la regla de asignacién X a un juego cur € Gy, ) # R C N, y a cualquier
estructura de coalicién B definida en N.

Si el jugador i ¢ R, i es nulo en cug, entonces ,[cug; B] = 0.

Volvemos a considerar un jugador no nulo en cug, ;1 € RN By, entonces

C .
Ul Bl = s >0 Y [ ur(Y BUSU{in})—un( U BUS) ] .
TCM~{1} SCBy~{i1}

Cada uno de los subconjuntos que generan los sumatorios, Ty .S, puede expresarse
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como unién de otros dos en la forma:
T=TUT" T C{2,...,mg}, T" C M~{1,2,....mg},

S = SI U S”, SI g (Bl\{il}) N R, SH Q Bl\R.

La diferencia upg( U B, USU{ir}) —ug( U B; U S) toma valor 1 exclusivamente
te te

cuando S = (Bi~{i1}) "Ry T" = {2,...,mg}, simultdneamente. En tal caso
los subconjuntos S” C By~Ry T" C M~{1,2,...,mg} pueden ser cualesquiera
cumpliendo esas condiciones.

En el resto de casos uR(th B,uSuU{i}) — uR(th B, US) =0.

Asi, la féormula para calcular v; [cug; B] se transforma en:

bi—c1

m—-mpg
c m—mg by — ¢
%‘1 [CuR; B] = gm-+by —2 § ( w > § ( s/ ) )
=0 s""=0
. _ C m—m bi—c1 __ C
¢i1 [CuR’ B] - 9m-+b;—2 2 rnTh = 2mR—|—cl—2’

siendo i; € RN By, ¢; = |RN By| y mg el ndmero de bloques coalicionales de la

estructura B que tienen intersecciéon no vacia con R.



Coaliciones bipersonales

3.1 Semivalores y juego cociente

Supongamos que v € Gy es un juego cooperativo definido sobre un conjunto N
de n jugadores y que o : Gy — R es un semivalor de coeficientes p,, 1 < s < n.

Consideramos la situacién en la que se forma una estructura de coaliciéon de-
terminada por la agrupaciéon de dos jugadores en una clase y el resto aislados.
Suponemos que los dos jugadores que se coaligan son los dos primeros de forma
que la estructura de coaliciéon queda:

B = {{1,2},{3}, ..., {n}}.

Nos proponemos estudiar la relacién entre los pagos que por el semivalor o reciben
los jugadores 1 y 2 en el juego inicial v, con respecto al pago que en el juego cociente
recibe la clase {1,2}. El conjunto cociente estd formado por n — 1 jugadores, con
la siguiente notacién:

N/Bm ={12,3, ...,n}.
El juego entre clases lo denotamos por vig; vz € Gy, | M| =n — 1.

109
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Proposicién 3.1

Siv € Gyyo: Gy — RY es un semivalor de coeficientes ps, 1 < s < n, la
diferencia de asignaciones por este semivalor a una coalicién inica de dos jugadores
con respecto a la suma de sus asignaciones individuales por o obedece a la siguiente

expresion:

orzlvrs] — (01[v] + oafv]) =

= > (1 = p)[0(S) = v(SN{1}) — w(S~{2}) +u(S~{1,2})].

(3.1)

Demostracién
La asignacién correspondiente al primer jugador por o en el juego inicial v puede
escribirse como:

= pafv(S) —v(S~{1})],

531

= > psfo(S) —o(SN{1N]+ Y pifo(S) — o(SN{1})].

531,2 S§31,5%2

Si en el segundo sumatorio hacemos ' = S U {2}, con 2 ¢ S, entonces ' = s+ 1
y podemos escribir:

Z ps —U S\{l} Z Ds'— 1 \{2}) —U( I\{LQ})];

S551,2 S5'31,2

agrupando los dos sumatorios en uno:

= > {pw(S) = v(SN{IN] + po (SN {2) —o(SN{1,2D)]} . (3:2)

S551,2

Andlogamente para el segundo jugador:

= > {n[o(8) = o(SN{2D)] + s alo(S{1}) — v(S~{1,21)]} .

S551,2

Ahora hacemos el cdlculo de la asignacién para el primer jugador del juego cociente,
que es 12. Los coeficientes correspondientes al semivalor inducido por ¢ para juegos
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con n — 1 jugadores son p"~! = p, + ps11, 1 < s < n— 1. Las coaliciones que se
han de tener en cuenta se designan por S, S C N/Bg. Con estas notaciones:

onslo = ) (ps +psi)[or(S) — o(S\{12})], [S| =3

$>12

Entre el juego cociente vy y el juego inicial v en N podemos establecer las rela-

ciones siguientes:

(a) Si 12 € S, entonces: 'Uﬁ(S) v((S~ {12}) U {1,2})) = v(T U {1,2}), donde
hemos identificado la coalicién S\ {12} C N/Bg con la coalicion T C N\ {1, 2},
en cuyo casot =35 — 1.

(b) Si 12 ¢ S, entonces: v3(S) = v(T), identificando la coalicién S C N/Bgz con
la coalicién 7" C N ~\ {1,2}, en cuyo caso t = 5.

Asi, la férmula para og5]vs] puede escribirse como:

olvml = Y (P + P2 (T U{L,2}) —u(T)], |T|=t.
T#1,2

Llamando S =T U{1,2}, con 1,2 ¢ T, entonces s =t + 2, y queda:

onslors] = D (o1 +ps)[(S) — w(SN{1,2})], 5] =s.

551,2

Basta ahora reunir en una sola expresién los valores de oz|vs], o1[v], osv] para
obtener el resultado que se enuncia en la proposicion.

onslom] — (oul] +oalo]) = Y (ps +p1)[(S) — o(SN{1,2})] -

551,2

= 3 pl20(8) — (SN {1}) — (S~ {21

551,2

— Y peav(SN{2}) +v(SN{1}) — 20(S~{1,2})],

551,2
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orzlvrz] — (o1[v] + aalv])=

=) (psm1 — po)[0(S) — v(SN{1}) — v(S~{2}) +v(S~{1,2})]. O

551,2

Observaciéon 3.2
Un sistema de axiomas impuesto por Lehrer (1988) que caracteriza el valor de
Banzhaf para los juegos cooperativos es el siguiente:

1. Sii € N es un titere en v € G, entonces ¥, [v] = v({i}).
2. 8i4,j € N son indiferentes por v € Gy, ¥;[v] = ¥,[v].

3. Para cada par {i,j} C N y cada v € G, ¥;[v] + ¢,[v] < Plvg].

)

4. Para cada u,v € Gy, ¥[u + v] = ¢[v] + pv].

En el tercer axioma se hace referencia al juego cociente vz, que siguiendo la no-

tacion que empleamos representa el juego cociente en el que se han agrupado

formando coalicién los jugadores i, 7 € IV, mientras que el resto forma coaliciones
K3

individuales. Asf v7[v57] representa el pago que recibe en el cociente la clase for-
mada por los jugadores i, j, que simbolizamos por j.

En Magana (1996) se prueba que, de hecho, el valor de Banzhaf satisface la igual-
dad, es decir, la suma de lo que obtienen dos jugadores en el juego inicial por el
valor de Banzhaf es igual a lo que obtiene su coalicién en el juego cociente vy.
Estamos ahora en condiciones de enunciar un reciproco, asegurando que el tinico
semivalor que verifica esta igualdad es precisamente el de Banzhaf. Sin pérdida
de generalidad, continuamos considerando los dos primeros jugadores, en lugar de
dos cualesquiera.

Teorema 3.3
Sean v € Gy, 0 : Gy — RY semivalor cualquiera y Bz = {{1,2}, {3}, ..., {n}}.
Si designamos por v35 el juego cociente de v por By, entonces:

o1[v] + o2lv] = o{v], Yv € Gy siy solo si o es el valor de Banzhaf.
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Demostraciéon

Si o es el valor de Banzhaf sobre G, sus coeficientes son p; = 1/2" 1 1 < s < n.
Como que los coeficientes que aparecen en los términos del sumatorio de la férmula
(3.1) son ps 1 —ps, 2 < s < n, se sigue que oz|v] — (o1[v] +o3[v]) =0, Vo € Gy.

Reciprocamente, supongamos que oyz[vs] — (01[v] + 02[v]) = 0 para cualquier
v € Gy, entonces ps_1 —ps =0, para s =2, ...,n,de donde py =py = - - - = p,.
Por la condicién que han de cumplir los coeficientes de cualquier semivalor:

" /n—1 " /n—1 1
s =1, =1 = p = .
>(220) plsz:;(s_l) -

s=1

Entonces, p, = 1 <s<mn,y o esel valor de Banzhaf. []

o1
Consecuencia 3.4
(a) Si consideramos como semivalor el valor de Shapley, la expresién que relaciona
los pagos a los dos jugadores individuales en v con el pago a su coalicién en el
cociente resulta:

(s —2)!(n—s)!

n!

drslom] — (61 [0] + olo]) = D (n—25+2)

31,2

(u(8) —v(S~{1}) —v(S~{2}) + v(S~{1,2})].

(b) Para un semivalor bimomial o, 0 < a < 1, la correspondiente expresién de la
diferencia de pagos adopta la forma:

(0a)1(vm] — {(0a)i[v] + (ga)2lv]} =
= Z (1 —-2a)a*72(1 — )" *[v(S) — v(S\{1}) — v(S~{2}) + v(S~{1,2})].

Los casos extremos @ = 0, a = 1, resultan ser:

(o0)mlvra] — {(goh[v] + (00)2[v]} = v({1,2}) —v({1}) — v({2}),

(01)3lvm] = {(@h[v] + (o1)a[v]} =

= —[u(N) = v(N~{1}) —o(N~{2}) + (N~ {1,2})].
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Demostracién
(a) Basta escribir los coeficientes correspondientes al valor de Shapley en el suma-
torio de la expresién (3.1) y efectuar el calculo:

(s—=2)n—s+1)! (s—1l(n—s)!

Ps—1 = Ps = Y(n,s — 1) =(n,s) = n! B n! ’

(s —2)I(n—s)!
n! '

Ps1—ps = (n—2s+2)

(b) Lo mismo que en el apartado anterior, pero ahora para los coeficientes de un
0o, 0 < a<1:

Po_1 — Ps = 055_2(1 _ a)n—s-i—l _ Oés_l(l _ Oé)n_s — (1 _ 204)045_2(1 _ a)n—s'

Los casos extremos a« = 0, o = 1, se obtienen de manera andloga. [J

3.2 Efecto de la modificaciéon de semivalores

En esta seccién nos proponemos estudiar la relacion entre el pago a los jugadores
de cierto juego v € Gy por un semivalor y el pago que el semivalor modificado para
juegos con estructura de coalicién asigna a los diferentes jugadores de N cuando
se considera la estructura Bz = {{1,2},{3}, ..., {n}}.

Proposicién 3.5

Seanv € Gy y o : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n. Supongamos
que se forma la estructura de coalicion B = {{1,2},{3}, ...,{n}}, entonces
la diferencia entre la asignacién por el semivalor ¢ modificado para juegos con
estructura de coalicién Byz para un jugador de la coalicién {1,2} y la asignacién
por o a ese mismo jugador responde a la siguiente expresion:

oi[v; Bz] — oifv] =
= > [kopact — (1= ko)psl[0(S) — v(S\{1}) = v(S~{2}) + v(S~{1,2})],

31,2

(3.3)
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n—2

donde k, = Z (";2) Doy, ¥ la férmula es vélida para i = 1,2.
5=0

Demostracion

Calculamos, en primer lugar, la asignacién correspondiente al primer jugador por
el semivalor modificado para juegos con estructura de coalicién y que denotamos
por o1[v; Bys]. Seguimos en todo momento las notaciones que se emplearon en la
construccién del semivalor modificado para juegos con estructura de coalicién.

Meétodo 1. En este caso: 1 € By = {1,2}, |By| =n— 1.
Subconjuntos de By : K =0, {1}, {2}, {1,2}.

Semivalor en G : 0. Semivalor inducido en Gy, 1 < |[M| <n:o™.
Por la definicién de semivalor modificado:

o1[v; Brg] = (0%)1[wr],

va que el juego w; es el que se juega dentro de la clase By, que tiene dos jugadores.
Los coeficientes correspondientes al semivalor o2 los denotamos por p?, p3. Asf
podemos escribir:

01[v; Brg] = p3[wi({1,2}) — wi({2})] + pifwi({1}) — wi(0)].

Segin habfamos probado para los coeficientes de los semivalores inducidos, éstos
pueden expresarse a partir de los coeficientes del semivalor inicial por medio de las

relaciones siguientes:
n—2 n—2
9 n—2 9 n—2
b1 = Z ( . >p1+j; b2 = Z ( . >p2+j-
=\ =\

Teniendo en cuenta la definicién del enunciado, precisamente es p3 = k,. Al ser
p?, p3 coeficientes de un semivalor definido sobre juegos bipersonales se cumple
p? + p3 = 1, por lo que podemos escribir: p? = 1 — k,. Con esta notacién, la
férmula para o4 [v; Bz es,

01[v; Br] = kolwi({1,2}) —wi({2})] + (1 = ko) [w1 ({1}) — wa ()]
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La expresién k, nos recuerda la dependencia de este valor de los coeficientes del
semivalor inicial o. Ahora sustituimos las expresiones de w; por su definicién:

01[v; Bzl = ko [(0" 1lup,1.23] — (0" M)ilus, 2] +

+ (1= kg) [(0™ Dilup, 3] — (0™ Hilus,o]] -

El juego up, |k es el juego cociente modificado. Al tener el cociente n—1 elementos,

el semivalor correspondiente es 0™ ~!, cuyos coeficientes en funcién de los de o son:

Pt =ps+psi1, 1 < s <n—1. El desarrollo para cada (6™ ');[up, k], segin los

posibles subconjuntos K C By = {1,2} y referido después a subconjuntos de N,
es el siguiente:

(0" Nlusga) = D> 22 [usga2(S) — us a2 (SN{12})]

SCN/Bg, 5212

siendo p? ! = pg + psy1. Para S 3 12, podemos escribir:

up,|1,23(S) = v ((S\{ﬁ}) U {1, 2}) =ov(T U{1,2}),
up, (1,23 (SN{12}) = v(T),

donde T'C N~ {1,2}, t =35 — 1. Entonces:

(0" Nlus ] = D (i1 + pra2) (T U{L,2}) — o(T)],

T#1,2

y llamando T'U {1,2} = S, t + 2 = s, obtenemos la expresién buscada:

(0" Nlup, ] = Y (pae1 +ps)[0(S) — v(SN{1,2})].

S$31,2

Andlogamente, las otras expresiones son:

(0" hlupyzy] = Y (st +p)[0(SN{L}) —v(S~{1,2})],

S$31,2

(0" Nlus,y] = D (o1 + ) (SN{2}) — v(S{1,2})),

531,2
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(0™ Nluge] = D (1 +po)[0(SN{1,2}) = v(S~{1,2})] = 0.

531,2

Sustituyendo estos cuatro términos en la férmula de o4 [v; Bys] queda:

ol Bl = ko 3 (s + 2)[0(S) — (S~ {1D)]+

+ (1= k) Y (poct + p)(SN{2}) — v(S~{1,2})].

31,2

o1|v; Br| =

= 3" o+ 2 { Ko0(S) = 0(SN TP+ (1= ko) (SN {2D) —v(SN{1,2})] |-

S$31,2

Método 2. Aplicamos la férmula general para cualquier semivalor modificado que
se obtiene a partir de la expresién (2.3) del capitulo anterior:

s Bl= 3> pipla | v(U BUSU{}) —u(U BUS) |

TCM~ {5} SCB;~{i}
para i € B;, B; bloque coalicional de {Bj, ..., By, } particién de N.

En nuesto caso particular, Bz = {{1,2},{3}, ..., {n}}, vamos a calcular el semi-
valor modificado para 1 € B;. Entonces, |Bi| = b = 2 y el niimero de bloques

coalicionales m =n — 1.
Posibles subconjuntos S C By~ {1}: S={2}, s=1; S=0, s=0.

Los coeficientes piy;, 1 < t +1 < m, son los correspondientes al semivalor que
actia sobre el cociente modificado. En este caso, p;' ', 1 <t+1<n—1.

. b . .
Los coeficientes p,’ ;, 1 < s+ 1 < b;, son los correspondientes al semivalor que
actiia sobre un juego bipersonal en Bj; éstos son p?, p2 y adoptan, en funcién de
k., los valores,

n—2

n—2
n—2 n—2
ZﬁZZ( j >p1+j:1—ka, p§=Z< j )pQ-I-j:kJ-
j=0

=0
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En consecuencia, la férmula para o4 [v; B3] es,

ol Bl = > i { v | o(Y Biu{L2h) —o(Y Biu{2}) | +

TCM~{1}

—H?% [ v(th B U{1}) - v(th Bi) } } '

Todas las uniones de coaliciones de la forma tUT By, para T C M ~ {1}, son, de
(S

hecho, subconjuntos de N ~ {1, 2}, por lo que podemos escribir:

ol Bl = Y pih { kelo(STU{1,2)) — (s U{2))] +

S'CN~{1,2}

(1= ko)[o(S' U{1}) — o(S")] }.

Si en esta férmula consideramos S = S'U{1,2} para S’ C N\{1,2}, s = s'+2, de
forma que cada coeficiente se transforma en p”;, 1 < s — 1 < n — 1. Recordando
la relacién entre los coeficientes del semivalor inducido 0™~ ! y los del semivalor o,
que es 7! = ps_1 + ps, 2 < 5 < n, llegamos a obtener:

01[v; Brz| =

= 3 o1+ 00 { Hlo(8) = o(SN{ID] + (1= ko) [0S {2) — v(S{1,2D)] }.

531,2

Si la expresion de o4 [v; Bg] la comparamos con la expresién de o;[v] obtenida en
la férmula (3.2),

oilo) = 37 { palelS) = (SN {ID] + po (SN2 — (SN {1,2)] |,

531,2

podemos concluir que la relacién entre ambos pagos es:

o1[v; Bz — o1[v] =

= Y [kops1 = (1= ko )pJ[(S) = v(S~{1}) = v(S~{2}) +v(S~{L,2})].

531,2
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El mismo resultado se obtiene para el jugador 2. [

Consecuencia 3.6
En las mismas condiciones de la proposicién anterior, para los jugadores 1,2 que

forman la tdnica coalicién bipersonal:
o1[v; Brg] — 01[v] = 02[v; Brg] — 02[v].

Esto supone que el beneficio que se pretende por el hecho de crear esa coalicién
bipersonal, medido como el incremento de asignaciones, es el mismo para ambos
jugadores, con independencia de su situacién en el juego inicial, para cualquier

semivalor o sobre Gy.

Consecuencia 3.7

(a) Si consideramos como semivalor el valor de Shapley, la expresién que relaciona
la asignacién por el semivalor modificado con respecto a la asignacién por el propio
semivalor adopta, para ¢ = 1, 2, la forma:

(s =2)l(n—s)!

n!

¢iv; Bl — ;o] = 5 ) (n—2s+2)

531,2

[u(S) — v(S\{1}) — v(S~{2}) + v(S~{1,2})].

(b) En el caso en que se considera el valor de Banzhatf:

V,[v; Bz = ¥,[v], i=1,2.

Demostracion
(a) Basta escribir el coeficiente de cada término del sumatorio de la férmula general
para el caso particular del valor de Shapley. Este coeficiente es:

k'apsfl - (1 - kU)ps-

Recordemos que, en general, k, = p3 y para el valor de Shapley en juegos biperso-
nales p2 = 1/2. Asi, el coeficiente que hemos de evaluar adopta la forma:

1 I (s=2)ln—s+1)! (s—1l(n—-s)! ]

1
57(”7 S — 1) - 57(”7 8) = 5 n - n
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(s —2)!(n— s)!‘

n!

1 1 1
57(”7 §— 1) - 57(”7 S) = 5(” —2s5+ 2)

(b) Trabajando otra vez con los coeficientes del sumatorio, como que el valor de

Banzhaf también verifica para los juegos bipersonales p2 = 1/2, nos queda para
evaluar:
1 1

IRV | ]—0
gPs 1 TP =5 | Gut T et | T

Todos los coeficientes son 0, y el incremento es, en este caso, nulo. [l

Observacién 3.8

Segin el caso particular (b) que acabamos de analizar, es suficiente que el semivalor
que se considera sea el de Banzhaf para asegurar que el incremento entre el pago
modificado y el pago inicial es nulo. La pregunta que podriamos formular es si esta
condicién es, ademds, necesaria. La respuesta viene dada en la siguiente propiedad,
en la que se establece una clase més amplia de semivalores en los que se verifica
que el incremento es nulo

Teorema 3.9

Seanv € Gy y o : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n. Supongamos
que se forma la estructura de coalicién Bz = {{1,2},{3}, ...,{n}}. Si denotamos
por o|v; Biz| la asignacion por el semivalor modificado para juegos con estructura
de coalicién Btz, entonces:

oilv; Bys] = 0;[v], i = 1,2, Yv € Gy si y sblo si o es un semivalor binomial.

Demostraciéon

Probamos, en primer lugar, que se verifica la condicién para cualquier semivalor
binomial o, : Gy — RY, 0 < o < 1. Los coeficientes de estos semivalores son
Pas=a"1(1—a)"5 1<s<n.

El valor de k, corresponde al segundo coeficiente del semivalor inducido por un
semivalor o sobre juegos bipersonales y en este caso es:

kow =Dos=0'(1—0a)’ =a.
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Los coeficientes de los términos del sumatorio que aparece en la expresion de
oi[v; Bys] — o4v], i = 1,2, adoptan para un semivalor binomial con « € (0,1) la
forma siguiente, para 2 < s < n:

kouPays—1— (1= koo )Pas = aa® (1 —a)" " — (1 —a)e’ '(1—a)"* =0,
de donde se sigue que si o € (0,1): (04)[v; Biz] = (04)i[v], 1 = 1,2, Yv € Gy.
Los casos extremos o« = 0, o = 1, verifican también la misma propiedad.

Reciprocamente, supongamos ahora que o;[v; Bz| = oi[v], i = 1,2, Yv € Gy.
En tal caso serdn nulos todos los coeficientes que aparezcan en los términos del

sumatorio, es decir:
kapsfl_(l_ka)psz(h §=2,...,n.

Suponiendo que es k, # 1, podemos escribir:

J— ko’
1=k,

k-g s—1
Ps Ps—1, 822,...,71; ps:|: ] D1, 3:27,,_,71_

1—k,
Sustituyendo estos valores en la condicién que han de cumplir los coeficientes de

cualquier semivalor, ", (Z:ll) ps = 1:

s=

s=1 t=0
k n—1
p1[1+1—0k0} =1 = pi=(1-k)",
y los demads coeficientes son:
k s—1
Ps = [ —— } (1= k)" = kY1 — k)™, s=2,....n.

Escribiendo o = k,, los coeficientes de o se corresponden a los de un semivalor
binomial:
s—1 n—s
ps=a’ (1—a)"?° s=1....,n, a#1.

Queda por estudiar el caso k, = 1. Ahora los coeficientes de los términos del

sumatorio son p, ;1 = 0, s = 2, ..., n, de manera que necesariamente tiene que
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ser p,, = 1, y éstos son los coeficientes correspondientes al semivalor binomial para
a=1. 04

Observacion 3.10
Por el hecho de haberse formado una tinica coalicién bipersonal en el conjunto de
jugadores de un juego v € G se ha llevado a cabo dos tipos de estudio.

En primer lugar, designando a los jugadores coaligados como 1, 2, se ha comparado
el pago en el juego cociente vgz al jugador 12, que representa la coalicién, con
respecto a la suma de pagos iniciales en v. Si designamos por A;s[v, vig; 0] el
incremento de pagos,

A o[, vig; 0] = olvg] — (01[v] + o2[v]),
por la proposicién 3.1:

Ao, om0] = Y (01— po)[0(S) = v(SN{1}) = v(S~{2}) + v(S~{1,2})].

551,2

En segundo lugar, se ha estudiado cémo variaba la asignacién a cualquiera de
los dos jugadores cuando el semivalor o se modificaba para juegos con estructura
de coalicién con esa tnica coalicién bipersonal. Si designamos la suma de los
incrementos de las respectivas asignaciones a ambos jugadores por A s[v, o; Bysl,
es decir,

Ay s[v, 0; Bg] = 01[v; Big| + 02[v; Bg] — (01[v] 4 02[v]),

por la proposicién 3.5:

Aia[v,05 B =2 ) [kops 1= (1=ko)ps][0(S)—0(S\{1}) —0(S\2]) +u(S\{1, 2})],

531,2
n—2
donde k, = Z (”;2) Datj-
§=0

Con las notaciones que acabamos de introducir, podemos comparar uno y otro
incrementos, dando lugar a la siguiente propiedad.
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Teorema 3.11
Sean v € Gy, 0 : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n. Supongamos
que se forma la estructura de coalicién Bz = {{1,2},{3}, ..., {n}}, entonces:

A s[v, vig; 0] = Ay 9[v, 0; Byzl, Yv € Gy siy s6lo si o es estdndar para
juegos bipersonales.

Demostracion
Comparando las expresiones de A s[v, vig;0] v de Ay 2[v, 0; Bygl, llegamos a la
igualdad:

A s[v,v550] — Aro[v, 05 B] =

= > 11— 2ko)(psr + p)[0(S) = v(SN{1}) = v(S~{2}) + (S~ {1,2})],

siendo k, = (”;2) Dot j-

Il
=)

J

Sabemos que k, = p3, es decir, es el segundo coeficiente del semivalor o2, que es
el inducido por ¢ para juegos con dos jugadores.

Por otro lado, un semivalor ¢ es estandar para juegos bipersonales si:
oilv] = v({7}) + 5[v({7, 7}) —o({a}) —o({sh)], Vv e Gy, N =11, j},

ile] = 3lo{i, ) — o7 + S{i) — @),

siendo, por tanto, sus coeficientes: (p1, p2) = (1/2,1/2).

Asi, suponiendo que o es estdndar para juegos bipersonales, todos los sumandos
en la férmula de la diferencia de incrementos son nulos, puesto que en ellos aparece
el factor [1 — 2k,] que se anula para k, = p3 = 1/2.

Reciprocamente, si A o[v, v33; 0] = A 2[v, 0; Brz|, Yv € G, todos los coeficientes
de los términos del sumatorio serdn nulos,

[1 - 2]{0](17871 +ps) = 0.
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Puede suceder entonces que 2k, —1 = 0, con lo que k, = 1/2, (p?,p3) = (1/2,1/2)
y el semivalor ¢ es estdndar para juegos bipersonales.

Pero podria ser que 1 — 2k, # 0, en cuyo caso serfa ps_1+ps =0, s =2, ...,n, es
decir:
prtpr=p2t+ps=--: =pp1+p,=0.

Como que estos coeficientes han de cumplir ps > 0, 1 < s < n, necesariamente

serfa: p, = 0, 1 < s < n. Pero entonces no se cumplirfa la otra condicién que
. . . n n—1 _

afecta a los coeficientes de un semivalor cualquiera, que es ) . ; (5_1)ps = 1.

Luego, o es estdndar para juegos bipersonales. []

Proposicién 3.12

Sean v € Gy y 0 : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n, con |[N| > 3.
Supongamos que se forma la estructura de coalicion Bz = {{1,2},{3}, ..., {n}},
entonces la diferencia entre el pago que el semivalor modificado asigna a un jugador
que no es de la coalicién bipersonal y el pago que a ese jugador le asigna el semivalor
o responde a la siguiente expresién:

03[v; Brs] — 3] = Y pema[0(S) = o(SN{L}) = v(S~{2}) — w(SN{3})+

$31,2,3

+o(S~A{1,2}) + v(S~{1,3}) +v(S~{2,3}) — v(S~{1,2,3})],

donde 3 representa uno cualquiera de los jugadores fuera de la coalicién bipersonal

{1,2}.

Demostracion

Calculamos, en primer lugar, una expresién para el pago correspondiente al jugador
3 por el semivalor o, representando este jugador 3 uno cualquiera de los jugadores
que no forma parte de la coalicién bipersonal tnica que convenimos en representar

por {1,2}.
‘73[U] = ZPS[U(S) - U(S\{3})], S = ’S‘

533

Separamos este sumatorio segiin si 1 6 2 pertenecen o no a la coalicién S.
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oslv] = > pafv(S) = o(SN{3P] + Y palv(S) — v(S\{3})]+
31,2,3 559;23

+ 37 pafo(S) = v(SN{3P] + D pafu(S) — v(S~{3})].
5323 S$33
S#1 5712

Si en el segundo sumatorio hacemos S’ = SU{2}, s’ = s+1, en el tercer sumatorio
hacemos " = SU {1}, s = s+ 1, y en el cuarto sumatorio hacemos S’ =
SU{l,2}, ¥ =s+2:

oslv] = Y po(S) —v(SN{3N]+ D peafv(S'N{2}) — v(S'~{2,3})]+

531,2,3 S5'31,2,3
+ Y peaa[v(SN{1}) = v(SN{L3})]+
5'31,2,3

+ ) peafo(S'N{1,2}) — v(S'\{1,2,3})].

§'31,2,3

Agrupando en un mismo sumatorio llegamos a la expresién:

o3l = ) {ps[v(S)—v(S\{3})]+ps—1[v(5\{2})—U(S\{2,3})+

$31,2,3

Fo(S~{1}) — v(S~{1,31)] + ps_slv(S~{1,2}) — v(S~{1,2,3})] } .

Para obtener la expresién de o3[v; Bys| aplicamos la férmula general para cualquier
semivalor modificado que se obtiene a partir de la expresiéon (2.3) del capitulo
anterior,

> Y il [v(Y B USUED — (Y BUS) |,

TCM~{j} SCB;~ {3}

para i € B;, B; bloque coalicional de {Bjy, ..., B, } particién de N
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En nuestro caso, Bz = {{1,2},{3},{4}, ...,{n}}, vamos a calcular el semivalor
modificado para 3 € By: |By| = 1y el ntimero de bloques coalicionales m = n — 1.

Posibles subconjuntos S C By~ {3} : S=10, s=0.

Los coeficientes pit 1, 1 < ¢t +1 < m, son los Correspondientes al semivalor que
actda sobre el cociente modificado. En este caso, pj', 1 <t+1<n—1. Los
coeficientes pgil, 1 < s+ 1 < by, son los correspondientes al semivalor que actida
sobre un juego unipersonal en B,: se trata exclusivamente de pi = 1.

En consecuencia, la férmula para o3[v; Bys] es

ool Bl = Y i [ w(U BU{BY —u(U B |-

TCM~{2}

De entre los subconjuntos 7' C M ~\ {2} puede haber de dos tipos:

(a) aquellos T tales que 1 € T', es decir, que pueden identificarse con subconjuntos
de {1,2,4, ...,n},

(b) aquellos T tales que 1 ¢ T, por lo que pueden identificarse con subconjuntos

de {4, ...,n}.

Segtin esta diferenciacion, el sumatorio en la expresién de o3[v; Bys| puede descom-
ponerse en dos: uno con S’ C N tales que 1,2 € §', 3¢ S’, s =t+ 1, para los
subconjuntos del tipo (a), y otro con S" C N tales que 1,2,3 ¢ S’ s’ =t, para los
del tipo (b).

os[viBl = > pi (S UBH —u(S)+ D piii(SU{3}) —u(S).
S'CN S'CN
S'31,2, S'#3 S'91,2,3

Si en el primer sumatorio escribimos S = S’ U {3}, s = s + 1, y en el segundo
escribimos S = S U {1,2,3}, s = s + 3, obtenemos:

oalv; Bl = Y { P (S) —v(SN{BN]+ P (SN {1, 21 —v(55{1,2,3))] |-

531,23
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Pero los coeficientes en los términos del sumatorio son coeficientes del semivalor
. . - -1 1 .
inducido 6™ ! pI7| = ps_1 + ps, Py g = Ps—2 + Ps—1, Para 3 < s < n. De aqui:

o3l Bl = D { (o1 +0)[0(S) = v(SN{3})]+

$31,2,3

(Do + ps_t)[0(S~{1,2}) — v(S~{1,2,3})] } .

Finalmente, restando a esta expresion la fémula que hemos encontrado previamente
para o3[v], obtenemos la igualdad:

o3[v; Bg| — o3lv] = Z ps1[v(S) — v(S\{1}) — v(S~{2}) — v(S~{3})+
$31,2,3

Fo(S~{1,2)) + u(S~{1,3}) + v(S~{2,3}) — v(S~{1,2,3})]. O

Consecuencia 3.13
Para determinados semivalores, la expresion correspondiente al coeficiente de cada
término del sumatorio adopta la forma siguiente:

(s—2)(n—s+1)!
n!

(a) Valor de Shapley: ps_1 =y(n,s — 1) = , 3<s<n.

(b) Semivalores binomiales: p, 1 = a*%(1 —a)" " 3 <s<n, 0 <a< 1.
Dentro de éstos el valor de Banzhaf es el correspondiente a o« = 1/2, en cuyo caso,
el coeficiente es p,_; = 1/2" 1, 3 < s < n, que al no depender del cardinal de S
puede salir como factor comiin del sumatorio.

Definicién 3.14
Un semivalor ¢ : Gy — RY decimos que es un semivalor estremo si es una

combinacién lineal convexa del indice dictatorial y del indice marginal:
o=(1—-a)ig+ aiy,, 0<a<l.
Por sus coeficientes:
(p1,02, -+ Pn1,Pn) = (1 —a)(1,0, ...,0,0) + «(0,0, ...,0,1), 0<a<l,

(p17p27"'7pn71>pn):(1_04707"'>0704)7 OSO&Sl
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Teorema 3.15
Sean v € Gy y 0 : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n, con |N| > 3.
Supongamos que se forma la estructura de coalicién Bz = {{1,2},{3}, ..., {n}},

entonces:

oilv; B = 0;[v], Vj € N\{1,2}, Vv € Gy, siy s6lo si o es un semivalor extremo.

Demostracion

La expresién que hemos obtenido en la proposiciéon anterior sirve para cualquier
jugador 7 € N, 7 # 1,2. Asi, en todos estos casos los coeficientes que aparecen
en los términos del sumatorio son: ps;_1, 3 < s < n, o lo que es lo mismo,
Ds, 2<s<n-—1

Si el semivalor o es extremo cumple p, =0, 2 < s < n — 1, de donde todos los
términos del sumatorio son nulos y o;[v; By] = 0;[v], 7 # 1, 2.

Reciprocamente, si o;[v; By = o;[v], Vj € N\ {1,2}, Vv € Gy, todos los
coeficientes de los términos del sumatorio serdn nulos, de donde p; =0, 2 < s <
n — 1. Quedan por determinar p, p,; pero estos coeficientes han de cumplir las
condiciones propias de cualesquiera coeficientes de un semivalor:

OSOCS].,

s=1 >0 =«
p320,1§8§n P1,Pn = DPn

luego o es un semivalor extremo. []

Consecuencia 3.16
Sean v € Gy y 0 : Gy — RY semivalor de coeficientes p;, 1 < s < n, con |[N| > 3.
Supongamos que se forma la estructura de coalicién Bz = {{1,2}, {3}, ..., {n}},

entonces:

oi[v; Byz] = 0;[v], Vi € N, Yv € G siy sélo si o es el indice dictatorial
o o es el indice marginal.

Demostracion
Por el teorema 3.9, 0;[v; Byz| = 0:[v], i = 1,2, Yv € Gy si y s6lo si o es un semi-
valor binomial. Por el teorema anterior, o;[v; Byz| = o,[v], Vj € N\ {1,2}, Yv €
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G siy sélo si o es un semivalor extremo. Como los tinicos semivalores que son,
a la vez, binomiales y extremos para |N| > 3, son el indice dictatorial y el indice
marginal, se sigue la afirmacién del enunciado. [

3.3 EML y coaliciones de dos jugadores

En esta seccién ofrecemos un método de cédlculo de los incrementos de asignacién
que se han obtenido en las secciones precedentes cuando se ha considerado una
unica coalicién bipersonal en el conjunto de jugadores. La sistematizacion de los
célculos se efectia mediante la extensién multilineal del juego cooperativo.

En Magana (1996) se ofrece una expresion para la extensiéon multilineal del juego
cociente, en general, y del cociente con una tnica coalicién bipersonal, en par-
ticular. Ahora, manipulaciones similares de la extensién multilineal recogidas en
el siguiente lema conducen a las férmulas para el cdlculo de los correspondientes
incrementos segin la asignacion ofrecida por cualquier semivalor. Estos resultados
engloban los ofrecidos en la referencia que se cita para los valores de Shapley y de
Banzhaf.

Lema 3.17
Supongamos que f = f(z1, ...,2,) es la EML de un juego v € Gy.

(a) Sii,j € N, |[N| > 2, y denotamos @ = («, ..., «), entonces:

= 3 0 21— )" [o(S) — o(S~{i}) — o(S~ i} + v(S~ i, D))

NEIN

&T,a:v j

(b) Sii,j,k € N, |[N| > 3,y denotamos @ = (a, ...,«), entonces:

P f(a , o . '
Teon 3 2o o blS) —u (SN ) —vlS -

—v(S~A{k}) + v(S~{i,j}) + v(S~{i, k})+
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+U(S\{j, k}) - U(S\{i7j7 k})]

Demostracién
(a) La expresion de la EML del juego v,

flan, mn) =) Lo [T = zm)o(S)
SCNIeS mgS

la separamos en cuatro sumatorios segun si ¢, 7 pertenecen o no a cada coalicién

S:

flzy, .. @) = inxj H le(l—xm)v(S)—i-

53i,5 1es~{i,j} mgs

+ Z z;i(1 — H 2 H (1 — zp)v(S)+
KEYRCET] ZGS\{ } mésu{j}

+ Z (1 —a)z; H x H (1 —zp)v(S)+
S#1,535 1eS~{j} mgsu{i}

+> =z —a) [z ] 0 —am)o(s).
S%i,j leS  mgSufi,j}

32

como suma de cuatro términos:

Derivando respecto a x;, x;, obtenemos

8mi6mj

S I wTl0 e~ X I = I 0w

S3i4,j1eS~{i,j} = m¢S §3i,5ZjleS~{i} m¢gSu{j}
ST = I =z + D> [z [ 1 —zm)o(S).
SFi,8251eS~{j} m¢Su{i} S#ijleS  meSufig}

Si en el segundo sumatorio hacemos S’ = S U {j}, & = s+ 1, en el tercero
S"=8SU{i}, s =s+1,yenel cuarto ' = SU{i,j}, s = s+ 2, la expresion

anterior se transforma en:
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Z H x H(l — zp)v(S) — Z H x H (1 = zm)o(S'\{j})—

534,75 1€S\{i,j} ~m¢S S§'34,j1€eS'\{i,j} m¢S’

-2 1 =]]a S {ih)+

S'34,j 1€S'\{i,j} m¢S’

—i—Z H le 1 —xp)v(S'~{i,7}).

S'34,j1€S'~\{i,j} m¢S’

Esta expresion puede agruparse bajo un tinico sumatorio:

e D O | R0 | (EEEE EENTIE

S3i,jleS~{i,j} ~mgSs

—v(S~A{7}) +o(SN{i, 1))

Si se sustituye (x1, ..., x,) por (a, ..., ), en cada término del sumatorio aparece
como coeficiente a* 2(1 — a)™ *, y hemos obtenido la expresién del enunciado del
apartado (a).

(b) Para obtener la férmula de este apartado, partimos de la expresién anterior,
separando en dos sumatorios segiin las coaliciones S: por un lado los términos con
S tal que i,7,k € S, y por otro lado los términos con S tal que i,j € S, k ¢ S.
En el primer tipo de términos sacamos factor comin xj, y en el segundo 1 — x.
Al derivar parcialmente respecto a xy, los primeros términos se transforman en
1 y los segundos en —1, y la férmula para la derivada parcial tercera respecto a

x;, Tj, Ty tiene por expresion:

Yo I w0 —2n)(s) — oS~ {i}) = v(S~{5}) +u(S~{i. )]~
S3i,5,k 1eS m¢S

S T e T10 - 2w)(S) = v(S{i}) = o(S~{7}) + v(S~{i.5})].
o i

Si en el segundo sumatorio escribimos S” = SU{k}, s’ = s+1, y después agrupamos

ambos sumatorios en uno:
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: gﬁé’@égf 2= S T T - )lofS) - w8 4i) — v(s~ (1) -

S>i,5,k 1€ES m¢S
l¢17.77k ¢

—v(S~A{k}) +v(S~A{i,j}) +v(S~{i,k}) +v(S~{J, k}) — v(S~A{i,J, k})].

Finalmente, si sustituimos (z1, ..., z,) por (q, ...,a), en cada término del suma-
torio aparece como coeficiente a® 3(1 — &)™ *, y hemos obtenido la expresién que
corresponde al enunciado del apartado (b). [

Proposicién 3.18
Sea f = f(x1, ...,x,) la EML del juego v € Gy.
Sean 0 < a3 < ... < a, < 1, n nimeros reales, de manera que el semivalor

o : Gy — RY, de coeficientes p,, 1 < s < n, se expresa en forma tnica como

n n
0= 1 AjTay; con y iy Ay = 1.
Si A es la matriz columna de los coeficientes de o como combinacién lineal de los
semivalores binomiales para aq, ..., a,, entonces:

(a)  oglvm] — (o1fv] +o2fv]) = C' A,
(b) oi[v; Brz] — oi[v] = D7 A, i =1,2,
(c)  oklv; B — oxlv] = EF A, k+#1,2,

donde C, D, E* son las matrices fila siguientes:

O f (@) <
83518:1:2 ’ -

C=(c¢), ¢=01-2a)

63f(05') .
k— (eF k(1 — ) —2 9 < i<
E (e7), e a;(1 — o) a0z 1<7<n, k#1,2,
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Demostraciéon
(a) A partir de la férmula que en la proposicién 3.1 hemos probado para este
incremento,

orzlvrz] — (01[v] + oafv]) =

= Y (psm1 = po)[0(S) = v(SN{L}) —v(S~{2}) +u(S~{L,2})],

S$31,2

sustituimos cada coeficiente del sumatorio en funcién de los coeficientes de los
semivalores binomiales escogidos como sistema de referencia, obteniendo, para
€ (0,1):

Ps—1— Ps = Z )\jOéj-iQ(l _ aj)n—s-i—l _ Z )\ja;fl(l - aj)n—s
j=1 j=1
—Z)\ 1 —20;)a8 (1 — ;)" s,

Intercambiando el orden de los sumatorios en la expresion del incremento y te-
niendo en cuenta la férmula de la derivada segunda de la EML obtenida en el
apartado (a) del lema 3.17, podemos escribir:

o* f(a@;
ozlvrz] — (o1]v] 4+ o2fv Z Ai(1—2ay) 6;1(833]2) =C A.

(b) Ahora, la férmula obtenida en la proposicién 3.5 para este incremento es:

551,2
n—2
donde k, = > (" 2) pa+; ¥ la férmula es valida para i = 1,2.
j=0

Sustituyendo cada coeficiente del sumatorio en funcién de los coeficientes de los

semivalores binomiales queda:
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kops 1 — (1 — Aj ko (1 — a;) — (1 = kg )ay] af 21— ;)"

7j=1

— Zl A [ko — ] aj—2(1 — a;)"s.

Intercambiando el orden de los sumatorios y aplicando nuevamente la propiedad
(a) del lema 3.17 se obtiene:

= 0 f(@ .
oilv; Bi] — ov] = Z/\j(k:g ;) 8;(1&9;2) D’ A, parai=1,2.

Jj=1

(c) Por tltimo, la expresién de este incremento es, segin la proposicién 3.12,
o3[v; Bg] — os3[v] = Y paci[v(S) — v(SN{1}) — v(S~{2}) — v(S\{3})+

+o(S\{1,2}) + v(S~{1,3}) + v(S~{2,3}) — v(S~{1,2,3})].

Si escribimos los coeficientes p,_; en funcién de los coeficientes de los semivalores
binomiales y agrupamos queda:

Ds—1 = ZAja‘;iz(l — )" = Z)\ a;(1 (1= a )",
j=1

Intercambiando el orden de los sumatorios en la férmula del incremento y emple-
ando la expresién de la derivada tercera de la EML vista en el apartado (b) del
lema 3.17 se llega a obtener:

> f(@;) k;
ok[v; Brz| — oklv Z)\ a;(1 3x18x28xk = E" A, parak #1,2.

En cualquiera de los apartados (a), (b), (c), se obtienen expresiones similares
cuando se consideran los casos en los que los semivalores binomiales de referencia
son los correspondientes a a; =0, o, #1; a1 #0, a, =1; a1 =0, o, = 1. [
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Observacién 3.19

Las matrices denominadas C, E*¥ no dependen del semivalor o con el que en con-
creto se esté trabajando. Estas matrices, que dependen del juego v € G que se
considere a través de su extensién multilineal f, quedan definidas una vez deter-
minado el sistema de referencia en el hiperplano de semivalores dado por los n
semivalores binomiales escogidos o, 1 < j < n.

Asi, los cdlculos correspondientes a los incrementos reflejados en los apartados
(a) y (c) pueden efectuarse para diferentes semivalores ¢ sin mds que cambiar
las matrices A de cada semivalor que se estudie. Para el caso (b), la diferencia
oilv; Biz] — 0;[v], 1 = 1,2, requiere, ademés, el calculo de la constante k, que debe
obtenerse para cada semivalor.

Ejemplo 3.20

Consideramos el juego v € Gy, N = {1,2,3,4}, definido en la forma: v(S) = 4 si
1€S#NvS)=2"1si1¢Sywv(N)=38. En todo el ejemplo supondremos
que se forma una tnica coalicién bipersonal entre los jugadores 2 y 3, de manera
que la estructura de coaliciones es Byz = {{1},{2,3}, {4}}.

La EML asociada a este juego es:
f(x1, 29,23, T4) = 41 + T2 + T3 + T4 — 1Ty — T1T3 — T1T4 + ToX3Ts + 3T1T2T3T 4.

Como que la coalicién bipersonal que se forma es {2,3} calculamos:
02 f
8%28%3

= x4 + 3T124.

(a) Vamos a determinar el incremento de asignacién por el valor de Banzhaf para
la clase 23 del cociente respecto a la suma de asignaciones para los jugadores 2,3
en el juego original, tomando como sistema de referencia semivalores binomiales
para oy =0, ag = 1/3, a3 =2/3, ay = 1.

Funcién auxiliar Fo para obtener la matriz denominada C'"

/(@)
8%28%3

Fo(0) =0, Fo(1/3)=2/9, Fo(2/3)=-2/3, Fo(l)=—4.

Fo(a) = (1 —20a) = (1 -2a)(a+ 3a?).



136 3. COALICIONES BIPERSONALES

Sabemos que el valor de Banzhaf en este sistema de referencia es:

-1 9 9 -1

1/)21—6004-%01/34-1—60'2/34—1—601.
Por lo tanto:
-1
1 9
Umlem] — (Wl + b)) = C A= 15 (0 2/9 ~2/3 —4) ~o.
16 9
—1

Este resultado es el esperado ya que el valor de Banzhaf cumple que este incremento
es nulo para cualquier juego.

(b) El mismo célculo que en el apartado (a), pero ahora para el valor de Shapley.

En este caso sirve la misma matriz C' del apartado anterior, siendo suficiente
cambiar la matriz de los coeficientes correspondientes al semivalor, que ahora de-
notamos por A. Para obtener esos coeficientes basta recordar que:

¢—l +§ +§ +1
—800 801/3 802/3 801-
Entonces:
1
~ 1 3 -2
Omlim] — (o] + o5l = C A= (0 200 —2/3 —a )| o=
8 3 3
1

(c) Obtencién de los incrementos respectivos de asignacién por los valores de
Banzhaf y de Shapley para la clase 23 del cociente respecto a la suma de asigna-
ciones para los jugadores 2,3 en el juego original, tomando como sistema de refe-
rencia semivalores binomiales para oy = 1/8, as = 3/8, a3 = 5/8, oy = 7/8.

En este caso, la funcién auxiliar Fo = (1 — 2a)(a+ 3a?) es la misma que ya habia
sido empleada para obtener la matriz C en los apartados (a) y (b). Ahora debe
valorarse en los nuevos valores de a.

33 51 —115 —609
Fo(1/8) = oze0 Fo3/8) = 5=, Fo(3/8) = ==, Fol(7/8) = o
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Al ser, respectivamente,

-1 9 9 -1
Y= 16 — 018+ 7= 16 O3/8 + 1605/8 + 16 ——07/8,
b= 13 g 11 e 11 418 13
13 01/8 13 03/8 13 05/8 13 07/8,
se obtienen los resultados:
-1
Yzlvag] — (Yolv] +5[v]) = C A = = (33 51 —115 609) i
23(V23 2 3 = 1096 9 =0,
-1
13
bolvgs] — (0] + dalu]) = C & = — (33 51 —115 609) 1 —2
Vsz| — ) v|) = = — — _ ———
23(V23 P 3 199383 1 3
13

Estos resultados, junto con los de los apartados (a) y (b), nos permiten comprobar
la independencia de los célculos de la elecciéon del sistema de referencia en el
hiperplano de semivalores.

(d) Obtencién para cualquiera de los jugadores 2,3 del incremento de asigna-
ciones entre el semivalor modificado por la formacién de la coalicién bipersonal y
el semivalor inicial, para Banzhaf y para Shapley.

En esta ocasién hemos de calcular la matriz D7, lo cual hacemos por medio de la
funcién auxiliar,

0*f (@)
81'281'3

Fpe(a) = (ks — a) = (k, — a)(a + 3a?).

Mas que de una funcién, se trata de una familia de funciones, ya que depende de
cada semivalor a través del coeficiente k,. En el caso del valor de Banzhaf se tiene
ky =1/2, de donde:

Fpu(a) = (1/2 — a)(a + 3a?).
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En este caso, consideramos semivalores binomiales de referencia para a; = 0, ap =

1/3, a3 =2/3, ay = 1, y en ellos valoramos la funcién:

F,(0)=0, F_(1/3=1/9, F (2/3)=-1/3, F_(1)=-2.

DY

De esta manera, para i = 2, 3:

%[UQBﬁ]_%[U]:DwA:%(O 1/9 -1/3 —2> = 0.

-1

Ahora para el valor de Shapley k, = 1/2, por lo que la funcién auxiliar es la misma
y también la matriz D? = DY. Por lo tanto, para i = 2, 3:

6o B~ sl =D A=< (0 1/9 —1/3 —2)

_ W W =
|
—_

Ambos resultados eran previsibles. Que el incremento correspondiente al valor de
Banzhaf sea nulo es debido a que se probé que esto sucedia para todo semivalor
binomial y éste no es sino el caso particular para o = 1/2.

En cuanto al resultado para el valor de Shapley, también se probé que para juegos
estandar para bipersonales, el incremento entre la asignacién en el cociente respecto
a la suma de las dos asignaciones en el juego inicial es el mismo que el incremento
entre la suma de asignaciones modificadas respecto a la suma de asignaciones
iniciales. Sien el apartado (b) obtuvimos un resultado de —2/3, ahora esperabamos
obtener —1/3, ya que la primera cantidad se ha de repartir en partes iguales para
los incrementos individuales de cada jugador.

(e) Finalmente, calculamos cémo afecta al resto de jugadores el hecho de haberse

formado la coalicién {2,3}. La derivada segunda de la EML respecto a x5 y x3 es,

en este caso, x4 + 3r1x4. Para estudiar el incremento para el jugador 1 hemos de
derivar ahora respecto a la variable xz;:

Rf B

01901301,

31134.
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A partir de esta derivada parcial podemos construir la funcién auxiliar Fizi () que
nos permite construir la matriz £ para el primer jugador:

DPf(@
Fpi(a) =a(l — « W;Og% = a(l — a)3a = 3a*(1 — a).

Valorando nuevamente en oy = 0, s = 1/3, a3 = 2/3, ay = 1, se obtiene:
Frpi(1/3) =2/9, Fr(2/3)=4/9, Fm(1)=0.

FEl (0) — 0,
De aqui, para el valor de Banzhaf,

-1
1 9 3
Uilvi Bl -l = E' A= (0 29 49 0) | | | =%

-1

y para el valor de Shapley,
1
~ 1 3 1

&1[0; Bs] — dulv] = B' R = ( 0 2/9 4/9 0 ) =7

1

Un procedimiento andlogo permite calcular el incremento de asignacién entre el

semivalor modificado y el inicial para el jugador 4:
o f > f@)
8x28x38x4 +om = 2 (Oé) Oé( @ 8x28x38x4 Oé( Oé)( + Oé)

Sustituyendo en los mismos valores de «, obtenemos la matriz E* para el cuarto

jugador, y a partir de ésta los resultados:

—1
11 9 5
R — 4 — - —
1/14[1%323] 1/14[1)] E* A 916(0 4 6 0) 9 %
-1

~ 11
¢4[U§Bﬁ]_¢4[U]ZE4A=§§(O 4 6 0)

_— W W =
ot
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3.4 Un problema inverso

Consideramos un juego cooperativo concreto v € Gy, |N| = n, y suponemos que
en el conjunto N de los jugadores se forma una tnica coalicién bipersonal entre
dos jugadores, que designaremos por 1, 2.

El problema que tratamos de resolver es el de hallar los semivalores o : Gy — RY
tales que la diferencia entre la asignacién en el juego cociente a la clase formada
por los dos jugadores con respecto a la suma de sus asignaciones individuales en
el juego inicial sea un valor dado. Asf pues, se trata de resolver la ecuacién

onlvra] — (01[v] + o2[v]) = a, (3.4)
o lo que es lo mismo,

Y (et = p)[(S) = 0(SN{1}) = v(S~{2}) + (S~ {1,2})] = a.

31,2

La resolucién de este problema pasa por dos estadios diferentes:

e Encontrar los valores de a que son admisibles, es decir, aquellos para los que
exista semivalores que sean solucién de la ecuacién anterior.

e Una vez determinados los valores posibles de a, encontrar todas las solu-
ciones que satisfagan la ecuacién para un valor concreto, de entre los que son

admisibles.

Definicién 3.21
Para un juego cooperativo fijado v € G, |N| > 2, supuesta la coalicién bipersonal
unica {1, 2}, definimos la sucesién de constantes

{ki, kay ...  kny knit }

en la forma siguiente:

]{51 — 0,

ks = Z [0(S) —v(S~{1}) —v(S~{2}) + v(S~{L1,2})], 2<s<m,
531,2,|5|=s

kni1 = 0.
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Proposicién 3.22
Los valores admisibles de a en la ecuacién (3.4) son los nimeros del intervalo real
[w, ], donde:

. n—1\ " n—1\"
w:szrnl,lrl,n{[kSJrl_kS](S—l) } ’ Q:sgé}fn{[ks+l_k5]<8—1) } '

Demostracion

Con la notacién que acabamos de introducir, podemos escribir:

Y (s = p)[(S) = v(SN{1}) = v(S~{2}) +o(S~{1,2})] =

31,2

5=2 551,2,
[S|=s
== ks(psfl - ps) = Z(ks+l - ks)ps
5=2 s=1

Asi, hallar el médximo y el minimo de esta expresién en funcién de los diferentes
semivalores o definidos sobre el espacio de juegos cooperativos GGy supone resolver
los programas lineales siguientes:
n
maximizar (minimizar): Z(k5+1 — ks)ps,
s=1

n
. n—1
con la restriccion: E (S _ 1)p5 =1,

s=1

y las condiciones de no negatividad: ps >0, 1 < s < n.

En este caso, el conjunto de oportunidades es una regién convexa y acotada de
R”. El maximo (minimo) de un programa lineal se alcanza sobre algin vértice
del conjunto de oportunidades. Los vértices son los puntos V;, 1 < s < n, cuyas
coordenadas son, respectivamente,

n—1\ !
Ds = ,pt:(),t;«és.
s—1
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Evaluar la funcién objetivo en cada uno de los vértices supone calcular:

n—1

-1
) , paral <s<n,
s—1

s = il

de tal manera que el méaximo y el minimo posibles son, respectivamente, los que
figuran en el enunciado de la propiedad. [J

Observacién 3.23

Para cualquier juego v € G, el valor de Banzhaf verifica:
Umslvm] = (¥1[0] + ¥afv]) = 0.

Asi, para cualquier juego v € Gy, siempre w < 0, Q > 0.

Fijado a € (w, ), w # Q, podemos construir un semivalor o que verifique
onlvrz] — (o1[v] + o2[v]) = a.

Los coeficientes de un tal semivalor son las coordenadas del punto P que se obtiene

en la forma siguiente:
~Q-a Vet a—w
CQ-—w

P *
Q—w

‘/s** 9

siendo Vi« un vértice del conjunto de oportunidades en el que se alcanza el valor
minimo w y Vi« un vértice en el que se alcanza el valor méximo ).

También, siguiendo la misma notacién, puede obtenerse una solucién en la forma

siguiente:
Q—a a
para a 0 —l—Q
para w < a < 0: P:ﬁ\/;*—kw_th,
w w

donde Bh = (1/2"7!, ..., 1/2"71) es el punto correspondiente al valor de Banzhaf.

En ambos casos, se trata de concretar un punto sobre el segmento que une otros
dos cuyo efecto sobre la ecuacién (3.4) es conocido. En el primer caso, sobre el
segmento que une un vértice donde se alcanza el minimo con otro donde se alcanza
el maximo. Todos los valores se alcanzan sobre ese segmento y todos los puntos
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del segmento son del conjunto de oportunidades, ya que éste es convexo. En el
segundo caso, se emplean dos segmentos, uniendo el punto Bh correspondiente al
valor de Banzhaf con un vértice donde se alcance el maximo y con uno en el que

se alcance el minimo, y actuando de igual manera.

Ejemplo 3.24

Consideramos el juego v € Gy, N = {1,2,3,4}, definido en la forma: v(S) = 4
sileS#NvS)=2"1sil¢Syuv(N)=28 Suponemos que se forma la
coalicién bipersonal dnica {1,2}. Para esta coalicién vamos a calcular el maximo
y el minimo de la diferencia entre la asignacion ogz|vs] en el juego cociente y la

suma de asignaciones o4 [v] 4+ o3[v] en el juego inicial.

En primer lugar, obtenemos la sucesién de constantes { ki , ko, ks, k4, ks } que en
este caso debe calcularse considerando las coaliciones S C N tales que S 3 1, 2.

Para |S| =2, S ={1,2}: ko =v({1,2}) —v({2}) —v({1}) = —1.
Para |S| =3, S ={1,2,3},{1,2,4}:
ks = U({L 2, 3}) B U({27 3}) o U({LB}) + U({B})+
+v({1,2,4}) —v({2,4}) — v({1,4}) + v({4}) = —2.
Para |S| =4, S ={1,2,3,4}:

ky=0({1,2,3,4)) — v({2,3,4}) — v({1,3,4}) + v({3,4}) = 2.

A estos valores hemos de anadir k; = k5 = 0 y calcular el méximo y el minimo de:

{[kﬁl—ks](;l:i)_l} :{—1,—%, ,—2}.

Los valores admisibles para o1z[vgs] — (01 [v]4+02[v]) son los del intervalo [ -2, 4/3 ].

Wl =~

El maximo se alcanza en el vértice de coordenadas V3 = (0,0,1/3,0), y el
minimo en el vértice de coordenadas V; = (0, 0,0, 1).
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Para obtener una solucién de la ecuacién en uno de los casos admisibles, como por
ejemplo a =1,

oz[v] — (01[v] + o2fv]) =1,

podemos emplear uno de los métodos de la observacién 3.23. Un semivalor o que
sea solucion particular serd aquél cuyos coeficientes sean las coordenadas del punto
P

4/3-1

P = Bh—irL

1/3 1/3

1,1 1 1 1Y\ 3 1 1 1 9 1
P—z(@§’§§)+z(0”’@0)—(575’5’5)-

Observacién 3.25

La proposicién 3.22 nos proporciona el conjunto posible de nimeros a admisibles

Vs,

como término independiente en la ecuacién lineal
onlvr] — (o1[v] + o2[v]) = a.

Si designamos por H el “hiperplano de semivalores”, es decir, la interseccién del
hiperplano de R" de ecuacién } 7, (Z:ll) ps = 1 con los semiespacios de ecuaciones
respectivas p, > 0, 1 < s < n, tenemos para cada punto de H un valor del
incremento oqs[vys] — (01 [v]+02[v]), de manera que podemos establecer la siguiente
aplicacion,

JANDS: H — [w, Q]

(1sopn) = omlom) — (oale] + o)

Al ser Aya(p1y ..., pn) = olv] — (o1[v] + o2fv]) = >0 (ksi1 — ks)ps, la funcion
Ajy es una funcién lineal y, por tanto, continua de H sobre [w, 2]. Fijado un
valor concreto a € (w, €)) queremos encontrar todos los puntos (pi,...,p,) € H,
que sean antiimagen por Ais del valor a.

Proposicion 3.26
Fijado un valor a € (w, ), todos los semivalores o definidos sobre el espacio de
juegos G’y que verifican ogs{vrz] — (01[v] +02[v]) = a son aquellos cuyos coeficientes
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son solucidn del sistema lineal

Z(ks—l—l - ks)ps =a
=, (3.5)

s=1

junto con las condiciones de no negatividad ps > 0, 1 < s < n. Entonces:

(a) El tnico valor admisible es a = 0 y todos los semivalores son solucién de
opslvs] — (o1[v] + o2fv]) =0 siy sélosi ks =0, 2 < s < n.

(b) Sialgtin ks # 0, 2 < s < n, las soluciones del sistema (3.5) forman una variedad
lineal de R™ de dimensién n—2, de manera que su interseccién con los semiespacios
de ecuaciones respectivas p; > 0, 1 < s < n, es un convexo que separa H en dos
partes: de un lado la regiéon cuyos puntos corresponden a semivalores para los
cuales el incremento es superior a a, y de otro la regién cuyos puntos corresponden

a semivalores para los cuales el incremento es inferior a a.

Demostracién
(a) Los coeficientes de la segunda ecuacién del sistema (3.5) son todos no nulos,
de forma que la matriz de ese sistema tiene rango 1 si y sélo si

1
l<:5+1—k:5:/\(n ) 1<s<mn.
s—1

De aqui, al ser k1 =0, ky = )\("81), y, en general, k; = )\Zf;ll (?:11), 2<s<n.

También, k,.; = 0, de donde, —k,, = )\(Zj), es decir, k,, = —\. Comparando:

n—1
-1
kn,= A g n = —\, de donde, necesariamente, A = 0.
prd U

Entonces kg1 — ks =0, 1 < s < n. Porser ksy =0 6 k.1 = 0 se sigue que,
necesariamente, ks = 0, 2 < s < n. En este caso, para que el sistema (3.5) sea
compatible sélo es admisible el valor a = 0, y todos los semivalores son solucién

en oplurg] — (01[v] + o2v]) = 0.

(b) Si algin ks # 0, 2 < s < n, el sistema (3.5) tiene rango 2, de manera que
su solucién es una variedad lineal de R® de dimensién n — 2. Al intersecar esta
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solucién con los semiespacios p; > 0, 1 < s < n, se obtiene un convexo, por ser
todos ellos convexos, con intersecciéon no vacia; como esta interseccion es acotada,
se trata de un poliedro en R".

El hiperplano de ecuacién » . (ksi1 — ks)ps = a (w < a < Q) separa en dos
partes al llamado “hiperplano de semivalores” H. Si en una de esas dos partes
S (ksy1—ks)ps > ay >0 (kst1—ks)ps < a, en un punto intermedio se tendria
> (ksy1 — ks)ps = a, por linealidad, y la solucién del sistema (3.5) no tendria

dimension n — 2, lo cual serfa una contradiccién. []

Consecuencia 3.27
Si algin ks # 0, 2 < s < n, en la ecuacién oz{v] — (01[v] +032[v]) = a, los valores
minimo y méaximo admisibles como términos independientes a, son, respectiva-
mente, w < 0, € > 0, es decir, siempre podemos encontrar algunos semivalores
para los cuales la agrupacién en el cociente resulte positiva, mientras que para
otros resulte negativa.

Demostraciéon
Segin la observacién 3.23, w < 0, Q > 0.

Como semivalor, identificamos el valor de Banzhaf con el punto del hiperplano de
semivalores que designamos por Bh = (1/2"1,...,1/2""). Este no es un vértice
del conjunto de oportunidades, ni tampoco forma parte de ninguna arista, es un
punto interior, para el que se cumple Yz{vg] — (¥1[v] + ¥yv]) = 0. Podemos
concluir que sobre el punto Bh no se alcanza ni el méximo ni el minimo, esto es

w # 0, 2 # 0, de donde se sigue la afirmacién del enunciado. [J

Observacion 3.28
El “hiperplano de semivalores” H es un convexo de R™ cuyos vértices son los puntos
Vs, 1 < s < n, de coordenadas respectivas

Z(ks-i-l - ks)ps = a, w<a< Q7 (36)
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se obtiene otro convexo cuyos vértices son vértices de H o puntos que se encuen-
tran sobre las aristas del propio H. Para determinar cudles de las aristas de H
tienen o no interseccién con el hiperplano solucién de (3.6) procedemos de la forma
siguiente:

(a) ordenamos los vértices de H segun el valor obtenido: [ks 1 — ki (2:11)—1 , 1<

s < n, en orden creciente.

(b) colocamos el valor a € (w, Q) en el lugar que por orden le corresponda.
Puede entonces suceder que ese valor de a coincida con k valores de ciertos vértices
(0 < k <n—2), quedando s valores superiores (1 < s <n—1), y el resto, n—k—s,

inferiores a a.

El nimero total de aristas de H queda descompuesto en seis grupos:

(Z> - (n_5_8> +(;>+(I;)+(n_k_8)k+k5+(n—k’—s)s.

En el primer grupo de aristas no se alcanza el valor a, pues son las que toman en
ambos extremos valor inferior a a. En las del segundo grupo tampoco se alcanza
a, pues en ambos extremos el valor es superior a a. En las del tercer grupo el valor
se alcanza en toda la arista, por alcanzarse en ambos extremos. En las del cuarto
grupo el valor a se alcanza sélo en el vértice donde toma el valor mayor. En las
del quinto grupo sélo en el vértice donde toma el valor menor. Finalmente, en las
del sexto grupo, el valor a se alcanza en un tnico punto intermedio de cada una,
ya que en un vértice toman valor estrictamente menor y en el otro estrictamente

mayor que a.

(c) Consideramos ahora los k vértices en los que se alcanza el mismo valor a,
que reunen los grupos tercero, cuarto y quinto del apartado anterior, junto a los
(n — k — s) s puntos de las aristas del sexto grupo. Para determinar estos puntos
empleamos un procedimiento andlogo al de la observacion 3.23.

Supongamos que en la arista de vértices V, V; se toman, respectivamente, los
valores p, ¢, con w < p < a < ¢ < . El punto P correspondiente a esa arista,
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donde se toma el valor a, tendrd por coordenadas:

q V. + p
q—p q—p

P = Vi.

Los k4 (n—k — s) s = m vértices o intermedios de aristas de H en los que se toma
el valor a, son los vértices del convexo en donde, ademds, se verifica la ecuacién
(3.6).

(d) Asi, todos los semivalores que son solucién de
oslvs] — (o1]v] + o2fv]) =a, conw <a <9,

son aquellos cuyos coeficientes se corresponden a las combinaciones lineales con-
vexas de los m puntos obtenidos en el apartado (c):

i=1

i=1

Ejemplo 3.29
La composicién del Parlamento Vasco surgido de las elecciones del afio 1998 es la
siguiente:

Partido Nacionalista Vasco (PNV), 21 diputados; Partido Popular (PP), 16 diputa-
dos; Euskal Herritarrok (EH), 14 diputados; Partido Socialista de Euskadi (PSE),
14 diputados; Eusko Alkartasuna (EA), 6 diputados; Izquierda Unida (IU), 2
diputados; Unidad Alavesa (UA), 2 diputados.

El nimero total de diputados de esta cdmara es de 75, de forma que para conseguir
la mayorfa absoluta se necesitan, al menos, 38. En consecuencia, la situacién de
este Parlamento como juego de mayoria ponderada es:

[38;21,16, 14, 14,6, 2, 2].

Las conversaciones entre los diferentes grupos politicos han llevado a la formacién
de una tnica coalicién entre los jugadores 1 -Partido Nacionalista Vasco- y 5 -Eusko
Alkartasuna-.
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En esta situacién, vamos a determinar:

(a) El maximo y el minimo de la diferencia entre la asignacién a la coalicién {1,5}
en el juego cociente y la suma de asignaciones a los jugadores 1 y 5, en el juego

inicial.
(b) Todos los semivalores para los cuales el incremento anterior sea nulo.

(a) Determinamos en primer lugar la sucesién de constantes. Como el nimero de
jugadores es n = 7, k1 = ks = 0. Las demds constantes son

ko= Y [v(S) —v(SN{L}) —o(S{5}) + v(S\{L,5})], 2<s<7,
S531,5,|S|=s

obteniéndose los valores:
ko =0, ks =3, ks =4, ks = —4, k¢ = -3, k; = 0.

A partir de aqui:

7T-1\"" 11 2 1 1
{[ksﬂ—ks](s_l) } —{07§,E,—g,1—5,§>0}-
1<s<7

2
El minimo es —p yse alcanza en V; = (0,0,0,1/20,0,0,0).

1
El méaximo es 5 yse alcanza en V5, = (0,1/6,0,0,0,0,0), Vg = (0,0,0,0,0,1/6,0).

De esta forma, la ecuacién oz[vs] — (01[v] + 05[v]) = a tiene como valores admi-
sibles de a los del intervalo real [—-2/5, 1/2].

(b) El valor a = 0 siempre es admisible. Para determinar el convexo de R™ cuyas
coordenadas son coeficientes de semivalores o para los cuales el incremento es nulo,
actuamos como indica la observacién 3.28, ordenando los valores en los vértices de
menor a mayor:

2 1

1 1 1
—— < < < — < — < - < -
= (Vi) SO(V1) SO(Va) < = (Vo) < = (V3) < 5 (V2) < 5 (1)
En este caso, £k = 2 valores de los vértices coinciden con el valor a = 0 del

incremento: los vértices Vi, V7 son vértices de la solucion.
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Por otro lado, s = 4 valores de los vértices son superiores al valor a = 0, mientras
quen—k—s=7—2—4=1 es inferior. Obtenemos entonces cuatro vértices del

convexo solucién sobre puntos de las aristas:

Py en la arista que une V; con V3 : P, = (0,0,2/35,1/140,0,0,0),

P, en la arista que une V; con Vs : P, = (0,0,0,1/140,2/35,0,0),

P5 en la arista que une V; con V5 : P3 = (0,2/27,0,1/36,0,0,0),
(

P, en la arista que une V; con V5 : Py = (0,0,0,1/36,0,2/27,0).

Asi, todos los puntos P cuyas coordenadas son coeficientes de semivalores que dan

incremento nulo son:

6
P=MVi+XVi+ AP+ AP+ AP+ APy, Y Ai=1,42>0, 1<i<6,

i=1

2 2 1 1 2 2
P = ()\1, 2—7)\5, §>\3, E(A3+>\4)+%(A5+>\6), g)\él, 2—7)\6, )\2),

6
D N=1,X>0,1<i<6.

i=1

Puede comprobarse que para los valores
A =X =1/64, \3 =Xy =35/128, A5 = \g = 27/128,

el punto P correspondiente tiene todas sus coordenadas iguales a 1/2°, que son
los coeficientes del valor de Banzhaf. Este punto tenfa que pertenecer al convexo
de incremento nulo, ya que el valor de Banzhaf siempre da incremento nulo para

cualquier juego y cualquier coalicién bipersonal tinica, esto es:

Urslurs] — (¥ [v] + ¥s[v]) = 0.



Cooperacion parcial

4.1 El juego incremento

Consideramos juegos cooperativos del espacio Gy. Denotamos como GR(N) el
conjunto de todos los grafos con vértices en los elementos del conjunto de jugadores
N.

Siguiendo el modelo propuesto por Myerson (1977), cada posible situacién de co-
operacién parcial entre los jugadores de N viene determinada por un grafo de
cooperacién g € GR(N). Dos jugadores cualesquiera de N pueden colaborar entre
sf si estdn unidos directamente por una arista del grafo g o, dentro de una coali-
cién S, si estdn estdn unidos a través de un camino que tenga los otros jugadores
intermedios dentro de S.

Asi, el juego v € Gy modificado por la estructura de cooperacién del grafo g se
define por:

o/g(8)= 3 o(T), SCN,

TeS/g

donde S/g denota la particién en componentes conexas por el grafo g de la coalicién

S.

151
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Queremos estudiar la relacién entre el juego v/g y el juego v/(g~k:1), donde al
grafo g se le ha suprimido una de sus aristas k:[. Andlogamente:

v/(gnk:D)(S) = Y o), SCN, k:leg.

T'eS/(g~k:l)

Definicién 4.1
Llamamos juego incremento de v por la supresion de la arista k:1 del grafo g, y lo
designamos por Awvj ., al juego perteneciente a G'x definido por:

Avga(S) =v/g(S) —v/(g~Ek:1)(S), SCN.

Este juego recoge la variaciéon entre ambos juegos modificados.

Proposicién 4.2

Si Ty, denota la componente conexa de S/g donde se encuentran k y [ por el
grafo g y T, T; las componentes conexas de S/(g~\k : 1) donde se encuentran,
respectivamente, k y [ por el grafo g~ k:[, entonces:

V(Tw) — [v(Tk) +v(T7)] si Ty queda desconectada
Avg a(S) = al suprimir la arista k:1,
0 en caso contrario.

Las componentes Ty;, T}, 1; dependen de cada S, S C .

Demostracion
Al ser Avgy g (S) = v/g(S) —v/(g~k:1)(S), S C N, hemos de evaluar los juegos
de la derecha de la igualdad segin los casos que puedan presentarse.

(1) Si{k,l} € S, la supresién de la arista k:1 no crea en S nuevas componentes
conexas, asi que v/g(S) =v/(g~k:1)(S).

(2) Si {k,l} € Sy denotamos por Ty, € S/g la componente conexa de S en la
que se encuentran k y [, ya que estdn unidos por la arista k:[ € g, sélo puede
suceder que la supresién de esa arista desconecte Tj; en dos componentes conexas
de S/(g~k:l) que denotamos, respectivamente, Tj, y T;. Asi se tiene:
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v/g9(8) = v/(gnk:)(S) = Y o)~ Y o)

TeS/g T'eS/(g~k:l)

= 0(T) = [v(Tk) + v(T1)].

El resto de componentes conexas de S/g no pueden verse alteradas por la supresién
de la arista k:1 ya que no estd contenida en esas componentes. De la igualdad
anterior se sigue la expresion del enunciado de la propiedad. [

Observacién 4.3

La funcién Av, x.(S) sélo ha de ser evaluada en los 2"~% subconjuntos tales que
{k,1} C S; en los restantes, Avg . (S) =0, S 2 {k,l}. Ademds, si dentro de algin
S con {k,l} C S existe algin camino alternativo a k:[, también, Av, 4. (S) = 0.

4.2 Semivalores y grafos de cooperacién

En esta seccién nos proponemos estudiar las situaciones de cooperacién parcial
modelizadas por grafos de cooperacion respecto a las asignaciones que los diferentes
semivalores proponen para cada juego cooperativo. Este estudio se realiza sobre el
juego incremento definido en la seccion precedente, siendo el que pone de manifiesto
las propiedades que se quiere obtener.

Proposicién 4.4
Siv € Gy, g € GR(N) y o es un semivalor definido sobre G de coeficientes
ps, 1 < s < n, para la arista k:l € g se cumple:

(a) O'k[AUng;l] = O'Z[AUQJC:[] = Z psAUg,k:l(S)-

SCN
S3k,1

(b) oilAvgra] = D Po[Avgpa(S) = Avgpa(SN{i})], i # kil
SCN
S3i,k,l
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Demostracién
(a) Para k € N, donde k:[ es la arista que se suprime:

W[ Avga] = D PolAUg(S) = Augra(SN{R})].

S:keS

En la propiedad anterior hemos visto Av, .. (S) = 0, si {k,l} € S, asf basta que
el sumatorio se extienda a las coaliciones S tales que S > k,[. Ademds, dentro del
sumatorio, S\ {k} no contiene a k, luego Av, (S~ {k}) = 0, quedando:

Avqkl Z psAqul

SCN
S5kl

Anidloga expresién puede probarse para o;[Avg ..
(b) Parai € N, i # k,l:

Avg k: 1 Z Ds AUg k: l AUg,/’c:l(S\ {Z})]

S:eSs

Igual que antes Avg . (S) = 0, si {k,l} € S, asf que el sumatorio se extiende
Unicamente a los 2”73 subconjuntos S tales que i, k,l € S. O

Teorema 4.5
Dado v € Gy, si o es cualquier semivalor definido sobre Gy de coeficientes pg, 1 <
s < n, entonces las reglas de asignacién definidas por:

Y,: GR(N) — R¥
g — of/g

(a) verifican la propiedad de justicia,
(b) verifican la propiedad de estabilidad, para juegos superaditivos.

Demostracién
(a) La propiedad de justicia para una regla de asignacién definida segiin un semi-
valor o supone que se cumpla:

o[v/g]l — orlv/(gNk:l)] = ailv/g] — oi[v/(g~k:1)],  k:l€g,
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o lo que es lo mismo:
Ok [Avg,k:l] = 0] [Avg,k:l]7 k:l e g,

estando esta igualdad probada en el apartado (a) de la proposicién 4.4.

(b) Para probar la estabilidad para juegos superaditivos basta considerar que si la
supresién de la arista k:[ crea dos nuevas componentes conexas Ty y 1; en S, al
ser T, UT; = Ty, T N T; = ), se cumple por la superaditividad de v:

’U(Tkl) = ’U(T';C U T'l) Z ’U(Tk) + ’U(TD
De aqui:

orlv/g) — orlv/(gk:D)] = ok[Avgra] = Y psAvgra(S) > 0,

SCN
S3k,l

ya que si S no queda desconectado Av, ., (S) = 0, mientras que si queda desconec-
tado Avg g (S) = v(T) — [v(Tk) + v(T1)] >
1 <s<n.

0, y en cualquier caso ps; > 0 para

La desigualdad oy[v/g] — or[v/(g~k:1)] > 0 supone que el jugador k obtiene un
incremento no positivo al suprimirse la arista que lo une con el jugador [, si v es
superaditivo. El mismo resultado puede probarse para el jugador [, de donde se
sigue la estabilidad de la asignacién por o. [J

Observacién 4.6
En la definicién del juego incremento de v por la supresion de la arista k: [ del
grafo g, Av, . (S) = v/g(S) —v/(g~k:1)(S), S C N, si comparamos los pagos

que un semivalor ¢ asigna a un juego y a otro, podemos escribir:
oilv/(gNk:l)] —oi[v/g] = —0i[Avg k], i€ N.

Si designamos por Ac;(v, g, k:1) el incremento de asignacién al jugador i € N al
pasar del juego v/g al juego v/(g~k:l), podemos escribir:

Ao (v,g,k:l) = —0[Avg k).

Es decir, el incremento de asignacién por un determinado semivalor al pasar del
grafo g al grafo g~k :[ es el opuesto de la distribucién de pagos al juego incremento
por el semivalor que se considere.
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Ejemplo 4.7

Consideramos el juego v € G, N = {1,2,3,4}, definido de la siguiente manera:
v({i}) =0, v({i,j}) = max{i, 5}, v({i,5,k}) =i+ j+k, i,5,k € N, v(N) = 10.
Supongamos que en N estd definido el grafo de cooperacion

g=1{1:2,2:3,3:4,4:1}

y que de éste suprimimos la arista 1:2. Queremos estudiar:

(a) la variacién de asignacién por cualquier semivalor o definido sobre juegos co-
operativos de cuatro jugadores,
(b) la variacién para los casos particulares valor de Banzhaf y valor de Shapley.

(a) El juego incremento Av, ;.o estd definido sobre las coaliciones de N y lo eva-
luamos sobre aquellas coaliciones S con {1,2} C S. Para el resto de coaliciones
Avg10(S) = 0,5 2 {1,2}. En total efectuamos 4 valoraciones que podemos
recoger en una tabla:

S {12} 1 {1,2,3} | {1,24} | N
AUQJ:Q(S) 2 3 3 0

Avg1.2(N) =0 ya que N no queda desconectado al suprimir la arista 1:2.

Segtin la observacion 4.6, la variacién de asignacién por cualquier semivalor o de
coeficientes (p1, pa, 3, p4) para el primer jugador es:

A0'1 (U7 g, 1: 2) = - [pQA,U!],l:Q({L 2}) + p3Avg,l:2({17 27 3}) + p3Avg,l:2({17 27 4})]7

Aoq(v,g,1:2) = —2py — 6ps.

Por la condicién de justicia: Aos(v, g,1:2) = Aoq(v, g,1:2) = —2py — 6ps.

El juego v que hemos definido es superaditivo: se observa como los dos jugadores
desconectados obtienen siempre un incremento no positivo, sea cual sea el semivalor
con el que se trabaje.

Para los otros jugadores:
Aos(v,9,1:2) =— {p3[Avg12({1,2,3}) = Avgr2({1,2})] +
P4 [Avg12(N) — Avg1:2({1,2,4})]}
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Ao3(v,g,1:2) = —ps + 3ps.

AO’4(’U, qg, 12) = — {pg [A’Ug’ljg({l, 2, 4}) — A’Ugﬁlzg({l, 2})] —|—
+p1 [Avg12(N) — Avga12({1,2,3})]},

Aoy(v,9,1:2) = —p3 + 3ps.

De esta forma, para cualquier semivalor o, el vector de incrementos por la supresién

de la arista 1:2 es:

Ao(v,g,1:2) = (—2py — 6ps, —2ps — 6p3, —p3 + 3ps, —p3 + 3pa)-

(b) En concreto, para el valor de Banzhaf:
AY(v,g,1:2) = (=1, =1, 1/4, 1/4).

El pago que el valor de Banzhaf asigna a los jugadores en el juego v/g es:
Ylv/g] = (21/8, 21/8, 27/8, 31/8).

Para obtener la distribucién correspondiente al juego v/(g~1:2) bastard sumar el
incremento correspondiente a la supresién de la arista, esto es:

Ylv/(gN1:2)] =¥[v/g] + AY(v,g,1:2) = (13/8, 13/8, 29/8, 33/8).

Para el valor de Shapley:
Ap(v,g,1:2) =(—2/3, —=2/3, 2/3, 2/3).

Como que el pago que reciben los jugadores de N en el juego v/g es:
olv/g] = (23/12, 25/12, 33/12, 39/12),

en el juego v/(g~1:2) seré:

olv/(gn1:2)] = o[v/g] + Ap(v,g,1:2) = (15/12, 17/12, 41 /12, 47/12).



158 4. COOPERACION PARCIAL

Proposicién 4.8

Supongamos v € Sy, juego simple con n jugadores, n > 3, y el grafo de coo-
peracién inicial el grafo completo ¢”V. Si se suprime una arista cualquiera k : [,
entonces, para cualquier semivalor o de coeficientes ps, 1 < s < n:

() {k, 1} ¢ W = olv/(gV~k:1)] = olu].

(b) {k, 1} e W™ = a;[v/(gN\k:1)] = 0:[v] — pa, i=k,l,

oilv/(gV\k:D)] = oilo] +ps, i F kL

donde W indica el conjunto de coaliciones ganadoras, v(S) = 1, del juego v € Sy
y W™ indica el conjunto de coaliciones ganadoras minimales de v.

Demostracion

En cualquier caso, si del grafo completo ¢" se suprime una arista cualquiera k:1[,
el 1inico subconjunto que queda desconectado de entre los que contienen k, [ es el
propio {k,l}. Cualquier otra coalicién conteniendo k,[ y otro jugador no queda
desconectada.

(a) Si{k, 1} ¢ W, Avgn ja({k,1}) = v({k, 1}) — [v({k}) + v({l})] = 0; de aquf:
Ac(v, g, k1) = —o[Avgy 4] =0,

y se sigue la ignaldad del enunciado.

(b) Si {k,1} € W™, Avgn a({k,1}) = v({k, 1}) — [v({k}) + v({I})] = 1; entonces:

Aai(v,gN,k:l):—al A’UNkl ZpsAkal = —D2, i:k>l7
Sok,l

de donde se sigue la igualdad del enunciado para ¢ = k, [.
Para i # k., I:

Aci(v, g™ k:l) = —0i[Avgy ] = = > palAvgn () — Avgw i (SN {i})]

S3k,li

= _p3[AUgN,k:l({i> k, l}) - AUgN,kzz({ka l})] = D3,
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siendo los demds incrementos nulos para cualquier S que contenga i, k,[ y sea de
cardinal superior. [l

Casos particulares 4.9
En las condiciones de la proposicién anterior, para el valor de Shapley ¢ y para el
valor de Banzhaf v se cumple:

(@) {k, 1} ¢ W = ¢[v/(gV\k:1)] = ¢[v],

Yo/ (g \k:D)] = ¢v].

(0) {1} €W = Guf(g" kD) = 6] = ———. i=kl
NSEk:D] = v 2 l

gbz[”/(Q kl)] ¢z[ ]+n(n_1)(n_2)7 7&]{},1,

Uil (6" kD] = il — 5y P=hl

AN RS i kL

Ejemplo 4.10

La composicién del Parlamento de Cataluna resultante de las elecciones celebradas
el 19 de noviembre de 1995 fue la siguiente: Convergeéncia i Unié CiU, 60 diputa-
dos; Partit dels Socialistes de Catalunya PSC, 34 diputados; Partit Popular PP,
17 diputados; Iniciativa per Catalunya-Els Verds IC, 13 diputados; Esquerra Re-
publicana de Catalunya ERC, 11 diputados.

Como juego de mayoria ponderada, la situacién del parlamento de Cataluna viene

descrita en la forma:
[68; 60,34, 17, 13, 11].

Para este juego el valor de Shapley correspondiente es:
¢[v] = (0.6, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1),
y el valor de Banzhaf:

Ylv] =(7/8,1/8,1/8,1/8, 1/8).
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Estos son los valores correspondientes a las asignaciones para el juego v con el
grafo de cooperacién completo, es decir, v/g".

Queremos estudiar cudles serfan los efectos de la supresién de una arista del grafo
de cooperaciéon. En concreto, suprimimos la arista 1:4. Esta supresién supone la
no colaboracién lateral entre los jugadores 1 (CiU) y 4 (IC) documentada, en su
momento, en los medios de comunicacion.

Segin lo que hemos visto, las asignaciones por el valor de Shapley o por el valor
de Banzhaf sufrirdn las siguientes variaciones:

Plv/(g¥~\1:4)] = o[v/g"] + Ag(v,g", 1:4)
— (0.6, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1) + (—0.05, 0.03, 0.03, —0.05, 0.03)
— (055, 0.13, 0.13, 0.05, 0.13),

Plv/(gV~1:4)] = Plv/gV] + AY(v,g",1:4)

= (7/8,1/8,1/8,1/8,1/8) + (—1/16,1/16,1/16,—1/16,1/16)

(13/16, 3/16, 3/16, 1/16, 3/16).

Como puede observarse, en ambos casos, la pérdida es la misma para los jugadores
1 y 4, por la condicién de justicia. Sin embargo, proporcionalmente, el jugador
con menor poder queda més afectado por la no cooperacion.

Proposicién 4.11

Supongamos v € Sy, juego simple con n jugadores, n > 3, y el grafo de coo-
peracién inicial ¢ = {1:7, 2 < j < n}, grafo radial con centro en 1 y satélites
2,...,n. Si se suprime una arista cualquiera como 1 : 2, entonces, para cualquier
semivalor o de coeficientes p,,1 < s < n:

(a) Si las coaliciones ganadoras minimales son aquellas que contienen el punto
central 1 y tienen cardinal m, 2 < m < n:

AO’l(U,g, 12) = AO_Q(”?Q? 12) - _(n72>pm’

m—2

Aoi(v,9,1:2) = = (773w + () Pms1, 1 # L2
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(b) Si la unica coalicién ganadora minimal es N:

Aci(v,9,1:2) = —p,, VieN

Demostracion

Hemos de evaluar los valores de Awv, 1.2(S) para las diferentes coaliciones. Sabemos
que Avg12(S) =0si S 2 {1,2}.

El resto de coaliciones conteniendo a {1,2} son de alguno de los tipos siguientes:

S = {1,2}, una tnica coalicién, ("82) =1,

S ={1,2,q}, con ¢ € N~{1,2}, en nimero de ("12),

S={1,2,q1, .., Gm—2}, cON 1, ..., gm—2 € N~{1,2}, en nimero de (:;22),

S = N, en nimero de (Z:g) =1.

(a) Si las coaliciones ganadoras minimales son de cardinal m, los uinicos subconjun-
tos para los que Av, 1.2(S) # 0 son exactamente los del tipo S = {1,2, ¢1, ..., gm—2}:

AUg,l:Q({]-727q17 "'7qm—2}) - 17 q1y -y Gm—2 S N\{17 2}

Estas coaliciones pasan de ser ganadoras a ser perdedoras, al suprimirse la arista
1:2. Las coaliciones de cardinal inferior no dejan de ser perdedoras al suprimir
1:2, asf que su incremento es nulo, igual que las de cardinal superior a m, que no
dejan de ser ganadoras tras la supresién.

Segin estas consideraciones, para ¢ = 1, 2:

Aaz(?}) g712) = _pm Z A,Ug’ljz({l,Q, Q1>7Qm72}) s —(;ié)pm,
q1,-,9m—2EN~{1,2}

siendo esta expresion valida para 2 < m < n.

Ahora, parai # 1,2 y 2 < m < n — 1, hemos de considerar aquellas coaliciones
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que contengan {1,2,}:

AO’,’(’U,Q,lZQ) = —DPm Z [Avg,l:Q({LZ?i;(_ﬁ?"'7Qm73})_

q1y-,qm—3€N~{1,2,3}

_AU!]7132({17 27 q1y -+ qu3})]_

—Pm+1 Z [AUQ,I:Q({:LQJ?;?(JD"'qu—Q})_

Q15 qm—2€N~{1,2,i}

_AU!]JQ({L 2; q1s -+ meQ})]

En el primer sumatorio de esta expresion qi,..,¢m -3 € N~ {1,2,i}, asi que el
numero de sumandos es de (::;) v Avg12({1,2,q1, ..., gm—3}) = 0, puesto que el
cardinal de estas coaliciones es m — 1.

En el segundo sumatorio ¢, .., gm—2 € N~{1,2,i}, asi que el nimero de sumandos
es de (::;) y Avg10({1,2,4,q1,...,Gm—2}) = 0, puesto que el cardinal de estas
coaliciones es m + 1.

En consecuencia, la expresién anterior se transforma en:

Aci(v,g,1:2) = —(;:;%)pm + (:;z)pmH, i #1,2;2<m<n-—1.

(b) Para el caso en que la tnica coalicién ganadora minimal es N, la expresién
del incremento para los jugadores extremos de la arista que se suprime vista en el
apartado (a), es también vélida para m = n, quedando: Ac;(v,g,1:2) = —p,, i =
1,2.

Para i # 1,2 y m = n, la expresién del incremento queda reducida a:
AO'Z'(’U, 95 12) = _pn[Avg7132(N) - AUQ,I:Q(N\{i})] = —DPn,

lo cual concluye la demostracion del enunciado. []

Este tipo de grafos aparece en diversos estudios de sistemas de comunicacién.
Desde un punto central estdn comunicados diferentes periféricos; la supresiéon de
una arista de cooperacion supone la pérdida de comunicacién entre el punto cen-
tral y el satélite.

El significado que puede atribuirse a las coaliciones ganadoras minimales es el
siguiente: para m = 2 supone que se consigue emitir desde el centro a cualquier
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periférico; para m = 3 supone que se consigue emitir enlazando dos periféricos a
través del punto central, actuando éste como emisor-receptor de, por ejemplo, un
sistema de radioenlaces; para un m cualquiera supondria una generalizacién del
caso m = 3, donde por problemas de operatividad o de costes se requiere asegurar
un nimero minimo m de puntos enlazados.

El estudio de los incrementos de asignacion por un determinado semivalor al
suprimir una arista de cooperacién de uno de estos grafos radiales supone consi-
derar como deben distribuirse los efectos de la pérdida de comunicacién entre los

agentes que intervienen en el sistema.

Caso particular 4.12
Estando en las condiciones de la proposiciéon anterior, la supresién de la arista
1:2 del grafo radial de centro 1 supone para el valor de Shapley los siguientes

incrementos.

(a) Para coaliciones ganadoras minimales de cardinal m, 2 < 'm < n:

A¢1(U7g71:2) = A¢2(U,g,122) - _77,787,—_—11)7
oy 2m—1) :
Agbi(v,g,1.2)—n(n_1)(n_2), 1#1,2.

(b) Si la unica coalicién ganadora minimal es N:

1
Aqﬁi(v,g,l:Q):—E, Vi e N.

4.3 Normalizacién aditiva y grafos de cooperacion

En la seccién anterior hemos probado que, en las situaciones de cooperacién par-
cial modelizadas por grafos de cooperacién definidos sobre el conjunto de vértices
formado por los jugadores de un juego cooperativo, todo semivalor permite obtener
una regla de asignacién justa, que ademds es estable para juegos superaditivos.
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Estd probado en Myerson (1977) que el tnico vector de pagos que da lugar a
una regla de asignacién justa y eficiente por componentes conexas es el valor de
Shapley. Asi, para el caso de los semivalores ya estudiado, no se podia pretender la
eficiencia por componentes conexas, puesto que sélo el valor de Shapley la verifica.
Para intentar paliar de alguna manera esta carencia recurrimos a la normalizacién
aditiva de los semivalores.

La normalizacion aditiva de una solucién consiste en eliminar el exceso de la suma
de los pagos a los jugadores respecto a la utilidad que puede obtener en el juego la
coalicién total. La eliminacién del exceso se obtiene descontando a cada jugador
una misma cantidad, es decir, la n-ésima parte de ese exceso. La expresién concreta
de la normalizacién aditiva de un semivalor adopta en su desarrollo esquemas
similares a los que se ofrecen en Ruiz et al. (1995); ahora los resultados se orientan
al tratamiento de la supresiéon de una arista en un grafo de cooperacién.

Definicién 4.13
Para cualquier semivalor ¢ definido sobre el espacio de juegos cooperativos Gy se
define su normalizacién aditiva ¢ en la forma
o: Gy — RN
v — o]
1

donde ofv] = o;[v]+— | v(N)— > o4[v] |, paracada i € N.
n JEN

Lema 4.14
Para cualquier semivalor o definido sobre los juegos de Gy cuyos coeficientes sean
ps, 1 < s < n, se verifica la siguiente relacién:

Y o pso(SN{)) = D pu(SNA{i}) = D pepav(S) = Y perav(S),
EY] REY SS;?JZV é‘giljv

Demostracion

ZPSU(S\{j}) - ZpsU(S\{i}) = Z psv(S\{j})+ Z psU(S\{j})_

EY] eV S3i,j S:i¢S
jeS
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=D pu(S~{i}) = D poo(S\{i})

S2i,5 S;;'Z%S
J

> pv(SN{G}) = Y pu(S\{i}) = Y pu(SN{i}) = D po(SN{i}).

S35 S3i REIN S3i,j

Si en el primer sumatorio de la derecha de la igualdad llamamos S’ = S~\{j} y en
el segundo S" = S~ {i}:

ZPSU(S\{J} Zps S\{} Z p5’+1'U Z Ds +1'U

S>j ET] S'ies’ S¢S’
j¢s’ jes’

Si en esta igualdad se suma y resta Z ps+1v(S) se obtiene

S:i,jES,S4AN
Do p(SNATD = Yopw(SN{i) = Y peav(S) + D porav(S)-
S35 KEY S:ieS S$3i,j
j¢Ss SAN
=3 per1v(8) = > pasiv(S)
S314,5 S¢S
S#N j€es

llegando a la férmula del enunciado:

S pa(S~ ) = Y palS (i) = 3 perv(S) = 3 pecre(S)

S3j S3i S3i S35
SEN SEN

Proposicién 4.15
La normalizacion aditiva ¢ de un semivalor o de coeficientes p,, 1 < s < n,
definido sobre el espacio de juegos Gy obedece a la siguiente expresién:

ollv] = V() + af (v) — 1 Za‘j’(v), para cada i € N, Yv € Gy,
"N
donde
a7 (v) =Y (ps +ps1)o(S).

S>i
S#N
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Demostracion
En la definicién de o¢[v], i € N, sustituimos cada expresién con o;[v] en funcién
de los coeficientes py del semivalor y agrupamos en un sumatorio:

+Z ) —v(S~\A{i}) ——ZZPS ) —v(S~{i})],

S>i JEN S>j
o9[] = “(iv) +% 3 { 3 pl0(S) —o(SN{iD] = 3 plo(S) — v(S\{j})] }
JEN~{i} 53 535

Si ahora desarrollamos cada uno de los sumandos en el sumatorio para j € N~{:}

y aplicamos el lema previo:

Y p(S) =Y p(S) + Y po(SN{j}) = Y pou(S~{i}) =

534 S3j NEY] NET]
=Y pv(S) = Y pv(S) + Y parav(S) = Y perav(S) =
NEY! NEY] S34 NEY]
S#N S#N
= (ps +psr)v(S) = Y (ps + pes1)v(S) = af (v) — a (v).
NEY EY]
S#N S#N

Asi la férmula para o¢[v], i € N, queda:

olfv] = @ + 1 Z [af(v) — a?(v)] = —=+al(v) — % Za?(v). O

n ;
jeN~{i} JEN

Caso particular 4.16
Para la normalizacién aditiva del valor de Banzhaf se tiene:

1

g lgssn 5 ) -5 S s e .
e e

SEN

La férmula obtenida da lugar a la siguiente, para cada i € N:

wﬁ[v]:v(g)jLinz[Zv(S)—v( ] MMZ[Z ]

S>i jEN S>3
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Si en este caso en concreto llamamos a;(v) = E v(S), podemos escribir:

e R ST NI
wtl) = 0 4 [ na) - Yaie) | =M €N,

siendo ésta la expresion obtenida para el A-prenucleolo, que es la normalizacion
aditiva del valor de Banzhaf.

Proposicién 4.17
Siv € Gy,g € GR(N), o es un semivalor definido sobre Gy de coeficientes
ps, 1 < s <n,ylaarista k:l € g, entonces:

(a) para i =k, I:
otfo/(g~k:1)] = 0tlo/g]— - Ay N)~

Z [ Z (ps+ps+1)AUg,k:1(S)],

JEN~{kl}  S3kl,5%j

(b) para i # k,:
otfo/(g~k:1)] = 0tlo/g]— - Ay (V)

Z |: Z ps +ps+1 Avqkl(s) Z (ps +p3+1)A’l)g7k:1(S) ] .

]GN\{ } o S24,k,1,5%; S537,k,1,S%t

Demostracion
Las expresiones para los pagos que la normalizacién aditiva de un semivalor o
asigna a un jugador cualquiera i € N en el juego v/g y en el juego v/(g~k:1l) son,

respectivamente:
ottofg) = 2N L LSS /) — a3 w/g)]
JEN~{i}
o%v/(g~k:1)] = ”/(g\i:”(m +% S [l (v/(gk:) — al(v/(g~k:1)] .

JEN~{i}
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Comparando una expresiéon con la otra y teniendo en cuenta que el juego incre-
mento de v por la supresién de la arista k: [ del grafo g estd definido para cada
S C N en la forma Avg . (S) =v/g(S) —v/(g~k:1)(S), podemos escribir:

5o/ (g~ k:D)] = 02 [u/g] — +Avga(N)-

> {af(v/g9) — a7 (v/(g~k:1) = [a5(v/g) — af(v/(g~k:1))] } -

JEN~{i}

Dentro del sumatorio aparecen expresiones como la siguiente:

aj(v/g) — af(v/(g~k:1) = > (ps + Poy1)[v/g(S) — v/(g~k:1)(S)] =
SN

=) (Ps +Per1)Avgsa(S) = > (s + Psi1) Avg pa(S).

S3j S534,k,l
SAN S#N

De esta forma la expresién que relaciona los pagos en los juegos v/g y v/(g~k:1),
es, para cualquier jugador ¢ € N:

o5l0/(g~k:1)] = 0%lu/g] — +Avgsa(N)-

_% Z [ Z (ps +ps+1)AUg,k:l(S) - Z (ps +ps+1)Avg,k:l(S)

JEN~{i}  S2iklS#N 834,k 1,SAN
(4.1)

(a) Para el jugador i = k, uno de los vértices de la arista que se suprime, el
sumatorio en la férmula anterior se extiende a los términos con j € N~ {k}; pero
cuando 7 = [ el término correspondiente se anula, ya que ambos sumatorios en ese
término son iguales. Por lo tanto:

o4lo/(g~k:1)] = 0flo/g] — ~ Avgsa(N) -

__ Z [ Z ps + PDs+1 A’Uq ke I(S) Z (ps + szrl)AUg,k:l(S) ’

jGN\ {ki}  S3kl,S#N S34,k,1,SAN
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otlo/ (g D) = oflu/g] — = Ay ga(N) -

—% > [ > (ps+ps+1)AUg,k:t(S)]-

JEN{kI} ~ S3kl,S%j

Una expresién semejante puede obtenerse para el jugador [, con lo que queda
probada la parte (a) de la propiedad.

(b) En este caso ¢ # k,l. En la férmula (4.1) los sumatorios que aparecen pueden
descomponerse del modo siguiente:

S:i,jkl€S S+N (i)

S:ikleS S#N —
| S:i k€S j¢s (i)
(( S:i,jkl€eS, SN (iii)

S:jkleS, S£N —
| S:j k€S i¢S (iv)

Los términos (i) y (iii) se eliminan, de manera que se obtiene la expresién del
enunciado. [J

Teorema 4.18
Dado v € Gy, si o es cualquier semivalor definido sobre G de coeficientes pg, 1 <
s < n, entonces las reglas de asignacién definidas por:

Y,a: GR(N) — RV
g  — o'v/gl

(a) verifican la propiedad de justicia,
(b) verifican la propiedad de estabilidad, para juegos superaditivos.

Demostracién
(a) La propiedad de justicia para una regla de asignacién definida segin la nor-
malizacién aditiva de un semivalor o supone que se cumpla:

oxlv/g] — oxlv/(gk:D)] = oflv/g] — oflv/(g~k:1)],  k:l ey,
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pero esta igualdad es evidente, por el apartado (a) de la proposicién 4.17.

(b) En la férmula del apartado (a) de la proposicién 4.17 aparecen expresiones de
la funcién incremento de v por la supresién de la arista k: [ del grafo de cooperacién
g; éstas son Avg g (N) y Avg . (S) para S tales que k,l € S, j ¢ S, j € Nx\{k,l}.

Sabemos que Av, ;4 (S) > 0, VS C N, si el juego v es superaditivo, y para cualquier
semivalor los coeficientes p;, > 0, 1 < s < n, entonces:

oilv/gl = oflv/(g~k:D)],  i=kl,

y esto supone la propiedad de estabilidad. [

Observacién 4.19

Acabamos de probar que la normalizacién aditiva de cualquier semivalor da lugar
a una regla de asignacién justa y, para juegos superaditivos, estable. Si el grafo
de cooperacién g no desconecta la coalicion total N, ni tampoco la supresiéon de
la arista k:[ consigue este efecto, se cumple:

v/g(N) = v/(g~k:[)(N) = v(N).

Por la propia caracteristica de la construccién de la normalizacién aditiva, un
semivalor normalizado cualquiera es eficiente, es decir, la suma de pagos que asigna
a los diferentes jugadores es igual a la utilidad que es capaz de obtener la coalicién
total, v(IN). Se consigue, de esta manera, obtener vectores de pagos que sean
globalmente eficientes, esto es, eficientes sobre N. Si N es la tinica componente
conexa todos ellos son eficientes sobre esa componente conexa.

Proposiciéon 4.20

Supongamos v € Sy, juego simple con n jugadores, n > 3, y el grafo de coo-
peracién inicial el grafo completo ¢”V. Si se suprime una arista cualquiera k : [,
entonces, para cualquier semivalor o de coeficientes p;,1 < s < n, su correspon-
diente normalizacién aditiva ¢® verifica:

@) {k, 1} ¢ W = o/ (g" ~k:1)] = 0[v].
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n— 2

(b) {k,1} e W™ = of[v/(g" ~\k:1)] = of[v] - (p2+ps),  i=kl

ol (g KD = ol + (o b p), i #RL

donde W indica el conjunto de coaliciones ganadoras, v(S) = 1, del juego v € Sy
y W™ indica el conjunto de coaliciones ganadoras minimales de v.

Demostracion

Para relacionar el pago a los jugadores k, [ por la normalizacién aditiva ¢, en los
juegos v y v/(g™ \k:1), hacemos servir la expresién (a) de la proposicién 4.17. Si
g =g, n >3, la supresién de una arista cualquiera k:[ no desconecta N, luego
Avgn 1 (N) = 0. Ademds:

Z |: Z (ps +ps+1)AUgN,k:l(S) ] = (n - 2)(p2 +p3)AvgN,k:l({k7 l})7

JEN~{k(I}  S3k1,S%j

yva que toda coalicién S que contenga los jugadores k, [ y cualquier otro jugador,
no queda desconectada por la supresién de k: [y, por lo tanto, Avyn x,(S) = 0.
En consecuencia:

- si {k,l} ¢ W, entonces Avyn r,({k,l}) = 0y se cample (a) para i =k, [.
- si {k,l} € W™, entonces Av,n ., ({k,1}) = 1, de donde:
P20/ (6" )] = o2fe] = = (0 — 2)(p2 + po)
y se cumple el apartado (b) para i =k, [.
Ahora, para estudiar el comportaminto sobre los jugadores i # k, [ hacemos servir

la expresién (b) de la proposicién 4.17; como antes, Avgwy 4 (N) = 0 si n > 3. El

sumatorio que aparece en esa expresion,

Sl Y o)A alS) = Y (5 per)Avgn alS) |

jeN~{i} S3i,kl1,SFj S533,k,1,SHi

ha de estudiarse en dos casos diferentes:

- si j =k, [, queda reducido a un tnico término: —(py + p3)Avyy i ({k,1}).
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-sij € N\{i}, j # k,l, todos los términos que aparecen son nulos, ya que ninguna
coalicién S queda desconectada al contar con tres o mas jugadores.

En consecuencia, para i # k, [ se tiene:
2
ot v/ (9" ~k:0)] = o7v] + — (a2 + ps) Avgw a ({k, 13);
- si {k,l} ¢ W, entonces Avyn i, ({k,1}) = 0 y se cumple (a) para i # k, [.
- si {k,l} € W™, entonces Avyn 1, ({k,1}) =1y se cumple (b) para i # k,I. [

Caso particular 4.21
Para el A-prenucleolo, normalizacién aditiva del valor de Banzhaf, A = ¢*, en las

condiciones de la proposicién anterior, se cumple:

(a) {k,1} ¢ W = Aov/(gN \k:1)] = A\[v].

n— 2

(b) {k,l} e W™ = )\i[v/(gN\k:l)]:Ai[v]—W, i=k,l,
Xi[v/(gN k)] :)\i[v]+#, i # kL

Ejemplo 4.22
Retomamos el ejemplo 4.10 relativo al Parlamento de Cataluna resultante de las
elecciones del 19 de noviembre de 1995. Los partidos con representacién, CiU,
PSC, PP, IC, ERC, juegan el JMP siguiente:
[68; 60, 34, 17,13, 11].

Para este juego, correspondiente al grafo completo ¢”, el A-prenucleolo otorga la
distribucién de poder

Av] = (4/5, 1/20, 1/20, 1/20, 1/20).

Si suprimimos la arista de cooperacion 1:4, como {1,4} € W™, la asignacién que el
A-prenucleolo supondrd para esa nueva situaciéon de cooperacion estard relacionada
con la inicial en la forma siguiente:

Av/(gN~1:4)] = A[v] + (—3/40,1/20,1/20, —3/40,1/20)

= (29/40, 1/10, 1/10, —1/40, 1/10).
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4.4 Simetria por la supresién de una arista

En el estudio de las reglas de asignacién aparecen propiedades como justicia o
estabilidad que hacen referencia a los jugadores extremos de la arista del grafo
de cooperacion que se suprime. Ahora nos proponemos determinar el efecto de la
supresion de la arista de cooperacién sobre otros jugadores, ademaés de sobre los
propios extremos.

Definicién 4.23
Para cualquier regla de asignacién Y : GR(N) — R decimos que los jugadores
1,7 € N son simétricos por la supresién de la arista k: 1 del grafo de cooperacién
g si

Yilg) = Yilgnk:l) =Y;(9) = Yi(g~k:l), i,je N, k:leg.

Observacion 4.24

La simetria por la supresiéon de la arista k: [ del grafo de cooperacién g es una
relacion de equivalencia definida en el conjunto de jugadores N. De esta forma, N
queda dividido en clases de equivalencia por esa relacion.

La condicién de justicia por la supresiéon de una arista de cooperaciéon k: [ es un
caso particular de simetria, precisamente para los jugadores k,[, extremos de la
arista que se suprime.

Proposicién 4.25

Supongamos que v € G es un juego superaditivo y que del grafo de cooperacién g
se suprime la arista k:[. Para cualquier semivalor ¢ de coeficientes ps, 1 < s < n,
definido sobre Gy se cumple:

(a) Los jugadores k, [ pertenecen a la clase que obtiene un menor incremento por
la supresién de la arista k:1.

(b) Si v({k,l}) > v({k}) + v({l}) ¥ p2 > 0, entonces, los jugadores k y [ son los
lnicos elementos de la clase que més pierde.

Demostracion
(a) Por el teorema 4.5, sabemos que para cualquier semivalor o, por la condicién
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de justicia, los jugadores k y [ sufren el mismo incremento al suprimir la arista
k:1. Si el juego v es superaditivo, por la condicién de estabilidad, el incremento
para ambos jugadores es negativo o nulo. Queda por comprobar que, para juegos

superaditivos, no existe ningin jugador que sufra un incremento menor.

Vamos a comparar los incrementos que sufren por la supresién de la arista k:[ del
grafo g, por un lado, los jugadores k y [, y por otro, uno cualquiera de los restantes
jugadores ¢ # k,l. Segin las expresiones para estos incrementos obtenidas en la
proposicién 4.4:

Aak(v,g,k:l) = — 0Ok A’qul Z pSAU%kl

Sok,l
Aoi(v, g, k:1) = —0i[Avg ] = — Y palAvgsa(S) = Avgra(S{i})],
Sik,l
Aoi(v, g, k:1) Z PsAVg 1 (S) + Z Pst1A0g 1 (S), @ #k, L
S3i,k,l SE}?'J

Estas expresiones para Ao son vélidas para cualquier semivalor definido sobre Gy .
El sumatorio para Ao (v, g, k:1) consta de 2"~2 términos. El sumatorio precedido
de signo negativo en Acy(v,g,k: 1), i # k,l, consta de 2"~ términos, de entre
los que figuran en el sumatorio del incremento para k, apareciendo ademds un
segundo sumatorio precedido de signo positivo. Todos los términos en los tres
sumatorios son positivos o nulos, ya que Avg(S) > 0 para juegos superaditivos,
vy ps > 0, 1 < s < n, para cualquier semivalor ¢. En consecuencia:

Aci(v,g,k:1) > Aok(v,g,k:1) = Aoy(v,g,k:1), i#k,l.

(b) Si v({k,l}) > v({k}) +v({l}), esto es lo mismo que decir, Av, . ({k,1}) > 0;
éste es uno de los términos que aparece en Aoy (v, g, k:1), pero que no aparece en
Aci(v,g,k:1), i # k,l. Si ademés, el coeficiente que acompana a ese término es
p2 > 0, podemos afirmar que la desigualdad anterior es estricta

Aci(v,g,k:1) > Aog(v,g,k:1) = Aoy(v,g,k:1), i#k,l,

y k, [ son los tinicos elementos que pertenecen a la clase que mas pierde. [
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Proposicion 4.26

Supongamos que v € G es un juego superaditivo y que o es cualquier semivalor
de coeficientes p,, 1 < s < n, definido sobre GGy. Si existe un camino con un
jugador intermedio, {k:4,i:1}, alternativo a la arista k:1 que se suprime, entonces,
ese jugador ¢ forma parte de la clase que obtiene un mayor incremento por la
supresion de la arista de cooperacién.

Demostracion

En primer lugar, vamos a probar que un jugador ¢ situado en un camino alternativo
{k:i,i:1} no pierde al suprimirse la arista k:[. Segun la expresién del incremento
obtenida en la proposicién 4.4 para un jugador i # k, I

Aci(v,g,k:1l) = —0i[Avg ] = — Z Ps[Avg e (S) — Avg e (SA{i})],
53kl
pero ahora Auv, . (S) = 0, si S 3 4,k,[, ya que para estas coaliciones existe el
camino alternativo {k:4,i:1} y no se produce desconexién. Entonces:

Aci(v,g,k:1) = > plvgga(SN{i}) = Y pos1Avgra(S) > 0,

S$2i,k,1 Sk,
SFi

ya que Avgg(S) > 0 para juegos superaditivos, y ps > 0,1 < s < n, para

cualquier semivalor o.

Consideramos ahora otro jugador j # i, k,[ y evaluamos su incremento:

Acj(v,g,k:1) = —0;[Avgpa] = — Z Ps[Avg e (S) — Avg e (SN{5})];
S35,k
Aoj(v,g,k:l) = — Y pa[Avgra(S) — Avgra(SN{i})]—
S531i,5,k,1
= D Pl BUga(S) = Avga(SN{7})]-
S3574,k,l
SFi

En el primer sumatorio Av, 1. (S) = Avy k1 (SN{j}) =0, yaque i, k,l € S, S~\{j},
y al ser {k:4,4:[} un camino alternativo a k:[ no se crean ni en S ni en S\ {j}
nuevas componentes conexas. Entonces:

AO-J v, 49, k: l Z ps-l—lAvg,kl ) - Z psAUg,k:l(S)7 j 7é ia k7l

S3k,l S533,k,1
S;i,j SZFi
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En Ao j(v,g,k:1), j # i, k,l, parav superaditivo, los términos de ambos sumatorios
son no negativos. El primer sumatorio consta de 2"~ términos, de entre los 23
que constan en el sumatorio para Ac;(v, g, k:1), y queda ademés disminuido por
los términos del segundo sumatorio. Por lo tanto:

Aoj(v,g,k:l) < Aoi(v,g,k:1), jeN~{i}. O

Proposicién 4.27

Para cualquier juego cooperativo v € G y para cualquier semivalor ¢ de coe-
ficientes ps, 1 < s < n, definido sobre Gy, si existen diferentes caminos con un
jugador intermedio, {k:41,4;:1}, ..., {k:i,4,i,:1}, alternativos a la arista k:1 que se
suprime, entonces, los jugadores i1, ..., 7, pertenecen a la misma clase de simetria
por la supresion de la arista.

Demostracion
Consideramos uno cualquiera de estos jugadores 4,,, 1 < m < ¢, y escribimos la

expresion del incremento que le corresponde al suprimir la arista k:1:

Aoy, (0,9,k:1) = =04, [Avgrd] = = Y pa[Avgsa(S) = Avgga (S {im})],
Sim, k,l
Ao, (v,g,k:l) = — > Ds[Ag 2 (S) — Avg (SN {im })]—
S3im,k,l
SHi1yeyim—1sim41yeig
- > Ps[Avgka(S) — Avg (S~ {im})]-
S3im,k,l

SO{i1,yhm—1,8m+1,-iq } 70

En ambos sumatorios, Av, . (S) = 0, ya que S 3 iy, k,l y el camino alterna-
tivo {k im, i, 1} estd contenido en todas esas coaliciones, no creandose ninguna
nueva componente conexa al suprimir k£ :[. En el segundo sumatorio, también
Avg (S~ {im}) = 0, puesto que S~ {i,,} contiene alguno de los elementos

U1y ooy by 15 bmet1, -5 B, €Xistiendo, por tanto, camino alternativo a k : ! sin salir
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de S. En consecuencia:

Ao, (v, g, k:l) = > DsAVg g1 (S~ {im})

Sim, k,l
SZi1,00im—1yim 1 1,+q

= Z szrlAvg,k:l(S); 1 S m S q.

S>3k,
SHi1,im—1,Imslmt1,-iq

Queda asi probado que los jugadores i1, ...,%, pertenecen a la misma clase de
simetria por la supresion de la arista k:1. [J

Proposicién 4.28

Supongamos que v € Gy es un juego superaditivo y que o es cualquier semivalor de
coeficientes p,, 1 < s < n, definido sobre G . Consideramos el subconjunto () de
todos los jugadores que se encuentran en caminos con un intermedio alternativos
a la arista k:l que se suprime en el grafo de cooperacion g:

Q={i1e N /I{k:i,i:l} Cg}.

Sl Q 7é @ y para tOdO J ¢ Q7 J 7é kala Avg,k:l({kJ;j}) >0 Yy P3 7é 06 P4 7é 07
entonces, los jugadores del subconjunto () son los tinicos que alcanzan el incremento

méximo de la asignacién por ¢ al suprimir la arista k:1.

Demostracion
Por la proposicion 4.27, el incremento correspondiente a los jugadores del subcon-
junto @) es el mismo, y obedece a la expresion,

Aci(v,g,k:1) = Z Ps+18vg 11(5), i €Q.
S3k,1,5NQ=0
Por la proposicién 4.26, al ser v superaditivo, los jugadores de () forman parte de

la clase que obtiene un incremento mayor por la supresién de la arista k:[ del grafo
de cooperacién g. Vamos ahora a comparar este incremento con el correspondiente

a un jugador j ¢ Q, j # k, .
Aoj(v,g,k:1) = — > pu[Avgra(S) — Avgra(S~{5})]

S33j,k,1
SNQ=0

- Z ps-l—lAUg,k:l(S)_ Z psAvg,k:l(S)-

S3k,l, SEj S533,k,l
SNQ=0 SNQ=0
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En la expresion de Ao (v, g, k:1), el primer sumatorio contiene 2”734 términos de
entre los 2" 279 términos que contiene la expresién de Ao;(v,g,k:1) para i € Q,
estando ese primer sumatorio disminuido por un segundo. Todos los términos en
esos dos sumatorios y en el sumatorio para Ac;(v, g, k:1), i € @, son positivos, de
donde se concluye la desigualdad:

Acj(v,g,k:1) < Aoi(v,g,k:1), Vj&Q,j#kIVieq.

SiVjié¢Q,j#k 1l Avgra({k,1,7}) >0y ps > 0 la desigualdad se vuelve estricta
ya que Avg i ({k, 1, j}) es uno de los incrementos que figura en Ao, (v, g, k:1), i € Q
y no figura en el primer sumatorio de Ao ;(v,g,k:1), j ¢ Q, j # k,l. Lo mismo
ocurre si Vj ¢ Q, j # k,l, Avgr.({k,1,7}) > 0y ps > 0 puesto que entonces éste
es uno de los incrementos que figura en el sumatorio precedido de signo negativo
de Acj(v,g,k:1). O

Observacién 4.29

Para un juego v € Gy superaditivo y cualquier semivalor o sobre los juegos de
Gy hemos probado que el minimo del incremento (méxima pérdida) se produce en
los jugadores extremos de la arista del grafo de cooperacién que se suprime. A su
vez, el maximo del incremento se alcanza en los jugadores que forman un camino
alternativo en tridngulo con respecto a la arista que se suprime, si esos jugadores

existen.

Nos preguntamos qué ocurrirfa si no existiese ningin camino con un intermedio,
alernativo a la arista que se suprime. Por ejemplo, el caso mds sencillo serfa
aquel en el que un camino alternativo de longitud minima tuviera dos vértices
intermedios. El siguiente ejemplo nos muestra que no puede darse una respuesta
general como en el caso de caminos alternativos con un vértice intermedio.

Ejemplo 4.30

Consideramos el caso de una red de comunicacién o de transporte entre cuatro
puntos diferentes, que pueden ser ciudades. Habitualmente, este tipo de redes
suele ser redundante: existe un sistema de contacto entre colaterales, que recibe el
nombre de escalonado, y un sistema que une las cabeceras, que recibe el nombre
de selectivo, entendiendo que ambas cabeceras son niicleos de mayor importancia

y requieren un servicio directo. Gréaficamente, el esquema serfa:
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i g

b
D

mall
ek

La situacién anterior puede modelizarse por medio del siguiente grafo:

La supresién de una de estas aristas supone que uno de los tramos de comunicacién
o transporte ha quedado sin servicio. Estudiar el incremento por la supresién de
una arista consiste en determinar cémo se redistribuyen los beneficios del sistema
entre los agentes que intervienen, teniendo en cuenta que las tnicas posibilidades
de cooperacién son a través de las aristas del grafo, ya que el resto de relaciones
no estén establecidas.

Supondremos que en el grafo g = {1:2,2:3,3:4,4:1} se suprime la arista 1:2. En
este caso, queda un tnico camino alternativo con dos vértices intermedios 3 y 4.
Nos proponemos estudiar cial es el efecto de la supresién sobre estos jugadores.

La funcién incremento Awv, 1.0 toma valores que pueden ser no nulos sobre los 4
subconjuntos que contienen a 1 y 2:

Avg12({1,2}) = v({1,2}) = [o({1}) + v({2})] = a,
Avg12({1,2,3}) = v({1,2,3}) = [v({1}) + v({2,3})] = b,
Avg15({1,2,4}) = v({1,2,4}) — p({1,4}) +v({2})] = ¢,
Avg12({1,2,3,4}) = 0, ya que {1,2,3,4} no queda desconectado.

Hemos designado las cantidades que entran en juego mediante a, b, ¢; si v es supera-
ditivo, a,b,c > 0. Los incrementos de asignacién correspondientes a los jugadores
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3y 4 son:
Aos(v,g,1:2) = —03[Avg,10] = — Z Ps[Avg1:2(5) — Avg12(SN{3})],
5$31,2,3
AUB(U7 g, 1: 2) = P3G + paC — pr
Aoy(v,g,1:2) = —04[Avg10] = — Z Ps[Avg1:2(5) — Avg12(SN{4})],

531,24

Ac4(v,g,1:2) = psa + pab — psc.

En particular, para un semivalor ¢ que cumpla p3 = p, = p > 0 (por ejemplo, el
valor de Banzhaf) podemos escribir:

Aos(v,g,1:2) =pla+c—D), Acy(v,9,1:2) =pla+b—c);
si ¢ — b > a, entonces: Aos(v,g,1:2) >0, Aoy(v,g,1:2) <0;
si b — ¢ > a, entonces: Aos(v,g,1:2) <0, Aoy(v,g,1:2) > 0.
Por otro lado, en el caso particular a =0, b = ¢ > 0, podemos escribir:
AO’3(U, g, 1: 2) - (p4 - p3)C, AU4(U7 g, 1: 2) = (p4 - p3)c;
para semivalores con p; > p3 serd: Aos(v,g,1:2) = Aoy(v,g,1:2) > 0;
para semivalores con p; < ps serd: Aosz(v,g,1:2) = Aoy(v,g,1:2) <0.

Este ejemplo nos muestra, en el caso més sencillo posible, un tnico camino alterna-
tivo con dos intermedios, que los incrementos de asignacién para esos intermedios
pueden ser ambos positivos, ambos negativos, o tener signos contrarios, depen-
diendo del semivalor con el que se trabaje o de las caracteristicas del juego que se
estudie.

Proposicién 4.31
Supongamos que o es cualquier semivalor definido sobre G y 0% es su norma-
lizacién aditiva. Entonces, la particion de N en clases de equivalencia por la
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supresion de una arista k:[ del grafo de cooperacién g se conserva tanto si la regla
de asignacion es la correspondiente a o como si es la correspondiente a .

Demostracion
Supongamos que %, j pertenecen a la misma clase por la supresiéon de k:1 € g por

la asignacién correspondiente al semivalor o:

oilv/g] = ailv/(gnk:D)] = a;[v/g] = olv/(g~k:D)].

Para obtener la normalizacién aditiva de o[v/g| sumamos a cada una de sus com-
ponentes {v/g(N)—> ..y oi[v/g]}/n y para obtener la de ov/(g~k:1)] sumamos
a cada componente {v/(g~NEk:1)(N) = ..y 0i[v/(gnE:1)]}/n. Asi, de la condicién
anterior se llega a:

ailv/gl = oilv/(g~k:1)] = oflv/g] — oflv/(g~k:1)];

luego 7,7 pertenecen a la misma clase por la supresiéon de k : [ € g por la
asignacién que corresponde a ¢®. De forma andloga, restando esas cantidades,
si 7, 7 pertenecen a la misma clase por o pertenecerdn a la misma clase por o. [J

A efectos précticos, esta proposicién supone que si cada clase de equivalencia por
la supresion de k:1 se etiquetara con un valor, el de su incremento Ac;(v, g, k:1),
1 elemento cualquiera de la clase, al cambiar o por ¢® cambiaria la etiqueta pero
no los elementos que forman la clase.

Consecuencia 4.32
(a) Para cualquier semivalor o definido sobre el espacio de juegos Gy, las reglas
de asignacién Yy« : GR(N) — RY definidas por Y,.(g) = o%[v/g] verifican la
propiedad de justicia.

(b) Todos los enunciados de las proposiciones 4.25, 4.26, 4.27 y 4.28 pueden re-

escribirse cambiando un semivalor cualquiera o por su normalizacién aditiva o°.

Demostracion

(a) La condicién de justicia es equivalente a decir que k y [ forman parte de la
misma clase de equivalencia por la supresion de la arista k:[. Como estas clases
son las mismas por o y por ¢ se sigue la propiedad del enunciado.
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(b) Las proposiciones 4.25 a 4.28 hacen referencia en todo momento a clases de
equivalencia por o, ya sea la clase que sufre un mayor incremento, o un menor
incremento, o si ciertos elementos son los tinicos de alguna de esas clases. Por la
conservacion de las clases al cambiar o por o todas esas proposiciones son también
véalidas para la normalizacién aditiva de cualquier semivalor. [

Proposicién 4.33

Para cualquier juego v € Gy, si v/g(N) = v/(g~k :1)(IN), entonces el incre-
mento que permite obtener la asignaciéon o®[v/(g~\k : [)] a partir de o%[v/g] es
la normalizacion aditiva a cero del incremento que permite obtener la asignacién

olv/(g~k:1)] a partir de o[v/g], esto es:

olv/(gNk:l)] = o%v/g] + Ni(Ao(v, g, k:1)).

Demostracion
Para cualquier ¢ € N, cualquier grafo de cooperacién g y cualquier arista k:1 € g,

se verifica, por un lado,

otlo/g) = alo/g) + —v/o(N) ~ = 3 o lu/g),

JEN
mientras que por otro,

oiv/(gNk:l)] = o;v/g] + Aoi(v, g, k:1).

Entonces:
ollv/(gNk:l)] = oilv/g] + Aoi(v,g,k:1)+ % v/(g~Nk:1)(N)—
3 loilo/g) + 8o (v .31,
ot/ lgnkD] = alo/g)+ —oflgnkDN) -~ 3 olu/gl+

JEN

1
+Ao;(v,g,k:1) — - ZAaj(v,g, k:l).

JEN
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Comparando o¢[v/(g~k:1)] con a%v/g],
oilv/(gnk:l)] = oflv/gl+ % [0/ (g~k:D)(N) —v/g(N)]+

+Ao;(v,g,k:1) + [ ZAajvg,kl }, 1€ N.
JEN

(4.2)

Siv/(gNk:l)(N)=wv/g(N) la férmula anterior queda para cada ¢ € N:
o%[v/(g~k:1)] = 0%v/g] + Aci(v, g, k:1) + [ =3 Aoy(v, g, k:1) ]
JEN

o lo que es lo mismo:

d’lv/(g~k:l)] = ov/g] + Ny (Ao(v,g,k:1)). O

Consecuencia 4.34

Supongamos que el juego v € G es superaditivo. Las reglas de asignacién Y. :
GR(N) — RY definidas por Y,.(g) = 0%[v/g| verifican la propiedad de estabi-
lidad, para cualquier semivalor o definido sobre el espacio de juegos G .

Demostracién
La férmula (4.2) puede escribirse como:

1
offo/(gnk:D)] = oflv/gl = —[v/(gnk:D)(N) = v/g(N)] + Aoi(v, g, k:1)~
—EZAUj(v,g,k’:l), 1€ N,
jEN
) 1 1 |
Aci(v,g,k:1) = —EAUg,k:I(N) + Aoi(v,g,k:1) — - ZAaj(v,g,k:Z), i€ N.

JEN

(4.3)
La estabilidad por ¢ supone probar que Ao (v, g,k:l) = Ao} (v,g,k:1) <0

Se verifica Aog(v,g,k:1) = Aoy(v,g,k:1) <0, por la estabilidad de la asignacién
Y, para juegos superaditivos. Probaremos ahora que

1
Aci(v,g,k:1) — -~ ZAaj(v,g, k:l) <0, parai=k,I. (4.4)

JEN
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Si (4.4) no se verifica, Ao;(v,g,k:1) — 1 ZAaj(v,g, k:l) >0, parai=Fk,I.
n

JEN

Por la proposicién 4.25, Ac;(v,g,k: 1), i = k,l, es el menor de los incrementos
para cualquier jugador de N al suprimir la arista k:[. Entonces:

1
Aci(v,g,k:1) — — ZAaj(v,g,k:l) > (0, paratodoi € N.
n -«
JEN
Sumando:

Z [ Aci(v, g, k:1) — %ZAaj(v,g,k’:l) > 0,

iEN jEN
ZAai(v,g,k’:Z) — ZAJj(v,g,k’:Z) > 0,
iEN JEN

lo cual es contradictorio, asi que (4.4) se verifica.

Finalmente, como Av, x.;(N) > 0 para juegos superaditivos, la férmula (4.3) para
1 = k, [ permite escribir:

Aoy(v,g,k:1) = Ao} (v,g,k:1) <0. O

Ejemplo 4.35
Vamos a comprobar, para la normalizacién aditiva del valor de Banzhaf, que el
incremento por la supresiéon de una arista puede calcularse mediante la norma-

lizacién aditiva a cero del incremento que por la misma supresion supone el valor
de Banzhaf.

Para el Parlamento de Cataluna resultante de las elecciones de noviembre de 1995,
los partidos con representacién, CiU, PSC, PP, IC, ERC, juegan el JMP siguiente:
[68; 60, 34,17, 13, 11].

Consideramos el grafo completo g" como grafo inicial y suprimimos la arista 1:4.
Los resultados ya obtenidos son:

Ylv/gN] = (0.8750, 0.1250, 0.1250, 0.1250, 0.1250 ),
Av(v, gV, 1:4) = (—0.0625, 0.0625, 0.0625,—0.0625, 0.0625 ),

Wv/(gN~1:4)] = (0.8125, 0.1875, 0.1875,0.0625, 0.1875 ).
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Para la asignaciéon normalizada:

Alv/g¥] = (0.8000, 0.0500, 0.0500, 0.0500, 0.0500),

Alv/(g¥~1:4)] = (0.7250, 0.1000, 0.1000, —0.0250, 0.1000).

Vamos a comprobar este resultado haciendo el cédlculo con la normalizacién aditiva
a cero de Ay(v, g™, 1:4):

5
1
D AP (0,97, 1:4) = = 0.0625 = ~0.0125;
j=1

o] =

NE(AY(v, g™, 1:4)) = (—0.0750, 0.0500, 0.0500 , —0.0750 , 0.0500 ).

Empleando la expresién Av/(gN \1:4)] = ANv/g"] + N3 (AY(v, gV, 1 : 4)), se
obtiene:

A/ (gN~1:4)] = (0.7250, 0.1000, 0.1000, —0.0250, 0.1000 ),

que es lo que querfamos comprobar.

4.5 EML y grafos de cooperacion

Proposicién 4.36
Para cualquier juego v € Gy, cualquier grafo de cooperacién g € GR(N) y
cualquier arista k:[ € g, si denotamos por

f(x1,...,z,) EML del juego v/g, f(z1,...,x,) EML del juego v/(g~k:1),

se verifica:
fzr,.xn) = f(x1, ooy xn) + Af (21, 00y ),

siendo

Af(xy, ..., Tpn) = —xp1y Z H le(l — ;) Avg e (5),

SCN icS~{ki} j¢S
S5k, tki} ¢
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donde Av, k. (S) = v(Tk) — [v(Tk) + v(1})] si la supresién de la arista k:[ separa
la componente conexa Ty, de S/g, donde se encuentran k y [ por el grafo g, en las
componentes conexas Ty, T; de S/(g~k:1) donde se encuentran, respectivamente,
k y I por el grafo g~ k:l. En cualquier otro caso Av, . (S) = 0.

Demostracion

Las extensiones multilineales respectivas de v/g y de v/(g~\k:1) son:

flx,.yxy) = Z HmZH(l —xj)v/g(S),

SCNieS  j¢s

Flar, mn) =Y T [ = 2i)v/(g~k:0)(S).

SCNieS ;¢S

Para poder comparar una con otra basta comparar v/g(S) con v/(g~k:1)(S).
Seguin la definicién 4.1 Avgi(S) = v/g(S) —v/(g~k : 1)(S), S € N, siendo
Avga(S) =0 para S 2 {k,1}, por lo tanto:

flxy,.zn) — flxy, .y mp) = Z TrT H T H(l — ;) Avg a(S).

SCN €SN j

N eS{kl} j¢S
En la proposicién 4.2 se prob6 que Avg i (S) = v(Tw) — [v(T)) +v(1})] en aquellos
subconjuntos S 2O {k,l} para los que la supresién de la arista k : [ supone la
desconexién de Ty, en dos componentes conexas T}, y 1}, mientras que Avg . (S) = 0
en cualquier otro caso. Asf:

f(z1, .y my) = f(1, ..., 1) — T2y Z H T; H(l — 27) Avg 1 (S)

S 1ESN j
Sagé\g eS~{kl} j¢S
y la expresion de Af(z1, ..., z,) es la del enunciado. [

Observaciéon 4.37

El niimero de términos que aparecen en el sumatorio del incremento de la EML al
pasar del juego v/g al juego v/(g~k:l) se corresponde al nimero de subconjuntos
S C N tales que S 3 k,l, es decir, 22, Sin embargo, la funcién Avg . toma
también valores nulos para todos aquellos subconjuntos que contienen un camino
alternativo a la arista k:[ que se suprime, esto es, para aquellos que no quedan
desconectados.
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Supongamos que existe un camino alternativo a la arista k : [ con m vértices
intermedios, {k : i1,41 : @9, ..., lm : I}, 41,0y im # k,l. Los subconjuntos S O
{k, 71, ...,im, [} no necesitan ser evaluados pues para ellos Avy;;(S) = 0y su
nimero es de 2"~ t™)_ De esta forma, el nimero de sumandos efectivos en la
expresion de Af(xq, ..., z,) se reduce a:

2n—2 . 2n—(2+m) _ 2n—2 <1 . 2%) )

Si, por ejemplo, existe un camino alternativo con un intermedio, m = 1, el mimero
de sumandos efectivos en Af se reduce a la mitad, 2773; si existe un camino
alternativo con m = 2 intermedios el nimero de sumandos efectivos se reduce a
32772 ete.

Observacion 4.38
Supongamos que g, 0 < a < 1, es un semivalor binomial definido sobre el espacio
de juegos G . Para cualquier i € N:

of . of oA
Lo -Lw+Tlar a0

o lo que es lo mismo

b/t~ = (allo/g) + L @), e w
De aqui: oA
A(oq)i(v, g, k:1) = a%f(d), i€ N.

Para los valores ¢ = k,[, observando la simetria del incremento Af de la EML
para las variables x v x;, podemos afirmar que:

Aoa)k(v,g,k:1) = Aoa)i(v, 9, k:1) = — Z N1 = Q)" Avg a(S),

Sk,
de donde se sigue la condicién de justicia por la supresién de la arista k: [, para

cualquier semivalor binomial .

Como que escogidos n nimeros diferentes «;, 0 < «; < 1,7 = 1,...,n, un semi-
valor cualquiera o definido sobre Gy puede expresarse como combinacién lineal de
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semivalores binomiales

n n
o= g Ai0q;, CON E A =1,
i=1 i=1

se sigue también la justicia por la supresiéon de la arista k:[ para cualquier semi-
valor.

Por otra parte, si v € Gy es superaditivo, Avg ;. (S) > 0, VS C N, entonces:

A(oa)r(v,9,k:1) = Aloa)i(v, g, k:1) = = > 0 (1= a)"*Avgra(S) <0,

S5k,

de donde se sigue la estabilidad por semivalores binomiales para juegos superadi-
tivos. Para un semivalor cualquiera:

Acg(v,g,k:1) = Z)\Aaa (v,9,k:1) = Z)\[ Za511 ;)" Avy g (S)

i=1 S>3k,

Aog(v,g,k:1) = — Z Z Niad (1 — ;)" Avy (S Z PsAvg (S

S3k,l i=1 S3k,l

En la expresion anterior p; > 0, 1 < s < n, pues son los coeficientes del semivalor
o,y como antes, Av, ;;(S) > 0, VS C N, para v superaditivo. La misma expresién
es vélida para Aoy(v, g, k:1), con lo que queda probada la estabilidad por cualquier
semivalor para juegos superaditivos.

El desarrollo en esta observacién constituye una demostracion alternativa para el
teorema 4.5.

Ejemplo 4.39

Parael juegov € Gy, N = {1,2,3,4}, definido en la forma: v({i}) = 0, v({3, j}) =
max{i,j}, v({i,j,k}) =i+ j+k, i,5,k € N, v(N) = 10, suponiendo que en N
estd definido el grafo de cooperacion

g=1{1:2,2:3,3:4,4:1}

y que de éste se suprime la arista 1:2, queremos estudiar:
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(a) la modificacién de la EML por dicha supresién,
(b) la variacién de asignacién por cualquier semivalor binomial producida al supri-
mirse esa arista.

(a) La EML del juego v/g que recoge la situcién inicial de cooperacién es:
flz1, 0,23, 24) = 22129 + 42124 + 32273 + 42374 + T1T2T3 + T1T2T4 +
—|—2132.T3134 — 71'11321‘3134.

Al suprimir la arista 1:2, para calcular Af(z1,x9,x3,24), precisamos los valores
de A’UgJ;Q(S), S 2 {1,2},

A’Ug’ljg({l, 2}) = 2, A’Ug’ljg({l, 2,3}) = 3, A’Ug’ljg({l, 2,4}) = 3, A’L}gJ:Q(N) = O
Entonces:

Af(Il, To,T3, $4) = —Ilfl’g[? + x3 + Ty — 4$3I4],

Af(Il, To,T3, $4) = —2I1$2 — T1XT2x3 — T1ToX4 + 4$1(E2$3I4.

Ahora, la EML del juego v/(g~1:2), denotada por f(zy, s, xs,24), se obtiene a
partir de la igualdad:

f($1,$2,$3,334) - f($1,$27$3,$4) + Af($1,$27x3,$4),

flxy, m0, 23, 14) = dw14 + 32073 + 42374 + 2T0T3Ty — 3T1T2T3Ty.

(b) Para evaluar el efecto de la supresion de la arista 1:2 por cualquier semivalor
binomial o,, 0 < a < 1, actuamos sobre el incremento A f(z,xs,x3,z4) de la
siguiente manera:

Aaa(vagal:Q) :V(Af)(@)7 a: (a7"'7a)7
Aca(v,g,1:2) = (=20 — 202 + 40®, 20 — 2% + 40®, —a® + 4a®, —a’ + 4a?).
Si, por ejemplo, sustituimos « por 1/2 obtenemos el incremento por el valor de

Banzhaf:
AG(v,9,1:2) = V(A)(I]2) = (-1,-1, 1/4, 1/4).
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Si buscamos el incremento por el A-prenucleolo, basta calcular la normalizacién
aditiva a cero del incremento por el valor de Banzhaf:

AA(v,g,1:2) = (—5/8,—5/8,5/8, 5/8).

Lema 4.40
Si f(x1,...,2,) es la EML del juego v € Gy, para cualquier ¢ = 1, ..., n, se cumple:

(a) f(ay,..,a,+a}, .., a,) = flay,..,a;, ..,a,) + f(ay,..,al,..,a,) — f(as,..,0,..,a,),
(b) f(ay,.., Ay, ..,a,) = Af(a1, .., ai,..,an) + (1 = N) f(aq,..,0, .., a,),
siendo A, aq, ..,a;,..,a, € R.

Demostracion

Si en la expresion de la EML del juego v,
f(‘rla 7‘/En) = Z ij H(l - ZEk)’U(S),
SCN jeS k¢S

desarrollamos los productos de cada término del sumatorio obtenemos unas expre-
siones en las que aparece una determinada variable z; junto a otras expresiones en
las que no aparece esa misma variable. Asi podemos escribir:

F(@1, o @iy oy ) = A(T1, oy i1, Tig 1y ooy T)Ti + B(T1, 0, i1, Tig1,y oy Tp). (4.5)

(a) Empleando la expresién anterior:
f(ab ©*y CL;—FCL;-/, ) an) = A(ab oy Ai—1,5 A 1,5 -+ an)(a;—i_a;/)—'_B(al, oy Ai—1,5 A 1,5 -+ an)7

flay,..,a,+al,..,an) = Alar, .., @i—1,Qiy1, .., an)a; + Blay, .., @i—1, Git1, .., Gn)+
+A(&1, ey A1, Qg 1y - CLn)CL;/ + B(ala ey A1, Qi 1, -y an)_
- B(ala ey A1, Q41 -y an)-

En la expresién (4.5) se observa que f(z1,..,0,..,2,) = B(x1, .., i 1,Tit1, .., ),

por lo tanto, en la férmula anterior la primera linea es f(a1, ..,a}, .., a,), la segunda

flay,..,al, .. a,) y la tercera f(aq,..,0,..,a,), quedando probada la parte (a) del

9 g

enunciado.
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(b) Otra vez a partir de (4.5):
f(ala g )‘aia ) an) = A(ab vy i1y Qi 1y oy an)Aai + B(ab oy Qi1 Qi 1y oy an)7

f(ab **y )\ah 3 an) = A[A(ala ey Qi1 Qg1 -y an)ai + B(ala oy Q15 Qg1 oy an)]+
+ (1 — )\)B(al, ey i1y Qg 1y -y CLn).
La primera linea es Af(a1, .., a;, .., a,) mientras que la segunda, por la misma ob-

servaciéon que en el apartado (a), es (1 — \)f(aq,..,0,..,a,) y queda probada la
parte (b) del enunciado. [

Proposicién 4.41
Si f(x1,...,z,) es la EML del juego v € G, para ¢ = 1, ..., n, se verifica:

of
c%vz»

(&1, -y Gy, "7an) = [f(ab 7p+ k; ";an) - .f(ala - Dy "7an)]

ol

para cualesquiera p, k, a1, .., a;, ..,a, € R, k # 0.

Demostracion

Derivando respecto a z; en la expresién
f(xla vy Liy eny mn) = A(xla vy Li—1y Lig1y ooy xn)xz + B(xb vy Li—1y Lig 1y oy xn)a

se obtiene:

0
8—1]:"({[‘1, .y Ly, ..,ZL‘n) = A(Il, ey Li—1, Lig1, ,:L‘n)
1
Sustituyendo en (ay, .., a;, .., ay):
of

(ab .oy Qg "Jan) = A(ala oy Aj—1, Ay 1, "7an)-

8@»

Por otro lado: )
E[f(al,..,p—l—k’, o an) — flar, .., p, .. a,)] =
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= f(a1,..,1,..,a,) — f(a1,..,0,..,a,) =

— A(a/b "7a/’i—17ai+17 --7an) + B(a17 "7ai—17ai+17 --7an) - B(ab "7ai—17ai+17 "JCLn) -

_9f

= A(al, ey i1, Q41,4 ..,CLn) (al, —y Q4 ..,an). |:|

Proposicién 4.42

Si f(zq,...,z,) es la EML del juego v € Gy y 04, 0 < o < 1, es un semivalor
binomial sobre G, entonces, el pago a un jugador ¢ € N por ¢, normalizacién
aditiva del semivalor o, puede calcularse como:

v

N) 1 1
) + % Z‘fN\{J}(@) - a‘fN\{l}(@),

n X
JEN

(0a)ilv] =

donde fN\{i}(:EIJ ooy Ly "7*/En) = f(xla oy Li—1, 07 Tit1, 7*/En)

Demostracion
El pago por un semivalor binomial o,, 0 < o < 1, puede calcularse mediante la
EML del juego v en la forma:

(0q)ilv] = gg (o, ..,a,..,c), 1€ N.

La normalizacién aditiva se calcula mediante:

o2le) = St )+ o [ o) = Y P aaa) ] e,

n ;
JEN

(62);[v] = v(N) —1—% Z [ of (., ., a) — a—f(oz,..,oz,..,oz) ] , 1€ N.

" JEN~{i} 0z

Por la proposicién 4.41, para a # 0,

of
o (o, .., q,.., )

de forma que cada sumando en la expresion de (¢%);[v], a # 0, resulta ser:
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Asi pues:

(Ug)i[v] = M + L Z.f(aa - & ";jo)a ..,Oé) - lf(Oé, ";87 - @ ..,Oé).
n no (6]

JEN

Empleando la notacién fy. iy (21, .., i, -, 2n) = f(21,..,2i-1,0, 211, .., T,) se ob-
tiene la expresién del enunciado. [

Proposicién 4.43
Supongamos que o, semivalor sobre el espacio de juegos G, se expresa como
combinacién lineal de n semivalores binomiales o, 0 < o, < 1, o, diferentes, en
la forma:
n n
o= E ApOa,, con X, €R, 1 <p<my g Ap =1

p=1 p=1

Entonces, la normalizacién aditiva de o se expresa de manera andloga como com-

binacién lineal de las normalizaciones aditivas de los o, es decir:

0“22)\p03p, con A, € R, 1 <p<mn; Z)\p: 1.

p=1 p=1

Demostracion

Para un ¢ € N cualquiera,

o1l = o)+ [ o) = Y eyl |
- M(e il + [ 00 = 3 2 M@0, )il0] ) |
D S CRI Aoy A Y (00,),10] |

n

= > 0 (e il +

p=1 JEN

SRS
[ —
c
~—
3
|
7
Q
Q
)
~
<
=
[—
——

= Ap(0g,)ilvl. O

p=1
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Consecuencia 4.44

Para un semivalor cualquiera o definido sobre el espacio de juegos G :
1

oilv] ==v(N)+ LA, i€N,
n

donde las matrices L, A son:

1 1 _ 1 _
L=(lph<p<n, lp= n Z a_fN\{j}(O‘p) - a_fN\{i}(ap)a
i

jeN P

A=\, si(f:Z/\poap,con 0<ay<..<a, <l
p=1

Demostracion

Para un ¢ € N cualquiera, basta escribir:

otle) = 300 o) =S+ Y0 [ e 3 (@) = a6

P jen

e identificar con las notaciones del enunciado. [

Observaciéon 4.45
La férmula de la consecuencia 4.44 escrita para el juego Awv, ., permite calcular el
comportamiento de o® para el caso en que de un grafo de cooperacién g se suprime

una de sus aristas k:!.

1
AO’?(’U,Q, kl) = —U?[A’Ug’k:l] = _EAvg,k:l(N) — LA A, 1€ N,

_ 1 1 _ 1 _
siendo La = (Ia, )1<p<ns  la, = - Z a_pAfN\{j}(ap) - a_pAfN\{i}(ap)-
JEN
En estas expresiones, debido a la forma que tiene Af, si escribimos,

1 _
Fi(a) = EAfN\{i}(Oé), a#0,
se cumple, para los extremos de la arista k:[, Fy(a) = Fj(a) = 0.
Ejemplo 4.46

Si retomamos el juego v del ejemplo 4.39 se verifica que por la supresién de la
arista 1:2 el incremento de la EML es:

Af(.l'l, ZTo, T3, .1'4) = —iEl.I'Q[Q +x3+ x4 — 4£E3.I'4].
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Definiendo como en la observacién anterior las funciones F;(«), i = 1,2, 3, 4:

Fy(a)=0, Fa)=—-al2+a), Flo)=—-a2+a).

F1 (OC) == 0,
4
1 1 .
De aqui, 1 Z Fi(a) = —504(2 + a) de manera que, para cualquier a # 0:
j=1

Aol (v,9,1:2) = (—a2+a)/2, —a(24+ @) /2, a2+ @) /2, a(2+ a)/2).

Por ejemplo, para a = 1/2 obtenemos el incremento por el A-prenucleolo:

AX(v,g,1:2)=(-5/8,-5/8,5/8,5/8).
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Potencial

5.1 Potencial para semivalores binomiales

Consideramos juegos cooperativos con utilidad transferible definidos sobre un con-
junto de n jugadores, es decir, juegos v € G .

Para cualquier nimero real 0 < o < 1, el semivalor llamado binomial o, es aquél
que tiene por coeficientes p, s = a* (1 —a)"* 1< s <mn,de forma que el pago
que o, asigna a cada jugador i € N resulta ser:

(Fa)ilv] = Y a* M1 = a)"*[u(S) — v(S~{i})].

S:ieS

El juego v estd definido sobre el conjunto de jugadores N. Si T' C N es cualquier
subconjunto de N denotamos por (7, v) a la restriccién de v en T'. Asi el propio
juego v lo denotamos por (N,v).

Definicién 5.1
Llamamos poder del juego (N, v) por el semivalor o, 0 < a < 1, a la suma de los
pagos que ese semivalor asigna a todos los jugadores i € N y lo representamos por

197
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II,(N,v). Para 0 < a < 1:
(N, v) =Y (04 => > o (1= a)"*(S) — v(S\{i})].
iEN i€EN S:ieS

Los casos a = 0 y a = 1 correspondientes, respectivamente, al indice dictatorial y

al indice marginal, tienen como expresién del poder:

Mo(N,0) = Y (00)i[N,0] = ) w({i}),

€N 1EN

IL(N,0) =Y (01)i[N,0] = ) [0(N) — o(N~{i})].

i€EN 1EN

Pretendemos definir un potencial P, para cada semivalor o, 0 < o < 1, de manera
que se cumpla:

Po(N,v) — Po(N~Ti},0) = (02)i[N,v], Vi€ N.

Para conseguir este objetivo empleamos una expresiéon recursiva como la que se
encuentra en Dragan (1995) para el valor de Banzhaf, pero ahora empleada para
cada uno de los semivalores binomiales.

Definicién 5.2
Definimos el potencial P, para el semivalor o,, 0 < o < 1, en forma recursiva a

través de la expresion
1 .
Pul(Ty0) = < [ Ma(T,0) + Y Pa(T~{j},0) ] , T+#0,TCN,
jJET

con la condicién: P,(0,v) = 0.

Aqui 11, (T, v) es el poder del juego (T, v) por el semivalor o, considerando en T'
la restriccién del juego v definido en N.

Lema 5.3
Para cada subconjunto ' C N, T' # (), el poder I1,(T,v) del juego (T, v) por el
semivalor 0,,0 < a < 1, tiene la siguiente expresion:

=Y a1 - @) - 1f‘a(t—u)]u(U).

UucT
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Demostraciéon
En la expresion del poder del juego (T, v)

I.(T,v) = Y (0a =3 > o (1= a) () —v(S\{i})],

€T €T S:ieS
SCT

agrupamos por subconjuntos incluidos en 7"

=Y Al (1 =) ufu(U) = [a"(1 = a) V(¢ —u)Ju(U)},

UcT

)= a1 - a) e - 1f‘a(t—u)]v(U).

UcT

Expresién que también puede escribirse como:

=Y a1 - ) “{ Lo 4. O

11—« 11—«
UCT

Proposicién 5.4
Si P, es el potencial de un semivalor o, se verifica:

(a) Para 0 < a < 1, Za (1—a)~%v(S), VT CN,T#0.
scT
(b) Para oo = 0, Py(T,v) = > v({i}), VT CN,T#0.
ieT
(c) Para a = 1, P (T,v) =v(T), VI CN,T#1.
Demostracién
(a) Actuamos por induccién sobre el cardinal de T'. Para [T| =1, T = {i},

Fo({i},v) = l[Ha({i},v) + Po(0,0)] = Tla ({1}, v).

Empleando la expresién del poder vista en el lema anterior:

Po({i},v) = Ma({i}, v) = @ (1 =) 7M1 = £ fa 0jv({i}) = v({i})-
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Ahora suponemos que la férmula a demostrar es cierta para coaliciones de cardinal
hasta ¢ — 1 y vamos a probarla para cardinal . Por hipétesis de induccion:

SRTNGYe) = D[ D arii—a) () |

jer JET ~ SCT~{j}
= Za (1 — )17t —u)v(U),
UcT

ya que cada subconjunto U C T aparece tantas veces en el doble sumatorio como
elementos de T' deje de contener, es decir, t — u veces. De esta forma, el potencial
para (T, v), T # (), que tiene por expresion

PuT,0) = 7 [ Ma(Ty0) + 30 (T~ 4} o) |

JeET

puede escribirse como,

P.(T,v) = % {atltv(T) + Z a1 —a)t {u —

P, (T,v) = o' (T + Z 11— ) (U),
obteniendo la expresién buscada:

Za (1— ) (U).

UcrT

(b) Para a = 0, el semivalor o tiene por coeficientes p; =1, po = - - - = p, = 0.
En la férmula del potencial P,, para a = 0, se cumple para [T| =1 :

B({i}, v) = 1[Mo({i},v) + 0] = 1v({i}) — v(D)] = v({i}).
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Suponiendo la férmula cierta hasta cardinal ¢ — 1, vamos a probarla para t. En
primer lugar,

Y BT~ {h)y =) > o) =0-1) v({i}),

JET JET €T~ {5} ieT
entonces:
1 .
R(T,0) = [ Mo(T,0)+ Y R(T~{j}0) |
JET
1 . .
= S [ e+ -1 o |
i€T i€T
= Y o({i}).
i€T
(c) Para a = 1, el semivalor oy tiene por coeficientes p; = - - - =p, 1 =0, p, = 1.

En la férmula del potencial P,, para o = 1, se cumple para |T| =1 :

Pi({i},v) = 1L ({z},v) + 0] = 1v({i}) = v(D)] = v({i}).

Suponiendo la férmula que se pretende demostrar cierta hasta cardinal de los
subconjuntos t — 1, vamos a probarla para cardinal ¢t. Para coaliciones como
T~ {j} se cumple:

Y PT~{i}0) =) u(T~{5}).

jeET jeT

De aqui:

P(T,v) — % [ (T) + 3 AT () ) |

- % [ Z[U(T) — o(T~{j})] +ZU(T\{j}) ]
_ % o(T) = o(T). O

Jj€T
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Teorema 5.5
Si P, es el potencial de un semivalor o,, 0 < o < 1, entonces:

P,(N,v) — Po(N~A{j},v) = (04);[N,v], VjeN

Demostracion
Distinguimos, como en la propiedad anterior, tres casos segin los diferentes valores
de a.

(a) Para 0 < a < 1, separamos las coaliciones S que contienen el jugador jde las
que no lo contienen:

Fo(N,v) = Fo(N~Aj},0) =

=Y o (1—a)"w(S) = Y a1 - ) (),

SCN S'CN~{s5}
P,(N,v) — P,(N~{j},v Za — )" u(S)+
SCN
S35
+ Y a1 — @) w(S) — 1) et (1= a)"u(SN{)).
SCN~{j} %CN
¥

En el dltimo sumatorio se ha considerado S = S’ U {j}, de donde s = s" + 1.
Este sumatorio se descompone a continuacién en dos con los coeficientes segin la
igualdad 1 = a+ (1 — a), de manera que en el siguiente paso pueden agruparse
con iguales coeficientes de a y de (1 — «).

P,(N,v) — P,(N~{j},v Z a1 —a)"*u(S)—
=)
—aZa (1—a)"*v(S~{j}) — (1 —a) Za (1 - (S~ +
SCN SN
S3j REY)

+ Y a1 =) (S),

SCN~{j}
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Fo(N,v) = Po(N~A{j}v Z @’ H (1 = a)"*[o(S) = v(SN{i})]-

— Z o 1 — )" *v(S) + Z a1 — )" sv(9).

S'CN SCN~{j}

En el pentiltimo sumatorio de la expresién anterior se ha considerado S" = S\ {j},
de donde s’ = s—1. Asi los dos ltimos sumatorios son iguales y se llega a obtener
la férmula deseada para un jugador cualquiera j € N:

Pa(N,v) = Pa(N~A{j},0) = (0a); [N, v].

(b) Para a = 0 y cualquier 7 € N se cumple:

Py(N,v) = Py(N~{j}0) = Y o({ih) = D o({i}) = o({5}) = (00);[N, ).

1EN 1€ N~{j}

(c) Para a = 1 y cualquier j € N se verifica:
Pi(N,v) = PI(N~{j} v) = o(N) = o(N~{j}) = (01); [N, 0]. O

Proposicién 5.6
Sean ur € Gy, T C N, T # (), los juegos de unanimidad en el espacio de juegos
G, definidos en la forma:
1 siSDOT,
UT(S) =

0 en caso contrario.

Para un juego cualquiera v € G que se exprese como combinacién lineal de los
juegos de unanimidad en la forma v = > agur se verifica:

TCN

(a) Para 0 < a < 1, P,(N,v) = Z at !
TCN

(b) Para o = 0, Py(N,v) =) oy

1EN
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Demostracion

En la proposicién 5.4 hemos visto que el potencial P, para 0 < a < 1 adopta la
expresion Po(T,v) = Y gcp o H1—a) 0(S), Py(T,v) = > ;crv({i}), P(T,v) =
v(T), para cualquier coalicién T C N, T # (. Por lo tanto, P, para 0 < a < 1 es
lineal para juegos de Gy, por lo que bastard calcular el potencial para los juegos
de unanimidad uy. Distinguimos los diferentes casos segtin los valores de a.

(al) Para 0 < a < 1 podemos escribir:

(N, ur) Z o1 — )" Pup(S) = Z o N1 — ).

SCN SoT

Descomponemos el sumatorio segin el cardinal de las coaliciones S:

P,(N,ur) = Zoz (1—a)" '+ Z l—a"tl—i—

SOT ST
|S]=t |S|=t+1
+ Z a" 2(1—a) + Z an !
SOT SoT
|S|=n—1 |S|=n
n—t\ n—t n—t\ , n—t—1
P,(N,ur) = 0 ) (1—a)"t+ . al(l—a) +

Sacando factor comuin de todos los sumandos el término a/~!, llegamos a obtener:

n—t
—t
P,(N,up) = o'™! E (n , )(1 —a)" ol =1 —a)+ o]t =l
4 J
j=0

Tomando en consideracién la linealidad de P, concluimos que:

P,(N,v) = P,(N, Z arur) :Z arPy(N, ur) = Z of=1

TCN TCN TCN

(a2) Para o = 1 sabemos que P(T,v) = v(T), por lo que para los juegos de
unanimidad:
Pl(N,uT):uT(N):L VTQN,T#@
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Considerando ahora la linealidad de P;:

Pl(N,’U) = Pl(N, Z aTuT) :Z aTPl(N,uT) = Z aT,

TCN TCN TCN

de forma que se cumple la férmula del apartado (a) del enunciado también para

a=1.

(b) Para el caso a = 0 hemos visto que Py(T,v) = Z v({i}). Por lo tanto:
ieT
1 si|T| =1,

Py(N, ur) ZUT {i})
iEN 0 Si ’T‘ 7é 1.

P()(N,’U) :Po(N, Z aTuT) = Z OéTP()(N,uT) = Z aT.

TCN TCN |T|=1

Como que las coaliciones de cardinal 1 son las de los jugadores individuales, con-

cluimos la expresién del apartado (b) del enunciado: Py(N,v) Z apy. O
i€EN

Caso particular 5.7

Todas las expresiones que se han deducido para valores de o con 0 < o < 1,
adoptan una expresion particularmente sencilla para el caso o = 1/2, que como
sabemos corresponde al valor de Banzhaf. De esta manera se puede afimar que:

1

SCT

Pl/Q(T, ’U) =

Pijp(N,v) = Pia(N~{j}v) = 9,[N,0],  VjeN.

1
Pl/Q(N,U) = ZFO&T, para v = ZQTUT.

TCN TCN

Aquf 9;[N,v] denota el pago que el valor de Banzhaf asigna al jugador j € N
en el juego (IV,v). Pueden compararse estos resultados con los que se ofrecen en
Dragan (1995), en donde se estudian nuevas propiedades del valor de Banzhaf.
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5.2 Potencial para cualquier semivalor

Seguimos considerando juegos cooperativos del espacio Gy .

Cualquier semivalor o definido sobre los juegos de GGy puede expresarse como
combinacién lineal de semivalores binomiales. De esta forma, si suponemos dados
n numeros reales 0 < a1 < as < -+ - < a,, < 1, podemos obtener los coeficientes
del semivalor o, ps, 1 < s < n, en forma tnica como:

n
Ps = Z )\jpaj,w
j=1

donde los p,; s son los coeficientes correspondientes al semivalor binomial o,,; para
J=1,...,n,es decir, po, s = ;" '(1—a;)"* para 1 < s < n, cumpliendo ademés
que Zj:l j =1

A partir de estas consideraciones podemos escribir para cada i € N:

oi[N,v] = Y pau(S) — v(S~{i}]

S>i

=Y ( zn: Ao (L — o) ) [v(S) — v(S\{i}]

e j=1

= 3 (e ) (s) (s i) )

S>i
de donde: .
] =) Nj(oa, Ji[N,v], Vi€ N.

J=1

Hacemos servir la misma notacién que en la seccién anterior. Para un juego v € Gy
y cualquier coaliciéon T C N denotamos por (7, v) a la restriccién de v en T'. Asi
el propio juego v lo denotamos por (N, v).

Definicién 5.8
Llamamos poder del juego (IV,v) por el semivalor ¢ a la suma de los pagos que
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ese semivalor asigna a todos los jugadores i € N y lo representamos por I1, (N, v).

:Zai[Nv ZZ/\ 0a,)ilN,v] = Z/\ZUa] )iV, v].

iEN i€EN j=1 iEN

De esta forma el poder del juego (N, v) por el semivalor o es una combinacion lineal
de poderes por semivalores o,;: la misma combinacién lineal que permite expresar

el propio semivalor o como combinacién lineal de los semivalores binomiales o, .
Pretendemos definir ahora un potencial P, para un semivalor cualquiera o definido

sobre juegos de GGy, de manera que se cumpla la relacién:

P,(N,v) — P,(N~{i},v) = 0;[N,v], Vi€ N.

Definicién 5.9
Definimos el potencial P, para el semivalor o en forma recursiva a través de la
expresion

P,(T,v) =

Sl B

[HJ(T,UHZPJ(T\U},U) . T#0, TCN,

con la condicién: P, (0, v) = 0.

A partir de estas definciones de poder y de potencial para un semivalor cualquiera
o definido sobre juegos de GGy, que no son sino la extensién por combinaciones
lineales de las correspondientes nociones para semivalores binomiales, podemos
probar propiedades andlogas a las demostradas en la seccién anterior y que se
resumen en el siguiente enunciado.

Teorema 5.10
Si P, es el potencial de un semivalor ¢ definido sobre Gy, cuyos coeficientes son
ps, 1 <s<n, ya:Z?ZIAjaaj con 0 <a; <ag <---<a, <l, entonces:

() Po(T,0) = 3 | DoNas (M=) [o(8) = D ple(S) =

SCT ~ j=1 SCT

:SZQ:T[

n—t

1]

(”;t>ps+j]v(5), TCN,T+0,.
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(b) By(N,v) — Py(N~{i},v) = 0u[N,v], Vi€ N.

(c) Para v = ZTQN arpurp

Py(N,v) = ( i%()@l )aT = plar=Y_ [ nz_t (nft)ptﬂ } ar.

TCN — j=1 TCN TCN =0

Demostracién

(a) Para T C N, T # (), teniendo en cuenta la expresién del poder II, como
combinacién lineal de poderes de semivalores binomiales y la forma recursiva para
la obtencién del potencial, podemos escribir:

P,(T,v) = Z)\jPaj(T,v) =D N e (1= ay) T (S)

j=1 SCT

ol
SPICE S) (" Jpes i)

(b) Sii € N:

P,(N,v) — P,(N~{i},v) = i AjPo,(N,v) — i Aj P, (N~ A}, v)
i=1 i=1
= Z)\ s (N, 0) = P (NNHi},v)]
= Z)\ 0a,)i(N,v) = 0;[N,v].
(c¢) Siv= ZTC ~ arup, donde up son los juegos de unanimidad de Gy, entonces:

Z)\Pa (N,v) Z)\ 3 ol aT—Z(i/\ja;—l)aT.

TCN TCN = j=1
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Po(Nv) = > plar= " | ni (”;t>pt+j |ar. O

TCN TCN ~ =0

En las demostraciones de los apartados (a) y (c) aparecen los coeficientes de los
semivalores inducidos por ¢ en espacios de juegos con cardinal del conjunto de
jugadores inferior al de N, p%, 1 < s <t < n. Las otras dos expresiones correspon-
den al desarrollo de estos coeficientes como combinaciones lineales de coeficientes
de semivalores binomiales, o bien, a su desarrollo en términos de los propios coe-

ficientes del semivalor o.

Caso particular 5.11
Consideramos como semivalor ¢ definido sobre juegos de G el valor de Shapley,

que denotamos como ¢. Sus coeficientes como semivalor son:

(s —1)l(n—s)!
n!

7

Py =~(n,s) =

1 <s<n.

?

Si escribimos un juego cualquiera v como combinacién lineal de los juegos de una-
nimidad v = ) ;.- y arur y empleamos el resultado del apartado (c) del teorema

Py(N,v) = Z plar = Z ~y(t, t)ar = Z %oz;p.

TCN TCN TCN

anterior:

Puede compararse este resultado con Hart y Mas-Colell (1988), donde se introduce
el concepto de potencial para el valor de Shapley.

Lema 5.12

Si f = f(x1,...,2,) es la EML del juego v € G, la EML del juego v restringido a
la coalicion T" C N, fr, puede obtenerse sustituyendo en la funcién f las variables
correspondientes a los elementos de N ~. T por 0.

Demostracién
La EML de un juego v € Gy es:

flan, oxn) =Y [Ja ] - z)v(S).

SCNicS  j¢S

Para una coalicién T' C N, podemos separar el sumatorio entre los subconjuntos
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totalmente contenidos en 7'y los que no lo estéan:

f (1, ,mn):Zsz H (l—xj)v(S)—i-ZHxi H (1 —z;)v(S).

SCT ieS  jENNS S¢T i€S  JENNS

Por comodidad supondremos que T estd formada por los ¢ primeros jugadores de
N. De esta forma:

flan, oz 0,0,0)=> [z ] @—z)0(9),

SCTicS  jeT~S

ya que si S ¢ T existird, al menos, un ¢ € S tal que ¢ ¢ T y al sustituir z; por 0
anulard el correspondiente término del segundo sumatorio.

La expresiéon de fr, EML de la restriccién del juego v al subconjunto T, es:

frizy, oom) = [ [ = 2j)v(S).

SCT ieS  j¢s

De las dos tltimas expresiones se sigue la igualdad del enunciado:

fr(zy, .. x) = f(xg, ..., 2,0, ...,0). O

Teorema 5.13

(a) Para un semivalor binomial ¢,, 0 < a < 1, el potencial para cualquier juego
restringido (7,v), T C N, puede obtenerse a partir de la EML f del juego (N, v)
en la forma siguiente:

Pu(T,0) = = (@),

donde @ = (a, ...,a) € R' y fr es la EML del juego (T, v).

(b) Para un semivalor o = Z?Zl AjOa;, 0 <ap <--- < ay <1, el potencial para
cualquier juego restringido (7,v), T C N, obedece a la siguiente expresion:

PO'(T7U) = QTA7

donde Qr = (¢rj)1<j<n €s la matriz que tiene por elementos
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y A= (A1 - - - \,) es el vector de las componentes del semivalor o en el sistema
de referencia {04, }1<j<n-

Demostracion
(a) La proposicién 5.4 establece para 0 < a < 1 que el potencial P, tiene por

expresion:

=Y o '(1-a)v(S), VT CN,T#0.
SCT

Por otro lado, si en la expresién de la EML del juego (T',v),

fTiljl,..., ZH.TQHl—.TJ

SCT ieS  j¢S

sustituimos las ¢ variables por «, se obtiene:

=) a’(1—a)*u(S).

SCT

Comparando la primera y la tercera expresiones:

1
P,(T,v) = —fr(a), para0 < a <1, T C N, T # 0.
a

(b) Segun el apartado (a) del teorema 5.10 el potencial para un semivalor o definido
sobre juegos de Gy es:

= [ o 1= ap) | o(S), T CN,T#0.

SCT = j=1

donde o = Z?Zl AjOa;, 0 < ap <--+ < a, <1. Intercambiando el orden de los
sumatorios y aplicando el apartado (a):

:i)\j[Za (1—ay) SU(S)}:i)\j{ifT(aj)}:QTAa

SCT =1 J

siendo Q1 y A exactamente las matrices del enunciado de la propiedad. [J
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5.3 Base potencial para semivalores

Definicién 5.14

En general, una base para el espacio de juegos cooperativos G es una base po-
tencial con respecto a cierto valor X que posea un potencial, si las componentes
de cada juego v € Gy relativas a esa base son, exactamente, los potenciales de X
para (N, v) y todos sus juegos restringidos (T,v), T C N, T # ).

Un ejemplo de esta situacién puede encontrarse en Dragan (1991) para el valor de
Shapley. Ahora seguiremos un procedimiento general de obtencién, primero para
semivalores binomiales y después, en general, para cualquier semivalor.

Lema 5.15

Supongamos que X es un valor sobre G con un potencial lineal H.

La base {vg € Gy : S C N, S # (0} del espacio G es una base potencial si y sélo
si para cada S C N, S # (),

H(S,vs) =1; H(T,v5) =0, VT CN, T # 8.

Demostraciéon
Si{vs € Gy : S C N, S # 0} es base de Gy, cada v € Gy se expresa en forma
tnica como combinacién lineal de los juegos de la base:

v = E arur.

TCN

En particular, para v =vg : vg = Z Brvr siendo Bg =1y Bp =0, VI # S.
TCN
Si la base es potencial:

1=8¢g=H(Svs); 0=p0,=H(T,vs), VI' CN, T #S.

Reciprocamente, si escribimos v € GGy como combinacién lineal de los juegos de
la base y calculamos el potencial:

H(S,v) = H(S, Z apur) = Z arH(S,vr) = asH(S,vs) = ag.

TCN TCN
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Asi, cada coeficiente ag de la combinacién lineal es el potencial H(S,v) y la base
considerada es base potencial. []

Proposicién 5.16

Para cualquier a@ € (0, 1], si P, denota el potencial para el semivalor binomial
0. definido sobre juegos de GGy, un juego cualquiera v € Gy puede reconstruirse
recursivamente a partir del potencial por medio de la siguiente expresion:

o(T) = [ Zoz (1—a) SU(S)], VI'C N, T #0.

ScT

Para a = 0, un juego v € Gy no puede reconstruirse a partir del potencial F.

Demostracion
Para 0 < o < 1, el apartado (a) de la proposicién 5.4 permite obtener el potencial
P, a partir de los valores v(S) del juego v € Gy:

)=>_ o N(1-a)u(S), VT CN,T#0.
SCT

Si en esta expresiéon separamos del sumatorio para S C T el propio subconjunto
T,
P.(T,v) = T)+ ) a7 (1—a)~*u(S).

ScT

Podemos ahora despejar v(T') y llegar a la expresion del enunciado para cualquier
coalicion T'C N, T # (. En un primer estadio del proceso recursivo |T| =

v({i}) = Fal{i}, v).

Para el caso o = 1, la misma proposicién 5.4 en su apartado (c) establece que
P(T,v) = v(T), con lo que los valores del juego v son exactamente los valores del
potencial, cumpliéndose la férmula del enunciado sustituyendo « por 1.

Para el valor de o = 0, el potencial resulta ser Py(T,v) = Z v({i}).

€T

En este caso el potencial para oy sélo contempla los valores de los jugadores indi-
viduales por un juego v € GG. En consecuencia, no se puede reconstruir el valor
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de v(T") para coaliciones con |T'| > 2. [

Proposicién 5.17
Para cada S C N, S # (), existe un tnico juego ¢, s € G cumpliendo:

P,(S,cas)=1; P,(T,cas)=0, VI CN,T#S,
que resulta ser:

(=) sal i1 —a)t siT DS,
Ca,S(T) =
0 en caso contrario,

donde P, denota el potencial del semivalor binomial o, definido sobre juegos de
Gy, para 0 < a < 1.

Demostracion
A partir de la férmula obtenida en la proposicién anterior podemos afirmar que
para las coaliciones 7" tales que |T'| < |S| se cumple:

Cms(T) = 0,
ya que los valores ¢, g(7") se obtienen de manera recursiva y todos los potenciales

P,(T,cqas) son nulos para T' # S.

Volviendo a emplear la misma férmula para |T| = |S|, siendo los potenciales
P,(S,cas) =1, Py(T,cas) =0,VI'C N, T# S,y cas(T) =0 para todo T C S,
se cumple:

Ca,S(S) = ; Ca,S(T) = 07 T 7é S.

as—1 )

Ahora, con la misma férmula anterior para los subconjuntos 7' tales que |T'| > |S],
T D S,y para el juego c, g:
Cas(T) ==Y a" (1 - a) cas(U),
vcr

ya que también para estos 1" se cumple P, (T, ca5) = 0.

A partir de esta 1ltima expresién vamos a probar, por induccién, que se verifica
la férmula del enunciado.
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Para |T'| = |S| + 1, el tnico subconjunto que da valor no nulo en el sumatorio es
U=S": cas(S)=1/a*"'. En consecuencia,

1
Cas(T) = —a (1 - a)asil =—a (1-a), TDOS|T =|5+1.

Supongamos que se cumple la férmula del enunciado para T D Scont—s < ky
probémosla para "D S cont — s = k.

Los subconjuntos U C T que aparecen en el sumatorio los agrupamos segin su
cardinal:

Para U = S, (tgs) términos; para U = SU {j}, 5 € T\ S, (t?) términos; para
U=SU{jk}, j,keT S, j#k, (tgs) términos; . . . ;paraU =T~ {j}, j €

TS, (tf;fl) términos.

Entonces, como en la expresién de ¢, (71") los valores que aparecen para ¢, s(U)
s6lo dependen del cardinal de U, para S C U C T podemos escribir:

cast) = o=y = (1) 4 (57) = (1)

= (1) | 5 (t . ) (~1y = (~1)" |

llegando a obtener:

Cas(T) = (=1)"far (1 — a)"*, para T'D S.

Finalmente, si |T'| > |S| pero T 2 S resulta ¢, (7)) = 0 por la forma recursiva
como se obtienen los valores de ¢, g(T") a partir de los potenciales, ya que éstos
son todos nulos pues los subconjuntos de T tampoco contienen a S. [

Caso particular 5.18
Para o« = 1/2 el semivalor binomial correspondiente es el valor de Banzhaf. En
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este caso:

0 en caso contrario.

Ejemplo 5.19
Para juegos de Gy con | N| = 4 y el semivalor correspondiente a a = 1/3, la familia
de juegos de la propiedad anterior adopta la expresién siguiente:

1 1-t 9 t—s
(_1)tfs <§) (g) — (_1)t732t733371 siT 2 S,

0 en caso contrario.

Se consideran las coaliciones formadas por jugadores de N = {1,2,3,4} en el orden

de cardinales crecientes y, dentro de un mismo cardinal, en orden lexicografico.

Si referimos cada juego de la familia ¢;/5 5, S € N, S # ), por su valor actuando
sobre cada una de las coaliciones incluidas en N en el orden establecido anterior-
mente, su expresion es:

cisy = (1,0,0,0, =2, =2, 2,0, 0, 0, 4, 4, 4, 0, -8),
cisq2y = (0,1,0,0, =2, 0,0, =2, =2, 0, 4, 4, 0, 4, —8),
cis3 = (0,0,1,0,0, =2,0, =2,0, =2, 4,0, 4, 4, -8),
cisqay = (0,0,0,1,0,0, =2, 0, =2, =2, 0, 4, 4, 4, -8),
cisn,2 = (0,0,0,0,3,0,0,0,0, 0, =6, =6, 0, 0, 12),

01/3,{1,3} = (07 07 07 07 07 37 07 07 07 07 _67 07 _67 07 12)7
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01/3,{374} = (07 07 07 07 07 07 07 07 07 37 07 07 _67 _67 12)7

C1/3,{1,2,3} = (Oa 07 07 07 07 07 07 07 07 07 97 07 07 07 _18)7

C1/3,{2,3,4} = (Oa 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 97 _18)7

c1/3,{1,2,3,4} = (07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 27)
Proposicién 5.20
Supongamos que ¢ es un semivalor definido sobre el espacio de juegos coope-
rativos GGy cuyos coeficientes son p,, 1 < s < n. Un juego cualquiera v € Gy

puede reconstruirse recursivamente a partir del potencial P, del semivalor o por
medio de la expresion

oT) = [ Po(To) = 3 pin(S) |.
t SCT

VT C N, T # 0, si y s6lo si el n-ésimo coeficiente del semivalor o es estricta-
mente positivo (p, > 0). Los coeficientes p, 1 < s < t < n, corresponden a los
semivalores inducidos por o sobre espacios de juegos con cardinal del conjunto de
jugadores t < n.

Demostracion
Para el semivalor o : Gy — R¥, el apartado (a) del teorema 5.10 permite obtener
el potencial P, a partir de los valores v(S) del juego v € Gy:

Py(T,v) =) plo(S), TCN,T#0.
SCT

Si en esta expresion separamos del sumatorio para S C T el propio subconjunto
T, obtenemos:

P,(T,v) = pjo(T) + Y _plo(S), TSN, T#0.
ScT
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Para poder despejar v(T') es necesario que el coeficiente que lo acompana sea
diferente de cero. Este coeficiente resulta ser el tltimo de los coeficientes de cada
semivalor inducido por ¢ en juegos con cardinal del conjunto de jugadores inferior
oigual alde N: pl, t=1,...,n.

En particular, para t = n, p! = p, # 0, de donde: p,, > 0.

Reciprocamente. Si p, > 0, al ser p; > 0, 1 < s < n, se cumple:

Pn = pﬁ > 07 pZ:} = Pn—1tPn > 07 pzig = Pn—2 + 2pn—l + Dn > 07 S

y, en general,
n—t

n—t
pizZ( , )pt+j>0, t=1,...,n,
=0\ J

de manera que puede despejarse v(T), para [T| =t =1, ..., n.
Aislando v(T):

1

o) = — [ BoAT,0) = > plo(9) |
P scT

siendo esta expresién valida para cualquier T C N, T # (. O

En la siguiente proposicién se construye una familia de juegos que, para cada
semivalor o : Gy — RY con p, > 0, verifica las propiedades que se exige a los
juegos de una base para formar base potencial. A continuacién se comprueba que
efectivamente los juegos encontrados forman una base de G con lo que se habra
conseguido construir una base potencial para todos estos semivalores.

Proposicién 5.21
Si P, denota el potencial del semivalor o, con p,, > 0, definido sobre juegos de G,
para cada S C N, S # (), existe un unico juego ¢, s € G cumpliendo:

P,(S,co5) = 1; P,(T,cr5) =0, VT CN,T#S,

que resulta ser:

—h
Pi_p

o.s(T) = tin;CE?@Mh ST DS,

0 en caso contrario.
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Demostraciéon
La férmula de la proposicién anterior podemos escribirla para cada ¢, s, S C N,
T C N, S, T #(, de la manera siguiente:

1 1
CJ,S(T) - EPJ(T, CJ,S) - _é Z pzca,S(U)-
uUucT

Para probar la férmula del enunciado distinguimos cuatro casos:

(a) Si |T] < |S|, como los valores de ¢, s(1') se obtienen recursivamente y para
todos estos subconjuntos P, (T, ¢, s) = 0, podemos afirmar que ¢, g(T") = 0.

(b) Si |T'| = |S|, puede suceder que T' # S en cuyo caso P,(T,c,s) = 0y por el
apartado anterior ¢, g(U) = 0 para U C T, de donde: ¢, ¢(T') = 0. Para el caso
T =S8, P,(S,¢co5) =1alavez que ¢, g(U) =0 para U C S. En consecuencia:

1

Cgs(S) p

(c) Si|T| > |S| pero T 5 S, por un lado P, (T, c,s) = 0y por otro ¢, s(U) =0
para U C T, ya que U 2 S. Asi pues, ¢, 5(T) = 0.
(d) Queda por comprobar qué ocurre para el caso |T'| > |S| con T D S.

Para demostrar la férmula por induccién sobre |T| — |S| empezamos estudiando el
casot —s =1, esdecir, T = SU{i},i € T\ S:

Crs(SUL) =0— == > pifles(U

s+1 ycsufi}

De entre todos los subconjuntos U C S U {i} sélo ¢, ¢(U) toma un valor no nulo
para U = S, que segun el apartado (b) es ¢, s(S) = 1/p?. Por tanto:

1 1 -1 1
cos(SU{i}) = —5pit —=—=[pS—pifi
Pl P pii [ hl o P

= (D) |-,

ps+1 Ds
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y se cumple la férmula para 7" > S con t — s = 1:

o5(SU{i}) lio( ) SR

s+1 h

Consideramos ahora el caso T'= S U {iq, ..., i}, estoes, T D S cont —s = k.
Por hipdétesis de induccién suponemos que la férmula del enunciado es vélida para
T D Scont—s<kyqueremos demostrar que

k )
Cos(SU{in, ... ix}) = kZ( ) .

h=0 s+l~c h

La férmula de la proposicién 5.20 para el juego c, g y para la coalicién S U
{i1, ...,ix} adopta la siguiente expresion:

-1
Cos(SU i1, nyin}) = St

s+k Dy
stk UcSU{in,.. ik}

0075([]).

Los subconjuntos U C S U {4y, ..., } para los que ¢, s(U) # 0 son:

Tipo

Valor de ¢, 5(U)

=1,...,

73\ (~1)"
SUipin i} crs(SU fipin i} = (-1 S ( )
1<p,q,r<k
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1
S U {iays - iay .} L= (E—1) (1)
1<aq,.,op 1<k - (_1) h s+k—1—h
0

Dsip1-n

El nimero de subconjuntos del tipo S es (g); del tipo SU{i,}, 1 <p <k, es (’1“),
del tipo S U {ip, 14}, 1 <p,q <k, es ('2“), del tipo S U {ip, ig,%r}, 1 <p,q,7r <k, es

(];), ...y del tipo SU {iayy eyt }s 1 < aqy ey apg <k, es (kﬁl)

A partir de estas consideraciones podemos escribir una expresion desarrollada para
CU7S(S U {il, P ,ik}):

1 k 1 k 1 1
L s+k s+k 11! _
rs(S Ui, - i}) = p{ (6)7s7+ (3 )ty e = |

stk s s+1  Ps
k 22\ (=D (R L, 2L 73\ (=1)
(o) () sty + (ot S ()
2)7 ; h)pisTn \3)7 hz:% h) pitsh

k—1
T R S e
Psigp s :
k—1)7" =\ b i
Agrupando:

E—1 a
‘ , 1 k a\ (=1)"
CU,S(SU {Zla "'7/“6}) = { ( >p::+§( 1)a ( ) s+a }
8 i —\b/ pite)

Ahora cada factor del tipo pﬁfj, 0 < a < k—1, puede expresarse en funcién de los

iltimos coeficientes de cada semivalor inducido sobre juegos con menor cardinal
del conjunto de jugadores. En concreto:

k—a
k—
pit=3 (M), 0sa<k-

C
c=0
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., . n n
Para probar la expresién anterior supondremos o = ) 7| A\joo; con » i Aj =1,
de manera que los coeficientes del semivalor ¢ y de sus semivalores inducidos se
expresan como combinacién lineal de coeficientes de semivalores binomiales.

pzilg _ Z)\ aera 1 1_043 Z}\ aera 12( > )COé§

n k—a
_ Z AJ Z (k' ; G) (_1)ca;+a+c—1

7j=1 c=0
k—a E—a n

_ Z ( . > (_1)0 Z )\]Oé;+a+cfl
c=0 Jj=1

k—a
k_
= > ( a)(—l)cpiiﬁii, para 0 < a < k- 1.

Entonces, la expresién para c, g(S U {i1, ..., }) se transforma en:

CU’S(S U {il, P ,Zk}) =

k—1 k—a a
—1 (k:) (k — a) a\ (—1)°
= — (—1)piiate| (1) Ta
pSillz a= 0{ a [; ¢ b=0 b pSia 2

Fijado un niimero a entre 0 y k— 1 aparecen expresiones con los tltimos coeficientes
de los semivalores inducidos en el numerador y en el denominador. Los coeficientes
que aparecen en el numerador varfan desde ¢ = 0 hasta ¢ = k — a, es decir:

s+a s+k
ps+a? ce 7ps+k

Por su lado, los coeficientes que aparecen en el denominador varfan desde b = 0
hasta b = a, esto es:

1 1
piig’ S

De esta forma, los indices de los coeficientes del numerador son siempre mayores o
iguales que los indices de los coeficientes del denominador y sélo coinciden cuando
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es:

1
P, =, para0<a<k-—1
s+a

Este primer tipo de términos da lugar a constantes dentro de la expresiéon entre
llaves en la férmula de ¢, g(S U {i1, ..., ix}) asi que es el coeficiente que afecta a
-1/ pjf,j, resultando ser el correspondiente a ¢ = 0 en el primer factor y b = 0 en
el segundo, esto es:

A2 O3 () 5]

D B (4 [T [2 (5) - (_1),1 -C0

ps+k a=0 ps+k a=0 s+k

y hemos obtenido el término para h = 0 de la férmula que queremos probar.

El resto de términos en la férmula que se pretende demostrar estd constituido por

aquellos que tienen el factor piiﬁ en el numerador, de manera que éste se anula

con el que aparece fuera de la expresion entre llaves.

Para que se cumpla lo anterior s +a+ ¢ = s+ k, de donde a + ¢ = k, es decir, son
los términos para ¢ = k — a.

k—1 a
; (=1 peip(=1)" 5| =
psii =0 [(a k—a o =0 b psia,g

— B S (]-e EE 005

: s 2 s+a—b _ _ S
La variacién de p;io_; es desde a = 0 con b = 0, en donde aparece p;, hasta
a =k — 1 que con b = 0 hace que aparezca pziﬁj Si agrupamos sacando factor

s+a—b
s+a—b?

la iltima expresién a la siguiente:

comun los términos 1/p haciendo a — b =¢q, 0 < q¢ < k — 1, podemos igualar
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e TR 1 TE (ko) .
RN Yty D VR ey (i

0 Pstq 5
= (—1)! jZé piliZ (S) [Z:; (k ;p>(—1)b - (—1)’”] =

B (- E ()

q=0 £'s+q q=0 ps+q

Si en la tltima igualdad identificamos s+ ¢ con s+ k — h tenemos: ¢ = k — h. As{

la expresion se transforma en:

k k
k 1)2k7k+h k
> (5 ) Sl = S ()
=1

h=1 Psik—n pS-l-k h

So6lo queda ahora por probar que los restantes términos que aparecen tienen coe-
ficiente nulo. Estos términos se encuentran afectados por un cociente del tipo:

ps-i—'r
+
j+2, con 0<g<r<k-—1.
s5+q

Para determinar el coeficiente que afecta a este tipo de términos en la férmula que
permite obtener ¢, ¢(S U {1, ..., }) identificamos:

s+r=s+a-+c N cC=T—a
s+tq=s+a—"> b=a—q
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De esta manera, en el primer sumatorio interior a las llaves consideramos sélo el
término ¢ = r — a, mientras que en el segundo consideramos sélo b = a — q. Asi,
uno cualquiera de estos términos adopta la forma:

5 )¢ e Y-
S () ()] 2

a=q

Operando sobre el coeficiente, éste resulta ser:

g K - 1 e
=1 (k—r)!q!;(r—a)!(a—q)!( b

Si hacemos d = a — ¢, el sumatorio se transforma en:

M

< ihg , 1 L (r—q) .
(r—d— quv( D= (=1 )!z;d!(ﬁ—qqzd)!(_l) -

d:0

Esto concluye la demostracién. [

Teorema 5.22
Si o es un semivalor de coeficientes ps, 1 < s < n, definido sobre el espacio de
juegos G, con p, > 0, entonces la familia de juegos

Cor={cos€Gny/SCN,S#0}
forma una base potencial del espacio GGy respecto al semivalor o.

Demostracion

En primer lugar |C,| = 2" — 1 = dim Gy. Basta demostrar que los juegos de
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C, son linealmente independientes. Para ello ordenamos los juegos c, s segtn el
cardinal de Sy, dentro del mismo cardinal, lexicograficamente.

Si formamos la matriz con las componentes de cada ¢, g, donde cada componente
representa la actuacién de ¢, g sobre las diferentes coaliciones 7' C N, T # (),
ordenadas del mismo modo que las S de ¢, g, obtenemos una matriz triangular
inferior ya que ¢, g(T) = 0si [T < |S| osi |T| = |S] con T'# S. Los elementos
que aparecen en la diagonal de esta matriz son:

1
0075(5)22;, 1<s<n.

Como ya habfamos visto en la férmula que permite reconstruir el juego a partir del
potencial, p, > 0 hace que p{ > 0, 1 < s < n. Asi, el determinante de la matriz
de los juegos de C, resulta ser:

1
I1=>0
sEn s
y los vectores de C, son linealmente independientes.

El hecho de que esta base sea potencial es debido a las condiciones que se exigen
en la propia definicién de cada ¢, 5. O

Caso particular 5.23
Consideramos un semivalor binomial o, 0 < a < 1, definido sobre el espacio de
juegos GG y. En este caso se cumple:

(VS ()= ()

h=0 h= h=0

De aqut:

(1) a1 —a) siT DS,

0 en caso contrario.
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De esta manera, la familia C, = {c,5 € Gy / S C N, S # (} forma una base
potencial para el semivalor binomial o,, 0 < a < 1, definido sobre juegos de G .

Caso particular 5.24
Consideramos el valor de Shapley como semivalor sobre juegos de Gy y lo deno-
tamos por ¢. Sus coeficientes son:

—)in— s)!
g =an,s) = LTy oy
n'
La expresién de pi:Z es, en este caso,
pt_Z:/}/(t_ha t_h):La
= t—nh

y la férmula de ¢, (1) para o = ¢ y T D S da lugar a:

costm) = 0= 3 () By 5 (1) e

t—h
h=0 ptfh h=0

Distinguimos diferentes coaliciones T" O S para evaluar los valores que toma
¢os(T). ParaT = S:
c.5(8) = (=1)%s = s.

ParaT = SU{i}, i ¢ S:
cos(S UL} = (=1)" [()(=1)"(s + D) + () (=1)"s]= —1.
Para T = SU{i,j}, 1,5 ¢ S:

Cos(SULi, 1) = (=1 [() (s +2) + () (=)(s + 1) + (})s]= 0.

En general, para T = S U {i1, ..., 5.}, i1,...,7 ¢ S, 2<g<n—s:

cos(8 Ulinenie) = (103 (1) (-0 st g 1)
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Para las demads coaliciones T' 2 S, ¢4 5(T) = 0.

Segun hemos visto, la familia C;, = {¢; s € Gy /S C N, S # (0} forma una base
potencial para el valor de Shapley definido sobre juegos de G . Puede compararse
este resultado con el andlogo en Dragan (1991).

Ejemplo 5.25

(a) Consideramos el espacio de juegos de tres jugadores Gy, |N| = 3, y sobre
este espacio un semivalor o de coeficientes (p1,p2, ps) = (1/2,1/5,1/10). Vamos a
determinar la base potencial en Gy, |N| = 3, respecto al semivalor o.

Este semivalor viene a indicar que se atribuye un 50% de probabilidad a que un
jugador cualquiera de los tres actie en solitario, un 20% a que lo haga formando
cada una de las dos posibles coaliciones bipersonales de las que puede formar parte
y un 10% a que forme parte de la coalicién total.

Segun la férmula obtenida para determinar los juegos de la base potencial ¢, g,
donde los subconjuntos S tienen cardinales s = 1, 2, 3, necesitamos calcular:
1 1
— =1.
10 ) P

Py =ps = Pi=py+ps=

1_07

El primer juego de la base potencial por el semivalor o es ¢, {1}, el cual actiia sobre
las coaliciones que contengan al jugador 1 en la forma:

oy ({1)) = <—1>°(8) oy,

b1

OESA
= \h) p5_p P3P 3’

Coqy({1,2}) = (-1)' >

2
2\(-1)» 1 2 1 13
cry({1,2,3}) = 22(]1) :_3_—2+—1=§.

P Py Py Py P

La actuacién sobre la coalicién {1,3} es la misma que sobre {1,2}, ya que sélo
depende del hecho de contener al jugador 1 y del cardinal de la propia coalicién.
Los mismos valores hallados sirven para los juegos ¢, (23, Cs (3}, dependiendo ahora
del cardinal de la coalicién que contenga, respectivamente, a los jugadores 2 6 3.
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Si referimos estos juegos en componentes segin su actuacién sobre las diferentes
coaliciones, ordenadas primero por cardinal y dentro de un mismo cardinal lexi-

cograficamente, se tiene:
coq1y = (1,0,0, =7/3, =7/3, 0, 13/3),
Coqoy = (0, 1,0, =7/3,0, =7/3, 13/3),
Coq3y = (0,0,1,0, =7/3, =7/3, 13/3).

Vamos a calcular ahora el comportamiento de un juego ¢, g, |S| = 2, sobre coali-
ciones que contengan a S y que pueden ser de cardinal 2 6 3. Por ejemplo:

co1,23({1,2}) = (-1)° (8) (_p? 130,

1
(—1)h 1 1 20
woalth230 =03 () e == [ - ) =5
3—h

h=0

De aqui:
Co{1,2} = (07 07 07 10/37 07 07 _20/3)>

Co{1,3} = (07 07 07 07 10/37 07 _20/3)7

Co,{2,3} = (07 07 07 07 07 10/37 _20/3)

Por 1dltimo:

coan((1:2:30) = (1) -~ o

p3
de donde,
007{17273} = (07 07 07 07 0; 0, 10)
Se puede comprobar que estos 7 vectores forman base de Gy, |N| = 3. El de-

terminante de la matriz formada por sus componentes toma el valor que se ha

A= H <E> 10 > 0.

SCNpS

probado:
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(b) Consideramos un juego concreto perteneciente a G, |N| = 3, definido como
sigue:
v=1(2,1,1,3,4,5,7),

donde cada componente representa la actuacion de v sobre las diferentes coaliciones
ordenadas como de costumbre.

Tratamos de expresar este juego v € Gy como combinacién lineal de la base
obtenida en el apartado (a), {c,s € Gny/S C N, |N| = 3,5 # 0}, y luego
comprobar que esos coeficientes son precisamente los potenciales por el semivalor
o del juego v restringido a cada subconjunto S.

Para expresar el juego v como combinacién lineal de la forma

U= E agsCq 8,

SCN, S0
planteamos un sistema lineal con incégnitas ag cuya solucién es:
(1, g, as, a1g, a3, a3, 123) = (2, 1, 1, 3, 3.3, 2.9, 5.1),
donde hemos identificado cada coeficiente con unos subindices que se corresponden

a los elementos que pertenecen a cada subconjunto S.

Comprobamos ahora el potencial por el semivalor ¢ para cada juego restringido
empleando la férmula del apartado (a) del teorema 5.10:

P,(T,v)=> pio(S), TCN,T#0.

scT

Para subconjuntos de cardinal 1:

P,({i},v) = pro({i}) = v({i}),
de donde,
P,({1},v) =2, P,({2},v)=1, P,({3},v)=1.

Para subconjuntos de cardinal 2:

B,({i,j},0) = ptlo({a}) + v({i})] + pio({i, })

= (o +p2) [v{i}) +o({7})] + (P2 + p3)o({i, j}),
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de donde,
P,({1,2},v) =3, P,({1,3},v) =33, P,({2,3},v) =209.

En dltimo lugar, para N = {1,2,3}:

B (N,v) = pr[v({1}) +v({2}) + v({3})] + p2 [v({1,2}) +

+o({1,3}) +v({2,3})] + psv({1,2,3}),
de donde,
P,({1,2,3},v) =5.1.

También podemos calcular los potenciales respecto al semivalor ¢ empleando la
EML. En primer lugar expresamos ¢ como combinacién lineal de semivalores bi-
nomiales para « = 1/6, 1/2, 5/6:

21 22 -3

= 4_00'1/6 + 4—001/2 + 4—005/6.

o

La EML del juego v que tratamos es

f(l‘l, T2, III3) = 21‘1 + i) + I3 + T1X3 + 311321'3 — L1X9X3.
Para calcular el potencial a través de la EML empleamos la expresion:
3
Py(T,v) =Y NP, (T,0) =QrA, TCN,
j=1
donde Qr = (qrj), qr; = fr(@;)/aj, 1 < j <3, con A = (21/40 22/40 — 3/40).

Comprobamos, por ejemplo, el cdlculo para la coalicién {2, 3}:
fr2,3y = To + 13 + 32273,
fes(@) =20+ 30> =  P.({2,3},v) =2+ 3a,

S 21/40
—3/40

El resto de potenciales respecto a o puede calcularse de manera analoga.
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5.4 Los espacios nulos

Proposicién 5.26
En el espacio de juegos Gy, fijado un semivalor o de coeficientes p,, 1 < s < n,
con p,, > 0, para los juegos de la base potencial ¢, 5, S C N, S # 0, se verifica:

(a) o[N,c, N = u,
(b) O'[N, CG,N\{j}] = —€j, VJ & N

(c)  o[N,cos] =0, VSCN,1<|5<n-2,

donde e; es el j-ésimo vector de la base canénica de R y v = (1,1, ..., 1).

Demostracion
A partir del potencial, el pago a un jugador i € N por el semivalor ¢ puede
calcularse por medio de la expresién:

o[ N,v] = P,(N,v) — P,(N~{i},v).

(a) Aplicando la expresién anterior para v = ¢, y:
0[N, con] = Ps(N,con) — Po(N~N{i},conv) =1—-0=1,
de donde se sigue que [N, ¢, x| = u.
(b) Aplicando la misma expresién para el juego ¢, n(j}:
0i[N, con () = P (N, congj3) — Po(NNAi}, conegy) = 0 = 6y = =i,

de donde se concluye que 0[N, co N (3] = —€;, para j € N.
(¢) Por ultimo, aplicando la expresién para S C N, |S| < n — 2:

0ilN,co 5] = Pr(N,cs5) — P,(N~A{i},cr5) =0,

de donde se obtiene o[N, ¢, 5] =0para SC N, 1 <[S|<n-2. O
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Definicién 5.27
Para un semivalor o sobre el espacio de juegos cooperativos G llamamos espacio
nulo por este semivalor al conjunto de juegos v tales que ofv] = 0. Lo designamos
por EN(o).

EN(o) ={v € Gy / o[v] = 0}.

Este conjunto es un subespacio vectorial del espacio de juegos Gy.
Proposicién 5.28
En el espacio de juegos G, fijado un semivalor o de coeficientes p,, 1 < s < n,

con p, > 0, el espacio nulo por el semivalor ¢ tiene dimensién 2" —n — 1 y estd
generado por la familia de juegos

{ CO’,N+ZCU,N\{j}7 CU,S/1 < ‘S‘ <n-—2 }

J=1

Demostracion
En primer lugar vemos que todos los juegos de esta familia pertenecen a EN (o),
ya que por la proposiciéon anterior:

o[N,con + Z Co.N-{j}] = U+ Z(—ej) =0,
j=1 j=1
o[N,c5] =0, VSCN,1<|S]<n-2.

Ademss, forman una familia linealmente independiente.

Ahora vamos a probar que cualquier juego v € EN (o) es combinacién lineal de
los juegos de esta familia.

Para un juego cualquiera v € Gy escribimos su expresién como combinacién lineal
de los vectores de la base potencial. En esta base los coeficientes resultan ser los
potenciales de v y de todas las restricciones de v a cada coalicién:

v :Z P,(S,v)cs 5.

SCN
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Como que el juego v es un juego concreto y el semivalor o esté fijado, los potenciales
que aparecen en la expresién de v son unos nimeros determinados que podemos
designar por gs = P,(S,v). De esta forma:

v = § 4sCq,s + E AN~ {j}Co, N~ {5} + gnNCo,N,
SCN JEN
1<|S|<n—2

v = Z qsCo,s +qn [ Co,N + Z Co, N~ {5} :| - Z [QN - qN\{j}} Co,N~{j}-

SCN jEN JEN
1<[S[<n—2

En esta expresion, los coeficientes en el iltimo sumatorio son
gN — N~ {5} = PJ(N;U) - PO'(N\{j}JU) - Uj[N7U]7

de manera que para un juego v € Gy podemos escribir:

v = Z 4sCs.S + gn [ Co,N + ZCJ’N\{J} ] — ZO']'[N, U]CJ7N\{]'}. (51)

SCN JEN JEN
1<|S[<n—2

Siv € EN(0), 0j[N,v] =0, Vj € N, de tal manera que todo juego de EN (o)
se expresa como combinacién lineal de los juegos del enunciado y, ademds, los
coeficientes de la combinacién son exactamente los potenciales P, (S, v) para los
juegos cs 5, 1 < S| <n—2,y P;(N,v) para el juego con + Y Confj}- O

JEN
Consecuencia 5.29
En el espacio de juegos Gy, fijado un semivalor o de coeficientes p,, 1 < s < n,
con p, > 0, la solucién de la ecuacién

o[N,v] =n,

donde n = (14, ...,m,,) es un vector dado de R™, viene dada por la expresién:

V= Z qsCs,S +an |: Co,N + ZCJ,N\{j} ] - anCJ,N\{j}a (52)

SCN JEN JEN
1<|S[<n—2
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siendo los coeficientes gy, gs, 1 < |S| < n — 2, grados de libertad del conjunto
de soluciones, resultando ser luego, para cada eleccion, los potenciales del juego v
para N y para v restringido a S, 1 < |S| < n — 2, respectivamente.

Demostracion
Basta reescribir la expresién (5.1) imponiendo o[N,v] = n;, j € N, para obtener
todos los juegos que tienen como semivalor el vector n dado. [

Consecuencia 5.30
En las mismas condiciones que la consecuencia 5.29, vamos a escoger una solucién

particular de la ecuacién [N, v] = n imponiendo los siguientes potenciales:

gn = P,(N,v) =0; qs=F,(S,v)=0, 1 <|S|<n-—2.

Esta solucién particular adopta la forma:

Ty == ) MiCon~{3}

JEN

El juego 7, es combinacién lineal de los juegos c; x5, J € N, que toman los
valores siguientes:

1 1
Co,N~{j N~ ] = o1 — )
N Pl PatPa

1+—11 1 L —poa 1

C PutDPni Pn Pn Dot Dui

cono (V) = (=) |

n—1

pg Prn1

CJ,N\{j}(S) =0, si§ 7& N,N\{j}

Asi, la solucién particular de 0[N, v] =7 que hemos escogido es:

( Pn—1 1 1
n,; siS =N,
Pn Pn+ Pn-1 ];V !
7 = -1
UG(S) n; SiS:N\{j},lSjSH,
Pn +pnfl
0 en otro caso.
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A este juego T, que verifica o[N,v] = n le llamaremos juego “sencillo” que sa-
tisface esta ecuacién. Se puede comprobar que, efectivamente, cumple o;[N, v] =
n;, Vj € N:

STRACRN USRS S A TR I | o i

Pn DPn +pn—1 jeN Pn +pn—1 i3] Pn +pn—1
Prn—1 Z Pn Prn—1
S Y T = )
Pn +pn71 JEN Pn +pn71 Pn +pn71 itj
DPn—1 Dn
Pnt Pt Pntpaa
Casos particulares 5.31
Para el valor de Banzhaf:
1 1 D 1 -
Pn=Pn1=o— = — Pn — 92
2 PntPn-1 Pn Pnt Pno
(22 ", siS =N,
JjEN
1)1/1(5) = _gn—2 n; si S = N\{j}, 1<j<n,
L 0 en otro caso.
Para el valor de Shapley:
(n.n) = - (non—1) = —
n =Y\, N) = —, n—1 = YN, N — =
1 . 1
—=n—-1, Pn1 =1.
Pn + Prn—1 Prn Dn + Prn—1
(Y, §S=N,
JEN

(1—mn)n, siS=N~{j},1<j<n,

0 en otro caso.
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Ejemplo 5.32
(a) El juego “sencillo” de cuatro jugadores que por el valor de Banzhaf obtiene
como vector de pagos n = (3,4,5,7) resulta ser:

(

76 S=N,
—12 S ={2,3,4},
—16 S ={1,3,4}
—) S — ) ) b
oy(5) —20 S = {1,2,4),
—28 S ={1,2,3},
0 en otro caso.

(b) El juego “sencillo” de cuatro jugadores que por el valor de Shapley obtiene
como vector de pagos 7 = (3,4,5,7) resulta ser:

(19 S =N,
-9 S ={2,3,4},
_ —12 S ={1,3,4}
S — ) ) )
U(S) _15 S =1{1,2,4},
—21 S ={1,2,3},
{ 0 en otro caso.

Consecuencia 5.33
En el espacio de juegos G, fijado un semivalor o de coeficientes p,, 1 < s < n,
con p, > 0, la solucién de la ecuacién no homogénea

o[N,v] =,

donde n = (ny,...,n,)es un vector dado de R™, se obtiene como la suma de la
solucién general de la ecuacién homogénea, o[V, v] = 0, mds una solucién parti-
cular de la no homogénea.

Demostracién
La expresion (5.2) es la solucién general de la ecuacion o[ N, v] = 7. Esta expresion

es exactamente:
v=FEN(o)+U,.

De esta manera, la solucién de cualquier ecuacién o[N,v] = n,n € R", tiene
una parte comtn que es el espacio nulo por el semivalor ¢ y una parte especifica
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cuya solucion es el juego “sencillo” que se ha determinado explicitamente en la
consecuencia 5.30. [J

5.5 El juego de poder

En el lema 5.3 de la secciéon dedicada al potencial para semivalores binomiales o,
se ha probado que el poder por uno de tales semivalores tiene por expresion:

=3 a1 - ap U[ L -2 | o),

ice 11—« 11—«

para todo subconjunto S C N, S # 0,y 0 < a < 1.

Si en el sumatorio separamos el propio subconjunto S obtenemos:

[,(S,v) = s ! —1—204 (1— )" u—sa]v(U).

ucs

Para un semivalor cualquiera o definido sobre el espacio de juegos Gy que tenga

por coeficientes p,, 1 < s < n, y dados n nimeros reales diferentes «;, 0 < a; < 1,
. . n

de manera que el semivalor o se escriba como o = ) j=1A\j0a;, €l poder por el

semivalor o tiene por expresion:

I, (S,v) = SZ Ao o(S) + Z [ Z Ao (L = ay) T (u — say) ] v(U),

vucs j=1

para todo subconjunto S C N, S # ().

Operando el coeficiente del segundo sumatorio para U C S podemos escribir:

D N (1= ay) T (u—say) :Z Ao T (1= o) T (1= ay)u—ay(s —u)] =

J=1

=uy Naf (1= a) ™ = (s —u) Y Nat(l— o) T = upy — (s — ) i,

J=1



5.5. EL JUEGO DE PODER 239

donde p;,, p;,, son coeficientes del semivalor inducido por o en el espacio de juegos
con cardinal del conjunto de jugadores s (1 < s < n). De esta forma la expresién
de I1,(S,v) se transforma en:

I1,(S,v) = splv(S) + Z [ up;, — (s —u)ps ] v(U), para S C N, S #(.
ucs

A partir de esta ultima expresion, si los coeficientes que acompanan a cada v(S)
son distintos de cero se puede aislar cada v(.5):

o(8) = = { o(5,0) = 3 [ wrt— (s —w) s | o®) }

S
5Ds Uucs

para cualquier coalicion S C N, S # (), siempre que se cumpla
pi#0, 1<s<n.

En la demostracién de la proposicién 5.20 se probé que estas condiciones equivalian
a p, > 0. Como consecuencia, podemos enunciar la siguiente propiedad.

Proposicién 5.34
Fijado un semivalor o definido sobre el espacio de juegos cooperativos G que
tenga por coeficientes p,, 1 < s < n, existe una correspondencia biyectiva

GN — GN
v —  I,( ,v)

definida a través de la relacion: I1,(S,v) = > . o(0°),[S,v], VS C N, S # 0, siy
sélo si p, > 0.

Demostracion

Las férmulas que se han escrito antes permiten obtener el poder si se conoce el juego
y permiten conocer el juego si se conoce el poder, siendo asf como queda establecida
la correspondencia biyectiva. El poder de cada juego restringido I1,(S,v) es un
nimero real, de forma que II,( ,v) asigna a cada coalicién S un ndmero real. Se
trata por lo tanto de un juego de Gy, el juego de poder.

La tnica condicién para que pueda recuperarse recursivamente el juego v a partir
del poder II, es que todos los coeficientes de v(S) sean no nulos y esto equivale a
pn > 0, tal y como se probé en la proposicién 5.20. [
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Consecuencia 5.35

Dados 2™ — 1 nimeros reales arbitrarios, existe un tnico juego v € Gy que tiene
por cierto semivalor o, con p, > 0, los poderes para (N,v) y todos sus juegos
restringidos dados por esos valores.

Ejemplo 5.36

Queremos construir un juego de tres jugadores que por el semivalor o de coefi-
cientes (p1,p2,p3) = (1/2, 1/5, 1/10) tenga para el propio juego y todos sus juegos
restringidos los siguientes poderes:

1, ({1}7U) =1, HG({2}7U) =2, HG({?’}’v) =1,
I, ({1,2},v) =4, I, ({1,3},v) =4, I1,({2,3},v) = 3,
M,({1,2,3},0) = 7.

Para determinar el juego v lo hacemos segtin el cardinal de las coaliciones S C N,
empezando por las que son de un solo jugador, |S| =s =1,

v({i}) = %p% Mo ({i},v) = 0] = l,({i},v), i€N.

De aqui:

({1} =1, »({2) =2, v({3}) =1
Para coaliciones S con |S| = s = 2:

i) = g { i dho) = (15 = (2= D2] ({3 + o(}) -

Los coeficientes que aparecen en la expresién no dependen de las coaliciones S
concretas, solo dependen del cardinal de S y de las coaliciones contenidas en S.
En este caso:

by = P2 p3—10, P — Dy = B

o({i, 1) = § { (G 0) = Soldid) + oI}
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En consecuencia:

{12 =5, (L3 =5, w({23)=3

Acabamos con las coaliciones con |S| = s = 3, que es el propio N:

v(N) = 3 { Io(N,v) = [2p3 — (3 = 2) p3] [v({1,2}) +v({1,3})+
+o({2,3)] = [1pf — 3 = Dp3] [v({1}) +0v({2}) + v({3})] }

Ahora los coeficientes son:

1 2 1 3

3 3 3 3 3

Finalmente:

10 3 1

Asi, el juego que cumple las condiciones de poder por el semivalor ¢ que se han

enunciado es:

v({1})=1, v({2}) = 2, v({3}) =1,

v({1,2)) =14/3,  0({1,3}))=16/3, v({2,3}) =3,  v({1,2,3}) =0.

Podemos comprobar que el juego v cumple esa distribucién de poder. Su EML es

10
f(fbl,l'g,fbg) = I + 2.1'2 + T3 + g.%'libg + ?l'libg.
En tal caso:
of of 5 of 10
—(a)=1+5 — (@) =2+ = —(a)=1+ —qa.
o (@) + 5a, B, (@) + 3a, o (@) + 3 a

A su vez, el semivalor 0 como combinacion lineal de semivalores binomiales para
a=1/6,1/2,5/6 es:

21 22 -3

= EUI/G + =012+ —=05/6 -

g ) 10
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Entonces:
11/6  7/2 31/6 21/40 5/2
o] = 41/18 17/6 61/18 22/40 = 5/2 |,
14/9 8/3 34/9 —3/40 2

y el poder del juego v es [[,(/V,v) = 7. De manera andloga podria encontrarse
el poder para cualquier juego restringido (S,v), S C N, S # (), considerando la
EML fg correspondiente.

Consecuencia 5.37
La correspondencia Gy — Gy, definida por v — [][,( ,v), es la identidad si y
sélo si el semivalor o es el valor de Shapley.

Demostracion
Si el semivalor o es el valor de Shapley, al ser eficiente, [ (S,v) = v(S5), VS C
N, S # (). Por consiguiente, la correspondencia es la identidad.

Para ver el reciproco, supongamos que o es un semivalor sobre Gy que cumple:

[, (S,v) =v(S), VveGy, VSCN,S#0.

Entonces, por la férmula que permite obtener el poder a partir del juego, susti-
tuyendo [, (S, v) por v(S), se tiene:

0() = spiv(S) + Y | uph — (s = u)phy | v(0).
ucs
Como esta expresién es valida Vv € Gy, VS C N, S # (), igualando coeficientes:
1=spsi, 1<s<n,

0=up;, — (s —u)py,1, 1<u<s.

Despejando en la primera familia de igualdades:

=7(s,8), 1<s<n.

1
bs =~
5
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Si hacemos u = s — 1 (1 < s < n) en la segunda familia de igualdades:

1 1 1

S

s—lps:s—lg

(s—=Dpsy—ps=0 = pi_; = = (s, s — 1).

Supongamos ahora que pi = (s, k) para 1 < k < n y veamos cual es entonces el
valor de p; ;. Empleando la misma expresién ahora para u = k — 1:

(k=Dppoy —(s—k+1)pi=0, 1<k-1<s,

5 s—k+1 , s—k+1 s—k+1(k—1)(s—k)!
P11 = E—1 Py = E—1 7(37 ): E—1

s! ’

(k —2)I(s — k + 1)!

s!

Drq = =v(s,k—1), 1<k—-1<s<n.

De donde, necesariamente, el semivalor o es el valor de Shapley. [

Definicién 5.38

Dado un semivalor o sobre el espacio de juegos G con p,, # 0, para cada semivalor
o' sobre Gy y para cada T C N, T # (), definimos un juego reducido v por medio
del juego de poder en la forma siguiente:

[1,(S07) =T[,(SUTv) = Y o[SUT ], VSCT, S+,
jere
donde T* denota el subconjunto N \T'y o[SUT*, v] es el pago que el semivalor
inducido por ¢’ asigna al jugador j € T en el juego v restringido a S U T°.

El poder del juego restringido (S, v) es igual al poder que en el juego v tendrian
los jugadores de S unido al complementario de 7', descontando el pago a esos
jugadores por el semivalor o”.

Como es
[,(SUT v)= > o;[SUT ], VSCT,S#0,
jesure

podemos dar la siguiente definicién para el poder del juego v7.

Definicién 5.39
Para el semivalor o sobre el espacio de juegos Gy, con p, # 0, y para cada
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T C N, T # (), definimos el juego reducido v% por medio del juego de poder en la
forma:
[1,(S,07) =) o;[SUT 0], VSCT, S#0.

JES

El poder de la coalicién S por el semivalor o en el juego reducido vJ es la suma
de los pagos que se asignan a los jugadores de S en el juego v restringido a SUT*

por el semivalor que se considera.

Definido de esta manera, el juego reducido v7 es el correspondiente por la biyeccién
de la proposicién 5.34 al juego de poder que se ha construido.

Proposicién 5.40
El semivalor o es consistente respecto a los juegos reducidos v7, es decir:

o;[T,v]7] = 0;[N,v], VjeT, YT CN,T#0.

Demostracion

En primer lugar, escribimos:

S 07) =) 08,05 = ) " [P(S,0]) — P(S\{j},07)], SCT.

JjES JES

Por otro lado, también para S C T

[1,(S.07) =Y o;[SUT 0] =) [P,(SUT*,v) — Po(SUT~{j},v)].

JjeSs jES
Igualando ambas expresiones:

D [P (S,08) = Po(S\{j},08)] =

jES
= S IP(SUT,0) - PSUT{j},v)], SCT. (53)

jes

A partir de la férmula anterior intentamos probar:

P,(S,v%) = B,(SUTC,v) — Py(T%v), SCT. (5.4)
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Para |S| =1, S = {i} y la férmula (5.3) se transforma en la (5.4). Supongamos
ahora que la fémula (5.4) es cierta para toda coalicién L con |L| < s y veamos que
es cierta para S con |S| = s. En este caso (5.3) adopta la forma:

sPo(S,07)= > Po(SN{j},vf) = sP(SUT  v) = > P(SUT{j},v),

JjeS JjeS

Py(8,v7) = sPo(SUTv) + > [Po(S~{j}, v]) = Po(SUT~{j},v)].

JjES

Empleando la hipétesis de induccién para S~ {j}:
sPy(S,v]) = sP,(SUT v) —sP,(T%v), SCT,

y queda demostrada la férmula (5.4). A partir de este resultado considerando
S =T obtenemos:

oi[Tv7] = Po(T,v7) = P (TN {j},v7)
= P,(N,v) — P,(T%v) — [P,(N~{j},v) — By(T¢,v)]

= P,(N,v) — P,(N~{j},v) = 0;[N,v].

que, para cada 7 € T, T'C N, es lo que querfamos probar. []

Definicién 5.41
Un semivalor o es w-estandar (0 < w < 1) para juegos bipersonales si para
cualquier v € Gy, |N| = 2, cumple:

oi({t,j},v) = v({i}) +wlv({i, j}) —v{i}) —o({sD],  i#J

Es decir, el pago al jugador ¢ por el semivalor o consiste en lo que el propio
jugador obtendria en el juego, v({i}), anadiéndole el exceso de la coalicién de los
dos jugadores, v({i,j}) —v({i}) — v({j}), multiplicado por un factor entre 0 y 1.

El caso w = 1/2 es el que se conoce como estandar para juegos bipersonales.
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Proposicién 5.42
(a) Si o es un semivalor definido sobre los juegos de Gy que se expresa como
o= Z?:1 AjOq;, j diferentes, 0 < a; < 1, entonces o es w-estdndar para juegos

n
W = E )\jaj-
Jj=1

(b) Si o es un semivalor definido sobre los juegos de Gy que tiene por coeficientes

bipersonales con:

ps, 1 < s < n, entonces o es w-estandar para juegos bipersonales con:

n—2 n—9
WZZ j P2+

J=0

Demostracién
En la expresion de la definicién de w-estdndar podemos agrupar de forma que se
obtiene:

oi({i,j},v) = (1 —wp({i}) + wv{i j}) —o({sD],  i#J.
Asf los coeficientes de o como semivalor sobre juegos bipersonales son:
p=l-w, p=w.

(a) Sio = Z?Zl Ajoq,;, entonces los semivalores inducidos por o para juegos con

menos jugadores tienen como coeficientes:
n
Py = Z Nag H(l—ay)™ ™, 1<s<m<n.
j=1

En particular, el coeficiente p3 del semivalor inducido o es el definido como w, de
donde:

w=p3=Y_ Noj (1—a)* 7 =) Moy
=1 =1

(b) La férmula general que permite obtener los coeficientes de los semivalores
inducidos por o en espacios de juegos con menos jugadores 0™, 1 < m < n, es:

ps = i (n ; m)ps+j-

i=0
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Para el casom =2y s =2 es:

()

n—

n—2
w=p§=2( . )p2+j~ 0

=\

Teorema 5.43

Supongamos que o es un semivalor definido sobre los juegos de G con p, # 0y
que es w-estandar para juegos bipersonales, 0 < w < 1.

El tinico semivalor definido sobre los juegos de Gy que es a la vez w-estandar para
juegos bipersonales y consistente respecto a los juegos reducidos v (VI' C N) es

el propio semivalor o.

Demostracion

Sabemos que el semivalor ¢ es consistente respecto a la familia de juegos reducidos
v (VT C N). Queremos ver que es el tinico que es consistente de entre los que son
w-estdndar para juegos bipersonales.

Si existe otro semivalor ¢’ sobre los juegos de GGn que cumple ambas condiciones,
probaremos que:

N ois,0] = 1,(5.0), VS CN.
Para [S| =1, S = {i}:J
oil{i},v] = v({i}) = [1,{i}, v).
Para |S| =2, S = {i,j}:

opl{i, i} vl = v({k}) + wo({i, 5}) —v({i}) —v({iD)] = oxl{i, g}, 0], k=i, 5.

Para | S| > 2, consideramos T con |T| =2, T° = S \. T. Entonces:

Y s = Y S v+ Y oS

jes jeT JE(SN\T)
= Y ol g+ Y ojlS.0]
JjeT JE(S\T)

= TL(Tv)+ Y oS0 =1L, (Sv).

FE(SN\T)
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El paso de la primera a la segunda linea es debido a que ¢’ es consistente, mientras
que el paso de la segunda a la tercera es por hipétesis de induccion.

En particular, hemos demostrado que para |S| = 1,2 se verifica:

ai[S,v] = o4[S,v], i€S.

Queremos probar que esta igualdad se cumple para todo S C N. Para demostrarlo
suponemos que oi[L,v] = o4[L,v], Vi € L, YL C N, |L| < s. Como que la
igualdad estd probada para s = 1,2, consideramos |S| > 3 y alli escogemos T =

{i,jt, i, 5 €8, i#3].
Para los respectivos juegos reducidos ’U%/, v7. se verifica:

L v7) = TL(SN{hv) = D ojls~{i}e] = alS~{j}.v],

JE(S\T)

[LU} 7)) = TLSN{Gho) = > olS\{i}o] = ailS\{j} 0]

JE(S\T)

De estas dos igualdades:

LA v7) =IL{ve) = vr({i}) =vi({i}).

Anélogamente:

[LAh ) =1L{stve) = vf ({5} = vf ({4}

De esta forma se tiene:

oi[T,v7] 2 of[T,v7] & v7 (T) 2 vi(T) & [T, 7] = o} [T, v7].

En consecuencia:
0-2 [57 U] = 0-2 [T7 U%I] > U;[T7 U%] = Ui[TJ U%] = Ui[S7 U]

)

O';- [57 U] = O';- [Ta ,U%,] > U; [T7 ’U%] =0j [T7 ’U%] =0j [57 U];
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donde los dos pares de igualdades de los extremos son por las respectivas propie-
dades de consistencia y las dos igualdades centrales son por hipétesis de induccién.
Por lo tanto, para cada i,j € S se verifica:

oi[S,v] > o4[S,v] & 0[S, v] > 0;[S,v].

Pero Z o[, v] = Z 0[S, v], de donde, necesariamente:

JES JES

a[S,v] = oi[S,v], Vie S, VSCN. O

5.6 Un ejemplo concreto

La férmula que permite recuperar un juego conocido el poder por un semivalor o
definido en el espacio de juegos cooperativos Gy, con p, # 0, es, para S C N:

o(8) = = { T (S.0) = 3 [uph — (s~ | o0) }.

S
5Ds ucs

Escrita para el juego v7 resulta, para cada S C T*

1
Sps

0 (8) = —{ L(S,0f) = D | upl = (s —wply |07 (V) |-

ucs

Pero al ser I1,(S,v7) = Z o;[SUT v] con T = N \. T, podemos escribir:

ieS

(8) = —{ Y alsuT) = 3 [urh— (s -y |050) }, SCT.

S
5Ps Uucs

Esta férmula permite construir en forma recursiva el juego reducido v (V1" C N)
conocido el poder por el semivalor ¢ del juego v restringido a coaliciones del tipo
SuTe.



250 5. POTENCIAL

Para el caso particular de un semivalor binomial o,, 0 < a < 1, denotamos v}~
por v$ y la expresién anterior adopta la forma:

ve(S) = 17 {Z( a)i[SUT v Zoz (1 —a)* % Yu— sa)vg(U) },

s’ 1
€S Uucs

El Ayuntamiento de Manresa (1995-1999)

En las elecciones municipales celebradas el ano 1995, cinco grupos politicos obtu-
vieron representacion en el consistorio municipal de la ciudad de Manresa, repar-
tiéndose de la manera que se indica las 25 actas de concejal que estaban en juego.

Convergencia i Unio, CiU, 9 concejales.

Partit dels Socialistes de Catalunya, PSC, 8 concejales.
Esquerra Republicana de Catalunya, ERC, 3 concejales.
Partit Popular, PP, 3 concejales.

Iniciativa per Catalunya - Els verds, IC, 2 concejales.

Descrita como juego de mayoria ponderada, la situacién del Ayuntamiento de
Manresa en el periodo de referencia es:

1 2 3 4 5
CiU PSC ERC PP IC
l¢;p] = 135 9, 8, 3, 3, 2 ]

En este JMP, las coaliciones ganadoras minimales son:

= {{1,2}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}}.

Como fruto de los acuerdos entre los diferentes grupos politicos, es precisamente
la coalicion ganadora minimal {2,3,5} la que se forma con cardcter estable y la
que permite acceder a la alcaldia de la ciudad al primer candidato de la lista del

PSC.

Vamos a estudiar una posible distribucién previa del poder entre los diferentes
jugadores de este juego. Si, por ejemplo, consideramos que todas las coaliciones
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entre los diferentes partidos son igualmente probables, el semivalor que recoge esta
suposicion es el indice de Banzhaf. Por el contrario, podemos suponer que no todas
las coaliciones tienen la misma probabilidad de formarse.

Si estimamos, como nos parece plausible, que la probabilidad de que se forme una
determinada coalicién depende de su cardinal, de manera que cuanto mayor sea éste
menor sea su probabilidad, llegaremos a considerar otros diferentes semivalores.

En concreto, si consideramos que la probabilidad de formarse una coalicién de
cardinal s+1 es la mitad que la de formarse una coalicién de cardinal s, el semivalor
que describe esta situacion es un semivalor binomial, con el valor de o que se indica:

X s(1 — n—s—1 1 1
Ds asll—a)vs 1—a 2 3

En particular, para juegos con n = 5 jugadores los coeficientes del semivalor bino-
mial para o = 1/3 son:

16 8 4 2 1
(p1, P2, D3, D1, P5) = | ==» =5 ==» =7 == ,

817 817 817 81’ 81
y expresados en tantos por ciento p; = 19, 75%, ps = 9,87%, p3 = 4,94%, p, =
2,47%, ps = 1,23%. FEstas son las probablidades asociadas a la formacién de
coaliciones de 1, 2, 3, 4 6 5 jugadores, respectivamente.

Calculamos ahora el pago que por el semivalor binomial para o = 1/3 corresponde
a los jugadores del juego que estamos tratando, cuya EML es:

fx1, .y x5) = 2129 + 12324 + T123%5 + T124T5 + ToX3Ty + ToT3Ts + TolsTs—

—2I1$2I3I4 — 2I1$2I3I5 — 2I1$2I4I5 — 2I1$3I4I5 — 2IQI3ZE4I5 + 4ZE1$QI3I4I5.

Los jugadores 1,2 son indiferentes en el juego v, asi como los jugadores 3,4, 5.
Calculamos sélo para 1y 3:

of ) 5 A of —=, 34
pr (@) =a+3a® -8’ +4a"* = (oy3)i[v] = pr 1/3) = ST
of o 3 A _Of —=, 16
. (@) = 4a* — 8a® + 4« = (o13)3[v] = _8903(1/3) =8
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De esta forma, la distribucién de poder para el juego v por el semivalor binomial

0] = 343416 116 16
71731 81 81’ 81’ 81 81

para o = 1/3 es:

Hemos comentado antes que los partidos PSC, ERC, IC han formado una coalicién
estable, que se corresponde con la coalicién ganadora minimal {2,3,5}. Estos tres
partidos forman la Comisién de Gobierno del consistorio, mientras que los otros
dos, CiU y PP, quedan en la oposicién.

La Comisién de Gobierno, que a partir de ahora designaremos por T' = {2, 3,5},
es un subconjunto de tres jugadores del conjunto inicial N. Vamos a construir un
juego que tenga por conjunto de jugadores T', de manera que por el semivalor que
se considera 01,3 el pago a cada uno de los integrantes de 1" sea el mismo que o3
les asigna en el juego inicial v: éste no es sino el juego reducido U}/ 3,
La expresion para este tipo de juegos reducidos, para el caso a = 1/3, se transforma
en:

13,y _ 1 [ -1 s—u1 1/3

v (S)=—-13 o1/3)iSU{1,4} v] — 2 3u—s)vy (U) |,
7 (5) = > (ous)lSu{l4},0] = > ( )op " (U)

€S Uucs

Sg {27375}78’ 7é ®7

yvaquesi N ={1,23,4,5} y T ={2,3,5} entonces T° = {1,4}.

Para determinar de forma recursiva todos los valores de U}/ 3(5 ) para S C {2,3,5},
S # (), necesitamos:

para S = {2}, (01/3)2[{1,2,4},v] = 1/3;
para S = {3}, (01/3)3[{1,3,4},v] = 1/9;
para S = {5}, (01/3)5[{1,4,5},v] = 1/9.

Entonces:

usl2({i}) = 3% 5)il{1,4,}, 0] — 0 = (013)i[{1,4,i},0], i=2,3,5.
De aqut:

v’ ({2}) = uP({3}) = uP({5}) =
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Ahora, para determinar los valores v; (5), S €{2,3,5}, |S| = 2, necesitamos:

para S = {2,3},  (013)2[{1,2,3,4},v] =10/27, (01/3)3[{1,2,3,4},v] = 4/27;
para S = {2,5},  (01/3)2[{1,2,4,5},v] =10/27, (01/3)5[{1,2,4,5},v] =4/2T;

para S = {3,5},  (013)s[{1,3,4,5},0] = 4/27, (01/3)s[{1,3,4,5},v] = 4/27.

Estos valores se han obtenido a partir de la EML del juego (IV,v). Por ejemplo:

f,2,34) = T1T2 + 212374 + ToX3T4 — 201 T203Ty,

—8 0

f{(;;jﬁ( )—a+a2_2a3 = (01/3)2[{1, 3,4}, 0] = f{61234}( 1/3) = 0
a 1,2,3,4 1,2,3,4

fi?x; L @) = 202 — 203 = (013)3{1,2,3,4},0] = f?T;}(l/g):Q_?.

Entonces, para i,j = 2,3,5, i # j,

o (4, 5}) =5 [3 {(oya)il{1,4,4, 5}, 0] + (o1/3)[{1, 4,1, 4], v) } -
~293 = Doy (i) + v ({1

de donde:

o (12,3)) = G2y =5 w3 =3

Por 1ltimo, para el propio subconjunto 7' = {2,3,5} necesitamos:
(01/3)2[N,U] :34/81, (01/3)3[N,U] = 16/81, (0’1/3)5[N,U] = 16/81
De aqui:

(2,350 =3[ 3 Y (uahNo - 2°6-3) Y v ({igh) | =1

i:27375 17]:273’5/27&]

OJ|>—‘
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Este juego que acabamos de construir es el juego reducido segin el semivalor
binomial para o« = 1/3 que jugarfan los jugadores de "= {2,3,5}, de manera que
por ese semivalor los pagos que obtendrian serfan los mismos, para cada uno de
los jugadores, que en el juego inicial (N, v).

Podemos comprobar ahora esta iltima afirmacién. El juego reducido v;/ ? es un
juego cooperativo de tres jugadores y estd definido por su actuacién sobre las
diferentes coaliciones escritas en el orden habitual en la forma siguiente:

s (L1155 1
T 37 97 97 97 97 37 .
Su EML es:

1
f(l‘g, xs, 1'5) = 5(3132 + I3 + Ty + ToX3 + ToXs + I3Ts5 + 1'21133235),

1
Vf(a):§(3+2a+a2, 1+2a+a? 1420+ a?).

Entonces:

o1l T o) = VF(I3) = (34 10 16).

81’ 817 81

Asf hemos comprobado que el semivalor binomial o4/3 verifica la propiedad de
consistencia respecto al juego reducido v;/ 3, Adema3s, el teorema 5.43 de la sec-
cién anterior afirma que, de entre todos los semivalores que son 1/3-estdndar para
juegos bipersonales, éste es precisamente el tinico que es consistente con este juego
reducido y con cualquier otro juego reducido que pudiera definirse en un subcon-
junto arbitrario de NV por medio del semivalor o /3.



Juegos indistinguibles

6.1 La interseccion de los espacios nulos

En algunos casos, las soluciones de Shapley o de Banzhaf asignan un mismo vector
de pagos a juegos diferentes. En general, fijado un semivalor ¢ definido sobre los
juegos de G, puede suceder que juegos distintos obtengan un mismo vector de
pagos. El estudio de esta situacién deriva en la consideracion de los juegos que
siendo diferentes del juego nulo obtienen como vector de pagos el vector cero. El
conjunto de estos juegos tiene estructura de subespacio vectorial de Gy y recibe
el nombre de espacio nulo por el semivalor o, EN (o).

El problema que pretendemos abordar consiste en determinar los juegos de G que,
para cada semivalor que pueda considerarse, tengan asignado un mismo vector de
pagos, a pesar de tratarse de juegos diferentes. El nombre de juegos indistinguibles
proviene de esta caracterfstica: a la vista de los pagos asignados por cualquier
semivalor, los juegos no pueden diferenciarse, es decir, los semivalores no consiguen
discriminar un juego de otro indistinguible.

Para cada juego cooperativo v € Gy, el conjunto de sus juegos indistinguibles

255
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forma una variedad lineal que pasa por v. El subespacio director de esta variedad
estd formado por la intersecciéon de los espacios nulos por cualquier semivalor
definido sobre GGy. En las dos primeras secciones de este capitulo se determina
la dimensién de este subespacio y se construye una base del mismo formada por
juegos del tipo més sencillo posible: estos juegos son los que se introducen bajo el
nombre de juegos de conmutacion.

Definicién 6.1

En el espacio de juegos cooperativos de n jugadores Gy, dos juegos v,v" € Gy
decimos que son indistinguibles por semivalores y escribimos v ~ v’ si y sélo si
o[v] = o[v'] para todo semivalor o definido sobre el espacio de juegos G y.

Proposicion 6.2
Dos juegos son indistinguibles por semivalores si y sélo si obtienen los mismos
vectores de pagos por los semivalores de cualquier sistema de referencia.

Demostracion
Si v ~ v se cumple olv] = o[v'] Vo semivalor sobre los juegos de Gy y, en
particular, para los n semivalores de cualquier sistema de referencia {04, ...,0,}.

Si {0y, ...,0,} es un sistema de referencia de semivalores sobre G cualquier semi-

valor o puede escribirse como

n n
o= E Ajoj, con E Aj=1
j=1 j=1

entonces:

2/\0] Z)\O'] =co']. O

Observacién 6.3
Por la linealidad de los semivalores,

v~y & v—v ~0.

Nos dedicamos, en consecuencia, a estudiar los juegos v € G tales que ov] = 0
para todo semivalor ¢ definido sobre el espacio de juegos G y.
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Escogido un sistema de referencia en el hiperplano de semivalores {oy,...,0,},
consideramos la aplicacién lineal f,, ,, definida por

fO’lﬁ.O'n : GN - Man(R)
v o= B=(by) donde b;; = (0;);[v], 1 <i,5 < n.

Con esta definicion se verifica que los juegos v € Gy indistinguibles por semivalores
del juego 0 € G son precisamente los que pertenecen al nicleo de la aplicacion,
es decir:
ker fy..0, = (| EN(0;) =()EN(0),
1<j<n o
donde la tdltima interseccién se entiende extendida a todos los semivalores definidos
sobre Gy.

Al ser ker f,, . ~ 0, todos los juegos indistinguibles por semivalores de cualquier
juego v € Gy forman una variedad lineal cuya direccién es justamente este nicleo,
es decir:

v+ker fo, 5 ~ 0.

Definicién 6.4
Para un juego cooperativo cualquiera v € Gy, |N| = n, definimos las siguientes
cantidades:
a;s(v) = ZU(S), 1<i<n,1<s<n.
|§q|3:is

Con esta notacion se verifica:

n

Za],s(v) => ) w8 =s Y ().

j=1 S3j S:|S|=s
|S|=s

Proposicién 6.5
Si denotamos por oy,, 1 < s < n, los semivalores vértices sobre los juegos de Gy,
se cumple, para cada ¢ € N,
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(b)  (ov:)ilv]

Demostracion
El semivalor vértice oy,, 1 < s < n, sobre los juegos de Gy es aquél cuyos

coeficientes son

1
bs = (Z_1> i pe=0, t#s.

(a) Para oy, los coeficientes son (1,0, ...,0),

(ov)ilv] = Z [0(S) —v(S~{i})] =v({i}) = a;1(v), para cada i € N.

NEY
[S|=1

(b) Para los s tales que 2 < s < n y cualquier i € N:

oule) = gen [ D0 W= 30 wtsngin |

531, |S|=s S34,|S|=s

S:|S|=s—1 531, |S|=s—1

1 7 1 -
= (271> i am(v) — .1 jzlaj75_1(1)) + ai75_1(1)) ] . D

Proposicién 6.6
La interseccién de los espacios nulos por cualquier semivalor definido sobre el
espacio de juegos GG tiene como expresion

(VEN(0) ={ve Gy /ais(v) =0, 1<i<n, 1<s<n}
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Demostraciéon
Segun la proposicién 2.13, los semivalores vértices oy,, 1 < s < n, forman un
sistema de referencia para semivalores sobre G . Entonces:

(VEN(c) = EN(ov,) N EN(0v,) N - - N EN(ov,).

Para demostrar la expresién del enunciado construiremos la interseccién de los n
espacios nulos empezando por EN(oy,) anadiendo correlativamente los espacios
nulos hasta EN(oy;,). Ast:

EN(ov,) ={ve Gy /oyv]=0}={ve Gxn [ a;1(v) =0, 1 <i<n},
ya que por la proposicién anterior (ov,);[v] = a;1(v), 1 <i < n.
A continuacién
EN(oy,)NEN(oy,) ={v € Gy / oy, [v] = oy,[v] = 0}.
Al verificarse, para cada i € N,

0= (ov)ilv] = air(v)

0= (ow)iv] = (n1> [azg Za]1 + a;1(v)

equivale a a; 1 (v) = a;2(v) =0, 1 <14 <mn, de donde,

EN(O'VI) N EN(O'VQ) = {’U € Gy / azl( ) = ai’g(’l)) =0,1<:< n}

Supongamos ahora que para s = k (2 < k < n) se verifica:
EN(oy,)N---NEN(oy)={ve Gy /ais(v)=0,1<i<n, 1<s<k}
Entonces, como para s = k + 1 es

EN(ov)N---NEN(ow,,) ={v € Gn [ on[v] =+ = oy, [v] = 0},
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por la férmula (b) de la proposicién anterior:

0= (v )ilv] = ﬁ [ a;py1(v) — %Z a;r(v) + a;p(v) ] , para cada i € V.

Por hipétesis a; x(v) =0, 1 < i < n, de donde a;,11(v) =0, 1 < i < n, lo cual
completa la demostracion. []

Observacion 6.7
Las n restricciones a;,(v) =0, 1 < i < n, son equivalentes a la condicién v(N) =
0, ya que
a;n(v) = Z v(S) =v(N), paracadai€ N.
S3i,|S|=n

Teorema 6.8
La interseccién de los espacios nulos por cualquier semivalor definido sobre el
espacio de juegos G verifica

dim()EN(0) =2" —n®+n—2.

Demostracion
En la expresién de la interseccién de los espacios nulos por cualquier semivalor
hallada en la proposicién anterior

[VEN(0) ={ve Gy /ais(v) =0, 1<i<n, 1 <s<n—1v(N) =0}

aparece un total de (n — 1)n+ 1 restricciones que afectan a las componentes de los
vectores del espacio de juegos cooperativos G, cuya dimension es 2" — 1. Bastara
probar que esas restricciones son ecuaciones linealmente independientes para poder
afirmar que

dim()EN(o) =2"—1—[(n—1)n+1]=2"—n>+n—2.

Para comprobar la independencia lineal de las restricciones, agrupamos éstas segiin
el cardinal de las coaliciones a las que afectan:

a;i1(v) =0, 1 <i<n; ... a,1(v)=0,1<i<n;vN)=0.
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Es evidente que una cualquiera de las restricciones afectando a un determinado
cardinal es independiente de cualesquiera otras restricciones afectando a cardinales
diferentes al considerado.

Las restricciones correspondientes a un mismo cardinal s (1 < s < n — 1) forman

un sistema de n ecuaciones lineales con (Z) incégnitas.

Fijado el cardinal s (1 < s < n — 1) formamos la matriz del sistema supuesto el
orden lexicogréfico entre las coaliciones, escogiendo las columnas correspondientes
a las incégnitas v(.S) para las siguientes coaliciones S:

Sl,l = {1,2, ceey S — 1,8}

5271 = {2,3, ey 8§58+ 1}

5371 = {3,4, S+ 1,S+2}
Sp-s—11={n—s—1,n—s,...n—3,n—2}
Sp-s1={n—s,n—s+1,..,n—2,n—1}
Sp—s2={n—s,n—s+1,..,n—2n}
Spss={n—s,n—s+2,...,n—1n}
Spstip={n—s+1,n—s+2,...n—1,n}

Si designamos como U y Hg 1 las matrices

1 0 --- 0
1
1 0 1 - 1 0
0 1 1 c -1
Us=| . s Hs= ;
oo 10 .
1 0 1 1
: 0
0 «ov i 0

resultan ser Us € My (n—s—1)(R) ¥ Hsy1 € Msr1)x(s+1)(R).

Con estas notaciones, considerando las columnas correspondientes a las incégnitas
v(S11)s - - - 5 U(Sn—s-11) V(Sn—s1)s - - - 5 U(Sn_ss); U(Sn_s+1,1) Obtenemos el
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siguiente menor de orden n del sistema de ecuaciones:

U, 0
det =det Hy;1 = (—1)E"t(5/2) s.

H3+1

Como que los valores de s verifican 1 < s < n—1, el rango de la matriz del sistema
de ecuaciones correspondiente es n, lo que garantiza la independencia lineal de
las restricciones que afectan a cada uno de los cardinales de las coaliciones para
1<s<n-1. 0

Observacion 6.9
Estamos considerando el subespacio vectorial de los juegos indistinguibles por semi-
valores del juego 0 € Gy,

ﬂEN(U):{UEGN/CLi7S(U):O, 1<i<n, 1<s<n-1;v(N)=0},
y cada juego de GG expresado mediante componentes agrupadas por los cardinales

de las coaliciones, de forma que las primeras corresponden a v({i}),1 < i < n,
después v({i,j}),1 <i,j <mn, ..., hasta v(N).

Para cada uno de los cardinales de las coaliciones, desde 1 hasta n — 1, aparecen n
restricciones lineales independientes de manera que los grados de libertad resultan

o cardinal de las coaliciones | grados de libertad
s=1 () —n=0
5= (5) —n
s=n-—2 (")) —n
s=n—1 (") —n=0
s=n 1-1=0

Para los cardinales 1, n — 1, n el niimero de restricciones independientes coincide
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con el de variables, de forma que la solucién inica es la solucién nula. La suma
de todos los grados de libertad nos dard la dimensiéon del subespacio de juegos
indistinguibles por semivalores del juego 0 € G:

dimOEN(a):ij {(Z) —n} :S(Z’) —(n—3)n=2"—n +n-2

s=2

Para valores pequenos del cardinal n del conjunto de jugadores se verifica:

n 2[3]4a]5]6]7
dimNENG@) | 0] o] 2|10]32]84

En consecuencia, para n = 2 y para n = 3 todos los juegos cooperativos son
distinguibles por semivalores, mientras que, para cardinal n = 4 la clase de equi-
valencia de juegos indistinguibles por semivalores es, para cada juego, un plano
que pasa por dicho juego. A medida que aumenta el valor de n aumenta en orden
exponencial la dimensién del subespacio de juegos indistinguibles del nulo.

Ejemplo 6.10
Determinacién del subespacio de juegos de 4 jugadores indistinguibles por semi-
valores del juego nulo.

Empleando la nomenclatura introducida, estos juegos cumplirén:
a;s(v) =0,1<i<4,1<s<3; v(N)=0.
Segtin la observacién anterior, las componentes de los juegos indistinguibles del

juego nulo correspondientes a coaliciones de cardinal s = 1 y s = 3 son nulas,
quedando las condiciones reducidas a

a;2(v) =0, 1<q<4,

o lo que es lo mismo:
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v({1,2}) +v({1,3}) + v({1,4}) =0 )
v({1,2}) +v({2,3}) +v({2,4}) =0
v({1,3}) +v({2,3}) +v({3,4}) =0
v({1,4}) +v({2,4}) +v({3,4}) =0

Las soluciones de este sistema homogéneo estdn constituidas por el subespacio
vectorial de los juegos cooperativos de 4 jugadores siguiente:

< (0,0,0,0,1,-1,0,0,-1,1,0,0,0,0,0), (0,0,0,0,1,0,—1,-1,0,1,0,0,0,0,0) > .

Proposicién 6.11
Si f = f(x1,...,x,) es la EML del juego v € Gy se verifica:

v~ 0 & Vfi@a)=0, a=(a..,a), Yae0,1].

Demostracion

La EML del juego v € Gy es f(xq,...,2,) = Z H:Ej H(l —z;)v(9).

SCN jeS  j¢8

Siv ~ 0, ov] = o[0] = 0 para todo semivalor ¢ definido sobre Gy y, en particular,
para los semivalores del tipo o, con « € [0, 1], entonces:

gi(@) = (04)ilv] =0,i=1,..,n = Vf(a) =0, Va € [0,1].

Reciprocamente, si Vf(a) =0, a = (a,...,a), a € [0,1], escogemos n nimeros

,,,,,

. . . n
de referencia y cualquier o semivalor sobre Gy se expresa como o = » i1 AjCa;s
entonces:

olv] = ZAJ-U%. [v] = Z NVf@E)=0= v~0. 0O

Ejemplo 6.12
Consideramos el juego cooperativo v € Gy, N = {1,2,3,4}, definido en la forma:

v({1,2}) =v({3,4}) =1, v({1,3}) = v({2,4}) = —1, v(S) = 0 en otro caso.
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Para probar que v es un juego indistinguible por semivalores del juego 0 € Gy
consideraremos su EML f = f(z1,x9, 23, 24) que resulta ser:

r12o(1—23)(1—24) —2123(1—22) (1 —24) — 2024 (1—21) (1 —23) + 2324 (1 — 21 ) (1 —122).

Derivando:
of
% = 1132(1 — 1133)(1 — 1'4) — 1133(1 — l‘g)(l — 1134) + 1'21134(1 — 1'3) — 11331'4(1 — 1132),
1
of
8_114 = —1121.%'2(1 — 1133) + 1'11133(1 — l‘g) — 1122(1 — l‘l)(l - 1133) + 1'3(1 — 1'1)(1 — 1122).
De aqui:

Vf(@) =(0,0,0,0), a=(a,...,a), Ya € [0,1].

Definicién 6.13
Para cualquier espacio de juegos cooperativos, definimos calibre del juego v € G
en la forma:

cal(v) = |T,|, donde T, ={S C N /v(S)#0}.

Observacion 6.14

El concepto de calibre cumple las propiedades

cal(v)> 0, Yv € Gy; cal(v) =0 siy sélo si v = 0;

cal(u +v) < cal(u) + cal(v), Yu,v € Gy.

Sin embargo, no se trata de una norma definida sobre Gy, puesto que, en general,
cal(Av) # |\| cal(v) para A € R.

Como pretendemos caracterizar los juegos v € Gy que sean indistinguibles por
semivalores del juego 0 € Gy, la nocién de calibre pretende medir, de alguna
manera, la similitud que pueda haber entre los juegos indistinguibles del juego
nulo con el propio juego nulo.
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Proposicién 6.15
Para cualquier espacio de juegos cooperativos Gy, no existen juegos indistinguibles
por semivalores del juego 0 € Gy que tengan calibre menor o igual a tres.

Demostracién
Probaremos la afirmacién del enunciado sucesivamente para los calibres 1, 2 y 3.

(a) Consideramos un juego v € Gy con cal(v) = 1. Existe una tnica coalicién
S C N, S=#0, tal que v(S) # 0. Si escogemos un elemento i € S verificard

ai’s(v):’U(S)#O, §= ‘5‘7

de donde v no es indistinguible por semivalores del juego 0 € G, segiin la proposi-
cién 6.6.

(b) Consideramos ahora un juego v € Gy con cal(v) = 2. Existen dos unicas
coaliciones diferentes S1,Sy C N, Sy, S, # (), tales que v(S1),v(S2) # 0. Si estas
coaliciones tienen cardinales diferentes, actuando como en el apartado (a), v es
distinguible por semivalores de 0 € G .

Suponemos entonces que v(S7),v(S2) #0, |S1| =[S =35, 1 <s<n-—-1, v(S) =
0siS # 851,85 Al ser S; # Sy y |S1]| = |S2|, existira algin ¢ € S tal que i ¢ Sy
cumpliendo

ai,s(v) = U(Sl) 7é 07 §= ’5’7

y v es distinguible por semivalores de 0 € G .

(c) Por tltimo, consideramos cualquier juego v € Gy con cal(v) = 3. Existirdn
tres unicas coaliciones diferentes Si, 55,53 C N, Si,Ss,S3 # (), tales que v(S;) #
0, 1 =1,2,3. Si uno de los cardinales de estas coaliciones es diferente a cualquiera
de los otros dos, actuando como en el apartado (a) sobre la coalicién de cardinal
tnico, concluimos que v es distinguible por semivalores de 0 € Gy.

Suponemos entonces que v(S;) # 0, |S;| =s,i=1,2,3, 1 <s<n—1, v(S5) =0
siS#S5;, i=1,2,3yquewv~ 0. Segin la proposicién 6.6, al ser v ~ 0,

a;s(v)=0,1<j<n = Zam(v) =s Z v(S) =0,

j=1 S:|S|=s
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que, en este caso, da lugar a:
’U(Sl) + U(SQ) + ’U(Sg) = O,

v(S1) = —a—0b, v(S2) =a, v(S3) =0b, a,b,—a—0b#0.

Al ser S, S5, S3 distintas, pero del mismo cardinal, existird, al menos, un i € S;
tal que i ¢ S, 1 ¢ S361¢ Sy, i € S361 € Sy, i ¢ S3. Para estos tres supuestos,
respectivamente,

a;s(v) = v(S1) = —a—b#0,
a;,s(v) = v(S1) + v(S3) = —a #0,
ai,s(v) = v(S51) + v(52) = —b # 0.

Las tres posibilidades contradicen la suposicién de que v ~ 0. [

6.2 Juegos de conmutacién

En la seccién anterior hemos determinado la dimension de la variedad de los juegos
indistinguibles por semivalores respecto a un juego cualquiera. Ademds, hemos
probado que no existen juegos indistinguibles que tomen tinicamente uno, dos o
tres valores sobre sus coaliciones que sean distintos a los del juego con el que, en
concreto, se esté tratando.

En linea con estas consideraciones y trabajando siempre en referencia al juego
nulo, definimos ahora unos juegos de tipo bastante simple que nos van a permitir
conocer cudl es la estructura del conjunto de juegos indistinguibles por semivalores
respecto al juego 0 € G, en el sentido de conocer qué elementos lo generan como
subespacio vectorial en cada espacio de juegos Gy.

Definicién 6.16
Consideramos espacios de juegos cooperativos Gy con |N| > 4.
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Para un determinado cardinal de las coaliciones de jugadores s (2 < s < n — 2),
dados un subconjunto F' C N con card(F) = s—2, cuatro jugadores ji, ja, js, ja €
N~ F'y un nidmero real k # 0, definimos el juego de conmutacién vg.j, j, j; j, €n la

forma siguiente:

UFij1,52,8.54 = k [1FU{j17j2} + 1FU{j3,j4} - 1FU{j17j3} - 1FU{J'27]'4}]7

donde 15 € G es el juego unidad definido como 15(7) =0si T # Sy 15(S) = 1.

En esta definicién se ha de considerar F© C N como un subconjunto y no como
una coalicién, permitiendo, por lo tanto, que pueda ser F' = (). En la definicién
del juego de conmutaciéon aparecen cuatro coaliciones que toman valor no nulo;
los elementos de F' forman parte de esas cuatro coaliciones. En el caso en que las
coaliciones sean de cardinal s = 2, no se encuentra ningin jugador comin a todas

ellas, siendo entonces F' = ().

Ejemplo 6.17
Designamos por v® el juego de conmutacién cuando el cardinal de las coaliciones
es s = 2, los jugadores son (j1,J2,73,74) = (1,2,3,4) y £ = 1. En este caso las

coaliciones con valor no nulo adoptan el esquema siguiente:

v*(S) =0 en otro caso.

Si llamamos v° al juego de conmutacién definido como el anterior pero ahora con
(71, J2, 73, Ja) = (1,2, 4, 3), tenemos el esquema siguiente:
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v?(S) =1 v?(8) = —1
12 12 [1]2 1[2]
34 34 3[4 [3]4

v?(S) =0 en otro caso.

Pensados como vectores de un espacio de juegos Gy con |N| > 4, los juegos v, v°

resultan ser linealmente independientes.

Estos dos juegos representan, para una determinada agrupacién por parejas {1, 2}
y {3,4}, las dos posibles agrupaciones en parejas distintas que pueden formarse
entre los elementos dados, esto es, {1,3} y {2,4} para v?, {1,4} y {2,3} para v’.
En ambos casos, cada intercambio de parejas o conmutacién supone cambio de
signo en el valor atribuido a la coalicién.

Ejemplo 6.18

Los juegos de conmutacién para cardinal de las coaliciones s = 5, con F' = {1, 2,3},
jugadores (j1, j2, j3, ja) = (4,5,6,7) y (j1, J2, j3, ja) = (4,5,7,6), designados respec-
tivamente v® y v°, con k = 1, adoptan los esquemas que se detallan a continuacién.

123

123

7]

[4] 5 4
6]

ENE

v?(S) =0 en otro caso.
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123 123 123 123

6 7 6] 7] 6 7] |6 7

v?(S) = 0 en otro caso.

En ambos juegos, los elementos de F' pertenecen a las cuatro coaliciones que toman
valor no nulo, que en este ejemplo son los jugadores 1, 2 y 3. Los jugadores 4, 5,
6, 7 son los que conmutan, formando parte de dos coaliciones, una con valor 1 y
otra con valor —1, al intercambiarse entre sf los elementos de las parejas formadas
por estos jugadores.

Proposiciéon 6.19
Los juegos de conmutacién son juegos cooperativos de calibre 4 indistinguibles por
semivalores del juego 0 € G para |N| > 4.

Demostracion

Emplearemos la EML para probar que son indistinguibles del juego nulo.

En el caso de juegos de conmutacion para s = 2 ya se ha visto la propiedad en el
ejemplo 6.12, en el caso particular k =1y 5, =1, jo = 2, j3 = 3, j4 = 4. El resto
de posibilidades tendrfa un tratamiento similar.

Para cardinal de las coaliciones s, 2 < s < n — 2, la EML de un juego de con-
mutacion adopta la expresion siguiente:

f =k H Z; H(l - xj) [xjs—lxjs(]‘ - xjs«l»l)(l - xjs+2) + :Ejs+1$js+2(1 - xjsfl)'
JEF J¢G

(1 - 'CEJS) - xjs—lzjs+l(]‘ - $]s)(1 - $js+2) - xjsxjs+2(1 - xjs—l)(l - xjs+l):| )

donde F' = {jl; "'7j872} y G=FU {jsflajsajerlajerQ}-
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Para j € F: g—f(d) =ka*3a"*2.0=0, a=(a,..,a), a€l0,1].
L
: of ,_ _9 ns—3 _
Paraj ¢ G: —(a)=—-ka’2a"*3.0=0, a = («,...,a), a €0,1].

6$j

Para j = js 1,7s, Js+1,Js12 €estas variables aparecen tnicamente en la expresiéon
entre corchetes en la EML que se corresponde a la EML del caso s = 2 para
estas mismas variables, de forma que las correspondientes derivaciones en & =
(c,...,0), a € [0,1], son también nulas. [J

Proposicién 6.20

Para cualquier espacio de juegos cooperativos G con |N| > 4, fijado un valor s del
cardinal de las coaliciones de jugadores (2 < s < n—2), los juegos de conmutacién
respectivos generan un subespacio vectorial de dimensién (’;) —n.

Demostracién

Para probar la afirmacién del enunciado construiremos a partir de juegos de con-
mutaciéon una familia linealmente independiente, diferenciando los casos s = 2 y
5> 2.

(a) Para s = 2, consideramos dos tipos de juegos de conmutacién. El primer tipo
de juegos es el constituido desde los juegos:

( v§74({1,2}) = v§74({3,4}) =1, ( v§74({1, 2}) = 1)13’74({3,4}) =1,
vs({1,3}) = v5,({2,4}) = —1, via({1,4}) = v5,({2,3}) = -1,
L v5,(S) =0 en otro caso; [ v54(S) =0 en otro caso;

1

hasta los juegos:

((v5,({1,2}) =5, ({3,n}) =1, (05,({1,2}) = v5,,({3,n}) = 1,
v5,({1,3}) = vg,,({2,n}) = —1, v, ({1,n}) =05,,({2,3}) = -1,

[ 5,(S) =0 en otro caso; L vgﬁn(S) =0 en otro caso.
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Estos juegos estén relacionados con coaliciones de jugadores desde {3,4} hasta
{3,n}, siendo, por tanto, en nimero 2(n—3) = 2n—6. Estos juegos son linealmente
independientes ya que los del tipo v® son los tinicos que toman valor diferente de
cero sobre las coaliciones siguientes:

vga({2,4}) = - - - =05, ({2,n}) = -1,
sucediendo lo mismo con las coaliciones que se indican para los del tipo v°:
via({L4}) = - - =v5,({Ln}) = -1

El segundo tipo de juegos que se escoge (para m > 4) estd relacionado con las
coaliciones de jugadores desde {4,5} hasta {n — 1,n} y se trata de los siguientes:

[ va5({1,2}) = vas({4,5}) = 1, [ vn—12({1,2}) = v n({n — Ln}) =1,
vis({1,4}) = va5({2,5}) = =1, ¢ vp1({l,n—1}) = v 1,,({2,n}) = -1,
L v45(5) =0 en otro caso; [ Un—1,(S5) =0 en otro caso.

El nimero de juegos de este tipo es el mismo que el de coaliciones desde la {4,5}
hasta la {n — 1, n} ordenadas lexicograficamente, es decir,

tratdndose de juegos linealmente independientes entre si y con los del tipo anterior,
ya que cada uno de ellos es el tinico que atribuye valor no nulo a la coalicién cuyos
elementos coinciden con los subindices del propio juego:

vi;({i,}) =1, 4<i<j<n.

El niimero total de juegos que se ha considerado entre los del primer y los del

segundo tipo resulta ser (Z) — n, que es la cantidad requerida para el caso s = 2.

(b) Para s > 2 (s < n — 2) consideramos cuatro tipos de juegos de conmutacion.
El primer tipo de juegos es el constituido por los juegos:
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v§+17k({1, e §—2,5—1,8}) = U§+17k({1, S —2,5s+ 1,k}) =1,

v?le’k({l, 8§ —2,8—1,5s+1}) = v?le’k({l, s —2,8k}) =—1,

[ v6,14(5) =0 en otro caso;

vi’+1’k({1, e §—2,5—1,s8}) = Ug+17k({1, S —2,5s+ 1,k}) =1,

vg’+17k({1, 8§ —2,8—1,k}) = vi’H’k({l, w8 —2,8,s+1}) =—1,

b _ :
([ Ve414(5) =0 en otro caso;

donde k toma valores desde s + 2 hasta n.

Considerando la variacién de k, el niimero de juegos de este primer tipo es de
2[n — (s +2)+1] = 2(n — s —1). Estos juegos son linealmente independientes
yva que los del tipo v* son los tnicos que toman valor diferente de cero sobre las

coaliciones siguientes:
ve ({18 —2,8k)) =—1, s+2<k<n,
sucediendo lo mismo con las coaliciones que se indican para los del tipo v°:

Ugﬂ,k({l, s —2,s—1k})=-1, s+2<k<n.

El segundo tipo de juegos se considera sélo si s < n — 3 y estd relacionado con las

coaliciones

{1,...,s —2,s+2,s+3},.....{1,...., s = 2,n — 1,n},

que tienen fijos los elementos 1, ..., s — 2, variando los dos iltimos elementos desde
{s+2,s+ 3} hasta {n—1,n}, en orden lexicogréfico. Estos juegos estén definidos

en la forma:
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¢ vii({1,..,s—2,s—1,8}) = v ;({1,..., s — 2,4,5}) = 1,

vi; ({1, ..., —2,s = 1,i}) = v ;({1,...,s — 2,5,5}) = —1, sH2<i<j<n.

[ v:;(S) =0 en otro caso.

El niimero de juegos de este tipo es

(n—(s—2l—2)+1>:(n—;—1>7

tratdndose de juegos linealmente independientes entre si y con los del tipo anterior
ya que cada uno de ellos es el tinico que atribuye valor no nulo a la coalicién cuyos
dos 1ltimos elementos coinciden con los subindices del propio juego:

Ui7j({1,...,8—2,l.,j}) = 1; s+ 2 <7 <j < n.

En el supuesto s > 4 (s < n — 2) se pasa a considerar el tercer tipo de juegos de
conmutacién relacionados con las coaliciones S de cardinal s tales que

Sa1y S5{2,3,....,s —2}.

Entre estas coaliciones aparecerédn las siguientes s — 3 que se caracterizan por dejar
de contener un tunico elemento entre los de {2, 3, ..., s — 2} y el resto de elementos
correlativos. Si designamos por T al subconjunto {1,2,...,s —2,s — 1,s,5 + 1}
podemos escribir:

T~{s—-2}={1,2,..,s—4,s—3,s— 1,8, + 1}
T~{s—-3}={1,2,...,s —4,s —2,s — 1,s,s + 1}

T~{3}={1,2,4,...,s—2,s— 1,8, + 1}
T~{2}={1,3,4,...,s—2,s— 1,8, + 1}

Entonces, para cada S tal que S 3 1, S % {2,3,....,s — 2}, S # T'~{s — 2},
T~A{s—3}, ..., T~{3}, T~{2}, descritos sus elementos en la forma

S = {1>j27 '-'ajsf%jsfl;js}) 1< j2 <0< js—Q < jsfl < js;
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existirdn, por lo menos, dos elementos i, 5 € N\.S tales que
l<i<ji<gs N <759,
de manera que podemos considerar los juegos:

( rUjqu,jsfl,js({]‘? A --7j3—27j}) - ijquszijs({l? '''' 7j8—27js—17js}) =1,

,Ujg,.“,js_l,js({L 3] i? "7j8727j3}) = Ujg,.“,js_l,js({l? """ 7j3727j8717j}) = _17

( Vi g 1.5.(S) =0 en otro caso.

El nimero de juegos de este tipo serd igual al de coaliciones que contienen el
elemento 1, descontando las que contienen todos los elementos de {2,3, ..., s — 2}
y las s — 3 coaliciones T\ {s — 2}, ..., T'\{2}, es decir:

n—1 n—s+2
— — (s —3).
(o)) e
Estos juegos son linealmente independientes entre sy con los de tipos anteriores, ya
que dispuestas las coaliciones S = {1, ja, ..., Js_2, js_1, Js } del tipo que se considera
en orden lexicogréfico, cada juego es el primero que verifica
/Uijszflqjs({lJ ----- 7js—27js—17js}) = 17

siendo vj, ., ;.(S) = 0 para cualquier coalicién que ocupe un lugar posterior a
{1,....., Js_2,Js_1, Js} en orden lexicogréfico.

Finalmente, el cuarto tipo de juegos de conmutacién que se considera estd rela-
cionado con las coaliciones S tales que S # 1 y S # {2,3,...,s,s + 1}. Asi, si
describimos cada una de estas coaliciones como

S = {j17j27 "'7j5}7 1< jl < jQ <. < jSJ {j17j27 "'7j8} 7& {2737 -y 8,8 + 1}7

existird para cada una de estas S, al menos, un j € N\.S tal que j # 1, j < jp,
para cierto p < s, de manera que podemos considerar los juegos:

/

’Ujl,m,js({lajla -'ajsf%j}) - ,Ujl,“.,js({j]ﬁ "7j8727j3717j8}) = 17

Ujhm,js({]ﬂjla "'7j8—27j5}) - Ujhw,js({jl? "'7j8—27j5—17j}> = _17

L V5,...5.(S) =0 en otro caso.
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El niimero de juegos de este tipo serd igual al de coaliciones de cardinal s que
puedan formarse con n — 1 elementos (que no contengan el 1), descontando la
coalicién {2,3, ..., s, s + 1}, es decir:

()

Estos juegos son linealmente independientes entre si y con los de tipos anteriores,
ya que ordenadas lexicograficamente las coaliciones S = {j1, jo, ..., Js} del tipo que
se considera, cada juego es el primero que verifica

/Ujl,‘..,js({jh "7js—27js—17js}) - ]-7

siendo vj, . ;. (S) = 0 para cualquier coalicién que ocupe un lugar posterior a
{j1, -, Js—2,Js—1,Js}) en orden lexicogréfico.

Reuniendo los cuatro tipos de juegos de conmutacién que se han descrito, su

nimero resulta ser igual a:
n—1 n—1 n—s+2 n—s—1 n
( s )—1—1—(8_ 1)—( 5 )—(3—3)—1—( 5 >+2(n—s—1) = (s) —n.

Como estos juegos de conmutacién para coaliciones de cardinal s (2 < s < n —
2) son linealmente independientes, el subespacio vectorial que generan tiene la
dimensién que establece el enunciado. [

Teorema 6.21
Un juego cooperativo v € Gy, |N| > 4, es indistinguible por semivalores del juego
0 € Gy siy s6lo si es combinacién lineal de juegos de conmutacion.

Demostracion

Segin la proposicién 6.19, todo juego de conmutacién es indistinguible por semi-
valores del juego nulo. Por linealidad, toda combinacién lineal de juegos de con-
mutacion serd, en consecuencia, indistinguible del juego 0 € Gy.

Reciprocamente, por la proposicién 6.20, para cada cardinal s de las coaliciones
de jugadores, 2 < s < n — 2, los juegos de conmutaciéon respectivos generan un
subespacio vectorial de dimensién (’Z) —n. Cada uno de estos subespacios estd en
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suma directa con cualquiera de los otros, de manera que la dimensién de su suma

niKZ)—n} =" 24— 2

s=2

resulta ser

exactamente igual a la dimensién de (), EN(0), donde o es cualquier semivalor
sobre los juegos de G .

Al estar todos los subespacios generados por juegos de conmutacién incluidos en
la interseccién de los espacios nulos por semivalores, se sigue su igualdad, lo que
prueba que todo juego indistinguible por semivalores de 0 € Gy puede expresarse

como combinacién lineal de juegos de conmutacién. [

Ejemplo 6.22

Consideramos el caso en que el cardinal del conjunto de jugadores es n = 7. Se
pretende determinar, empleando el procedimiento constructivo de la proposicion
6.20, una familia de juegos de conmutacién para cardinal de las coaliciones s = 2
formada por (;) — 7 = 14 juegos linealmente independientes.

El primer tipo de juegos estarfa constituido por aquellos que toman los valores

siguientes:
12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36 37
1 -1 -1 1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1

Este tipo de juegos son los relacionados con las coaliciones {3,4}, {3,5}, {3,6} y
{3, 7}, donde s¢lo varia el dltimo elemento. Al considerar para cada coalicién un
juego v® y otro v, su mimero es de 8 juegos, que corresponde a la cantidad general
2n — 6 paran =17.
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Puede observarse como cada uno de estos juegos es el tinico que atribuye valor no
nulo a las coaliciones que se especifican:

v54({2,4}) = v55({2,5}) = v56({2,6}) = v5,({2,7}) = -1,

via({1,4}) = v55({1,5}) = v§({1,6}) = v5,({1,7}) = -1,

lo que garantiza su independencia lineal.

Los subindices en cada juego denotan la tltima coalicién, en orden lexicografico,
para la que toman valor no nulo.

El segundo tipo de juegos serfa:

12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 37 45 46 47 56 57 67
1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

Este segundo tipo estd relacionado con las coaliciones de jugadores {4,5}, {4,6},
{4,7}, {5,6}, {5,7} y {6,7}. Su ntimero es de 6 juegos, que corresponde a la
cantidad general (g) —3n+6 paran =7T.

Cada uno de estos juegos es el tinico de entre los de su tipo y de entre los del tipo
anterior que cumple

va5({4,5}) = va6({4,6}) = - - - =ve:({6,7}) =1,
lo que asegura la independencia lineal de la unién de ambos tipos.

Otra vez, los subindices en cada juego denotan la tltima coalicién, en orden lexi-
cografico, para la que toman valor no nulo.
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En las dos tablas que se han construido, las posiciones en blanco corresponden a
valores nulos para la coalicién correspondiente al juego de la fila.

Ejemplo 6.23

Consideramos el caso en que el cardinal del conjunto de jugadores es n = 8. Ahora
se pretende determinar, empleando el procedimiento constructivo de la proposicién
6.20, una familia de juegos de conmutacién para cardinal de las coaliciones s = 4

formada por (i) — 8 = 62 juegos linealmente independientes.

En estas condiciones, el primer y segundo tipo de juegos estarfa constituido por
los que toman los valores siguientes:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 6 6 7
4 5 6 7 8 5 6 7 & 6 7 8 7 8 8
1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1

1 -1 -1 1

1 -1 -1

1 -1 -1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1
1 -1 -1 1

Los juegos del primer tipo estén relacionados con las coaliciones
{1,2,5,6}, {1,2,5,7}, {1,2,5,8}.

Al considerar, para cada una de estas coaliciones, un juego v* con k = 1 y un juego
v? con k = 1 obtenemos un niimero total de 6 juegos, que corresponde a la cantidad
2(n —s—1) paran = 8y s = 4. La condicién que garantiza su independencia
lineal es que cada uno de ellos es el 1inico de su tipo que toma valor no nulo sobre
las coaliciones que se detallan:

Ug,6({17 27476}) = vg,7({172747 7}) - vg,S({1727478}) =-1,

Ug,G({la 27376}) = U?,?({172737 7}) = Ug,S({1727378}) = -1
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Estos juegos del primer tipo estdn relacionados con aquellas coaliciones que tienen
fijos los s—1 = 3 primeros jugadores variando sélo el dltimo. Por su lado, los juegos
del segundo tipo estdn relacionados con aquellas coaliciones que mantienen fijos
los s — 2 = 2 primeros jugadores variando los dos 1ltimos en orden lexicogréfico a
partir de la tltima coalicién considerada en los del tipo primero, esto es:

{1,2,6,7}, {1,2,6,8}, {1,2,7,8}.
Ahora los juegos que se incorporan son los primeros que cumplen:

U&7({1,2,6,7}) =:U63({1,2,6,8}) Zivzg({1,2,7,8}) ::1,

tomando cada uno de ellos valor nulo sobre coaliciones que, en orden lexicografico,
ocupen lugares posteriores. Esto garantiza su independencia lineal entre si y con
los del primer tipo.

El nimero de juegos del segundo tipo es de 3, correspondiente a la cantidad general
(nfsfl

5 )paran:8ys:4.

Ambos tipos de juegos se han designado con dos subindices correspondientes a los
dos elementos finales de la ltima coalicién para la que toman valor no nulo.

Para construir los juegos del tercer tipo hemos de considerar las coaliciones S que
cumplen

S>1y Sp{2},

ya que, la condicién general S 2 {2,3,...,s — 2} queda reducida a la segunda en
el caso s = 4. Ademsds, el subconjunto T' = {1,2,3,....s,s + 1} es, en este caso,
T =1{1,2,3,4,5}, de manera que T'~{s — 2},..., T~ {2} se reduce a T~ {2}.

De esta forma, para cada coalicién S tal que
S>1, Sp{2}, S#{1,3,4,5},

existirdn, por lo menos, dos elementos 7,7 € N~\.S, tales que 1 < i < j, siendo j
menor que el iltimo elemento de S y ¢ menor que el antepentltimo. Si 4, j puede
tener mas de una posibilidad escogeremos los elementos menores.
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Por ejemplo, para S = {1, 3, 4,6} necesariamente i = 2, j = 5. Entonces:

( U3,4,6({17 27 37 5}) - /03,4,6({17 37 47 6}) = 17

U3,4,6({]-7 27 37 6}) - v374,6({17 37 47 5}) = _]-7

[ v346(S) =0 en otro caso.

Este serfa el primer juego de la tabla que se adjunta.

Por ejemplo, para S = {1,5,7,8} escogemos i = 2, j = 3. Entonces:

( U57778({17 27 37 5}) - v5,7,8({17 57 77 8}) = 17

U5,7,8({17 27 57 8}) - /05,7,8({17 37 57 7}) = _17

[ v578(5) =0 en otro caso.

Mediante este proceso llegarfamos a construir el tercer tipo de juegos que se re-
sumen en la siguiente tabla:

11 1 11 1 1 1 1 |1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2 2 (3 3 3 3 3 3 3 3 5 6
3 3 3 3 3 5 6 6 7 |4 4 4 a4 5 5 5 6 77
4 5 6 T 8 8 7 & 8 |5/ 6 7 8 6 7T 8 7 8 8

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1
1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

El nimero de juegos del tercer tipo es el mismo que el de coaliciones escritas
en orden lexicogréfico desde {1,3,4,5} hasta {1,6,7,8}, exceptuando la coalicién
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T~{2} = {1,3,4,5}, es decir, (g) — 1 = 19, correspondiente al caso general

(") - (") —(s—3) paran=8y s =4.

Este tipo de juegos es tal que cada uno de ellos es el primero de entre los de su
tipo y de entre los dos tipos anteriores en verificar

’U3’476({1,3,4, 6}) = ’03’4’7({1, 3,4, 7}) = = U6,7,8({17 6, 7, 8}) = 1,

tomando cada uno valor nulo sobre coaliciones que, en orden lexicografico, ocupen
lugares posteriores. Ello garantiza la independencia lineal de los tres tipos de
juegos. Cada uno de estos juegos se ha designado con tres subindices que corres-
ponden a los tres elementos finales que junto al 1 constituyen la tltima coalicién
sobre la que cada juego toma valor no nulo.

Finalmente, para construir el cuarto tipo de juegos hemos de considerar aquellas
coaliciones S tales que

S#1 y S+1{23,4,5).

Para cada una de ellas podremos determinar, al menos, un elemento j € N\.S tal
que j # 1y que sea menor que alguno de los elementos de S. Otra vez, si existen
diversas alternativas para j escogeremos el nimero menor.

Por ejemplo, para S = {2,3,4,6} necesariamente j = 5. Entonces:

(v9346({1,2,3,5}) = v2346({2,3,4,6}) =1,

U2,3,476({17 27 37 6}) - U2,37476({27 37 47 5}) = _]-7

[ v2346(5) =0 en otro caso.

Este serfa el primer juego de la tabla que se adjunta.
Por ejemplo, para S = {2,3,4,7} podria ser j =5 6 j = 6, pero escogemos j = 5.
Entonces:

[ v234,7({1,2,3,5}) = v2347({2,3,4,7}) = 1,

v2347({1,2,3,7}) = v2347({2,3,4,5}) = —1,

[ v2347(5) =0 en otro caso.
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Este serfa el segundo juego de la tabla que se adjunta.

Siguiendo este proceso llegarfamos a construir el cuarto tipo de juegos que pueden
esquematizarse en la siguiente tabla:

11 1 1 1 1 1 20 2 2 2 2 2 2 2 5
2 2 2 2 2 2 5 3/ 3 3 3 3 3 3 5 6
3 3 3 3 3 5 6 40 4 4 4 5 5 5 6 7
4 5 6 T 8 6 8 5| 6 7 8 6 7 8 7 8

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

-1 -1 1
-1 -1 1
-1 -1 1
1 -1 -1 1

El niimero de juegos del cuarto tipo es el mismo que el de coaliciones escritas
en orden lexicogréfico desde {2,3,4,5} hasta {5,6,7,8}, exceptuando la coalicién
{2,3,4,5}, es decir, (D — 1 = 34, correspondiente al caso general (";1) — 1 para
n=8ys=4.

Este tipo de juegos es tal que cada uno de ellos es el primero de entre los de su
tipo y de entre los tres tipos anteriores en verificar

U2,374,6({2737476}> - ’02737477({2,3,4, 7}) == v5,6,7,8({5767 778}) = 17

tomando cada uno valor nulo sobre coaliciones que, en orden lexicografico, ocupen
lugares posteriores. Ello garantiza la independencia lineal de los cuatro tipos
de juegos. Cada uno de estos juegos se ha designado con cuatro subindices que
corresponden a los elementos de la tdltima coalicién sobre la que cada juego toma
valor no nulo.

Nuevamente, las posiciones en blanco en cada tabla suponen valores nulos para la
coalicién correspondiente.
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6.3 Cooperacién modificada

En las secciones precedentes se ha tratado el problema de la descripcion de los
juegos indistinguibles por cualquier semivalor. A continuacién se introduce el
concepto de juego indistinguible por semivalores modificados para juegos con es-
tructura de coalicién y se pretende describir los juegos indistinguibles en este nuevo
sentido. En un primer estadio se observa cémo la condicién de indistinguible se
conserva o se pierde dependiendo del cardinal del conjunto de jugadores sobre el
que estd definido el juego.

A partir de la observacién anterior se procede a estudiar condiciones necesarias
para que un juego cooperativo no pueda distinguirse del juego nulo, sean cuales
sean el semivalor empleado y la estructura de coalicién que pueda formarse en el
conjunto de jugadores. Se consigue probar que, para juegos con mds de cuatro
jugadores, la formacién de estructuras de coalicién consigue reducir de manera
significativa la dimensién de los subespacios de juegos indistinguibles del nulo.
El estudio concluye determinando una base para cada uno de estos subespacios
formada por juegos que se obtienen a partir de los juegos de conmutacién y que
se introducen con el nombre de expandidos.

Definicién 6.24

El juego cooperativo v € Gy es indistinguible del juego 0 € G por semivalores
modificados para juegos con estructura de coalicién si para cualquier semivalor o
definido sobre G y cualquier estructura de coalicién B en N se cumple

olv; B] = 0.

Respecto a la modificacién de los semivalores para juegos con estructura de coali-
cién en N deben diferenciarse dos casos, segtn si el cardinal del conjunto de ju-
gadores es |[N| =4 6 |N| > 5.

Para |N| = 4 la introduccién de los semivalores modificados para juegos con es-
tructura de coalicién no consigue modificar la condicién de indistinguible por semi-
valores del juego 0 € G, mientras que para |N| > 5 puede conseguirse que se
pierda dicha condicién. Estas dos situaciones se concretan a continuacion.
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Proposicién 6.25

Para | N| = 4, un juego v € G es indistinguible del juego 0 € G por semivalores
si y s6lo si es indistinguible del juego 0 € G por semivalores modificados para
juegos con estructura de coalicién.

Demostracion

En el caso |[N| = 4 el subespacio de Gy formado por los juegos indistinguibles por
semivalores del juego 0 € Gy tiene dimensién 2. Una base estd constituida por los
juegos de conmutacién denominados v® y v°:

v*({1,2}) = v*({3,4}) =1, v*({1,3}) = v*({2,4}) = —1, v*(S) = 0 en otro caso;
v?({1,2}) = v°({3,4}) =1, v*({1,4}) = v*({2,3}) = —1, v*(S) = 0 en otro caso.

Para probar que todo juego indistinguible por semivalores del juego 0 € Gy es
también indistinguible por cualquier semivalor modificado probaremos la afirma-
cién sobre los juegos de la base y extenderemos por linealidad el resultado al resto
de juegos del subespacio.

De esta forma, consideramos el juego v* y todas las posibles estructuras de coalicién
sobre N = {1,2,3,4} distinguiendo los casos siguientes:

(a) Cuatro coaliciones individuales.

(b) Una coalicién bipersonal afectando a una pareja de jugadores sobre la que v®
toma valor no nulo y dos coaliciones individuales.

(c¢) Una coalicién bipersonal afectando a una pareja de jugadores sobre la que v®
toma valor nulo y dos coaliciones individuales.

(d) Dos coaliciones bipersonales afectando a sendas parejas sobre las que v* toma
valor no nulo.

(e) Dos coaliciones bipersonales afectando a sendas parejas sobre las que v® toma

valor nulo.

(f) Una coalicién de tres jugadores y otra individual.
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(g) Una coalicién tnica de cuatro jugadores.

Los casos (a) y (g) correspondientes a las estructuras extremas de coalicién mantie-
nen, seguin la consecuencia 2.26, el pago por el semivalor modificado respecto al
inicial

0'2[,073] = 0'2'['0] = 07 1= 1; 273747
tanto para B = {{1},{2},{3},{4}} como para B = {{1,2,3,4}}.

Para abordar el resto de casos empleamos la EML del juego v®

f:1311'2(1—133)(1—1‘4)—1‘1133(1—1‘2)(1—134)—1‘21‘4(1—131)(1—133)+133l'4(1—131)(1—l‘2).

Caso (b). Estructura de coalicién B = {{1,2},{3},{4}}. Para calcular o,[v; B],
siguiendo el proceso del teorema 2.31, obtenemos primero la EML modificada ¢,
dejando inalteradas 1, xo, sustituyendo x3 por yo y x4 por ys3, y derivamos después
respecto a x:

0
3_2 = 22(1 = y2)(1 — y3) — y2(1 — 22)(1 — ys) + z2ys(1 — y2) — yaya(1 — 22),

g1 — _
apg(1) = 8_;(0‘1» ag) = op — 0y

El valor a,,(1) es el elemento de la fila p columna g de la matriz A(1) que permite
calcular el semivalor modificado o4 [v; B]. Si el semivalor o se expresa como

4
J:Z)\jaaj, < <am<az<ays <1,
j=1

escribiendo A* = (A Ag A\3 A4 ) obtenemos:

o1lv; Bl = A" A(1) A = 0.

Este resultado es consecuencia de que la matriz A(1) es antisimétrica:

apg(1) = o — ag = — (g — ) = —ag(1), 1<p,g< 4

Un tratamiento andlogo prueba que o;[v; B] = 0.



6.3. COOPERACION MODIFICADA 287

Para calcular os[v; B], que es el modificado para un jugador de una de las coali-
ciones individuales, obtenemos gs transformando x, x5 en y;, x4 en y3 y reduciendo
exponentes a la unidad:

g2 =y1(1 —23)(1 — y3) + 23y3(1 — v1),

095

05 (1 —ys3) +ys(l —y1) = ap(3) = 7=

de donde, o3[v; B] = 0. Andlogamente, o4[v; B] = 0.

Caso (c). Estructura de coalicion B = {{1,4},{2},{3}}. Para calcular o[v; B|
obtenemos primero la EML modificada ¢; transformando x5 en y, y x3 en ys3, y

derivamos posteriormente respecto a x:

0
T = vl = s)(1 = 20) = s(1 = ) (1~ ) F yawa(l — ) — a1~ 32),

apg(1) = 6—901(6p,6q) =yl —a))l—a,—1+a,+a,—a, =0.

En consecuencia, o1[v; B] = 0. Andlogamente, o4[v; B] = 0.

Para calcular os[v; B], el correspondiente modificado para un jugador de una de
las coaliciones individuales, obtenemos g, transformando xq, x4 en y;, x3 en y3 y
reduciendo exponentes a la unidad, resultando ser go = 0. De aqui, os[v; B] = 0.
De la misma forma, os[v; B] = 0.

Caso (d). Estructura de coalicion B = {{1,2},{3,4}}. Para calcular o[v; B|
obtenemos primero la EML modificada g; transformando 3, x4 en ys y reduciendo
exponentes a la unidad:

g1 = 2122(1 — yo) + 3o (1l — 21)(1 — 22),

og _ _
apq(l) = a_;l(apv aq) = O‘p(l - O‘q) - O‘q(l - ap) = Qp — Qg.

Estando en las mismas condiciones que en el caso (b), o1[v; B] = 0.

Unos célculos similares prueban que os[v; B] = o3[v; B] = 04[v; B] = 0.
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Caso (e). Estructura de coaliciéon B = {{1,4},{2,3}}. Para determinar g; se
transforman x5 y x3 en ys, se reducen exponentes a la unidad, obteniendo g; = 0.
Por tanto, o4 [v; B] = o4[v; B] = 0. De manera similar os[v; B] = o3[v; B] = 0.

Caso (f). Estructura de coalicion B = {{1,2,3},{4}}. Se obtiene ¢, transfor-
mando x4 en y,. Entonces:

0
—ail = $2(1 - 903)(1 - y2) - 903(1 - 902)(1 - yz) + 902y2(1 - 903) - $3y2(1 - $2);
1

ape(l) = a—ﬁ(ap, a,) =op(l—a,)[l —ag—1+a,+a, —ay =0.

En consecuencia, o1[v; B] = 0. Derivando ahora respecto a xs:

O

02s = z1(1 = 23)(1 — 12) + 2123(1 — y2) — y2(1 — 21)(1 — x3) — @3ya(1 — 21),

apq(2) = 6_@(04177 Q) = ap — ay.

Otra vez, igual que en el caso (b), podemos concluir que os[v; B] = 0. Un célculo
similar permite obtener que os[v; B] = 0.

Por ultimo, para determinar o4[v; B] hemos de calcular go a partir de la EML
del juego v* transformando z1, x2, 3 en y; y reduciendo exponentes a la unidad.
Obtenemos g, = 0 y concluimos que o4[v; B] = 0.

Todos estos célculos concluyen la demostracién de una implicacién del enunciado
de la propiedad. Para probar el reciproco basta tener en cuenta que si un juego
es indistinguible del juego 0 € Gy por cualquier semivalor modificado para juegos
con estructura de coalicién, en particular, lo es por la estructura de coaliciones
individuales, siendo los valores que asigna los mismos que asigna el semivalor sin

modificacién. [

Proposicién 6.26

Consideramos G con |N| > 5. Para cada juego de conmutacién v € Gy existen
una estructura de coalicién B en N y un semivalor o definido sobre Gy que
consiguen distinguirlo del juego 0 € Gy, es decir, o0 y B son tales que

olv; B] # 0.
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Demostracion

Diferenciamos dos casos segtin si s =2 6 s > 2.

Para s = 2, consideramos, sin pérdida de generalidad, el juego de conmutacién v
con F' = () y jugadores (j1,J2, 73, 1) = (1,2,3,4). Su EML para k # 0 es:

F=k ] (0= miza(l — 25)(1 — 24) — mras(l — 22)(1 — 24)—
j#1,2,3.4
—IQIE4(]_ — IEl)(l - $3) + IE3I4(1 - ZEl)(]_ — Ig)]

Por la estructura de coalicion B = {{1,2},{3,4,5,...,n}}, la EML modificada ¢
resulta ser

g1 = k(l - y2)m1x2,
ya que como |N| > 5 en la expresién del producto para j # 1,2,3,4 aparece, por

lo menos, (1 — z;) para j = 5. Después de reducir exponentes a la unidad sélo
queda el primer término del interior del corchete. Entonces:

dg1 991 775 T3y _ K
o = k(1 — o)z = 6)0%1(1/2,1/2) =770,

y el valor de Banzhaf modificado para juegos con estructura de coalicién distingue
el juego v considerado del juego 0 € Gy.

Para s > 2 (s < n — 2), consideramos el juego de conmutacién v para el que se
toma F' = {1,...,s — 2} y jugadores que conmutan s — 1,s,s + 1,s + 2. Su EML
para k # 0 es:

f=k H Lj H(l - l'j) [T 175(1 — Tsy1)(1 — Toy2) — 2o 12541 (1 — 25)-

jeF  j¢G
(1 - :EerQ) - :EsstrQ(l - .1'371)(1 - :Eerl) + $s+1$s+2(1 - $S,1)(1 - 1.5)];
donde G =FU{s—1,s,s+1,s+2}.

Para el cardinal s = n — 2, el factor [] j¢G(1 — z;) no figura en la expresién de la
EML ya que G = N.
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Por la estructura de coalicion B = {{1,...,s—2,s+1,s+2},{s—1,s,5+3,...,n}},
la EML modificada g, resulta ser

g2 =kyi(1 —2s1)(1 — ) H(l - zj),
j¢G
ya que como |N| > 5y s > 2 el conjunto F' contiene, al menos, el jugador 1, de
manera que al sustituir todas las variables de los jugadores de la primera coalicién
por y; vy reducir exponentes a la unidad queda tnicamente el tltimo término del
interior del corchete. Entonces:

09> _ 092~ 773
bz, ol ”j%“ ) = 5 —(R212) =

—k
2n—s

7&07

y, otra vez, el valor de Banzhaf modificado para juegos con estructura de coalicién
distingue el juego v considerado del juego 0 € G. [

Proposicién 6.27

Para |N| > 4, si el juego v € Gy es indistinguible del juego 0 € G por semivalores
modificados para juegos con estructura de coalicién, entonces v(S) = v(N N 5),
VS C N.

Demostracion

Si el juego v € Gy es indistinguible del juego 0 € G por semivalores modificados
para juegos con estructura de coalicién, en particular, es indistinguible de 0 €
Gy por semivalores, de donde v(S) = 0, |S| = 1,n — 1, y v(IN) = 0, segin
la observacién 6.9. Supongamos que existe alguna coalicion S C N con v(S) #
v(N N\ S). Consideramos una de estas S de cardinal minimo y la designamos por S,
verificando 2 < |S'| < n/2. La EML del juego v € Gy puede entonces escribirse

f= 3 [ Ie I1 0=ep o)+ IT w]0 -2 ov9) |+
2§S|g|Jis’ €S JENNS i€ENNS jES

+ Z [H:m H (1—x;) v(S) + H xiH(l—xj) U(N\S)]+
|L;|C:J¥, €S JENNS iENNS JES

+ > e I @=2) ().

SCN €S JENNS
s'<|S|<n—s'
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Tomando como estructura de coalicién en N By = {S’, N \ 5’} determinamos la
EML modificada g; correspondiente a los elementos de S’. Todas las variables para
los elementos de N \..S” se sustituyen por y; reduciendo después los exponentes a la
unidad. De esta forma quedan en el primer sumatorio tinicamente las coaliciones
S C &, en el segundo sumatorio exactamente la coalicién S’ y desaparecen todos
los términos del tercer sumatorio, ya que al contener elementos de N ~\. S" en S'y
en N\ S aparecen factores como yo(1 — y2) que en la reduccién pasan a ser nulos.

g1 = Z [(1—yg)Hxi H (1—x;) v(S) + yo H xZH l—xj)v N\S)]

Scs’ i€S  jeS'\S 1€S'\S  jeS

+(1 — y9) Hmz v(S") + ys H(l —xj) v(N\S').

€S’ jeSs’

Si escogemos un elemento k € S’ y derivamos respecto a la variable xy:

dg1
a—ik: Z{l—yg H%Hl—x] S)—

Scs’ i€S~{k} jeS'\S

— Y2 H T H (1—zj)v N\S)}

i€S'\NS  jeS~{k}

+ > [ a-wls [T -z)us)+

Scs’ €S jES'N(SU{k})

$>2, Sk
+y [ w]Ja-a)o N\S)]

i€S'~(SU{k})  jES

+(1 - y2) H z; v(S") — Yo H (1 —xz;) v(N\S).

€S~ {k} jes'~{k}
gy — —— 11 1 11 1
—(1/2,1/2) = — S)— = —— N~\S
BT = X |3z o0 - g s g o)+
scs’
s>2, S35k
11 1 1 1 1
szfgzk
1 1
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En la expresién anterior los dos primeros sumatorios son nulos, ya que si S C 5,
S| < |97 y v(S) =v(IN \ S). Por el contrario, el tercer sumatorio es no nulo ya
que v(S") # v(N \ 5’) de manera que se llega a obtener

(01/2)k[v; Bs'] #0 parak € S,

y el valor de Banzhaf modificado para juegos con estructura de coalicién distingue
el juego v del juego 0 € Gy. I

Observacion 6.28
Segin la proposicién anterior, para determinar los juegos v € GGy indistinguibles
del juego 0 por semivalores modificados para juegos con estructura de coalicién,

hemos de considerar juegos indistinguibles de 0 por semivalores que ademds veri-
fiquen v(S) = v(N N\ S), VS C N.

(a) Para |N| = 4, la interseccién de los espacios nulos por semivalores tiene di-
mensién 2:

ﬂEN(a) =<v® 0’ >,
g
Los juegos de conmutacién v®, v son, respectivamente,

v = (0,0,0,0,1,—1,0,0,—1,1,0,0,0,0,0),
v = (0,0,0,0,1,0,—1,—1,0,1,0,0,0,0,0).

Estos dos juegos y, en consecuencia, los juegos del subespacio que generan, verifican
la condicién v(S) = v(N N 5), VS C N. En la proposicién 6.25 estd probado que
para este cardinal del conjunto de jugadores los juegos indistinguibles del juego nulo
por semivalores son exactamente los mismos que los indistinguibles por semivalores

modificados para juegos con estructura de coalicién.

(b) Para |N| = 5, el subespacio de juegos indistinguibles de 0 por semivalores que
ademds cumplen v(S) = v(N \ S), VS C N, tiene dimensién (3) — 5 = 5.

Para comprobar esta iltima afirmacion, basta pensar en el nimero de grados
de libertad segin los cardinales de las coaliciones en los juegos de 5 jugadores
indistinguibles del juego 0 por semivalores, junto a la condicién de “simetria”
v(S) =v(N N 5), VS C N. Para cardinales s = 1,4, 5 no hay grados de libertad;
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para cardinal s = 2, (g) — 5 = 5 grados de libertad y para cardinal s = 3 ningin
grado de libertad, por ser v(S) =v(N \S) y |[N \ S| = 2 cuando |S| = 3.

Considerando los juegos “simetrizados” de la base de juegos de conmutacién para
cardinal s = 2 con n = 5, empleando la notacién correspondiente de la proposicién
6.20 anadiendo —, obtenemos una base del subespacio de juegos indistinguibles
de 0 por semivalores interseccién con el subespacio de los juegos v € Gy tales
que v(S) = v(N N\ 5), VS C N, |[N| = 5. Estos juegos por su actucién sobre las

diferentes coaliciones son:

734 = (0,0,0,0,0,1,-1,0,0,0,-1,0,1,0,0,0,0,1,0,—1,0,0,0,-1,1,0,0,0,0,0,0),
6274 = (0,0,0,0,0,1,0,—-1,0,—1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,—1,0,—1,0,1,0,0,0,0,0,0),
735 = (0,0,0,0,0,1,~1,0,0,0,0,-1,0,1,0,0,1,0,~1,0,0,0,0,-1,1,0,0,0,0,0,0),
6275 (0,0,0,0,0,1,0,0,-1,-1,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,—1,—1,0,0,1,0,0,0,0,0,0),

(0,0,0,0,0,1,0,—1,0,0,0,—-1,0,0,1,1,0,0,—1,0,0,0,—1,0,1,0,0,0,0,0,0).

V45

La EML del simetrizado de un juego de conmutacién para cardinal de las coa-
liciones s = 2 (n = 5) coincide con la EML de un juego de conmutacién para
cardinal de las coaliciones s = 2, donde el conjunto de jugadores tiene cardinal 4.

Comprobamos esta propiedad para el juego 73, designando por fsuEML y por f
la del juego de conmutacién v®. En este ultimo juego los jugadores que conmutan

son (Ji1, J2, J3, Ja) = (1,2,3,4).
f = (1—a5)mae(l —23)(1 — 24) — z123(1 — 22)(1 — 24)—
—£E21'4(1 — .1'1)(1 — £E3) + 1'31E4(1 — .1'1)(1 — iEQ)] +
+ x5[r1mo(1 — 23)(1 — 24) — 123(1 — 29) (1 — 24)—
—IQIE4(]_ - IEl)(l — $3) -+ IE3$4(1 - ZEl)(]_ - Ig)],

F=1(1—a5) +s]f = f.
Al coincidir la EML de 7%, con la de v*, v* € Gy, |M| = 4, siguiendo el proce-

dimiento de la proposicién 6.25, para cualquier semivalor o : Gy — RY | |N| =5,
y cualquier estructura de coalicién B en N, se verifica:

0i[VU34,B] =0 parai=1,234.
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Por otro lado, o503 4, B] = 0, ya que la variable x5 no figura en la EML de 73 ;.

Un resultado similar puede probarse para los demés juegos de conmutacién simetri-
zados. Para 5%74, su EML coincide con la de v* € Gy, |[M| = 4, juego definido
como en el apartado (a) de esta misma observacién. Para los juegos ¥4, 513’75,
sus respectivas EML coinciden con las de juegos de conmutacién para cardinal
de las coaliciones s = 2 (m = 4), siendo en este caso los jugadores que conmutan
M ={1,2,3,5}, bastando nombrar de esta forma los jugadores en M. Finalmente,
para el juego Uy 5 los jugadores que conmutan son 1,2,4,5 y su EML es igual a la
de un juego de conmutacién para |M| =4 con M = {1,2,4,5}.

Como consecuencia de todas estas consideraciones, el siguiente enunciado resume
la situacién para los juegos de 5 jugadores.

Proposicién 6.29

Para |[N| = 5 y o cualquier semivalor sobre G, todo juego v € (), EN (o) es indis-
tinguible del juego 0 € Gy por semivalores modificados para juegos con estructura
de coalicién si y solo si el juego v verifica v(S) = v(N N\ S), VS C N.

Demostracion

Si el juego v € Gy es indistinguible del juego 0 € G por semivalores modificados
para juegos con estructura de coalicién ha de verificar, segin la proposicién 6.27,
la condicién v(S) = v(N \ S), VS C N.

Reciprocamente, si v € Gy, |N| = 5, verifica v(S) = v(N \ S), VS C N, y
es indistinguible del juego 0 por semivalores, entonces v es combinacién lineal
de simetrizados de juegos de conmutaciéon para cardinal s = 2 con n = 5. Por
la parte (b) de la observacién anterior todos estos juegos son indistinguibles del
juego 0 € G, |N| = 5, por semivalores modificados para juegos con estructura de
coalicién y, por linealidad, el juego v cumple esa misma condicién. [J

Proposicién 6.30
Para |N| > 6, consideramos v € Gy cumpliendo v(S) = v(N N\ S5), VS C N, y
v({i}) =0, Vi € N. Si existe una coalicién S’ C N con 3 < |S’| < n/2 tal que

o) # Y, (D),

TCS', |T|=2
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entonces el juego v es distinguible del juego 0 € GG por semivalores modificados
para juegos con estructura de coalicién.

Demostracion
La EML f de un juego v € Gy cumpliendo v(S) = v(N \ S), VS C N, puede
escribirse como:

fo= > [TIw IT a-e)+ IT @ J0 =) |ues)+

SCN €S JENNS 1ENNS jES

[S|<n/2
+ > JI= ] ==z oS

SCN €S JENNS
|S|=n/2

De los dos sumandos en la expresién de f, el segundo sélo aparece en el caso en
que n sea un numero par.

Por otro lado, en el caso que nos ocupa, el primer sumatorio presenta términos
para |S| cumpliendo 2 < |S| < n/2, ya que v({i}) = 0, Vi € N. De entre todas las
coaliciones que verifican la desigualdad del enunciado escogemos una S’ de cardinal
minimo y formamos en N la estructura de coalicién By = {S’, N \ 5"}

Suponiendo que S’ es una de las coaliciones en el primer sumatorio de la EML f,
es decir, |S’| < n/2, la EML modificada para los elementos de S’ adopta la forma:

g = > | 0-w]le I 0-z)+w [T o]0 ) | vs)+

scs’ €S JES'NS i€S'NS  jeS
2<s<s’
| = [[at+nI[0-2) | o).
€S’ jES!

ya que el resto de coaliciones tienen algin o algunos elementos en comuin con N .5’
sin contenerlos a todos, transformandose en la sustituciéon en productos en los que
figuran potencias de y, y de (1 — ys), los cuales, posteriormente, se anulan en la
reduccién de exponentes de y- a la unidad.

A continuacién consideramos un elemento j; € S’, calculamos la derivada parcial
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de g; respecto a la variable z;, y sustituimos todas las variables por «, a € [0, 1].

99: (@,a) = Z (1 -a)e* 1 (1—a)* —aa® 51 —a) u(S)+

ox;
n ScS', S5j1
2<s<s’

+ Y [Fl-aar(l-a) T faa” (1 - ) u(S)+

SCS', SZj
2<s<s’

+[(1 = a)a® 1 —a(l —a)* u(s).

o9 ,_ _ s S
G- @™ = 3 fe(l-a) o (1= a))u(s)+
SC|§|§29]1

+ ) [l =) = (L — ) u(S)+

+la(l—a) = a1 = a)] (S {5i})+
+[o¥ 11— a) — a(l —a)*u(S).

Agrupando:

S w8+ oS {i}) — () } +
SCS’, 83j1,]8|=2
+ Z [04871(1 i Oé)s’fs+1 o Oés’fs+1(1 o a)s—l] U(S)+

Scs’, S35
2<s<s’!

i Z (¥ (1 — )t — ot (1 — ) (T~ {51}),

TCcS!, T35
2<t<s’

donde en el tltimo sumatorio se ha escrito T'= S U {j;} para S # ji, de manera
quet=s+1haceque2<s<s —1délugara3d <t<y¢s.
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Escribimos py (a) en lugar del polinomio (1—a)¥ =2 —a*~2. Ademés S’~ {J, } tiene
cardinal ' — 1 de forma que v(S’" \ {j1}) es suma de los valores de las coaliciones
bipersonales contenidas en S’ {71}, ya que hemos escogido S’ de cardinal minimo
no cumpliendo esta condicién. Por tanto:

391 — /
5 @@ =al=apsfa) | 3 v+ 3 o)-uS) |+
ScS’, S35 TCS' {51}
|S|=2 |T|=2
+ Y [t — @)t — e (1 - @) [o(S) — o(SN {7 })]
ScS’, S35
2<s<s’

Se puede encontrar coaliciones S tales que S C S, S 3 j1, 2 < s < &', en el caso
en que s’ > 4 (s’ < n/2). En este supuesto, el segundo sumando de la expresién
anterior puede escribirse como:

> o a0 ) -5 G

ScS’, S35
3<s<145'/2

+ Z [Oztil(l . a)517t+1 - a517t+1(1 o Oé)tfl] [U(T) - U(T\{jl})] .
TcS! , T>51
1+s'/2<t<s'—1

En la descomposicién anterior no se ha considerado el caso s = 1 + s'/2 ya que si
s’ es impar |S| no puede tomar ese valor, mientras que si s’ es par el coeficiente
correspondiente es nulo. En efecto, si suponemos s’ = 2m entonces s = |S| =
1+ 5'/2=m+ 1y el coeficiente para esas coaliciones es:

asfl(l o a)s’ferl . as’fs+l(1 . Oé)sfl _ Oém(l o a)mem . anfm(l o a)m —0.

Ahora, en esta descomposicién pueden identificarse los coeficientes de v(S) para
3<s<1+s/2conlosdewv(T)paral+s/2<t<s —1,

t—1=5—s+1

s—lzs'—t—i—l} Tt

quedando el sumatorio reducido a:

Z [04571(1 - a)s’fs+1 _ as’ferl(l _ a)sfl] .

3<s<1+s'/2
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Y S —oSN{nPl - Y @) —o(TN{i)] |-

ScS’, S35 TCS', T35
[S|=s |T|=s"—s+2

Fijado un cardinal cualquiera s, 3 < s < 1+ §'/2, la diferencia de sumatorios en
la expresion anterior puede escribirse:

Yo W) —oSN{aPl = Y W) — (TN {i})] =

ScS’, 8351 TCS', T35
|S|=s |T|=5"—s+2
- Y [T ¥ w0l T | S T el
ScS’, S35 PC QCS~{j1} TCS',T3j5; L PCT QCT~{j}
1S|=s |P|=2 Q=2 |T|=s'—s+2 |PI=2 lQ|=2

Y Y

:Z[ZU(P)

Scs’,S>j1 L PCS, P51 TCS, T3j1 L PCT, P35
|S|=s |P|=2 |T|=5'—s+2 |P|=2
S/
=) _v({s.4i}) [ > - > 1] =
i=2 ScS', 8341, i TCS', T3j1, ji
|S|=s |T|=s"—s+2

:2 Ki__;) - (i:i)] o({ji3}) =0,

suponiendo que S" = {j1, jo, ..., Js' }-

Después de estas consideraciones, la férmula obtenida para 0g;/0z;, (@, @) queda
reducida a:

e~ atiapo| T s T s |
J1 L Scs’, 8535 TCS' ~\{j1}
512 7=
= a(l—-a)py(a) _ Z v(T) —v(S") } :
- TCS,|T|=2

El polinomio py(a) = (1 — a)* 2 — a*' 2 tiene como tinica raiz real o = 1/2 para
cualquier s > 3, de manera que el coeficiente (1 — a)pg(a) es no nulo para
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a #0,1,1/2. Por las condiciones del enunciado
oS # Y o),
TCS,|T|=2
de donde se sigue que

(0l B = 22 (@,8) £ 0 para £ 0,1,1/2,
J1

y el juego v € Gy que se considera es distinguible del juego 0 € G por semivalores

modificados para juegos con estructura de coalicion.

Queda por considerar el caso en que la coalicién S’ de cardinal minimo cumpliendo
las condiciones del enunciado es tal que |S’| = n/2. Si esto sucede n es par y los
términos del segundo sumatorio en la expresiéon de la EML f del juego v € Gy
pueden agruparse por parejas: Sy N ~\ S con |S| = |N \ S| = n/2, haciendo
constar solo la mitad de las coaliciones de cardinal n/2.

La coalicién S’ de cardinal /2 que se considera pertenecers a una o a otra mitad de
las coaliciones de cardinal n/2, dispuestas éstas en orden lexicogréfico, de manera
que para describir los términos de este segundo sumatorio escogemos la mitad en
la que se encuentre S’. Una vez realizada esta eleccién, actuando igual que en el
supuesto anterior, |S’| < n/2, se llega a la misma conclusién. Esto completa la
demostracién. [

6.4 Juegos de conmutacién expandidos

Definicién 6.31

Consideramos espacios de juegos cooperativos Gy con [N| > 5. Siv € Gy es un
juego de conmutacién para cardinal de las coaliciones s = 2 que para k # 0y
jugadores ji, jo, J3,J4 € N toma los valores

v({j1,J2}) = v({J3, Ju}) = &,
v({71,73}) = v({J2, Ja}) = =k,

v(S) =0 en otro caso,
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se define el expandido del juego de conmutacién v como el juego ‘v € Gy tal que,
para cualquier subconjunto T C N \ {j1, j2, 3, ja}, toma los valores:

({1, J2t UT) = “o({j3, Ju} UT) = k,
W{i, 5t UT) = “0({j2, Ja} UT) = —k,

“v(S) =0 en otro caso.

Observacion 6.32

Para cualquier G con |[N| > 4 notaremos los juegos de conmutacién para cardinal
de las coaliciones s = 2 mediante 4 subindices correspondientes a los 4 jugadores
que conmutan. Esto es, si ji, o2, 73,54 € Ny k #0:

Ujl7j2,j37j4({j1?j2}) - Ujl,j27j37j4({j37j4}) = ka
Vo anidsia (1015 333) = Vi o gsga ({d25 Ja}) = =K,
Vjy jnjsja(S) =0 en otro caso.

Para cardinal de las coaliciones s, 3 < s < n — 2, empleamos como notacién para
las juegos de conmutacion vp.j, i, js.5., donde F C N N {j1, J2, js, ja}, F # 0, es el
subconjunto de jugadores que pertenecen a las cuatro coaliciones sobre las que el
juego toma valor no nulo, esto es:

UF§j1,j2,j3,j4(F U {jhj?}) - UF§j1,j2,j3,j4(F U {j37j4}) = k;
VP31 gogsga (U {015 J3}) = ki o ga,ja (B U {d2, Ja}) = —k;,
Vs jaisga(S) =0 en otro caso.

Con estas notaciones, tal y como se ha definido el juego expandido ‘v de un juego
de conmutacién v € Gy, se cumple:

Uj1,g2,53,.32 = Ujt,2,43,54 + E UTj1,52,53.54 -
TCN~{j1,52,53,54}
T#0

Ejemplo 6.33
(a) En G con |N| = 5 el expandido “v del juego de conmutacién para cardinal
de las coaliciones s = 2 con k = 1 y jugadores (j1, J2, j3, ja) = (1,2,3,4) es:
ev({172}) = ev({374}) = ev({lv 275}) = ev({37475}) =1,
ev({1>3}) = ev({2>4}) = ev({1>375}) = ev({27475}) = -1,

€v(S) =0 en otro caso.
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. e J—
Se cumple:  “vi234 = V1234 + V{5};1,2,34-

(b) En Gy con |N| = 6 el expandido “v del juego de conmutacién para cardinal
de las coaliciones s = 2 con k = 1 y jugadores (j1, j2, j3, ja) = (1,2,3,4) es:

( ev({lv 2}) = ev({374}) = ev({lv 275}) = ev({17276}) =1,

“w({3,4,5}) = “v({3,4,6}) = “v({1,2,5,6}) = “v({3,4,5,6}) = 1,
ev({LB}) = ev({2>4}) = ev({1>375}) = ev({17376}) = -1,

“w({2,4,5}) = “v({2,4,6}) = “v({1,3,5,6}) = “v({2,4,5,6}) = —1,

[ “v(S) =0 en otro caso.

. e N
Se cumple:  “V1934 = V1234 + Us}1,2,3.4 T U(6}1,2,3,4 T V(5,6}1:1,2,3.4-

Proposicién 6.34
En Gy con |N| > 5, si v € Gy es un juego de conmutacién para cardinal de las
coaliciones s = 2 y “v es su juego expandido, entonces:

(a) “v(S) = “v(N\S), VS CN.

(b) w(S)= Y “(T), VSCN,3<I[S|<n.
TCS,|T|=2

(c) Si v tiene como jugadores que conmutan ji, jo, j3, ja (U = Uj, jojsjs )s <f €5 la
EML del expandido “v y f es la EML del juego de conmutacién wj, j, j,.i, € Ge,
con C' = {j1, jo, j3, ja}, se cumple: °f = f.

Demostracién

A lo largo de esta demostracién consideramos que el juego de conmutacién es
v = V1234 con valor k = 1, siendo suficiente renombrar las variables para probar
la propiedad para cualquier otro juego de conmutacion.

(a) Para coaliciones S C N con 1 <s<n—1:
-si §2{1,2,3,4}, (N\S) #1,2,3,4 = “v(S)=0= “w(N\9S);
supongamos que {71, j, js, ja} = {1,2, 3,4}, entonces:

-si S D) {jl,jg,jg}, (N\S) > j4 = e’U(S) =0= e’U(N\S),



302 6. JUEGOS INDISTINGUIBLES

-si S 2 {j, 52 (NNS) 2 {3, daf = “v(S) = v({j1,42}) = v({J3,54}) =
cO(N\S).

Por otro lado: N 2 {1,2,3,4}, co(N) =0 = “v(0).
Estas consideraciones permiten afirmar que “v(S) = “v(N\S5), VS C N.

(b) Para el juego expandido “v de un juego de conmutacion v, las tinicas coaliciones
bipersonales que toman valor no nulo son las cuatro que provienen del propio juego
de conmutacién. Para cualquier S C V:

-si S 2{1,2,3,4}, entonces:

Y. oT) =v({1,2}) +v({3,4}) + v({1,3}) + v({2.4}) = 0 = “v(S);

TCS, |T|=2

-si S D {Jj1,J2,J3}, S Z Jja, entonces:

> (T) = v({1, j2}) + v({ir, ds}) + v({da, Js}) = 0 = “v(S);

TCS, |T|=2

-1 SO {judo}s SFEdsda = Y w(T) =v({ji,5s}) = “u(S);

TCS, |T|=2

-si S35, SFdadnds = Y. w(T) =0= “v(S);
TCS, |T|=2

~siSN{L234} =0 = > ) =0=u(S).

TCS, |T|=2

(c) A partir de la expresion del juego expandido “v de un juego de conmutacién
v € Gy obtenida en la observacién 6.32, podemos escribir para el juego que estamos
considerando:

e
V1,234 = V1,234 + E Ur:1,2,3,4-

TCN~{1,2,3,4}
T

Como que la EML f del juego de conmutacién w234 € Go, C ={1,2,3,4}, es:

f:1311'2(1—133)(1—1‘4)—1‘1133(1—1‘2)(1—134)—1‘21‘4(1—131)(1—$3)+$3l‘4(1—$1)(1—l‘2),
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podemos escribir para la EML € f del juego expandido “v:

efo[ ITa-zp+ > JJe I -=zp+ ] %’},

JENNC TCNaC €T jeN~(CUT) iIENNC
T+#

donde C' = {1,2,3,4} es el conjunto de jugadores que conmutan.

La funcién ©f es la EML de un juego perteneciente a Gy con |N| > 5, mientras
que f es la EML de un juego perteneciente a G¢ con |C| = 4. Asi, las variables

para °f son xy,xs, X3, T4, X5, ..., T, Mientras que para f son xi,Tg, T3, Tyq.

En el lado derecho de la igualdad anterior aparecen las variables separadas: =i, zo,
x3, x4 figuran en f, mientras que s, ..., z, figuran en la expresién que multiplica a
f. Esta expresién es idénticamente igual a 1 para cualquier valoracién de zs, ..., z,
por 0 6 1:

- si (5, ..., Zn) = (0, ..., 0) sélo el primer sumando es H (1—z;) =1,
JENNC

- si (x5, ..., x,) = (1, ..., 1) s6lo el dltimo sumando es H x; = 1;
iENNC

- §i x5,...,x, toman el valor 1 para las variables correspondientes a jugadores de
TCN~NC, T#0,y el resto de variables toman valor 0, el tinico sumando entre
todos que alcanza el valor 1 es exactamene el correspondiente a la coalicion T,

0£A£TcCcN\C.
En consecuencia ¢f = f, quedando demostrada la propiedad. [

Proposicién 6.35

Si el juego v € G con |N| > 5 es un juego de conmutacién para cardinal de
las coaliciones s = 2, entonces su juego expandido v es indistinguible del juego
0 € Gy por semivalores modificados para juegos con estructura de coalicién.

Demostracion

Otra vez consideramos que el juego de conmutacién es v = v; 934 con valor k = 1.
La condicién de indistinguible del juego 0 € G por semivalores modificados para
juegos con estructura de coalicion se estudia por medio de la EML del juego que se
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esté considerando, habiendo probado en la propiedad anterior que si € f es la EML
del juego expandido “v y f es la EML del juego de conmutacion w234 € G¢, con
C =1{1,2,3,4}, entonces ¢f = f.

Asi, los jugadores de C' = {1,2,3,4} cuando se forme cualquier estructura de
coalicién en N pueden encontrarse en diferentes bloques coalicionales tal y como
sucede con los jugadores en la demostracién de la proposiciéon 6.25, sélo que ahora
en cualquiera de los bloques coalicionales pueden encontrarse o no jugadores de
entre el resto, es decir, de N \ C' = {5,...,n}.

Actuando como en aquella demostracion, al ser ©f = f, las variables x5, ..., z,, no
alteran los procesos de calculo de los semivalores modificados, de manera que para
cualquier estructura de coaliciéon en N:

oi[“v; B =0, parai=1,2,3,4.

Ademas, oj[°v; B] =0, j =5,...,n, ya que la variable z; no figura en la EML f.

Para cualquier otro juego de conmutacién expandido “vj, j, s iy J1,72,73,J4 € N,
basta renombrar las variables para concluir la misma afirmacién. [

Teorema 6.36
Consideramos el espacio de juegos cooperativos Gy con |N| > 5.

(a) La dimensién del subespacio de juegos de G indistinguibles del juego 0 € Gy
por semivalores modificados para juegos con estructura de coalicién es (Z) —n.

(b) El subespacio anterior esta generado por expandidos de juegos de conmutacién
para cardinal de las coaliciones s = 2.

Demostracion

A partir del método constructivo del apartado (a) de la proposicién 6.20, para cada
cardinal n > 4 del conjunto de jugadores N se consigue una familia linealmente
independiente formada por (Z) — n juegos de conmutacién para cardinal de las
coaliciones s = 2. Los juegos expandidos de la familia anterior siguen siendo li-
nealmente independientes y, por la proposiciéon 6.35, son indistinguibles del juego
0 por semivalores modificados para juegos con estructura de coalicién. Asi pues,
el subespacio de dimensién (Z) — n que generan estd incluido en el subespacio
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de indistinguibles de 0 por semivalores modificados para juegos con estructura de
coalicién, para |N| > 5.

Por otro lado, segiin las proposiciones 6.27 y 6.30, para que v € Gy sea indis-
tinguible del juego 0 por semivalores modificados para juegos con estructura de

coalicién es necesario que:

v(S)=v(N\S), VS C N, sin > 4;

v(S) = Z o(T), 3<s<n/2, sin>6.
TCS, |T|=2

Ademds, para que un juego v sea indistinguible por semivalores modificados ha de
ser, en particular, indistinguible por semivalores. Esta condicién impone, como se
probé en la observacién 6.9, que:

v(S)=0, s=1,n—1; v(N)=0.

En consecuencia, el valor de v(S), VS C N, queda determinado por los valores
de v(T) para |T| = 2. Asi la dimensién del subespacio de juegos indistinguibles
de 0 por semivalores modificados para juegos con estructura de coalicién es, como
maximo, (Z) — n ya que éstos son los grados de libertad que segin la observacion
6.9 tienen los valores de v(7'), |T'| = 2, para que el juego v € G sea indistinguible
del juego 0 por semivalores.

Reuniendo las dos lineas de consideraciones, la dimensién del subespacio de juegos
de Gy indistinguibles del juego 0 € Gy por semivalores modificados para jue-
gos con estructura de coalicion es (Z) — n, estando este subespacio generado por
expandidos de juegos de conmutacién para cardinal de las coaliciones s = 2. [

Observacion 6.37

La propiedad que acaba de demostrarse engloba los resultados para los juegos de
Gn, |N| = 5, obtenidos en el apartado (b) de la observacion 6.28 y en la proposicién
6.29, ya que en este caso el juego expandido de un juego de conmutacién para

e f—

cardinal de las coaliciones s = 2 coincide con su simetrizado: ¢v = .

Para el caso | N| = 4, se puede considerar que si v es un juego de conmutacién para
s = 2 el expandido es el mismo juego: v = v. Por este motivo, los subespacios



306 6. JUEGOS INDISTINGUIBLES

de indistinguibles de 0 por semivalores y por semivalores modificados coinciden,
siendo su dimension (;L) —4=2.

En la siguiente tabla se muestran, para valores pequenos del cardinal del conjunto
de jugadores, las dimensiones de los subespacios de juegos indistinguibles del juego

nulo.
cardinal de v 2 3145 |6 7| n
dim Gy 317 |15(31|63]127]--- " —1
dim (" EN (o) 00| 2]10]32] 8 |---|2"-n2+n—2
dim | EN(@,B)| 0| 0| 2|5 ]|9]14]-- (Z) —n
(0,B)

En la notacién habitual, (), EN (o) indica la interseccién de los espacios nulos por
semivalores ¢ definidos sobre cada Gy, es decir, el subespacio de juegos indistin-
guibles del juego 0 por semivalores, mientras que ﬂ@ B) EN(o, B) pretende indicar
el subespacio de indistinguibles de 0 por semivalores modificados para juegos con
estructura de coalicion.

Para cardinales n = 2 y n = 3, la dimensién de los subespacios de juegos in-
distinguibles por semivalores modificados es 0, ya que ésta es la dimensién que
corresponde a los respectivos subespacios de indistinguibles por semivalores. La
expresion (Z) —n adopta el valor adecuado para n = 3 pero no lo hace paran = 2,

de manera que podemos considerar como férmula general:

dim () EN(0,B) = (Z) —n, n>3,

(0,B)

recordando que la dimensién es nula para n = 2.



Conclusiones

El creciente interés que los estudios de economia, de politica o de ciencias sociales
muestran por la Teoria de Juegos confirma que los juegos cooperativos con uti-
lidad transferible son modelos adecuados para analizar situaciones de conflicto y
cooperacién que surgen en las actividades humanas. La Teorfa de Juegos propone
soluciones para este tipo de situaciones, ocupando un lugar destacado las propues-
tas por Shapley y por Banzhaf; ambas se basan en las contribuciones marginales
de cada jugador a las coaliciones a las que pertenece, ponderadas segin unos pesos
preestablecidos. La generalizacién a cualquier sistema de ponderacién, donde los
pesos dependen del cardinal de las coaliciones, da lugar al concepto de semivalor
introducido por Dubey, Neyman y Weber en 1981.

En el lenguaje de juegos cooperativos el término coalicién equivale a subconjunto
de jugadores. El conocimiento de las posibilidades de cada coalicién en el desen-
lace del juego es el instrumento que permite construir los conceptos de solucién
antes mencionados. Las modificaciones en la cooperacion por la formacién de coa-
liciones fijas, denominadas bloques coalicionales, dan lugar a diferentes soluciones,
entre las que cabe citar el valor coalicional, modificando la solucién de Shapley,
o el valor de Banzhaf modificado, introducidas ambas por Owen en 1977 y en
1981, respectivamente. Cuando las modificaciones en la cooperacién se producen
por restricciones en la cooperacién debidas a falta de comunicacién entre los ju-
gadores aparecen conceptos de solucién como el propuesto por Myerson en 1977,

307
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modelizando tales situaciones mediante grafos.

El conocimiento de un juego cooperativo con utilidad transferible supone la de-
terminacién de su funcién caracteristica. A su vez, la extension multilineal, intro-
ducida por Owen en 1972, contiene toda la informacion de la funcién caracteristica
y permite calcular, mediante las manipulaciones adecuadas, los conceptos de solu-
ciéon de Shapley y de Banzhaf, asi como sus respectivas modificaciones por la
formacién de estructuras de coalicién.

El primer capitulo de la presente memoria se ha dedicado a introducir los juegos
cooperativos con utilidad transferible, asi como las soluciones que se han descrito,
junto a otros contenidos entre los que destacamos el potencial para el valor de
Shapley. Se ha considerado que esta introduccién podria ayudar a una mejor
comprensién de los conceptos y de los métodos que se desarrollarén en los sucesivos
capitulos.

El segundo capitulo presenta una marcada influencia geométrica, estableciendo
una familia de semivalores a partir de la cual se forman sistemas de referencia en
el conjunto de semivalores, a imagen de ese mismo concepto en la geometria afin.
Los semivalores binomiales que se introducen gozan de una posicién privilegiada
en su interpretacién asi como en el cdlculo de sus pagos por medio de la EML. A su
vez, los semivalores binomiales forman familias con un elemento para cada espacio
de juegos cooperativos, pudiéndose construir semivalores inducidos en espacios
de juegos con menor cardinal del conjunto de jugadores, con independencia del
sistema de referencia escogido. Esta consideracién permite generalizar el proceso
que lleva del valor de Shapley al valor coalicional de Owen, dando lugar al concepto
de semivalor modificado para juegos con estructura de coalicién.

En consecuencia, una matriz cuyos elementos se obtienen a partir de la EML re-
sume en s misma los pagos a todos los jugadores por cualquier semivalor, mientras
que otra matriz hace lo propio para cada jugador respecto a cualquier pago por
semivalores modificados por una estructura de coalicién. En ambos casos, la ex-
presién lineal de cualquier semivalor a partir de los binomiales permite obtener
las soluciones por medio de sencillos productos matriciales. El capitulo finali-
za estableciendo unas propiedades que consiguen caracterizar axiomaticamente la
modificacion de la solucién de Banzhaf para juegos con estructura de coalicion.
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En el tercer capitulo se emplean de modo particular técnicas y resultados prove-
nientes del segundo capitulo con el objetivo de estudiar, desde el punto de vista
de cualquier semivalor, las consecuencias de la formacién de una tinica coalicién
bipersonal estable. Ademads de conseguir el cédlculo efectivo de los resultados tanto
a partir de la funcién caracteristica como de la EML, este estudio consigue ca-
racterizar diferentes semivalores en atencién a su comportamiento respecto a esta
situaciéon de cooperacién modificada. Comparando la asignacién en el juego co-
ciente a la coalicién bipersonal respecto a la suma de asignaciones en el juego
inicial, se concluye que, en general, siempre existen semivalores para los que el in-
cremento es positivo y otros para los que es negativo; se determinan todos aquellos
semivalores que ofrecen un determinado incremento, estableciendo el maximo y el
minimo alcanzables.

El cuarto capitulo se centra en la consideracién de otra situacién de cooperacién
modificada: la cooperacién parcial modelizada por grafos de comunicacién en el
conjunto de jugadores. Allf se prueba que todo semivalor, como regla de asignacién
para estas situaciones de cooperacién, cumple propiedades deseables segiin la for-
mulacién de Myerson. También se afirma que la normalizacién aditiva de cualquier
semivalor verifica esas mismas propiedades, resultando que normalizacién aditiva
y cooperacién parcial son conceptos ampliamente compatibles. Ademads, se con-
sigue determinar qué jugadores resultan mas beneficiados o mds perjudicados por
la supresién de una arista de un grafo de cooperacién y bajo qué circunstancias se
producen esos incrementos, de forma que los efectos de la supresién se estudian y
comparan para todos los agentes del juego.

El quinto capitulo estd dedicado al potencial. Aqui se consigue definir y estructurar
un concepto de potencial para cada semivalor construido de modo recurrente, en
modo anélogo a como Hart y Mas-Colell (1988) y Dragan (1995) introducen esos
conceptos para las soluciones de Shapley y de Banzhaf, respectivamente. También
se ofrece un procedimiento para calcular el potencial para cada semivalor bino-
mial mediante manipulaciones adecuadas de la EML, permitiendo, por linealidad,
obtener el potencial para todo semivalor efectuando un producto matricial. Otras
nociones derivadas del potencial, como base potencial o espacio nulo, se extienden
a todos los semivalores. Se resuelven problemas inversos como la determinacién de
los juegos que tienen una solucién prefijada o la determinacién del juego conocido
el poder de éste y de sus juegos restringidos. Finalmente se consigue caracterizar
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cada semivalor entre los que tienen igual comportamiento sobre los juegos biper-
sonales y son consistentes con todos sus juegos reducidos.

El sexto capitulo supone una continuacién del quinto en el sentido de que aborda
el problema de la determinacién del subespacio intersecciéon de todos los espacios
nulos por semivalores. En esta interseccién se encuentran los juegos que no pueden
distinguirse del nulo por ningtin semivalor, de donde surge la denominacién de jue-
gos indistinguibles. La técnica para la obtencién de la dimension de ese subespacio
asi como de los juegos que lo generan proviene del segundo capitulo, puesto que
vuelven a considerarse dos sistemas de referencia de semivalores: los semivalores
vértices para calcular la dimensién y los semivalores binomiales para traducir la
condicién de indistinguible en términos de la EML. Resuelto el problema anterior
con la introduccién de los juegos de conmutacién, se consideran semivalores modi-
ficados para juegos con estructura de coalicién y se busca determinar el subespacio
de indistinguibles del nulo por este tipo de soluciones. En este caso la técnica de
resolucién requiere necesariamente la extensién multilineal y sus correspondientes
modificaciones, tal y como se establecieron en el segundo capitulo. Para los jue-
gos de mds de cuatro jugadores, la introduccién de las estructuras de coalicién
consigue reducir de modo significativo la dimensién de cada subespacio de juegos
indistinguibles del nulo.

El objetivo global de esta memoria es el de contribuir, en la medida de nuestras
posibilidades, al desarrollo de la Teoria de Juegos en su vertiente dedicada a los
juegos cooperativos y en el estudio de aquellas soluciones que se basan en medias
de las contribuciones marginales de cada jugador, ponderadas segtin el cardinal de
las coaliciones. Otros aspectos que deseamos destacar son los siguientes:

e Se ha generalizado a todos los semivalores conceptos como modificacién para
juegos con estructura de coalicién, potencial o sus nociones derivadas emple-
ando sistemas de referencia y extendiendo después los resultados al conjunto
de los semivalores, mostrando de esta manera la adecuacién de la estructura
geométrica de los mismos para su estudio globalizado.

e El proceso que se inicia en cada semivalor binomial, pasa por unos sistemas
de referencia y concluye en el conjunto de semivalores ha sido el camino
habitual para obtener resultados, habiéndose llevado a cabo por dos vias
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paralelas: por un lado se han definido y estructurado los conceptos a partir
de la funcién caracteristica, mientras que por otro, se han calculado los
resultados empleando la extensiéon multilineal convenientemente modificada.

El tratamiento de algunos problemas inversos merece una mencién aparte,
ya que no pueden abordarse considerando la linealidad que se ha puesto de
manifiesto en la estructura de los semivalores. Se requiere, en cada caso,
técnicas concretas para su resolucion, variando significativamente el grado
de dificultad de un problema a otro. El sexto y tltimo capitulo trata sobre
la resolucion de dos problemas inversos. La extensién y complejidad de su
tratamiento ha dado lugar al desarrollo completo del capitulo.

A lo largo de este trabajo se han presentado diferentes ejemplos y se han
aplicado sobre ellos los conceptos y las técnicas que se han introducido pre-
viamente con la finalidad de mostrar su adecuacién para la resolucién de las
situaciones que se han descrito. Por medio de estos ejemplos se ha buscado
evidenciar la validez de las actuaciones en referencia a cualquier semivalor
sin tomar partido por alguno o algunos de los mismos, precisamente para
poner énfasis en el cardcter generalizador de los estudios que se han llevado

a término.

Como posibles derivaciones de esta memoria podrian citarse las siguientes
lineas de trabajo: la generalizaciéon de la consideraciéon de situaciones de
cooperacién modificada mediante el empleo de indices de cooperacién en
las coaliciones, la obtencién de sistemas de propiedades que permitan la
caracterizacion de diferentes semivalores, el estudio y la descripcién de otras
familias de semivalores y la introduccion de conceptos y técnicas similares
en el tratamiento de los r-juegos, en general, y de los 3-juegos, en particular.
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