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Resum. Alguns problemes classics sobre teoria analitica de polinomis estan relacionats amb un
problema més general: determinar com estan ordenades les arrels reals d’un polinomi a coeficients
reals i les arrels reals de totes les seves derivades.

Si ens restringim a ’ordenacié entre arrels de derivades consecutives d’un polinomi, aquest proble-
ma pot formular-se de la segiient manera. Sigui m un nombre natural no nul. Per a cada
7 =0,1,...,n — 1 considerem variables indeterminades :v( ) (J ) ..,xg)(j), que anomenarem

variables de derivacié 7, i que considerarem lligades per les desigualtats xgj ) < xgj ) <. 2V )(J)

Definir un ordre entre variables de derivacions consecutives significa especificar, per a dues varia-

. . . j +1 .
bles qualssevol de derivacions consecutives, diguem xii )4 a:(j ), una de les tres ordenacions

1 1 ey (4 1 -
segiients: (i) z; (]) < :c(]+ ), (i) =; (J) = x(ﬁ ). o (iii) :cff) > ngr ). Llavors, el problema consisteix
en determmar per a quines ordenac10ns entre variables de derivacions consecutives existeix un

polinomi P(z), de grau n, de manera que si les arrels reals de cada derivada PU), 0 < j <n—1,
() (4) (@

sén els nombres y;’’ < 3 < .-+ < y,;), aleshores r(j) = m(j) i entre arrels de derivades
consecutives es verifiquen els lligams proposats. Es a dir, si (i) x( ) < a:(J ), (ii) x(j ) = .7}(] o
(iii) a; ( ) > x(]Jr ). aleshores s’ha de complir (a) y; (]) < ylgﬂ) (b )yl1 = yz(;ﬂ) (c )yl(f) > yl(;ﬂ)

respectlvament. Si tal polinomi existeix aleshores es diu que l'ordenacié proposada és repre-
sentable per un polinomi.

El teorema de Rolle imposa restriccions en 'ordenacié de les variables en el cas que aquesta
ordenaci6 sigui representable per polinomis. Concretament, si ZL’(J ) < xgi)l sén dues variables
consecutives amb una mateixa derivacié j, aleshores ha d’existir una variable de derivacié j + 1,
ac,(j +1) , tal que xl(-j ) < g;g < xgi_)l No obstant, les restriccions imposades pel teorema de Rolle

no sc')n suficients per a que una ordenacié de les variables sigui representable per un polinomi.

En aquest sentit, ens proposem assolir els tres objectius segiients:

(1) Caracteritzar les ordenacions entre variables de derivacions consecutives que sén repre-
sentables per polinomis.

(2) Classificar els polinomis en base a l'ordenacié de les arrels de derivades consecutives i
trobar certs nombres d’interés relacionats amb aquesta classificacié, com per exemple el
nombre de classes en que queden classificats els polinomis de grau n i el nombre de classes
obertes de grau n (classes estables per pertorbacions).

(3) Estudiar queé succeeix quan es consideren ordenacions que inclouen lligams entre variables
de derivacions no consecutives.

L’objectiu (1) s’ha assolit establint que les ordenacions entre variables de derivacions consecu-
tives representables per polinomis coincideixen amb les ordenacions que satisfan les restriccions
imposades per un resultat que generalitza el teorema de Rolle. Essencialment, s’ha obtingut el
reciproc del teorema que diu que entre cada dues arrels reals consecutives d’un polinomi hi ha
un nombre senar d’arrels de la derivada comptant multiplicitats.

L’objectiu (2) s’ha assolit classificant els polinomis segons 'ordenacié que presenten les arrels
de les seves derivades consecutives. Els nombres d’interés relacionats amb aquesta classificacié
s’han obtingut a partir de férmules recurrents.

L’objectiu (3) s’ha assolit determinant els nombres n per als quals la mencionada generalitzacié
del teorema de Rolle és suficient per a que una ordenacié de les variables que inclogui lligams
entre variables de derivacions no consecutives sigui representable per un polinomi.
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Introduccié

Antecedents 1 motivacio

La manera com estan ordenades les arrels reals d’un polinomi a coeficients reals
i les arrels reals de totes les seves derivades té incidéncia en diversos ambits de
la matematica. Per exemple, aquesta ordenacié influeix en la determinacié dels
signes de les derivades del polinomi en un punt i, per tant, en la localitzaci6 de les
arrels del polinomi aplicant meétodes com la regla d’acotacié de Newton (Newton
[41], 1707), el teorema de Budan-Fourier (Budan [5], 1807; Fourier [15], 1831) o
la regla dels signes de Descartes (Descartes [10], 1637). Altres exemples d’ambits
influenciats per 'ordenacié de les arrels sén la representacié grafica de polinomis i
la interpolacié de Birkhoff (Birkhoff [3], 1906).

Un primer resultat sobre ordenacio de les arrels és el teorema de Rolle, que estableix
que entre cada dues arrels reals consecutives d’'un polinomi hi ha com a minim una
arrel de la derivada. Aquest resultat, publicat per primer cop 'any 1691 (Rolle
[45]), dona intervals per a la localitzaci6 de les arrels de la derivada que dificilment
sén millorables. Veure per exemple els treballs de Turén [54], 1946, i Peyser [43],
1967, dirigits a trobar intervals que contenen una arrel de la derivada del tipus
(a +e1,b—¢e2), on a i b sén dues arrels consecutives d’'un polinomi de grau n i
€1,&9 > 0 sén nombres reals que depenen, essencialment, de a, b i n.

L’ordenacié entre les arrels d’un polinomi i les arrels de la seva derivada esta regida
pel segiient resultat, que en el que segueix anomenarem teorema d’ordenacid.

Teorema Sigui f(x) un polinomi a coeficients reals de grau n > 1. Aleshores,

(i) Si a1 i ay son dues arrels consecutives de f, el nombre d’arrels, comptant
multiplicitats, de [’ en linterval (ay,as) és senar.

(i1) Si f(a) = 0 ¢ f no té arrels en linterval (a,+00), aleshores el nombre

5



6 INTRODUCCIO

d’arrels, comptant multiplicitats, de f" en linterval (a,+o00) és parell (pos-
siblement amb cap arrel). Analogament, si f(a) = 0 i f no té arrels en
Vinterval (—o0,a), el nombre d’arrels, comptant multiplicitats, de f' en l'in-
terval (—oo,a) és parell.

(1i) Si [ mo té arrels reals, el nombre d’arrels reals de f', comptant multiplicitats,
és senar.

L’apartat (i) d’aquest resultat generalitza el teorema de Rolle i també és valid per
a funcions analitiques reals [33]. L’apartat (ii) és exclusiu per a polinomis i ja era
conegut per Mitchell [40], 1918. L’apartat (iii) es dedueix facilment del Teorema
Fonamental de 1’Algebra (Euler [13], 1843; Gauss [16], 1863).

El teorema anterior, aplicat a totes les derivades d’un polinomi, proporciona infor-
macié sobre ’ordenacié de les arrels de derivades consecutives del polinomi. Aquest
teorema déna, per tant, una condicié necessaria en l'ordenacio de les arrels.

Una qiiestié reciproca és la de conéixer quines ordenacions sén efectivament el
resultat de les arrels de derivades consecutives d’un polinomi. Considerem nom-
bres naturals m(j), j = 0,1,...,n — 1. Per a cada j, 0 < j < n — 1, siguin
xgj ), mgj ), e ,xg)(j), les m(j) variables indeterminades que anomenarem wvariables
de derivacié j. Aquestes variables les considerarem lligades per les desigualtats
xgj ) < xgj V< < xg)(j). A més, dues variables qualssevol de derivacions consecu-

() ; .G+D)

tives, diguem z;” i z;, ", estaran lligades per alguna de les ordenacions segiients:

j j+1 j i+1 j +1
(D) 2 <al™, @)« =™ 0 (3) 2 >l
Un cop tenim aquestes variables i els seus lligams, aleshores queda definida una
ordenacié entre variables de derivacions consecutives.

Un problema obert consisteix en determinar per a quines ordenacions entre varia-
bles de derivacions consecutives existeix un polinomi P(x), de grau n, de manera
que el nombre d’arrels reals de cada derivada PY, 0 < j < n — 1, és exactament

m(j). A més a més, si es consideren les arrels reals ygj ) < yéj )<< ygzj) de

PU)_ 0 < j < n—1, determinar si entre les arrels de derivades consecutives es

verifiquen els lligams proposats. Es a dir, si (1) xz(f) < xgﬂ), (2) a:z(f) = xgﬂ),
o (3) :Ug) > afgﬂ), aleshores s’ha de complir (1) yff) < ygﬂ), (2) yff) = ygﬂ),

o (3) yz(f ) > yg ) respectivament. Si tal polinomi existeix aleshores es diu que

I’ordenacié proposada és representable per un polinomi.
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El problema considerat es presenta de manera natural i, fins a on nosaltres sabem,
sembla que no ha estat tractat. No obstant, és possible que matematics com
Newton o Cauchy s’haguessin plantejat qiiestions semblants sobre 1’ordenacié de
les arrels de derivades consecutives d’'un polinomi, encara que si van arribar a
alguna conclusié al respecte, sembla que no n’ha quedat constancia.

Definir un ordre entre variables de derivacions consecutives presenta dificultats tec-
niques, com per exemple que poden presentar-se inconsisténcies després d’aplicar
la propietat transitiva. La manera de solucionar aixo és visualitzant graficament
I’ordenacié de les variables IEJ ) mitjangant esquemes. Es consideren n copies de la
recta real, una per a cada derivacié j = 0,1,...,n — 1, i en cada recta es marquen
m(j) punts o nodes, que representen les m(j) variables de derivacié j, ordenades
d’esquerra a dreta. L’ordenacié entre variables de derivacions consecutives queda
visualitzada segons la posicié relativa entre nodes situats en rectes consecutives.

Per exemple, ’esquema de la part (a) de la figura segiient

(a) (b)
x®
1 j=n-1=3 i
(2) (2)
x1= X5 2 I ®
(1) (1) (1)
P X2 X =1
0 (0)
x(1 ) X5 =0 .
@ @

Figura 1. Esquemes.

indica que les variables de derivacié 0 i 1 estan lligades per 'ordenacié x%o) <

x?) <2V < x(o) = wé , les variables de derivacié 1 i 2 per l'ordenacié xl) <
)

< le) (2) < xé ), i les variables de derivacié 2 i 3 per :U(2) < ﬂcg ) = 33).
Observem que és redundant indicar la variable que correspon a cada node, aix{
com la derivacié que correspon a cada recta. El nombre n s’anomena longitud de
I’esquema i coincideix amb 1+ Jiax, ON Jmax és la derivacié més gran dels nodes de
I'esquema. Per exemple, a la part (b) de la figura 1 hi ha representat un esquema

de longitud n = 1 4+ 5 = 6, resultant en aquest cas I’ordenaci6 x(o) (M < xg))

<z}
entre variables de derivacié 01 1, l’ordena(no x]) = x§4) < m§4) per a les variables
de derivacié 3 i 4, i I’ordenacié x( ) < xl < x2 per a les variables de derivacié 4

15.

Hi ha una bijecci6 entre ordenacions de variables de derivacions consecutives que no
presenten inconsisténcies amb els esquemes i, en conseqiiéncia, parlar d’ordenacions
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consistents equival a parlar d’esquemes. Té sentit, doncs, el concepte d’esquema
representable per polinomis com aquell esquema que produeix una ordenacié entre
variables de derivacions consecutives representable per un polinomi.

El teorema d’ordenacié limita com poden ser els esquemes representables per poli-
nomis. Aixi, 'esquema de la figura 1 (a) no pot ser representable per un polinomi
P(z), ja que si tal polinomi existis s’arribaria a una contradiccié amb l’apartat (i)
del teorema d’ordenaci6 aplicat al polinomi f(z) = P(z) i a les arrels consecutives
a1 = xﬁ‘” ias = xg)) donat que la derivada f’ tindria quatre arrels, i en particular
un nombre parell d’arrels, comptant multiplicitats, en 'interval (a;, as). També
s’arribaria a una contradiccié amb Papartat (i) quan s’aplica a f(z) = P'(z) i a
les arrels consecutives a; = xg), as = xél), ja que en aquest cas f’ no tindria arrels
en l'interval (aq,as). L'esquema de la part (b) tampoc pot ser representable per
un polinomi donat que el nombre d’arrels de f’ quan f(x) = P"(x) en 'interval
(mf'), +00) és igual a 1, que és senar. En aquest cas s’arriba a una contradiccié
amb l'apartat (ii). També s’arribaria a una contradiccié amb 'apartat (iii) aplicat

a f(z) = P"(z).

En canvi, per als esquemes segiients

m 2) (3)
.« ! o
(4) . (5) .

Figura 2. Esquemes complets.

no hi ha manera d’arribar a contradiccions amb cap de les propietats (i), (ii) i (iii)
del teorema d’ordenacié. Tals esquemes s’anomenen esquemes complets. Dit d’una
altra manera, els esquemes complets sén els esquemes compatibles amb el teorema
d’ordenacié. S’obté, doncs, que tot esquema representable per polinomis ha de ser
complet.
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Un dels principals objectius d’aquest treball és establir que tot esquema complet
és representable per un polinomi, i, en conseqiiéncia, obtenir que:

Els esquemes representables per polinomis coincideizen amb els esquemes complets.

Aquest resultat, anomenat teorema de representacid, resol el problema esmentat
abans sobre la determinacié de les ordenacions entre variables de derivacions con-
secutives que sén representables per polinomis. En efecte, les ordenacions entre
variables de derivacions consecutives que sén representables per polinomis sén les
ordenacions compatibles amb el teorema d’ordenacio.

Tanmateix, aquest resultat és de fet el reciproc del teorema d’ordenacid, ja que as-
segura que tota disposicié de nodes o esquema complint les condicions del teorema
d’ordenaci6 prové de les arrels d'un polinomi i de les seves derivades. En particular,
tots els lligams existents entre les arrels de derivades consecutives de polinomis han
d’estar continguts en el teorema d’ordenacié. Com a exemple, aplicant el teorema
de representacié a I'esquema de la figura 2 (4), s’obté l'existéncia d’un polinomi
P(z) de grau n = 1 4 jiax = 7 tal que la distribuci6 de les seves arrels i arrels de
les seves derivades ve donada per les condicions (dy), (d1), ..., (ds) segtients: (do)
el polinomi P té exactament dues arrels reals diferents; la primera d’elles, i.e., la
més petita, amb multiplicitat dos; 'altra és simple, (d;) P’ té exactament quatre
arrels reals diferents, totes elles simples; la primera coincideix amb la primera arrel
de P; les altres tres estan situades entre les dues arrels de P, (dy) P” té quatre
arrels reals diferents, totes elles simples amb excepcié de la quarta, que és doble;
la primera arrel de P” esta situada entre la primera i segona arrels de P’, la segona
entre la segona i tercera de P, la tercera entre la tercera i quarta de P’, i la quarta
a la dreta de I’arrel més gran de P’. Aix{ es pot anar continuant fins arribar a la

condicié (dg), que diu que P té una tinica arrel, situada entre les dues arrels de
PG,

El nostre interes en I'obtencié d’aquest resultat prové de que ens va aparéixer de
manera natural tractant de contribuir en el problema de I’ordre-regqularitat en inter-
polacid de Birkhoff, que és un dels problemes més importants en Analisi Numeérica i
Teoria de I’Aproximacid, i que ha donat lloc a molta activitat investigadora des de
la década dels seixanta. Aquest consisteix en caracteritzar les matrius d’incidéncia
que permeten interpolacié Unica, conegudes amb el nom de matrius ordre-regulars.
Destaquen les condicions necessaries d’ordre-regularitat obtingudes per Schoen-
berg [51], 1966, Lorentz i Zeller [34], 1971, i Lorentz [28], 1972; la caracteritzaci6
de les matrius condicionalment regulars deguda a Ferguson [14]; i les condicions
suficients d’ordre-regularitat obtingudes per Atkinson i Sharma [2], 1969. Un bon
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recull dels resultats d’aquest periode es troba en [33]. No obstant, a part dels resul-
tats esmentats, poques millores significatives s’han obtingut sobre aquest proble-
ma. Finalment, mencionarem els treballs [18] i [47] sobre 'existéncia de zeros del
determinant de Vandermonde generalitzat.

Vam veure que aquest problema es reduia a estudiar I'existéncia de polinomis
de grau estrictament més petit que n, de manera que si s’ordenen les arrels de

la seva derivada j-¢éssima en la forma ygj) < ygj) < e < yr(izj), J=0,1,..,
1), (32) (jn)

aleshores es puguin extreure n arrels yi(fl Yiy -5 ¥, que estiguin ordenades
entre elles segons un ordre preestablert (aquest ordre és definit a través de la matriu
d’incidéncia). Si tal polinomi existeix, la matriu d’incidéncia és ordre-singular, és a
dir, no ordre-regular. Aix{ que, de fet, el coneixement de ’ordenacié entre totes les
arrels dels polinomis i de les seves derivades permet decidir sobre aquest problema
pel fet o no que un subconjunt de n arrels yl-(fl),ygz), . ,yi(fl”) tingui I’ordenaci6
del problema exigit. Aix0 ens va portar a estudiar les ordenacions possibles entre
les arrels dels polinomis i de les seves derivades i, com a primer pas, estudiar si les
ordenacions entre les arrels de derivades consecutives, compatibles amb el teorema

d’ordenacid, eren representables per polinomis.

Establert el teorema de representacié, poden considerar-se altres tipus d’ordena-
cions més exigents que la de derivades consecutives. Es a dir, ordenacions que
inclouen lligams entre variables de derivacions no consecutives. Aquif hi entra, per
exemple, I'estudi de les ordenacions tipiques, que és quan dues variables qualssevol
xz(f D xgz) estan lligades per alguna ordenacié. També hi entren ordenacions par-
cials de la tipica com per exemple la que dues variables 1’5{ o :UgQ) estan lligades
per alguna ordenacié sempre que j; i jo no difereixin en més de dues unitats. Per
tal que aquestes ordenacions puguin ser representables per polinomis (i.e. exis-
teixi un polinomi complint tots els lligams proposats), és necessari que ’ordenaci6
que indueixen entre variables de derivacions consecutives sigui compatible amb el
teorema d’ordenacié. No és pas cert que totes les ordenacions compatibles amb el
teorema d’ordenacié siguin representables per polinomis si n > 4. Aix0 ho veurem
a la secci6 3.3. De fet, si només exigim 'ordenacié de totes les variables que tenen
derivacions consecutives i, addicionalment, I'ordenacié entre variables que tenen
derivacions k£ i k + 2, on k > 1 és un nombre fixat, aleshores existeixen ordena-
cions d’aquest tipus i compatibles amb el teorema d’ordenacié, que no es poden
representar per polinomis.

Els tnics treballs que hem trobat en la literatura sobre 1’ordenacié de les arrels
de derivades de polinomis es refereixen a ’ordenacié tipica, i tenen com a punt de
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partida Particle d’Anderson [1], 1993, on s’estudia 'ordenacié de les arrels d'un
polinomi de grau quatre amb quatre arrels reals i diferents, i s’arriba a la con-
clusié que per a n = 4 existeixen ordenacions tipiques que no sén representables
per polinomis. Notem que aix0 és un cas particular del que hem esmentat abans.
Altres treballs van dirigits a comptar, per a n = 3,4 i 5, el nombre d’ordenacions
tipiques amb m(j) =n—j, 7 =0,1,...,n—1, i sense igualtats entre variables, i.e.,
amb xg V) 4 ajgz), que sén representables per polinomis ([24],[25]). Aquests treballs
mostren la dificultat de I'obtencié de resultats de representacié per a 1’ordenacié
tipica, fent-se necessari treballar amb ordenacions molt particulars. Aquesta difi-
cultat fa que a [26] 1 [27] s’estudiin les ordenacions que es presenten entre les arrels
d’un polinomi i les arrels de només una de les seves derivades.

La caracteritzacié de les ordenacions més exigents que la de derivades consecu-
tives que son representables per polinomis és un problema que avui dia sembla
inabordable donat que requereix teoremes de distribucié d’arrels de derivades no
consecutives de polinomis que en I'actualitat es desconeixen i, en tot cas, només es
disposa de ’aplicacié6 iterada del teorema d’ordenacié. Aquesta no existéncia d’un
resultat analeg al teorema d’ordenacié per a arrels de derivades no consecutives fa
que d’entrada no es coneguin quines ordenacions entre variables tenen la possibili-
tat de ser representables per polinomis, aixi que tot el que es pot fer és intentar
decidir, per a certes ordenacions molt particulars, quines sén representables per
polinomis i quines no ho sén, tal com es corrobora en les directrius dels treballs
mencionats sobre Pordenaci6 tipica. Es per aixo que el teorema de representacié
que hem obtingut és el resultat de representacié possiblement més complert que
es pot donar actualment.

Objectius

L’objectiu principal d’aquest treball és establir que tot esquema complet és repre-
sentable per un polinomi (teorema de representacié). A més, si és possible, deter-
minar quan aquest polinomi es pot escollir satisfent altres condicions addicionals.
Aqui hi entra, per exemple, estudiar quan es poden prefixar els valors concrets
d’algunes de les arrels del polinomi o de les seves derivades. En definitiva, establir
graus de llibertat en la determinacié del polinomi.

El segon objectiu del treball és classificar els polinomis en base a I'ordenacié de
les arrels de derivades consecutives. Aquesta classificacié es fara mitjangant la
correspondencia que hi ha amb els esquemes representables per polinomis que, pel
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teorema, de representacid, coincideixen amb els esquemes complets. Sobre aques-
ta classificacié incidirem especialment en els dos punts segiients: (a) trobar, si és
possible, el nombre de classes en que queden classificats els polinomis de grau n,
i (b) caracteritzar les classes de polinomis obertes, és a dir, que s6n subconjunts
oberts de R,,[z], 'espai de polinomis de grau més petit o igual que n. La carac-
teritzacié de les classes de polinomis obertes connecta amb saber quan al fer una
pertorbacié d'un polinomi, l’esquema del polinomi pertorbat i el del polinomi
inicial coincideixen.

El tercer objectiu del treball és veure que quan n > 4, existeixen ordenacions
entre variables, més exigents que la de derivades consecutives i compatibles amb el
teorema d’ordenacid, que no sén representables per polinomis. Tanmateix també
estudiarem el cas n < 3 caracteritzant, si és possible, totes les ordenacions tipiques
que sén representables per polinomis.

Estructura del treball

Per tal d’assolir els objectius del treball sera necessari crear una terminologia adient
que permeti, d’'una banda, formalitzar i treballar amb els conceptes anteriorment
presentats, i d’altra, desenvolupar la demostracié del teorema de representacio,
la qual cosa requereix utilitzar conceptes fins ara no establerts que necessiten
d’un llenguatge adequat. Aixi, deixarem de parlar de variables i introduirem els
nodes com parells (z,7) de R x N, essent = I’abscissa del node i j la derivacio,
i les configuracions com els conjunts finits de nodes. Els nodes, i per extensié
les configuracions, admeten una representacié geométrica en el pla via la inclusié
natural R x N C R2. Les ordenacions entre variables es recuperaran definint certes
relacions d’equivaléncia en el conjunt de totes les configuracions.

El treball esta organitzat en nou capitols. Els capitols 1, 2 i 3 corresponen a la
terminologia i propietats generals. Els capitols 4, 5, 6, 7 i 8 corresponen a la
demostracié del teorema de representacié i el capitol 9 al calcul del nombre de
classes d’equivaléncia en que queden classificats els polinomis de grau n, n > 1, en
base al seu esquema.

En el capitol 1 es presenta la terminologia que s’utilitzara durant la resta del
treball. Aqui s’introdueixen els conceptes de node, de configuracid i el d’espectre
d’un polinomi, que és la configuracié que correspon a les arrels d’un polinomi P i de
les seves derivades. Es a dir, la configuracié formada per tots els nodes (z, j) tals
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que PY(z) = 0. En aquest capitol també s’estableixen alguns resultats classics
sobre interpolacié de Birkhoff que s’aprofitaran més endavant. Les funcions nivell,
utilitzades en diversos aspectes de la interpolacié de Birkhoff, s’estudien a fons per
formular les extensions en el capitol 5. Finalment, mitjancant el teorema de Rouché
es relaciona l’espectre d’un polinomi amb ’espectre d’un dels seus pertorbats.

En el capitol 2 s’introdueixen les configuracions completes com aquelles que no
entren en contradiccié amb el teorema d’ordenacié. La reorganitzacié dels nodes
d’una configuracié en grups de nodes és 1itil de cara a simplificar notacions. També
es presenta el concepte de configuracid quasi-completa, que és aquella que no entra
en contradiccié amb el teorema de Rolle. Posteriorment es prova que tot espectre
és una configuracié completa. Finalment, es tracten algunes de les propietats
elementals de les configuracions completes i quasi-completes, que sén: la férmula
de la longitud i conseqiiéncies; i el test dels signes, que permet calcular el signe
que pren un polinomi i totes les seves derivades en cada punt x € R, a partir de
la coneixenca del seu espectre.

En el capitol 3 es donen tot un seguit de relacions d’equivaléncia, definides en
el conjunt de configuracions, de manera que les classes obtingudes per aquestes
relacions d’equivaléncia es corresponen amb les ordenacions entre les variables
presentades anteriorment. Aixi, per a p = 1 s’obté la 1-equivaléncia o equivaléncia,
la qual produeix com a classes d’equivaléncia els esquemes (ordenacions entre
variables de derivacions consecutives). En general, per a p = 0,1,2,... s’obté la p-
equivaléncia, que és la que correspon a ordenar les variables que tenen derivacions
que difereixen com a molt en p unitats. També es considera el cas p = +o0,
que és el que es correspon amb l'ordenacié tipica (totes les variables lligades).
Posteriorment es prova que tota configuracié completa de longitud n, 1 < n < 3, és
p-equivalent a un espectre quan p = +o0o0. Aix0 significa que totes les ordenacions
tipiques amb n < 3 i compatibles amb el teorema d’ordenacid, sén representables
per polinomis. A continuacié es classifiquen els polinomis de graun, 1 <n < 3, en
base a 'ordenacié tipica que presenten i s’explicita aquesta classificacié en funcié
dels seus coeficients. També es provara que per a n > 4 existeixen configuracions
completes de longitud n que no sén 2-equivalents a un espectre. Aixo significa que
per a tot n > 4 existeixen ordenacions entre variables de derivacions que difereixen
en una o dues unitats, i compatibles amb el teorema d’ordenacié, que no es poden
representar per polinomis. Finalment, es classifiquen els polinomis en funcié del
seu esquema i es caracteritzen les classes de polinomis que sén obertes a partir
dels esquemes simples.

Els capitols 4, 5, 6, 7 i 8 corresponen a la demostracié del teorema de representacio,
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que estableix que tota configuracié completa és equivalent a un espectre.

En el capitol 4 s’introdueixen els conceptes d’esquelet i de nodes veritables d’'una
configuracié quasi-completa. Essencialment, els esquelets sén subconjunts de les
configuracions quasi-completes formats per nodes que s’han escollit d’'una manera
molt especial; la informacié dels nodes no escollits esta continguda en els nodes
veritables. En aquest capitol també es presenta un nou tipus de configuracions
completes, les B-configuracions, i s’estudia la seva relacié amb els esquelets que
sén Pélya i conservatius.

En el capitol 5 s’analitza el moviment de les abscisses dels nodes d’una configuracié.
Per a cada tria de les abscisses s’obté una configuracié diferent, presentant-se
aix{ una amplia gamma de configuracions que queden incloses dins el concepte
d’aplicacio extensio. Posteriorment es presenta la nocié d’arrels veritables i latents
i es demostra la seva continuitat en funcié de les abscisses.

En el capitol 6 s’estableix el teorema de representacié per a les B-configuracions.
Es a dir, es prova que tota B-configuracié és equivalent a Pespectre d’un polinomi.
Un cop aixo, es fa un recompte del nombre de graus de llibertat en la determinacié
del polinomi i, finalment, es discuteix la unicitat d’aquest polinomi.

En el capitol 7 s’estudia, via el teorema de la funcié implicita, I’existéncia de pertor-
bacions d'un polinomi de manera que ’espectre del polinomi pertorbat s’obtingui
suprimint uns quants nodes de ’espectre del polinomi inicial (eliminacid de nodes).

En el capitol 8 es demostra el teorema de representacio. Aixi mateix, també es
doéna la versié d’aquest resultat que incorpora condicions addicionals o graus de
llibertat en la determinacié del polinomi, i que s’anomena teorema general de
representacid. Com a conseqiiéncia del teorema de representacid, es completa un
resultat de Mikusinski [39], 1949, sobre lexisténcia de polinomis que tenen un
nombre d’arrels reals, i un nombre d’arrels reals de les seves derivades, prefixat.
Finalment es fa un recompte del nombre de condicions addicionals que proporciona
el teorema general de representacié en la determinacié del polinomi.

En el capitol 9 es troben férmules recurrents per al calcul del nombre d’esquemes
complets de longitud n i per al calcul del nombre d’esquemes complets i simples
de longitud n. Es finalitza donant taules d’aquests nombres per a 1 < n < 100.



Capitol 1

Preliminars

En aquest capitol presentarem els conceptes basics relatius a configuracions, aix{
com les propietats, la major part d’elles conegudes, que necessitarem en els capitols
posteriors.

1.1 Conceptes basics i notacions

Per N i R denotem, respectivament, el conjunt dels nombres naturals i el conjunt
dels nombres reals. Si no es diu el contrari tots els polinomis que considerarem
seran polinomis d’una variable a coeficients reals, és a dir, elements de R[x]. Si
n € N, els conjunts

Rufz] = {P € R[z] | deg(P) <n}
Rolz] = {P € Rlz]|deg(P)=n}

sén, respectivament, els polinomis de grau menor o igual que n, i els polinomis de
grau exactament n. Finalment, per X denotem el cardinal d’un conjunt X.

Un node és un element de R x N. Aix{, els nodes sén parells a = (z, j) on z és un
nombre real anomenat abscissa de «, i j és un nombre natural anomenat derivacio
de a. Si f és una funcié real de variable real definida en un entorn d’un punt
x € R, i derivable j cops en z, el valor de f en o = (x,j) és la derivada j-éssima
de f en el punt z, i denotarem aquest valor per fla] = fU)(x). La funcié f és
nul-la en « si fla] = 0.

Una configuracic A és un conjunt finit de nodes. En general, el conjunt buit
A = ) no el considerarem com a configuracié. Si f és una funci6 real de variable

15
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real suficientment regular, direm que f s’anul-la sobre A si f és nul-la en tots els
nodes de A.

Les configuracions poden representar-se en el pla R?, dibuixant tots els seus nodes.
Aixi, si

A= {(_2,0), (%, 1),(3,0),(3,3), (5,1), (5,2), (5,3)}

aleshores la seva representacio és

° . (=3)
A: . (=2)
° : Y (=)
° ® (i=0)

2 1/2 3 5

Figura 1.1. Representacié geométrica de A.

Els nodes de A els estem representant amb punts; o sovint també mitjancant creus
"x". Les linies verticals, continues o discontinues, que uneixen dos nodes, només les
posarem si volem remarcar que els dos nodes implicats tenen la mateixa abscissa.

La longitud d’una configuracié A és el nombre ¢4 definit per £4 = 1+ jmax, ON Jmax
és la derivacié més gran dels nodes de A. Observem que /4 > 1. Per exemple, la
configuraci6 de la figura 1.1 té longitud /4, =1+ 3 = 4.

El conjunt format per totes les abscisses dels nodes de A el denotarem per ab 4,
aby ={r €R| 3j € Namb (z,j) € A} (1.1)

Notem que aquest conjunt sempre és finit.

Anomenem épsilon de A al minim de les semidistancies entre les abscisses de A.
Es a dir,

€A:min{|$;y‘ |:1;,y€abA,:C7£y} (1.2)

L’epsilon de A estara definit sempre que faby > 2. Quan flaby = 1 aleshores
definim e4 = +00. Observem que si (z, j) i (y, k) sén dos nodes de A amb abscissa
diferent, aleshores |z — y| > 2e4.

Si @« = (z,j) és un node de A, anomenem multiplicitat de o en A al nombre
natural m > 1 que satisfa (z,j) € A, (z,j+1) € A, ..., (z,j+m—1) € A, pero
(x,j +m) ¢ A. Aquest nombre m es denota per mults[a]. Per exemple, si A és
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la configuracié de la figura 1.1 aleshores mult4[(—2,0)] = 1, mult4[(5,1)] = 3 i
mult4[(5,2)] = 2.

Un node o = (z,j) € A és un peu de A si (x,5 — 1) ¢ A. Observem que la suma
de les multiplicitats de tots els peus de A coincideix amb fA. Per a qualsevol node
a = (z,j) € A, les condicions (x,j — 1) € A, (z,j —2)€ A, ..., (x,j— k)€ A, i
(x,j—k—1) ¢ A, determinen un peu (z,j — k) de A, que anomenarem peu de «
i denotarem per peuga].

Analogament, un node o = (z,j) € A és un cap de A si (x,5+1) ¢ A; o
equivalentment, si « té multiplicitat 1 en A. Per a qualsevol node oo = (x, j) € A,
les condicions (x,j+1) € A, (z,j+2) € A, ..., (x,j+k) € A,i(z,j+k+1) ¢ A,
determinen un cap (z,j + k) de A que anomenarem cap de « i denotarem per
capala]. Notem que el cap d'un node o« = (x,j) € A es pot definir directament
amb la férmula capa[a] = (z, j+mults]a] — 1).

Sigui (z,7) un peu de A de multiplicitat m i considerem el seu cap (z,j +m — 1).
Aleshores, per a qualsevol node (x, j') de A amb abscissa z, sén equivalents: (i) el
peude (x, ') és (x,j), (ii) el cap de (z,7’) és (z, j+m—1),1 (iii) j < j' < j+m—1.

Altra definicié que utilitzarem tot sovint és la relativa al nombre de nodes de certa
derivacié. Si j € N, el nombre de nodes de A que tenen derivacio j, i el nombre de
nodes de A que tenen derivacié més petita o igual que j, es denoten respectivament
per m4(j) i Ma(j). Es a dir,

(1.3)

Notem que Mu(j) = Z?,:OmA(j’). Posarem també ma(—1) = My(—1) = 0.
Queden definides doncs, per a cada configuracié A, les funcions m i M4, que
depenen de I'index j > —1 i que prenen valors naturals. Obviament m4(f4—1) > 1
ima(j) =0peraj> L4 Analogament, Ms(ls —2) <4A = Ma(j)sij>ls—1.

L’espectre d’un polinomi P € R|x] de grau n > 1, és el conjunt de nodes amb
derivacié més petita o igual que n — 1 anul-lats per P. Es a dir,

Z(P)={(z,j) e RxN|PY(z)=0,j<n-1}.

Aquest conjunt és una configuracio, ja que per a cada derivacié j hi ha com a molt
n — j arrels de PU). La seva longitud ¢ z(p) ¢s igual a n donat que P &5 un
polinomi de grau 1, i per tant té una arrel real. A la segiient figura es presenten
alguns exemples d’espectres.
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a) P(x)=ax*+bx +c

b%4ac >0 b%d4ac =0 b%4ac <0
X% Y g
b) PO)=(x-1)x (x+1) C) P()=x+1 d) P)=xx
X 1 X
X— X T
X X X —X B
e) Px)=x* f) P()=(x+6) (x-6) (3x* 4x +60)
— X
Y, S >, .3
— X X X

Figura 1.2. Polinomis P i els seus espectres Z(P) (sense marcar abscisses).

L’espectre d’un polinomi P conté tota la informacié possible sobre les arrels de P
i de les seves derivades successives, i té la propietat que si P és nul en un node
« de derivacié menor o igual que n, aleshores o ha de pertanyer a Z(P) (notem
que P™ ¢s una constant no nul-la i per tant la derivacié de o no pot ser n). Per
altra banda, la multiplicitat en Z(P) d’un node (z,j) € Z(P) coincideix amb la
multiplicitat usual del polinomi PY) en el punt z.

Direm que una configuracié A és un espectre si hi ha algun polinomi a coeficients
reals P, deg(P) > 1, tal que A és l'espectre de P. Si tal polinomi existeix, ha de
tenir grau igual a la longitud de A.

Finalment, observem que els conceptes presentats en aquesta seccié complementen
la terminologia utilitzada en [3], treball que dona nom a la interpolacié de Birkhoff,
i que presentem a continuacioé.

1.2 Interpolacié de Birkhoff

G. D. Birkhoff [3], 'any 1906, planteja el segiient problema: donats n nodes, tro-
bar un polinomi P € R,,_1[x] que prengui valors prefizats en els n nodes. Sota la
hipotesi d’existéncia i unicitat de tal polinomi, estudia I’error comeés a ’aproximar
una funcié pel seu polinomi interpolador en els n nodes. Aquest tipus d’interpo-
lacié, que generalitza la interpolacié de Lagrange (obtinguda quan els n nodes sén
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de la forma (z;,0), i = 1,2,...,n), la interpolacié d’Hermite (nodes de la forma
(xi,7), 1 = 1,2,...,r; 57 = 0,1,...,p;) 1 la interpolacié de Taylor (nodes de la
forma (a,j), j =0,1,...,n— 1), és coneguda com la interpolacidé de Birkholff.

Més tard, ’any 1966, Schoenberg [51] rescriu el problema d’interpolacié de Birkhoff
en termes de matrius d’incidéncia, que és una terminologia equivalent a la de [3],
i de forma que la transcripcié dels resultats d’una a altra notacié és obvia. Per
conveniéncia nosaltres mantindrem la notacié inicial de [3].

Aixi, donada una configuracié A qualsevol de n nodes, el problema d’interpolacio
de Birkhoff consisteix en trobar un polinomi P € R,_;[z] satisfent el sistema
d’equacions

Pla] = ¢, siae A (1.4)

on les ¢, a € A, sén dades reals donades. Cada node o € A té associada I'equacié
Pla] = ¢,, obtenint en total n equacions. Es diu que la configuracié A és regular si
per a qualsevol tria de les dades c,, el sistema (1.4) té soluci6 tnica P € R,,_;[z].
En cas contrari es diu que A és singular.

Escrivint els polinomis P € R, [z] en la forma P(z) = 31—, akxk—’;, el sistema
(1.4) es redueix a resoldre el sistema lineal
V(A)-a=c (1.5)
on a = (ag,ay,...,a, 1)" és el vector d’'incognites, ¢ = (co)aca ¢s €l vector de
dades i V(A) és la n x n matriu de coeficients
Yy~ yl=i Y1
V(A) = ( , — ... — (1.6)
(=) (@=5) (n—1—j)! (y,j)EA

amb el conveni que per a tot nombre real y és %’: =0sih<0,i @}’1—7 =1si h=0.
L’expressié (1.6) només déna una fila (fila corresponent al node (y,j) € A) de
la matriu V(A), a l'igual que la férmula ¢ = (ca)aca. Les files de V(A) i de ¢
estan ordenades amb algun ordre sobre els nodes de A, com per exemple 1'ordre

lexicografic: (y1,j1) < (y2,J2) sl y1 < y2, 0 Y1 = Y2 i j1 < Jo

La matriu V(A) s’anomena matriu de Vandermonde de A. Aquesta matriu també
depén de l'ordre escollit per als nodes de A, pero I'tinica diferéncia entre dues
matrius de Vandermonde de A obtingudes d’ordenar els nodes de forma diferent
és una permutacié entre les seves files. Aixi, quan parlem de V(A) suposarem
sempre que hem fixat préviament ’ordre sobre els nodes de A. El seu determinant
D(A) = det V(A) s’anomena determinant de Vandermonde de A.
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De (1.5) s’obtenen els segiients enunciats equivalents: (i) A és regular, (ii) D(A) #
0, (iii) el polinomi nul P = 0 és I'inic polinomi P € R,,_;[x] que s’anul-la sobre A.

A continuacié donarem alguns conceptes amb la finalitat d’establir condicions
necessaries o suficients per a la regularitat d’una configuracio.

Lema 1.1. Per a una configuracio A de n nodes i longitud ¢, les dues condicions
seglients son equivalents:

(i) Ma(j)>j+1 sij=0,1,....n—1
(i) Ma(j)>j+1 sij=0,1,....0—1
A més, si (i) o (ii) és certa, aleshores { < n.

Demostracié. Suposem que (i) és certa. Com que My(n — 1) > n > Myl — 2),
ésn—1>/¢—21per tant £ < n. Aixo implica que (ii) és certa. Suposem ara
(ii). Es compleix que n = Ma(¢ —1) > (. Si0 < j <{¢—1, de (ii) es desprén que
Ma(j) > j+1,isil < j <n—1aleshores My(j) =n > j+ 1. En definitiva,
també es satisfa (i). O

La condicié6 (i) o (ii) del lema anterior es coneix amb el nom de condicid de Pdlya
[44]. En cas de verificar-se, es diu que A és una configuracié Pdlya.

El segiient resultat és degut a Schoenberg [51]. Per facilitar la referéncia s’inclou
la seva demostracié.

Teorema 1.2. Tota configuracid reqular és una configuracié Pdlya.

Demostracio. Procedirem per reduccié a I'absurd. Suposem que A és una con-
figuracié de n nodes que no satisfa la condicié de Pdlya i hem de veure que A
és singular. Si m4(0) = 0 aleshores ja estem, puix que el polinomi constant
P = 1 s’anul-la sobre A i per tant A és singular. Suposem ara ma(0) > 1
i considerem un nombre natural j, € {0,1,...,n — 1} tal que Ma(jo) < Jo-
Aquest jo verifica jo > Ma(jo) > ma(0) > 1. Considerem també un polinomi
P(z) = iO:O ak% € R;,[z] no nul satisfent el sistema d’equacions

PO(z) =0 si(x,5) €A, j<jo (1.7)

L’existéncia de tal polinomi és deguda a que el sistema (1.7), que esta format
per Ma(jo) equacions amb les jo + 1 incognites ay, es redueix a un sistema lineal
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homogeni V' - a = 0, on a és el vector de les incognites a; i V' és una matriu de
coeficients amb menys files que columnes (M4 (jo) files i jo + 1 columnes). Aquest
polinomi P verifica deg(P) < jo < n—11s’anul-la sobre tot A. En efecte, sia € A
és un node de derivacié j, j > jo + 1, sera PY) = 0 i per tant Pla] = 0. Concloem
que A és singular i aix0 completa la demostracio. L]

Definicié 1.3. Sigui A una configuracié. Un node o = (x,j) € A és suportat en
A si existeixen dos nodes (x1,71) € A (22,)2) € Atals que 1 <z < w9, j1 < j i
jo2 < j. Observem que si « és suportat la seva derivacié j és com a minim 1.

El concepte de configuracié conservativa, o de matriu d’incidéncia conservativa,
ha tingut diversos significats ([3],[33],[53]), tots ells molt semblants. Direm que
una configuracié A és quasi-conservativa si tots els peus de A que sén suportats
tenen multiplicitat parell; o el que és el mateix, si A no té peus suportats de
multiplicitat senar. La configuracié A és conservativa si tots els peus de A de
derivaci6 no nul-la tenen multiplicitat parell. Obviament, si A és conservativa, A
és també quasi-conservativa. Com a exemple, a la figura 1.3 hi ha representades
tres configuracions. Els nodes encerclats sén els peus suportats. La primera (a) no
és quasi-conservativa donat que el peu suportat té multiplicitat senar. La segona
(b) és quasi-conservativa perd no conservativa i la tercera (c) és conservativa.

(a) no quasi-conservativa (b) sl quasi-conservativa (C) si conservativa

— - (® o ¢ *® o o —
@ (@ (O ®—

& B ® . ¢ L
Figura 1.3

El segiient teorema, degut a K. Atkinson i A. Sharma [2], déna una condici6
suficient de regularitat. Altres demostracions d’aquest resultat es troben en ([52],
[34],[33])-

Teorema 1.4. Si A és una configuracié Pdlya i quasi-conservativa aleshores A
és reqular. O

Com a conseqiiéncia, tota configuracié Pélya i conservativa és regular.

Finalment, si A és una configuracié de n nodes i m és un nombre natural no nul,
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a la matriu de n files 1 m columnes

—j 1—j m—1—j
Vm(A):( vy v . y—> (1.8)
! ! (m—1—j)! (.J)EA

amb el conveni usual yh—}: =0si h <0, % = 1 si h = 0, anomenarem matriu
de Vandermonde de A amb m columnes. L’expressi6é (1.8) només déna la fila
corresponent al node (y,j) € A, havent d’ordenar les files de V;,(A) segons un
ordre predefinit sobre els nodes de A. Quan m = n aquesta matriu coincideix amb

la matriu de Vandermonde de A.

La matriu V;,,(A) és la matriu del sistema lineal que apareix quan s’intenta trobar
un polinomi P € R, ;[z] satisfent el sistema (1.4). Com abans, 1'inica diferéncia
entre dues matrius de Vandermonde de A, amb m columnes, obtingudes d’ordenar
els nodes de A de forma diferent, és una permutacié de files. En particular el seu
rang només depén de A i de m (no depén de Pordre escollit).

Si A és una configuracié i P és un polinomi que s’anul-la sobre A, qualsevol poli-
nomi () del tipus @ = AP, on A # 0 i real, també s’anul-la sobre A. El segiient
resultat es troba parcialment en ([9],[50]). Per a la seva versié completa veure [49].

Teorema 1.5. Sigui A una configuracié reqular de n nodes. Aleshores, existeix
un inic polinomi P(x) de grau n i amb coeficient principal igual a %, que s’anul-la
sobre A. L’espectre Z(P) d’aquest polinomi P conté la configuracid A i, a més a
més, P ve donat per la formula

1 n—1 n

o | B

—1)"

P(z) = , r€R, 1.9
=D Vsr(A) ' L

on tant les files de D(A) com les files de V,11(A) estan ordenades amb el mateix
ordre sobre els nodes de A.

Demostracié. La demostracié s’inclou per facilitar la referéncia. Observem primer
que l’espectre de tot polinomi P de grau n que s’anul-li sobre A ha de contenir la
configuracié A. En efecte, pel teorema 1.2 i el lema 1.1, la longitud ¢ de A és com
a molt n, i per tant tots els nodes de A tenen derivacié com a molt n — 1. Com
que P és de grau n, aixo implica A C Z(P).

La unicitat del polinomi es dedueix de que si P i () sén dos polinomis de grau n amb

coeficient principal igual a % i nuls sobre A, aleshores P — () té grau estrictament
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menor que n i s’anul-la sobre A. Per ser A regular haura de ser P — ) = 0 i per
tant P = ). Si veiem que el polinomi P definit per la férmula (1.9) satisfa les
hipotesis de I'enunciat ja estarem. Amb tal finalitat, posem

A= {(21,51), (T2, J2)s - - -5 (T, Jn) }, amb (21, 51) < (22, J2) < -+ - < (Tn, Jn)-

L’expressi6 (1.9) es rescriu en la forma

1 zt ant z"
1! (n—1)! n!
x;jl xi*h xllflfjl x’f*jl
(_1)n (ij]l-)! (1;]']1)! (";};jjl)! (”nijjl)!
P(ZL’): i) 2 ) 2 i) 2 Lo 2 (110)
D(A) | Ty Tt = —1-j) )
‘/E’;jn :C}L—jn Iz—l—jn wz—jn
(_]n)' (1_jn)! (n_l_jn)! (n_jn)!

El desenvolupament del determinant de (1.10) per la primera fila estableix que
deg(P) < n i que el coeficient principal de P és

()" (=)"D4) _(=1*™ 1

D(A) n! n! n!

Que P s’anul-la sobre A prové de derivar Pexpressié (1.10). En efecte, si i =
1,2,...,n, la derivada PU(z;) s’obté de canviar la primera fila del determinant

—Ji

de (1.10) per la fila <xl -

:—ji le—ji
(=gt (A=g)t> " 777 (n—ja)!

), obtenint aixf dues files iguals. Per

1.3 Funcions nivell

La fusi6 de dues files d’'una matriu d’incidéncia fou introduida per S. Karlin i
J.M. Karon en [23]; més tard, G.G. Lorentz en [31] estudia la fusié de varies
files formulada a partir de funcions nivell. Varies aplicacions de les fusions a la
interpolacié de Birkhoff, tals com la regularitat o el desenvolupament de Taylor del
determinant de Vandermonde, poden trobar-se en ([23],[31],[35],[33]). No obstant,
a part d’ésser una eina 1til per formular les fusions, les funcions nivell també
apareixen en altres aspectes de la interpolacié de Birkhoff, com per exemple en les
extensions de Rolle ([32],[33]).

En el que segueix es consideren funcions m : N — N finites, en el sentit que m(j)
val zero per a j prou gran. La funcié “majiscula” M : N — N esta definida a
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partir de les sumes parcials, M(j) = Z?/:o m(j"), 7 > 0. Observem que M i m es
determinen mituament, i que la condicié de finitud sobre m és equivalent a que
M estacioni (i.e., que M(j) sigui constant per a j prou gran). Si j = —1 posarem
sempre m(—1) = M(—1) = 0. Com a exemple, les funcions m = my i M = M4
d’una configuracié A sén funcions d’aquest tipus.

Per a una funcié m : N — N finita, posem

—+00

p(m) = Z(m(J) -1+

=0

onzy =xsix>0,1z; =0siz<0. Notem que p(m) és finit i que p(m) = 0 si
1 només si m < 1.

Suposem ara p(m) > 1. Considerem el nombre natural jo, € N més petit possible
satisfent m(jo) > 2, i sigui p > 1 el nombre natural que satisfa les condicions

; . 1.11
mUo+p—1) = 1, m(o+) = 0 Ay
Considerem també la funcié m : N — N definida per
m(j), si j # Jo,Jo+ D
m(j) = m(jo) — 1, sij=jo , J€N (1.12)
]-7 si ] - jO + p
Per a m tenim p(m) = p(m) — 1.
Després d’aplicar la iteracié anterior p(m) vegades, m — m — m — - - -, arribarem
a una funcié m* que satisfa p(m*) = p(m) — p(m) = 0, o sigui, m* només pren

valors 0 o 1. Donat que a cada pas m — T es manté la suma total Zj:og m(j) =

+00 —

i—om(j), es té

D_ml) =3 m () =i m*(j) =1} (1.13)

Es a dir, el nombre final de uns que pren m* és la suma Zj:og m(j), la qual
coincideix amb M (j) per a j prou gran.

Com a exemple, a continuaci6 calculem m* per a certa m. Les funcions m,m,m, . ..
que es van obtenint les escrivim com a matrius-fila (i.e, per exemple per a m posem



1.3. FUNCIONS NIVELL 25

m=[210013220010002¢0°0]0]
m=[1110132001000200]|O0]
m=[1110122101000200]|O0]
m=1[1110112111000200]0]
m=[1110111111100200]0]
%:[1110111111100110|0}:m*

Notem que tant en la construccié de m com en els raonaments posteriors no hem
utilitzat que jo sigui el minim possible satisfent m(jo) > 2. Podem demanar-nos si
s’acaba obtenint la mateixa funcié m* quan a cada pas m — ™ només demanem
que jo verifiqui m(jo) > 2. La resposta sera afirmativa, i totes aquestes funcions
m* coincidiran amb una funcié anomenada funcié nivell de m.

1.3.1 Funcions nivell. Propietats.

En aquest apartat, seguint ([31],[33]), donem la definicié de funcié nivell i estudiem
les seves propietats.

Definicié 1.6. Sigui m : N — N una funcié finita. La funcic nivell de m es denota
per m° i només pren valors 0 o 1. Es defineix recurrentment per: m°(0) = 1 si

i només si m(0) > 1, i si hem definit els valors m°(j’), j* = 0,1,...,5 — 1, i
conseqiientment també M°(j — 1) = Zi;l om°(j’), aleshores
of\ __ 17 SlM(])_MO(j_]-)Z]-

m”(j) = { 0, en cas contrari (1.14)

Com és usual posarem m°(—1) = M°(—1) = 0.
Observem que el valor m°(j) només depén dels valors m(j’) amb 0 < 5/ < j. Per
inducci6 en j € N és facil veure que M°(j) < M(j) si j > 0, és a dir,

Me< M (1.15)

Com a conseqiiéncia podem substituir el terme “en cas contrari” de (1.14) per
“M(j) — M°(j —1) = 07, isi m(j) > 1 aleshores m°(j) = 1. De (1.15) també
es desprén que m° és finita (M estaciona = M estaciona). Una altra propietat
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senzilla de veure a partir de la definicié és que si inicialment m només pren valors
0 o 1 aleshores m® = m.

Proposicié 1.7. Sigui m : N — N una funcid finita. Suposem que jo € N és tal
que m(jo) > 2 (no necessariament el minim possible satisfent aquesta condicid).
Llavors,

(i) Si m : N — N és la funcié definida per m(jo) = m(jo) — 1, m(jo + 1) =
m(jo) + 1, @ m(j) = m(j) si j # jo,Jo + 1, aleshores m® = m°.

(i) Si p > 1 esta definit per les condicions de (1.11) i T : N — N esta definida
exactament com en (1.12), aleshores m° = m°.

Demostracid. (i) Procedirem per induccié en j > 0 veient que m°(j) = m°(j).
El cas j = 0 trivialment es verifica quan j, # 0 donat que m(0) = m(0) i per
tant m°(0) = m°(0). Quan j, = 0 aleshores el cas j = 0 se segueix del fet d’ésser
m(jo) > 2. Suposem ara que m°(j’) = m°(j’) per a j' =0,1,...,5 — 1, i hem de
veure que m°(j) = m°(j). Observem que de la hipotesi d’induccié es desprén que
M’ (j —1) = M°(j — 1). Distingirem, igual que en el cas j = 0, dos casos: (1)
j # jo per al qual és M(j) — M (j—1) = M(j) — M°(j —1) = M(j) — M°(j — 1)
i per tant m°(j) = m°(j), i (2) j = jo, d’on directament m°(j) = m°(j) = 1 donat
que per a aquest valor de j es té m(j) > 11m(j) > 1. Pel principi d’induccié aixo
completa la demostracio.

(ii) S’obté immediatament aplicant p cops 'apartat (i). O

Notem que l'apartat (ii) de la proposicié anterior implica que després de p(m)
iteracions, m — m — m — --- — m*, on inclis a cada iteraci6 m — ™ no
fem necessari que jo sigui el minim possible satisfent m(jy) > 2, arribarem a la
funcié nivell m°. En efecte, de la proposicié anterior i d’ésser m* < 1 resulta

mo:mo:(ﬁ)o:”.:(m*)o:m*.

A continuacié estudiem les propietats més elementals de les funcions nivell. Per a

una funcié m : N — N finita considerem els nombres u(j), j = 0,1,2, ..., definits
recurrentment per
1(0) =m(0), p(j) = (u(j—1) =D +m(j) sij=1 (1.16)

Dit d'una altra manera, si j > 0 aleshores

p() = (- (mO) =Dy +m1) =Dy ---+m@G - 1) =1y +m(j)  (L17)
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Es compleix que
p(j) =M@G)—-M°(-1), j=0, (1.18)

i en particular que p(j) > 1 siinoméssi m®(j) = 1. La igualtat (1.18) es demostra
per induccié en j. En efecte, quan j = 0 és trivialment certa. Suposem que la
igualtat és certa per a j — 1. Aleshores,

p) = Wl =1 =D +mj) = MG -1) = MG —-2) = 1) +m())
= M@G—-1)=M(j—=2)—m’(j —1) +m(j) = M(j) = M°(j — 1)

i ja hem acabat. Com a conseqiiéncia,

Proposicié 1.8. Sigut m : N — N una funcid finita. Llavors,
(i) Si definim recurrentment v(j), j =0,1,2,..., per
v(0) =0, v(j)=EE-1)+m(G—-1) -1+ sij=1, (1.19)

aleshores v(j) = M(j —1)— M°(j —1), j=0,1,2,...

(11) Si existeiz un n € N tal que M(n —1) = M°(n — 1) i considerem la funcié
m : N — N donada per m(j) = m(n+j), j =0,1,2,..., llavors m°(j) =
m°(n+7), 7 =0,1,2,... En particular els valors m°(j'), j/ > n, no depenen
dels valors m(0),m(1),...,m(n — 1).

(i1i) Si my: N — N és una altra funcid finita amb m < my aleshores m® < m§.

Demostracié. Per a j > 0 siguin p(j), @(j) i p,(j) els nombres definits a (1.16)
per a les funcions de 'enunciat m, m i m; respectivament.

Per provar (i) posem v'(j) = p(j) — m(j), j > 0. Quan j = 0 es té v'(0) =
1(0) =m(0) =0,isij=>1

V(i) = ml) =mG) =@ -1 -1 =@@-1)-m@G-1)+m(i-1)-1);
= (WG=D+m(G-1)-1);.

Aixi que els v/(j) 1 els v(j) satisfan la mateixa férmula recurrent i per tant sén
iguals, resultant v(j) = 0'(j) = p(j) —m(j) = M(j — 1) — M°(j — 1).

(ii) Sera suficient veure que fi(j) = p(n + j) si j > 0, perd aquestes igualtats
sén trivialment certes procedint per induccié en j. En efecte, si j = 0 és 1(0) =
m(0) = m(n) = M(n) — M°(n — 1) = p(n). Suposem u(j — 1) = p(n+j — 1).
Aleshores, 7i(j) = (i(j—1)—1); +7(j) = (a(n+j—1)—1)s +m(n-+) = p(n+7).
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Per demostrar (iii) utilitzarem (1.17), d’on es desprén que pu(j) < p,(j) per a tot
j>0. 0

La hipotesi m < m; en Papartat (iii) és més forta que la hipotesi M < M;. Sota
aquesta ultima veurem més endavant que M° < M7.

Lema 1.9. Siguin my,my : N — N dues funcions finites i g : N — {0,1} una
funcié a valors 0 0o 1 amb G < My + M,. Aleshores G < My + M.

Demostracid. Provarem que G(j) < M{(j) + Ms(j) per induccié en j € N. Si
j = 0 cal veure g(0) < m9(0) + m(0). Aixo només pot ser fals quan g(0) =1 1i
m$(0) = m2(0) = 0. En aquest cas, de m{(0) = 0 obtenim m;(0) = 0, arribant a
una contradiccié amb ¢(0) < m;y(0) + m2(0).

Sigui ara j > 1 i suposem G(j — 1) < M{(j — 1) + My(j — 1). Hem de veure
que G(j) < MP(j) + M(j). Degut a la hipotesi d’induccid, la desigualtat anterior

només pot ser falsa si g(j) = 11 m$(j) = ma(j) = 0. En aquest cas pero,
utilitzant que m{(j) = 0, i conseqiientment també M;(j) = M?(j — 1), tindrem
G(j) < Mi(j) + Ma(j) = MP(j — 1) + Ma(j) < MP(j) + Ma(j). O

Teorema 1.10. Siguin m,mi,mo, m3 : N — N funcions finites. Fs verifiquen:
(i) Si g:N—{0,1} i G < M llavors G < M°.
(i) Si My < M, aleshores MY < M3.

(1it) (M1 +mg)® = (m] +my)® = (M7 +m3)°.

(iv) (mq 4+ ma+m3)° = ((my 4+ m2)° +m3)° = (my + (ma + m3)°)°.

Demostracié. (i) S’obté aplicant el lema anterior amb my = 0. (ii) Resulta de que
M? < My < My i d’aplicar 'apartat (i) a les funcions g = m$, m = mo.

(iii) Per a qualssevol a,b : N — N funcions finites denotem (A + B)° la funci6
majiscula de (a + 0)°. Es a dir, (A + B)°(j) = ;,:O(a + b)°(j'). La segona
igualtat de (iii) s’obté aplicant dos cops la primera. Per tant sera suficient veure la
igualtat (my+m2)° = (m{+m2)°, o el que és el mateix, (M;+ Ms)° = (M{+ Ms)°.
Tenim que M{ + My < M; + M, i per tant (M + My)° < (M; + My)°. L’altra
desigualtat prové de que (M; + Ms)° < M; + M. D’aqui que, pel lema 1.9,
(M; + My)° < M + M, i aplicant ara l'apartat (i) d’aquest teorema resulta
(M + Ms)® < (M7 + Ma)°.
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(iv) Resulta de (mq +mg 4+ m3) = (my + my) + mg i de apartat (iii) que acabem
de veure. U

Una condicié important és la que es dona a la segiient definicié.

Definicié 1.11. Siguin m : N — N una funcié i n € N. Es diu que m satisfa la
condicié de Pdlya per sobre amb n si

n—1
M(n—=1)=M@G—-1)=) m(j)<n—j peraj=01,..,n—1 (120)

J'=3
im(j) =0 peraj>n.

Observem que quan j = 0 la desigualtat (1.20) es converteix en M(n — 1) < n.
Per altra banda, si A és una configuracié de n nodes, la funcié m = m, satisfa
la condicié de Pélya per sobre amb n si, i només si, A és una configuracié Pélya.
En efecte, tant si m satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n com si A és
una configuracié Pélya hem de tenir M(n — 1) = n, ja que el nombre de nodes
de A és n, 1 per tant les desigualtats de (1.20) i les desigualtats M (j') > j' + 1,
j =0,1,...,n— 1, passen a ser les mateixes simplement fent el canvi j' = j — 1.

Per a una funci6 m qualsevol (finita) sempre hi ha algun n tal que m satisfa
la. condici6 de Pdlya per sobre amb n. Aixd prové de que si m(j) = 0 per a
j > n*, és immediat veure que m satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb
n = max{n* — 1+ M(n* —1),n*}. Altres propietats que es deriven de (1.20) sén:
(1) si m satisfa la condici6é de Pélya per sobre amb n i n’ > n, llavors m satisfa la
condicié de Pélya per sobre amb 7/, i (ii) si m; < my i my satisfa la condicié de
Pélya per sobre amb n, m; també satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n.

Teorema 1.12. Siguin m, my,ms : N — N funcions finites ¢ n € N.

(i) Si m satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb n, aleshores M°(n — 1) =
M(n—1)im°(j) =0 peraj>n.

(i1) La funcié my + my satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb n si i només
st m{ + my la satisfa.

Demostracié. (i) Per Papartat (ii) de la proposicié 1.8 sera suficient veure que
Me°(n—1) = M(n —1). Considerem la funcié g : N — {0, 1} donada per g(j) =1
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sin—M(n—1)<j<n,ig(j)=0 en cas contrari. La funcié G és

0, si0<j<n—M(n-1)
G)=4 j+1—-n+Mn-1), sin—Mn—-1)<j<n (1.21)
M(n —1), sij>n

De (1.20) i (1.21) s’obté facilment que G < M, i aplicant 'apartat (i) del teorema
1.10, G < M°. En particular M°(n — 1) > G(n — 1) = M(n — 1) i per tant
M°(n—1) = M(n—1).

(ii) Per provar aquest apartat necessitem del segiient resultat.

Lema 1.13. Per a qualsevol funcié finita m : N — N ¢ qualsevol nombre natural
n, les dues condicions segiients son equivalents:

(a) m satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb n
(b) m° satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb n

Demostracié. (a)=(b) Si m satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n, aplicant
l'apartat (i) del teorema 1.12 tindrem m°(j) = 0 per a j > n. D’altra banda,
com que m° < 1, totes les desigualtats de (1.20) sén trivialment satisfetes per a la
funcié m = m?°. Per tant, m® també satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n.

(b)=(a) Suposem que m?° satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n, i en par-
ticular que m°(j) = 0 si j > n. Aixo implica que m(j) = 0 per a j > n.
Considerem ara un n’ > n de manera que m satisfa la condicié de Pélya per sobre

amb n'. Per l'apartat (i) del teorema 1.12 tindrem M(n — 1) = M(n' — 1) =
Me(n'—1) = M°(n—1)ipertant,sij=0,1,....,.n—1, M(n—1)—M(j —1) =
Mo(n—1)—M((G—-1) <M°(n—1)—M°(j—1)<n-—j. O

Aplicant el lema anterior, la funcié m + ms satisfa la condicié de Pélya per sobre
amb n si 1 només si la funcié (my + mz)° = (Mg + m2)° la satisfa, que torna a ser
equivalent a que m{ + my la satisfaci. Hem acabat la demostracié del teorema. [J

La igualtat (1.13) és una conseqiiéncia del teorema anterior, ja que fixant un n
de forma que la funcié m satisfaci la condicié de Pélya per sobre amb n, resulta
M°(n—1) = M(n—1)im°(j) = m(j) = 0 per a j > n, ien particular ijog m(j) =

Z]Um()

Sim : N — N és una funcié finita, es defineix el coeficient de col-lisié de m, a[m],
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per

afm] =Y [M(j) = M°(j)] (1.22)
=0
La suma anterior és finita degut a que si n € N és tal que m satisfa la condicié
de Pdlya per sobre amb n, del teorema 1.12, apartat (i), es dedueix que a[m] =
Z?;&[M(j)—M"(j)]. Notem que a[m] > 0,ia[m| =0 M = M° < m=m’ &
m < 1. Altres propietats interessants del coeficient de col-lisi6 es troben en [33].

Si A és una configuracié posem m% = (m4)° i M4 = (M,)°. Una aplicaci6 del
teorema 1.12 és el segiient corol-lari.

Corol-lari 1.14. Sigui A una configuracié de n nodes. Sén equivalents:
(i) A és una configuracié Pdlya.

(i) my(j) =1pera0<j<n—1,im%(j)=0peraj>n.

Demostracio. Si A és una configuracié Pélya, la funcié m = my satisfa la condicié
de Pélya per sobre amb n. Aplicant ara Papartat (i) del teorema 1.12 obtenim
que m%(j) =0peraj>niMin—1) = Ms(n—1) =n. Aixo tltim implica
m%(j) =1peraj<n-—1,jaquemy < 1. Tenim doncs (ii).

Que (ii) implica (i) és trivial donat que My > M§. O

1.3.2 Funcions conservatives

Definicié 1.15. Siguin k£ i p dos nombres naturals amb p > 1. A la funcié
Mkpy : N — {0,1} definida per mpp) (j) = 1sik <j<k+p—1imupy() =0
en cas contrari, ’anomenarem seqiiéncia de tipus (k,p). Direm que la seqiiéncia
Mkp) €8 conservativa si k =0, 0bé k > 11 p és parell.

Dues seqiiéncies my i ms sé6n disjuntes si la condicié mq(j1) = ma(j2) = 1 implica
|j1 — j2| > 1, on || denota el valor absolut de x. Es a dir, m; i my sén disjuntes si
i només si tenen suport disjunt, o equivalentment, m; +my < 1. Si my = m, p,)
1My = My, p,), sén disjuntes si i només si ky +py < ky, 0 ky +pp < k1.

Dues seqiiéncies mq, mo sén completament disjuntes si la condicié mq(j1) = ma(j2) =
1 implica [j; — j2| > 2. Observem que les seqiiéncies my = Mk, py) 1 M2 = My py)
sén completament disjuntes si i només si k; +p; +1 < kg, 0 kg +po + 1 < K.
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Sim: N — {0,1} és una funcié finita a valors 0 o 1, m es descompon de manera
tnica com a suma de seqiiéncies completament disjuntes dos a dos. Per exemple,
representant les funcions com a matrius-fila,

[1,1,0,1,1,1,0,0,1,0[0] = [1,1,0,0,0,0,0,0,0,0/0] +[0,0,0,1,1,1,0,0,0,0[0]
+[0,0,0,0,0,0,0,0,1,0[0] .

A aquestes seqiiéncies les anomenarem segiiéncies de m. Direm que una funcié
m: N — {0,1} és conservativa si totes les seves seqiiéncies sén conservatives.

El resultat més important d’aquesta secci6 és el segiient teorema.

Teorema 1.16. Suposem que m; : N — {0,1}, i = 1,2,...,r, sén r funcions a
valors 0 o 1. Sigui m,p) una segiiéncia de la funcid nivell (>, m;)°, amb p
senar. Llavors hi ha d’haver alguna seqiiencia d’alguna funcié m;, 1,2,....r, tal
que el tipus d’aquesta seqiiéncia és de la forma (k*,p*) amb p* senar i k* > k.

Abans de provar el teorema establirem els segiients resultats:

Lema 1.17. Siguin mi = M, p,) © Mo = Mk, p,) dues seqiiencies. Aleshores

(i + ma)° = { my -+ ma, sz: mi, Mo SON c/ompletament dz’sju?zt-es

M (min{kr ko },pr+p2)> St M1, Mo N0 s6n completament disjuntes
Demostracié. Si my i mo sén completament disjuntes també sén disjuntes, i, per
tant, my +my < 11 (mq + mg)° = my + mo. Suposem ara que m; i My no sén
completament disjuntes. En aquest cas ’expressio de la seva suma my +ms escrita
com a matriu-fila és

my+ms=10,0,...,0,1,1,...,1,2,2,...,2,1,1,...,1,0,0,0,.. ] (1.23)

a b—a c—b d—c

on a = min{ky, ko}, b = max{ky, ko}, ¢ = min{k; + p1, ko + po}, d = max{k; +
p1, ko + po}.  Utilitzant ara la successié de passos my + my — my +my —
my +mg — -+ — (my+mg)* = (my+my)°, al final arribarem a que els ¢ —b dosos
de (1.23) s’han transformat en uns, i que han aparegut ¢ — b uns a continuacié de
Iiltim 1 que apareix en (1.23). Es a dir,

(my +ms)° =1[0,0,...,0,1,1,...,1,1,1,...,1,1,1,...,1,1,1,...,1,0,0,0,.. ] .

7 >
hd Vo Vo v
a c—

b—a b d—c c—b
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Aixi que (mq + my)° és la seqiieéncia de tipus (k,p), on k = a = min{ky, ka} i p =
(b—a)+(c=b)+(d—c)+(c=b) = d+c—(a+b) = ki+pithe+pa—(kitkz) = p1+p2,

quedant demostrat el lema. L]
Lema 1.18. Suposem que r > 1 és un nombre natural © que mq, ma, ..., M, Son
r seqiéncies de tipus respectius (ki,p1), (k2,p2), .-, (kr,pr). Sigui mg.p) una se-
qiiencia de la funcié navell (3._, m;)°, amb p senar. Llavors hi ha d’haver alguna
seqiiencia m;, i = 1,2, ..., r, tal que el seu tipus (k;, p;) verifica (i) p; és senar, i
(i1) k; > k.

Demostracié. Per induccié en r. Sir = 1 tindrem (D), m;)° = mq = M, py),
que implica Mk, p,) = M) 1 per tant (ki,p1) = (K, p).

Suposem r > 2 i que 'enunciat és valid per a r — 1 seqiiéncies. Hem de veure que
també ho és per a r seqiiéncies. En efecte, si totes les seqiiéncies m;, i = 1,2,...,7,
sén completament disjuntes dos a dos tindrem > ., m; < 11 (3, m;)° =
Y oi_ym;. D’aqui que les seqiiéncies m;, ¢ = 1,2,...,7, sén les seqiiéncies de la

funcié (>°)_, m;)° i, conseqiientment, hi ha d’haver algun i amb m ) = M, p,)-

Suposem ara que hi ha com a minim dues seqiiéncies de les m;, i = 1,2,...,r, que
no sén completament disjuntes. Sense pérdua de generalitat, reordenant les m; si
cal, podem suposar que m,_; i m, no sén completament disjuntes. En virtut del
teorema 1.10 (iii) i del lema 1.17 resulta

(Zn%) = (imrl— (my—1 —l—mr)o> = (imZ +m’>

on m’ és la seqiiéncia de tipus (min{k,_1, k. }, p,_1 +p,). Podem aplicar la hipotesi
d’induccié a les r — 1 seqiiéncies my, mo, ..., m,_o, m’, obtenint que passa alguna
de les dues possibilitats segiients: (i) hi ha un ¢ = 1,2,...,r — 2 amb p; senar i
amb k; > k, i per tant en aquest cas ja hem acabat, o (ii) p,_1 + p, és senar i
k < min{k,_1, k,}. En aquest cas també hem acabat donat que p,_; o bé p, ha de
Ser senar. [

Demostracio del teorema 1.16. Per demostrar el teorema només cal descompondre
cada m; en suma de les seves seqiiéncies i després aplicar el lema 1.18. ]

Finalment, provarem un resultat que és conseqiiéncia del teorema anterior i que
farem servir més endavant.
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Corol-lari 1.19. Si m; : N — {0,1},i=1,2,...,7, sén r funcions conservatives
aleshores (Y":_, m;)° també és una funcié conservativa.

Demostracio. Procedirem per reduccié a ’absurd. Suposem que existeix almenys
una seqiiencia de la funcié (3., m;)°, diguem my ), que no és conservativa. Es
a dir, £ > 11 p és senar. Pel teorema anterior existira alguna seqiiéncia d’alguna
funcié m; tal que el tipus d’aquesta seqiiéncia és de la forma (k*, p*) amb p* senar
ik* >k > 1. Aixo contradiu el fet que m; és conservativa, i per tant ja hem
acabat. OJ

1.4 Una conseqiiéncia del Teorema de Rouché

L’objectiu d’aquest apartat és veure com es relaciona l’espectre d’un polinomi
amb l’espectre d’un dels seus pertorbats. El resultat fonamental que utilitzarem
és el classic Teorema de Rouché ([46],[8]). Per facilitar la lectura l’enunciem a
continuacio.

Teorema 1.20. Siguin 2 un obert del pla complex i f,g : 2 — C dues funcions
analitiques tals que | f(z)—g(2)| < |f(2)| per a tot z € dD(a,r), on el disc D(a,r)
és tal que la seva adheréncia esta continguda en €). Aleshores,

Z mult(g, 2) = Z mult(f, z)

z€D(a,r) z€D(a,r)
9(2)=0 f(z)=0

on per a una funcié analitica h, mult(h, z) denota la multiplicitat usual de h en
z. Il

Una conseqiiéncia ben coneguda del Teorema de Rouché és que els zeros d'un
polinomi s6n funcions continues dels seus coeficients ([7],[37],[42]). Aquest resultat
és un cas especial del teorema de Hurwitz [21] i estd contingut en el segiient
teorema, que per facilitar la referéncia s’inclou la demostracio.

Teorema 1.21. Sigui f(z) = ., aszs—j un polinomi a coeficients complexos amb

ap, # 0 1 siguin zy, 29, ...,z les seves arrels diferents dos a dos. Llavors, per a
tot nombre real € > 0, amb ¢ < min;z;{|z — 2;| /2} si k > 2, existeiz un 6 > 0

de manera que si f(z) = >0 a3 és un polinomi de grau n amb |a, — a| < 6,

s=0,1,...,n, aleshores el nombre d’arrels, comptant multiplicitats, de f en cada
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disc D(z;,¢),1=1,2,...,k, és evactament mult(f, z;). En particular, les n arrels
complexes de [ es troben en Ule D(z;,¢).

Demostracid. Si € és com en 'enunciat, f no pot tenir cap arrel en 0D(z;,¢),
t=1,..., k. Considerem els nombres

ro= min{min{|f(z)| : 2 € ID(z;,2)}}

1<i<k

h = max{max{|z|:z € 0D(z;,¢)}}

1<i<k

i prenem 0 = r/(}_, %), Sigui f(z) = > o @s% com en l'enunciat. Si z €
0D(z;, ¢) tindrem

~ _ L N " RS
()= 1) < max{la, —a} Y <0> G =r<IfC) -
s=0 s=0

T 0<s<n

Pel Teorema de Rouché f té exactament mult(f, z;) arrels en D(z;,¢) comptant
multiplicitats. El polinomi f no pot tenir més arrels donat que té grau n i ja n’hem
trobat mult(f, z1) + - - - +mult(f, zx) = n. Aixod completa la demostracio. O

Una conseqiiéncia del teorema anterior és el segiient corol-lari.

Corol-lari 1.22. Sigui f(z) =3 ", asﬁ—j un polinomi a coeficients reals amb a,, #
0 7 siguin x1,Ts, ..., Tm, m < n, les seves arrels reals diferents dos a dos. Ezisteix
un €9 > 0, amb gy < min;;{|z; — x;| /2} si m > 2, tal que per a tot nombre real
e satisfent 0 < € < gy ezisteiz un § > 0 de manera que si f(x) =Y 1 as% és un
polinomi de grau n a coeficients reals amb |as — as| < 0, s =0,1,...,n, aleshores

es verifiquen:

(i) Si xe€R i f(x) =0 lavors |x — ;| < € per a algun i =1,2,...,m.

(i) Per a cada i =1,2,...,m, existeix un nombre parell o = o(i) > 0 tal que

Z mult(f, x) =mult(f,z;) — o
le—wi|<e

f(2)=0

Demostracid. Siguin z1, 2o, . .., 2, amb k > m, les arrels de f. Prenem un g5 > 0
qualsevol tal que 'adheréncia D(z;, ) no talli I’eix real per a cada arrel z; no real
de f, i fent-lo encara més petit podem suposar ¢ < min.;{|z; — z;| /2} si k > 2.
Notem que aquesta tltima desigualtat implica e < min;;{|z; — ;| /2} si m > 2.
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Anem a veure que aquest gy satisfa les condicions de l’enunciat. Sigui £ amb
0 < € < gg. Aplicant el teorema 1.21 a f i a g, s'obté un § > 0 que veurem
que és el que estem buscant. Es a dir, hem de provar que per a tot polinomi
f(x) =31 4% de grau n a coeficients reals i amb [@, —as| < dsis=0,...,n,
es verifiquen les conclusions (i) i (ii) de l'enunciat. Si z € R i f(z) = 0, pel
teorema 1.21 sera |z — z;| < e per a algun i = 1,... k, i per ser € < €q, z; té que
ser arrel real de f. Per tant (i) estad provat. Sigui ara 1 < ¢ < m. Pel teorema
1.21, fvté exactament mult(f, ;) arrels en D(z;,¢) comptant multiplicitats. Com
que fés a coeficients reals, si z € D(z;,¢) és arrel de fllavors la seva conjugada
Z € D(w;,¢) també és arrel de f i amb la mateixa multiplicitat. Aixf, el nombre
d’arrels no reals de f en D(x;,¢), comptant multiplicitats, és parell. Prenent o
aquest nombre, resulta (ii). O

Aplicant el corol-lari 1.22 a cada derivada f = PU) d’un polinomi P s’obté el
segiient resultat, que relaciona I’espectre d’un polinomi amb ’espectre d’un dels
seus pertorbats.

s

Teorema 1.23. Sigui P(x) = Y7  a,% un polinomi a coeficients reals de grau
n. Hi ha un o, amb 0 < g9 < ez(py, on ezp) €s l'épsilon de Z(P), tal que per
a tot nombre real € satisfent 0 < ¢ < gq existeir un 6 > 0 de manera que si
Q(z) = >0 bs% és un polinomi de grau n a coeficients reals amb |by — as| < 9,
s =0,...,n, aleshores es satisfan les dues propietats segiients:

(i) Si (y,j) € Z(Q), existeix un node (x,j) € Z(P) amb |y — z| < e.
(ii) Per a tot (x,j) € Z(P), existeir un nombre parell o > 0 tal que

> multyg)l(y, )] = multyp)[(z,j)] - o (1.24)

(¥,9)€2(Q)
ly—z|<e



Capitol 2
Configuracions completes

En aquest capitol introduirem els conceptes de configuracié completa i de con-
figuracié quasi-completa, i estudiarem les seves propietats més importants. La
primera seccié conté la terminologia de grups de nodes, molt utilitzada en els capi-
tols posteriors, i també emprada per donar el concepte de configuracié completa
a la seccié 2.2. Tanmateix, a la seccié 2.2 també veurem que els espectres sén
configuracions completes. A les seccions segiients estudiarem altres propietats de
les configuracions completes i quasi-completes, tals com la férmula de la longitud
i el test dels signes.

2.1 Grups d’una configuracio

Definicié 2.1. Sigui A una configuraci6. Direm que dos nodes (z1,j) € A,
(2,7) € A, amb una mateixa derivacié j, sén consecutius de A, si r1 < x5 1 a més
a més no hi ha nodes en A que tinguin derivacié j i abscissa compresa estrictament
entre x; i xg, i.e., no hi ha nodes en A del tipus (z,7) amb z; < z < zs.

Siguin (1, 7), (x2,J), ..., (zk, j) tots els nodes de A que tenen derivacio j, ordenats
de forma que 1 < x9 < -+ < X%. Obviament es verifica que k = ma(j). Els
parells de nodes consecutius de A que tenen derivacié j sén tots els parells del
tipus (z4,7), (i41,7), amb i = 1,2,...,k — 1. En particular hi ha exactament
(k—1); = (ma(j) — 1) parells de nodes consecutius de A de derivacio j.

Direm que un node (z4,7) € A és extrem-dret de A si no hi ha nodes en A que
tinguin derivacié j i abscissa estrictament més gran que x4, i.e., no hi ha nodes
en A del tipus (z,j) amb x > x;. Analogament, un node (z.,j) € A és extrem-

37
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esquerra de A si no hi ha nodes en A que tinguin derivacié j i abscissa més petita,
estrictament, que x..

Si ma(j) > 1, hi ha exactament un node extrem-dret de derivacié j i un node
extrem-esquerra de derivacié j, que coincideixen si ma(j) = 1.

Definicié 2.2. Sigui A una configuracié. A continuacié establirem una particié
de A en subconjunts anomenats grups de nodes o simplement grups. Aqui el mot
grup no té cap connotacié algebraica, siné que només representa certa col-leccié
de nodes.

Els grups de la configuraci6 A poden ser de tres tipus: grups interiors, grups
exteriors o grups atipics.

e Grups interiors. Suposem que (a, j—1), (b, j—1) sén dos nodes consecutius
de A de derivacié j — 1, on j és un nombre natural no nul, de manera que
per a aquests dos nodes es satisfa la segiient condicié addicional:

dr € R talque (z,j) €A 1 a<z<b (2.1)

és a dir, existeix com a minim un node de A que té derivacié j i abscissa
compresa entre a i b. Siguin (z;,7), ¢ = 1,2,...,k, els nodes de A que
tenen derivacié j i abscissa compresa entre a i b, ordenats de forma que
a < xy < Ty < -+ < x < b Suposem que la multiplicitat en A de cada
(xi,7) és m;. El subconjunt g de A donat per

g:U{(xi7j)7(xi7j+1)a"'7($iaj+mi_1)} (22)

i=1

esta format per tots aquells nodes o de A tals que el seu peu, peuy[a], té
derivacié j i abscissa compresa, estrictament, entre a i b. Aquest subconjunt
queda determinat pels nodes consecutius (a,j — 1), (b,j — 1) i pot definir-se
directament amb ’expressio

o= U {0, @j+1),. .. (z,j+multal(z, )] - 1)} (2.3)

(z,7)€A

a<z<b
Als subconjunts g de A construits a partir de dos nodes consecutius de A,
(a,7—1),(b,7—1), per als quals es satisfa la condici6 (2.1), els anomenarem
grups interiors de A. Com a exemple, a la figura 2.1 s’indiquen tots els grups
interiors (marcats amb el simbol (int)) d’una configuracié A. Observem que
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els nodes consecutius (a,j — 1), (b, j — 1) que s’han utilitzat per construir un
grup interior g, estan completament determinats per g. Denotarem aquests

nodes per o,(g) = (a,j —1)io}(g) = (b5 —1).

e Grups exteriors. Sigui (b, j — 1) un node extrem-dret de A de derivaci6
J — 1, on j és un nombre natural no nul, i de manera que per a aquest node
es satisfa la segiient condicié addicional:

dr € R talque (z,j) € A i z>b (2.4)

és a dir, existeix com a minim un node de A que té derivacio j i abscissa més
gran que b. Aquest node (b, j — 1) determina el subconjunt g de A donat per

o= U (@), @i+1),. .. (v, +multal(z, )] - D}, (2.5)

(z,j)€A
z>b

és a dir, g esta format pels nodes a de A tals que el seu peu, peugla], té
derivacié j i abscissa estrictament més gran que b. A qualsevol subconjunt
g de A construit a partir d'un node extrem-dret de A, (b,j — 1), per al
qual es satisfa la condicié (2.4), 'anomenarem grup exterior-dret de A. A
la figura 2.1 s’indiquen tots els grups exteriors-dret (marcats amb el stmbol
(ext-d)) d’una configuracié A. El node extrem-dret (b, j—1) que s’ha utilitzat
per construir un grup exterior-dret g esta completament determinat per g, i
denotarem aquest node per o,(g) = (b,7 — 1).

Analogament, si (a,j — 1) és un node extrem-esquerra de A per al qual es
satisfa la condicié addicional

Jr e R tal que (z,j) €A 1 x<a (2.6)
aleshores es considera el subconjunt g de A donat per
o= U (@) @i+, (@) +miltal(@ )] -1} (27)
et

Els subconjunts g de A construits a partir d'un node extrem-esquerra de
A, (a,j — 1), per al qual es satisfa la condicié (2.6), seran anomenats grups
exteriors-esquerra de A (veure figura 2.1). Com abans, el node extrem-
esquerra (a,j — 1) que s’ha utilitzat per construir un grup exterior-esquerra
g esta completament determinat per g, i denotarem aquest node per o;(g) =

((l,j - 1)

Direm que un subconjunt g de A és un grup exterior si g és un grup exterior-
dret o exterior-esquerra.
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e Grups atipics. Sigui j > 0 un nombre natural per al qual es satisfan les
condicions
ma(j—1) =0, ma(j) = 1 (2.8)

Aquest nombre j determina el subconjunt g de A donat per

o= | (@) @j+ D (g b midel(e )] -1}, (29)
(z,5)€A

o sigui, g esta format pels nodes « de A tals que el seu peu, peuyla], té
derivacié j. Als subconjunts g de A construits a partir d’un nombre natural
Jj satisfent (2.8) els anomenarem grups atipics de A.

® @
(at)
F— :
— (ex<)
— €
L @ -
(ext-e) — (int) I
ral [ — ] ot
r®] (int) @ o @
= (int) ,.— (int) r
[ = =]
I ® . (extd)

(at)
Figura 2.1. Grups d’una configuracié.

(int): grups interiors; (ext-d): grups exteriors-dret; (ext-e): grups exteriors-

esquerra; (at): grups atipics.

En general, direm que un subconjunt g de A és un grup de A si g és un grup
interior, exterior o atipic de A. La derivacid d’un grup g és la derivacié més petita
dels nodes de g. Per exemple, els grups donats en (2.3), (2.5), (2.7) i (2.9) tenen
tots ells derivacio j.

Observem que si o € g aleshores el seu peu, peuu[a], també pertany a g i té
derivacié igual a la derivacié j de g. En particular, si existeix algun grup de A que
té derivacié j, aleshores hi ha d’haver com a minim un peu de A que té derivacié
Jj. Aixo implica que per a la derivacié j d’un grup g hem de tenir m4(j) > 1, i
conseqiientment

0<j</ly—1.
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A més a més,

(a) Si g és interior aleshores m4(j — 1) > 2, i en particular j > 1. En efecte, els
nodes consecutius o (g), 0 (g) que determinen g tenen derivaci6 j — 1.

(b) Si g és exterior aleshores ma(j —1) > 1, i en particular j > 1. Aquest fet
prové de que el node extrem o (g) o o (g) que determina g, té derivacié j—1 > 0.

(c) Si g és atipic aleshores m4(j — 1) = 0. En efecte, la seva derivacié coincideix
amb el nombre natural j, satisfent les condicions de (2.8), que determina g.

Els grups que tenen certa derivacié j > 0 es poden donar de forma simultania.
Siguin (x;,j—1),7=1,2,...,k, els nodes de A que tenen derivaci6 j — 1, ordenats
de forma que 7 < x9 < --- < x). Es verifica que k = ma(j — 1). Els peus de A
que tenen derivacié j son tots aquells nodes de A que tenen derivacié j i abscissa
diferent de tots els x;, i = 1,2,..., k. Siguin

—OO:£C0<£C1<$2<"'<$k<$k+1:+00.

Per a cada ¢ =0,1,...,k considerem el subconjunt de A
(z,j)EA
X <x<Tjq1

Es a dir, g; esta format pels nodes o de A tals que el seu peu, peuy[a], té derivacié
J 1 abscissa compresa, estrictament, entre x; i z;11. En particular, g; és no buit si
i només si hi ha com a minim un node de A que té derivacié j i abscissa compresa,
estrictament, entre x; i x;,1. Els subconjunts g, que sén no buits, + = 0,1,... k,
sé6n precisament els grups de A de derivacié j. Si k = 01 go és no buit, go és el
grup atipic de derivacié j. Si k > 11 go és no buit (resp. g és no buit), go és el
grup exterior-esquerra de derivacié j (resp. gi és el grup exterior-dret de derivacié
j). Finalment, si k > 2, els subconjunts g;, 1 <7 < k — 1, que s6n no buits sén els
grups interiors de derivacié j. A partir d’aqui es poden fer els segiients comentaris:

Comentari 2.3.
(i) Els grups de A que tenen derivaci6 j sén disjunts dos a dos.

(ii) Hi ha algun grup de A de derivacié j si i només si hi ha algun peu de A que
té derivacié j. En efecte, hi ha algun peu de A que té derivacié j si i només
si hi ha algun node de A que té derivacié j i abscissa diferent de tots els x;,
1=1,2,...,k; o equivalentment, algun g;, 2 = 0,1,...,k, és no buit.
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(iii) La reuni6 dels grups de A que tenen derivacié j coincideix amb el subconjunt
de A format per tots aquells nodes o de A tals que el seu peu, peuy[a], té
derivacié j. Aquest fet prové de que la reunié dels grups de derivacié j
coincideix amb la reuni6 dels g;, i = 0,1,...,k (si algun g; és buit, aquest
no afecta a la reunié anterior).

(iv) El nombre de grups interiors de A que tenen derivacié j és com a molt
(k—1)4+ = (ma(j—1)—1);. A més, hi ha igualtat (és a dir, hi ha exactament
(ma(j—1)—1)4 grups interiors de derivaci6 j) si i només si la condicié (2.1)
és satisfeta per a qualsevol parella (a,j — 1), (b,j — 1) de nodes consecutius
de A de derivaci6 j — 1.

Proposicié 2.4. Els grups d’una configuracié A formen una particié de A. Es a
dir, son disjunts dos a dos i la seva reunid és tot A.

Demostracié. Que la reuni6 dels grups de A és tot A prové de la propietat (iii)
anterior perque si a € A1 j és la derivacié del seu peu, aleshores a pertany a algun
grup de A que té derivacié j. Anem a veure que els grups de A sén disjunts dos a
dos. La propietat (i) anterior assegura que els grups d’una mateixa derivacié sén
disjunts dos a dos. Suposem que g, g’ sén dos grups de A de derivacions respectives
7,7, 1 tals que j # j'. Per reduccié a I'absurd, si existis un node a € g N ¢, el
peu d’aquest node hauria de tenir derivacié j, perd també derivacié j'. Aix0 es
contradiu amb que j # j'. O

La proposicié anterior déna sentit a la segiient definicid.

Definicié 2.5. Sigui A una configuracié. Direm que un node o« € A és un node
interior, exterior o atipic de A si el grup g de A tal que a € g és interior, exterior
o atipic respectivament. Els nodes exteriors es subdivideixen en nodes exteriors-
dret i nodes exteriors-esquerra, d’acord amb si el seu grup corresponent és un grup
exterior-dret o exterior-esquerra.

A continuacié enunciem un lema que necessitarem més endavant.

Lema 2.6. Considerem una configuracié A i un nombre natural j > 0. Sigui
A ={(z,7") € A|j < j} el conjunt format pels nodes de A que tenen derivacio
més petita o igual que j. Aleshores,
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(1) Si o és un node de A; amb abscissa mazima, o és un node atipic o exterior-
dret de A.

(it) Si o és un node de A; amb abscissa minima, « és un node atipic o exterior-
esquerra de A.

Demostracio. Els apartats (i) i (ii) sén simétrics. Provarem (i). Sigui oo = (z*, j*)

un node de A; amb abscissa maxima. Si (z*,j*) fos un node interior o exterior-

esquerra de A tindriem que (z*, j*) € g per a cert grup g interior o exterior-esquerra

de A. El node o7;(g) també és de A; pero té abscissa més gran, estrictament, que
*

x*. Aix0 contradiu que z* és maxima, i per reduccié a l’absurd el lema queda
demostrat. ]

2.2 Configuracions completes i quasi-completes

Definicié 2.7. Una configuracié A és quasi-completa si per a qualsevol parell
(a,7 —1),(b,j — 1) de nodes consecutius de A, hi ha com a minim un node de A
que té derivacié j i abscissa estrictament compresa entre a i b.

Observem que A és quasi-completa si i només si la condicié (2.1) és sempre sa-
tisfeta, siguin quins siguin els nodes consecutius (a,j — 1),(b,7 — 1) de A. En
particular, si A és quasi-completa, el nombre de grups interiors de A que tenen
derivaci6 j és el maxim possible i igual a (m4(j — 1) — 1)+. Reciprocament, si A
és una configuracié tal que per a tot j > 0 el nombre de grups interiors de A que
tenen derivaci6 j és igual a (ma(j — 1) — 1),, aleshores A és quasi-completa. Per
altra banda, si P és un polinomi el teorema de Rolle assegura que el seu espectre
Z(P) és una configuracié quasi-completa.

Siguin /N una configuracié quasi-completaij > 0. Per a cada grup interior de N de
derivacié j podem escollir un node d’aquest grup que tingui derivacié j. En total
haurem escollit (my(j—1)—1); nodes de N, puix que (my(j—1)—1); és el nombre
de grups interiors de N que tenen derivacié j, essent aquests nodes diferents entre
ells i tots de derivaci6 j. Aixo mostra la desigualtat my(j) > (my(j — 1) — 1),
valida per a tot j > 0. Fent j =/ly, j =¥fn — 1, j =€y — 2, ... en la desigualtat
anterior, obtenim que

O:mN(EN)sz(EN—l)—lsz(ﬁN—2)—22 ZmN(EN—k)—k.

Aixo és,
mN(ﬁN—k‘)Sk, k:1,2,...,£]\/ (211)
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Les desigualtats (2.11) sén valides per a qualsevol configuracié quasi-completa.
Observem que quan k = 1 la desigualtat (2.11) esdevé igualtat, ja que sempre es
verifica my(fy — 1) > 1. Aixo significa que a la derivacié més gran on encara hi
podem trobar nodes, només n’hi ha un. Més endavant presentarem un refinament
de les desigualtats anteriors.

Definicié 2.8. Una configuracié N és completa si és quasi-completa i satisfa les
tres propietats segiients:

(i) Tot grup interior de N esta format per un nombre senar de nodes.
(ii) Tot grup exterior de N esta format per un nombre parell de nodes.

(iii) Sij = 1,2,...,¢y — 1 és tal que my(j — 1) = 0, aleshores my(j) > 11 a
més a més el grup atipic de N que té derivacié j esta format per un nombre
senar de nodes.

Observem que la condici6 (iii) no és aplicable quan j = 0 i per tant podriem tenir
my(0) = 0. També pot passar que my(0) > 1, pero que el grup atipic de N que
té derivacio 0 estigui format per un nombre parell de nodes.

La resta d’aquesta seccié va encaminada a demostrar que tot espectre és una
configuracié completa.

Si f és una funci6 real definida en un entorn de zq € R i f(x9) = 0, es diu que
f admet multiplicitat en z( si existeix un nombre natural m > 1 tal que (i) f
admet derivada m—eéssima en xq, i (ii) f'(zo) = f@(20) = -+ = f"V(x0) = 0,
f™)(20) # 0. Si tal nombre m existeix és tnic i es denota per mult(f, z).

Lema 2.9. Suposem que a i b sén dos nombres reals tals que a < b.

(i) Sigui f : a,b] — R una funcié continua en [a,b] i derivable en l'interval
(a,b). Suposem que f(a) = f(b) =0, que f(z) # 0 Vz € (a,b), que f" té un
nombre finit d’arrels en (a,b) i que per a tota arrel x de f' en (a,b), f' admet
multiplicitat en x. Sota aquestes condicions, la suma de les multiplicitats de
les arrels de f' a linterval (a,b) és senar. Es a dir, el nombre

E mult(f’, z) (2.12)
z€(a,b)
7/(2)=0

és senar.
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(11) Sigui f : [a,+00) — R wuna funcié continua en [a,+00) i derivable en
(a,+00). Suposem que f(a) =0, que f(x)# 0 Vz > a, que [’ té un nombre
finit d’arrels en (a,+00) i que per a tota arrel x de f' en (a,+00), f' admet
multiplicitat en x. Sigui M [arrel més gran de f' a linterval (a,+00), amb
el benentés que si ' no té arrels en (a,+00) aleshores M = a. Llavors, el
nombre

> mult(f', ) (2.13)

r>a

f(x)=0

és (a) parell si ff' > 0 a Uinterval (M,+00), i (b) senar si ff < 0 a
Uinterval (M, +00).

(111) Sigui f : (—00,a] — R continua, i derivable a l'interval (—oo,a). Suposem
que f(a) =0, que f(x) # 0 Vo < a, que f" té un nombre finit d’arrels en
(—o0,a) i que per a tota arrel x de f' en (—o0,a), f' admet multiplicitat
en . Sigui M Uarrel més petita de f' a linterval (—oo, a), amb el benentés
que si f' no té arrels en (—oo,a) aleshores M = a. Llavors, el nombre

Z mult(f’, x) (2.14)
r<a
f(@)=0

és (a) senar si ff' > 0 a linterval (—oo, M), i (b) parell si ff < 0 a
Uinterval (—oo, M).

Comentari 2.10. Aquest lema es troba parcialment en ([33],[40]). A l'apartat
(i), pel teorema de Rolle f’ té com a minim una arrel, aixi que la suma (2.12) és
no buida. A I'apartat (ii) podria ser que f’ no tingués arrels en (a, +00), i per tant
hem d’interpretar en aquest cas que la suma (2.13) és igual a zero. Analogament
per a 'apartat (iii). Notem que, a lapartat (ii), pel teorema de Bolzano aplicat
a f iel de Darboux aplicat a f’, tant f com f’ tenen signe constant a l'interval
(M, +00) i per tant es verifica alguna de les condicions (a) o (b). A la mateixa
conclusié s’arriba per a l'apartat (iii).

Demostracié del lema. (i) Sigui g = f’ i siguin x; < 29 < -+ < x} les arrels de
g en (a,b). Posem també xy = a, 5.1 = b. Pel teorema de Darboux, g té signe
constant a cada interval (x;,2z;41), 9 = 0,1,..., k. Sigui s; = +1 (resp. s; = —1)

si g és positiva (resp. negativa) en (z;,z;11). Com que g admet multiplicitat
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m; = mult(g, z;) en x;, pel teorema de Taylor tenim

g(x) = Z

x—a:l) +o(|lx — x;

:<0 )
= - m,.(l )(x — )" + 0|z — z;|™)
- (o) -

D’aquf que g canvia de signe en x; si i només si m; és senar; o dit d’altra manera,
perai=1,2, ...,k éss; = (—1)™s;_;. L’aplicacié reiterada d’aquestes igualtats
estableix que

sp = (=1)mtmatetme g, (2.15)

Si provem que s = —Sg ja haurem acabat. Pero aixo és trivial degut al fet que
fla) = f(b) =01ique f(z) # 0 Vx € (a,b). En efecte, sigui sgn(f) € {—1,+1} el
signe de f en (a,b). Pel teorema del valor mitja aplicat a 'interval [a, z1] existira
un § € (a,21) amb f(z1) — f(a) = f/(§)(z1 — a), i com que f(a) =01 f/(§) té
signe so, resulta que el signe de f(x;) és so 1 per tant sgn(f) = so. Analogament,
existira un punt & € (zg, b) amb f(b) — f(x) = f'(£)(b—x); per tant — f(zy), que
té signe —sgn(f) = —so, té també signe igual a sj i conseqiientment s = —sj.

(ii) Sigui g = f’ isiguin 21 < 9 < - -+ < x} les arrels de g en (a, +00). Observem
que k = 0 si g no té arrels en (a,+o0). Posem també 2y = a i x4 = +00.
Amb aquestes notacions es té M = x;. Analogament a la demostracié de I’apartat
anterior, g té signe constant s; € {—1,1} a cada interval (z;,z;41), i a més a més
si=(=1)"s;_ysii=1,2,..., k, on m; és la multiplicitat de g en ;. Aixi, (2.15)
continua essent valida. El teorema del valor mitja aplicat de manera analoga a
Papartat (i) estableix que so =sgn(f). En virtut d’aixo i de (2.15) resulta

sksgn(f) = (=1)mFmet i isgn?(f) = (— 1)t (2.16)

Observem que si £ = 0 la férmula anterior també és valida, ja que trivialment
spsgn(f) = spso = +1 = (—1)° Ara, per definici6 dels signes, sgpsgn(f) és +1 si i
només si ff' > 0 a Uinterval (M, +00), i sksgn(f) és —1 si i noméssi ff' <0 a
l'interval (M, +o00). Una conseqiiéncia immediata d’aixo i de (2.16) és la paritat
del nombre donat en (2.13).

L’apartat (iii) prové d’aplicar I'apartat (ii) a la funcié h : [—a, +00) — R definida
per h(z) = f(—z). Com que h(z)W(x) = —f(—x)f'(—x), la relacié dels signes
entre f i f' va canviada respecte de I'apartat (ii). O
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El segiient resultat, anomenat teorema d’ordenacio, relaciona les arrels d'un poli-
nomi amb les arrels de la seva derivada.

Teorema 2.11. Sigui f(x) un polinomi a coeficients reals de grau n > 1.

(i) St a <b, f(a) = f(b) =01 f(x) # 0 Vz € (a,b), aleshores la suma de les
multiplicitats de les arrels de f' a l'interval (a,b) és senar.

(11) Si f(a) =01 f(x) # 0 Ve > a, la suma de les multiplicitats de les arrels
de f' a Uinterval (a,400) és parell. Analogament, si f(a) =0 i f(x) # 0
Vo < a, la suma de les multiplicitats de les arrels de f' a linterval (—oo,a)
és parell.

(11i) Si f no té arrels reals, la suma de les multiplicitats de les arrels reals de f'
és senar.

Demostracio. Com que f té grau n > 1, la seva derivada té un nombre finit
d’arrels i admet multiplicitat en cadascuna d’elles. El lema 2.9 (i) prova l'apartat
(i). Per veure la primera part de apartat (ii) només cal demostrar que f i f’
tenen el mateix signe a l'interval (M, +00), on M esta definit com en I'apartat (ii)
del lema anterior. Escrivint el polinomi f en la forma f(z) = >  ja;x*, n > 1,
an # 0, tindrem que f'(z) = Y20, (i + 1)a; 127, i per tant f(z) i f/(z) tenen el
mateix signe i igual al signe de a,, per a x prou gran. La segona part de ’apartat
(ii) s'obté utilitzant 'apartat (iii) del lema 2.9. En efecte, si x és suficientment
petit, el signe de f(x) és (—1)"sgn(a,). En canvi, per a x prou petit el signe de
f'(z) és (=1)""1sgn(ay,), oposat al signe de f(z). Liltim apartat es dedueix del
fet que si f no té arrels reals aleshores el seu grau és parell. La derivada f’ té grau
senar, aixi que f’ té un nombre senar d’arrels reals comptant multiplicitats. [

Finalment obtenim el resultat més important d’aquesta seccid.

Teorema 2.12. Si P és un polinomi a coeficients reals de grau m > 1 aleshores
el seu espectre Z(P) és una configuracié completa.

Demostracié. Que Z(P) és una configuracié quasi-completa és una conseqiiéncia
immediata de apartat (i) del teorema 2.11. Si g és un grup interior de Z(P), el seu
nombre de nodes coincideix amb alguna suma del tipus Z%(a’b)ﬁﬂ(m):omult( f',z), on
f=PUYperacertjec{1,2,...,n—1},ia,bséntals quea < b, f(a) = f(b) =0
i f(x) # 0 Vx € (a,b). Pel teorema 2.11 aquesta suma és senar. Si g és un grup
exterior-dret de Z(P), el seu nombre de nodes coincideix amb alguna suma del
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tipus Zwa,f,w:o mult(f’,z), on f = PU=Y peracert j € {1,2,...,n—1},ia és
tal que f(a) =01 f(z) # 0 Vz > a. De nou, pel teorema anterior aquesta suma és
parell. De manera analoga es veu que els grups exteriors-esquerra de Z(P) tenen
un nombre parell de nodes. Sigui ara j € {1,2,...,n—1} amb myp)(j—1) = 0. El
polinomi PU~Y no té arrels reals, resultant del teorema anterior que la derivada
PU) té un nombre senar d’arrels reals comptant multiplicitats, i en particular
mzpy(j) > 1. Aquest nombre d’arrels, comptant multiplicitats, coincideix amb el
nombre de nodes del grup atipic de Z(P) que té derivacié j. [

2.3 Foérmules de la longitud

En aquesta seccié presentem les féormules de la longitud, que seran de gran utilitat
per a les configuracions quasi-completes.

Teorema 2.13. Sigui N una configuracio quasi-completa. Sigui ey el nombre de
grups interiors que hi ha a N, 1

TN:ﬁ{jE{l,Q,,EN—l}’mN(j—l):O}

| | (2.17)
= ﬁ{] € {071727--'a£N - ]-} | mN(]) :0}
Aleshores,
IN +7y ={In +en (2.18)
)
Iv=Tn+ Y (a-D+ > ig (2.19)
geg gegug(Y
on QJ(\i,nt), ](\(;Xt) 1 gﬁ“ son els conjunts formats, respectivament, pels grups inte-

riors, exteriors i atipics de N.
Les expressions (2.18) i (2.19) sén les formules de la longitud.

Demostracié. Primer observem que ey = ﬁg}&“t). Si j > 0, el nombre de grups

interiors de N que tenen derivaci6 j és exactament (my(j — 1) — 1);. Sumant les
quantitats anteriors per a j = 1,2,...,¢y — 1, resulta

InN—1

ev =Y (my(G—1)—1); .

=1
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Fent ara el canvi j/ = j — 1 i tenint en compte que my({y — 1) = 1, resulta

ex = 2 i) = 1) = Y ()~ 1) = 3w (G) 1+ 40)

on d(j) =1si my(j) =0,19(j) =0 si my(j) > 1. Agrupant termes,

In—1

exy =4N —ly+ > 6(j) =4N — Iy +Ty .

=0
Aixo completa la demostracié de la féormula (2.18).
Per veure (2.19) només cal restar ey als dos costats de (2.18), obtenint

ENITN-HjN—eN:TN-FZﬁg— Z L,

geGnN geg](\i,“t)

on Gy denota el conjunt format per tots els grups de N. De 'expressié anterior i
(int (ext

de la descomposicié Gy = G 'y (&N U Q](\?t) es deriva (2.19). O

La férmula de la longitud, en la seva versié (2.19), té el segiient significat geometric.
Considerem, per exemple, la configuracié quasi-completa N de la segiient figura

o
® o
°® ® ®
N ® ® I(i"t) °
_ ¢ xt-d
—— ° fe&®)
f‘ (int) Py Py
® @}
(at)
Figura 2.2

on hi ha marcats els grups de N que contribueixen en els sumatoris de (2.19).
Aquests sén:

e Els grups interiors formats per com a minim dos nodes (els grups interiors que
tenen un tinic node no hi contribueixen perque aquests verifiquen fg—1 = 0).
De grups d’aquest tipus n’hi ha dos, un format per tres nodes i l'altre per
dos.
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e Tots els grups exteriors i tots els grups atipics. Hi ha un tnic grup exterior,
format per un node, i un tnic grup atipic, format per quatre nodes.

Per altra banda es verifica 7y = 0. La férmula (2.19) diu que en efecte {y =
0+B-1)+2-1)+1+4=28.

Conseqiiéncia del teorema anterior és el segiient resultat.

Corol-lari 2.14. Siguin N una configuracié quasi-completa, j € {0,1,...,{y—1},
i ny(j) el nombre de nodes de N, comptant multiplicitats, que tenen derivacid j.
Es a dir,

nn(j) = Z mult o] (2.20)

aenN
Ja=]

on jo denota la derivacié d’un node «. Aleshores ny(j) <y —j. Si a més N és
completa, els nombres ny(j) i {ny — j tenen la mateiza paritat.

Demostracié. Vegem-ho primer quan j = 0. Si my(0) > 1, el grup atipic de
N de derivaci6 0 té exactament ny(0) nodes i per tant, de (2.19) es desprén que
In > nn(0). Aquesta desigualtat també és valida si my(0) = 0, ja que en aquest
cas és ny(0) = 0. Si amés N és completa i per j; denotem la derivacié d'un
grup g, aleshores 7y coincideix amb el nombre de grups atipics g de N tals que
Jg = 1. En efecte, hi ha tants grups atipics amb j; > 1 com nombres naturals
Jj € {1,2,...,n — 1} satisfent my(j — 1) = 0 1 mn(j) > 1. Aquest nombre
coincideix amb 7y en virtut de la condicié (iii) de la definici6 2.8. Emprant ara la
férmula de la longitud (2.19), resulta

by = x4+ >, (Ba—D+ DY ta+ > tg+ny(0)

gegl(\i,“t‘) gegl(\?“) geg]({?t), Gg>1
= > (te—D+ > da+ > (tg+1)+nn(0).
gegi™) gegY ge60Y) je>1

La definicié de configuracié completa assegura que tots els termes que es troben
dins els sumatoris de la férmula anterior sén parells.

Suposem ara 1 < j < /y—1. Considerem la configuracié N’ obtinguda de suprimir
primer els nodes de N que tenen derivacié més petita o igual que j — 1, i després
disminuir les derivacions dels nodes restants en j unitats. Es a dir,

N' =A{(z,j' = j) [ (z,j) €N, j = j} .
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Es trivial veure que N’ és quasi-completa, i completa si N ho és. A més lyr = {y—j
i nn(0) = ny(j). Aplicant el cas j = 0 a N’ tindrem ny(j) = ny(0) <y =
{yn — 7, 1 de la mateixa paritat si N és completa. [

Comentari 2.15.

1. El corol-lari anterior generalitza les desigualtats (2.11) per a configuracions
quasi-completes, ja que my(j) < ny(j) < €y — j, o el que és el mateix

2. La propietat que ny(j) i £y — j tenen la mateixa paritat si N és completa,
és trivial quan NN és un espectre. En efecte, si P és un polinomi a coeficients
reals de grau {y tal que N és lespectre de P, aleshores ny(j) és la suma
de les multiplicitats de les arrels reals de PY). Per ser PY) de grau ¢y — j,
aquesta suma de multiplicitats és més petita o igual que /y — j i a més a
més amb la mateixa paritat.

2.4 Test dels signes

Sigui A una configuracié de longitud n. L’objectiu d’aquesta secci6 és definir, per
a cada node a que no pertany a A i que té derivacié més petita o igual que n, el
seu signe que denotarem per sgn 4[], i posteriorment procedirem a estudiar-ne les
seves propietats.

Sigui A una configuracié de longitud n. Considerem el conjunt
F={(z,j)) eRxN| 0<j<mn, (z,j) ¢ A} .

Notem que tot node de derivacié n pertany a I'.

Definici6 2.16. Si (z,j) € I, definim el signe de (z,j) en A per

sgi (2, 7)) = (=1)" 7

on

0= Z mult 4[(z', 7)] (2.21)

(¢',5)€A
' <x

Es a dir, 0 és el nombre de nodes de A, comptant multiplicitats, que tenen derivacié
j 1 abscissa estrictament més petita que z.
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Observem que la suma (2.21) és nul-la si no hi ha nodes en A que tinguin derivacié
J 1 abscissa més petita que x. En particular per a j = n obtenim sempre
sgnyl(z,n)] = (1) = +1. Si0 < j < n iz és suficientment petit, i.e.,
r <min{y | (y,7) € A}, s'obté sgny[(z,7)] = (—=1)" 7. Encanvi,si0 < j<nizx
és suficientment gran, el nombre 6 de (2.21) passa a ser

0= multa(a/,j)] =Y multa[o] (2.22)

(z/,5)€A acA
Ja=]

on j, denota la derivacié d’un node o. Quan A és completa, aquest nombre 6 és
exactament el nombre n4(j) del corol-lari 2.14, i per tant té la mateixa paritat que
n — j. Aixo implica que en aquest cas tindrem sgn,[(z,j)] = +1. A continuacié
sintetitzem aquestes propietats en la segiient proposicio.

Proposicié 2.17. Sigui A una configuracié de longitud n. Per a cada 0 < j <
n siguin (x;1,5), (2j2,7), -, (Tjma(),J) els nodes de A de derivacid j, ordenats
per ordre creizent d’abscisses (i.e., xj1 < Tjo < -+ < Tjm,()). Posem també
Tjo = —00, Tjm,(j)+1 = +00. St j,s s6n dos nombres naturals amb 0 < j < n,
0<s<mu(j), i © és un nombre real amb

Tjs < T < Tjgt1 (223)

aleshores

sz, )] = (1) e e (224
En particular, fivat j € {0,1,...,n}, el signe sgn,[(x,7)] com a funcidé de x és
constant sobre els intervals (js,%js41). A linterval (—oo, ;1) aquest signe val
(=1)"9. Si A és completa, aquest signe val +1 a Uinterval (zjm, (), +00). O

El fet que el signe sgn,|[(x, )] com a funcié6 de x sigui constant sobre intervals
del tipus (2.23) fa que es puguin representar facilment els signes en un grafic. A
la segiient figura hi ha representades dues configuracions A; i A amb els signes
corresponents a cada interval. Notem que A, és completa.

A 1 : +1 A 2" +1
-1 ° +1 -1 -1 PS +1
+1 PO +1 +1 +1 o -1 @ +1
1 I 4 E +1 1 e 1 @ +1
+1 ® 1 Py +1 +1 I +1 7Y -1 ® +1
=1 ® +1

Figura 2.3. Test dels signes de A; i As.
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Al grafic obtingut d’aquesta forma per a una configuracié A, ’anomenarem test
dels signes de A. Tot seguit presentem el resultat principal d’aquesta seccid.

Teorema 2.18. Sigui P(x) un polinomi de grau n > 1 amb coeficient principal
positiu, 1 sigui Z(P) el seu espectre. Aleshores, per a cada node (x,j) amb j <n
i tal que (xz,7) ¢ Z(P), el signe de P[(z,j)] és igual a sgnz(p)[(:v,j)].

Demostracio. Siguin (j1,7), (Tj2,5);s - - - s (Tjmyp ()> J) €ls nodes de Z(P) de deri-

vacio j, ordenats per ordre creixent d’abscisses. Posem zjo = —o0o i Tjmzpy () +1 =
+00. En virtut de la proposicié 2.17 sera suficient veure que per a tot s =
0,1,2,...,mzp)(j) i tot nombre real x amb x;, < & < 41, el signe de PU)(x)

coincideix amb el nombre

(_1)n—j+22,:1 multz(p)[(xjs/:j)] (225)

Per veure aquest fet procedirem per induccié en s. Si s = 0 hem de veure que per
a qualsevol x < z;; el signe de PU)(z) és (—1)"7. Aixo és conseqiiéncia de que
PU) és un polinomi de grau n — j amb coeficient principal positiu i de que PY) no
s’anul-la en cap punt de l'interval (—oo, z;1).

Suposem ara s > 1. Hem de veure que si 7, < ¥ < z;4.1, el signe de P (z)
coincideix amb el nombre (2.25). Tenim que ;1 < Zjs < X441 1 que x5 és
Iinica arrel de PY) a 'interval (z;, 1,7;4:1). La férmula de Taylor aplicada a la
funcié PY) en el punt @ = ;, estableix que si mult(PY), z;,) és parell, el signe de
PU) alinterval (%s—1,%;5) coincideix amb el signe de P alinterval (@5, Tjst1), 1
que si mult(PY, x;,) és senar aleshores els signes de PY) en els intervals (7 1, 7;)
i (25, ;5+1) sén oposats. D’aquest fet i de la hipotesi d’induccié es desprén que
el signe de PY) a l'interval (z,,7;5:1) 65

(_1)mU1tZ(P)[($js,j)] (_1)"*]422/;11 mult z(p)[(z;5.5)] — (_1)n—j+2§/:1 mult z(p)[(z;4.5)]

i per tant coincideix amb el nombre (2.25), tal com voliem veure. O

El teorema anterior té interés perqué només coneixent l’espectre Z(P) podem de-
terminar el signe de PY)(z) en funcié de la posicié de z en I'eix real. A més, tam-
bé pot aplicar-se a qualsevol polinomi real P(x) amb coeficient principal negatiu,
només canviant sgnpy[(, j)] de 'enunciat per —sgn,(p[(7, j)]. Aquest fet prové
d’aplicar el teorema 2.18 al polinomi Q(z) = —P(x).






Capitol 3

Representacié. Esquemes.

En aquest capitol presentarem, per a cada p = 0,1,... o bé p = 400, una
relacié d’equivaléncia definida en el conjunt de totes les configuracions, anomenada
p-equivaléncia i representada per ~,. Posteriorment ens centrarem en estudiar
per a quines d’aquestes relacions d’equivaléncia és certa la propietat que tota
configuracié completa és p-equivalent o congruent a un espectre.

En el que segueix farem servir la segiient notacié per a conjunts de configuracions.
C, C, i C; son, respectivament, el conjunt de totes les configuracions, el conjunt
de totes les configuracions de longitud més petita o igual que n, i el conjunt de
totes les configuracions de longitud exactament n. Per CA, CAn i a’; denotarem els
mateixos conjunts restringits a configuracions completes.

3.1 Les p-equivaléncies

Definicié 3.1. Considerem una aplicacié ¥ : A — B entre dues configuracions
A1 B. La imatge d’un node o € A sera denotada per ¥[a], i la d'un subconjunt
A" C A per U[A']. Direm que ¥ conserva derivacions si per a tot node o € A la
derivaci6 de « és igual a la derivacié de W]a]. L’aplicacié ¥ conserva l’ordre entre
les abscisses de dos nodes o i o/ de A si es compleix que

ab,, < ab,, aby|a < abyy)
ab, = aby = aby(o) = aby(u (3.1)
ab, > ab, aby|y > abyy)

on per a qualsevol node 3, abs denota ’abscissa de /3.

%)
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Observem que si ¥ conserva l’ordre entre les abscisses dels nodes a1 o, el reciproc
de (3.1) també es compleix. Es a dir, si abscissa de ¥[a] és menor estricte, igual
o major estricte que 'abscissa de W[a/] aleshores 1'abscissa de « és menor estricte,
igual o major estricte que ’abscissa de o respectivament.

Suposem ara que p > 0 és un nombre natural o bé p = 4+00. Direm que ¥ conserva
p-abscisses si W conserva l'ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes
a, o’ de A tals que les seves derivacions respectives j, i j. difereixen com a molt
en p unitats (i.e., |jo — jor| < p). Notem que per simetria és suficient comprovar
que ¥ conserva l'ordre entre les abscisses de nodes «, o/ tals que j, < jo < jo+p-

Per exemple, quan p = 0, ¥ ha de conservar l'ordre entre les abscisses de totes
les parelles de nodes d’igual derivacié. En canvi, si p = +00, ¥ ha de conservar
I’ordre entre les abscisses de dos nodes qualssevol de A.

Es facil veure que es compleixen les propietats segiients:

1. Si0 < p < p < 400 i ¥ conserva p-abscisses aleshores U conserva p'-
abscisses.

2. Si ¥ conserva (£4 — 1)-abscisses, on {4 ¢és la longitud de A, aleshores W
conserva oo-abscisses. En efecte, les derivacions de dos nodes de A no poden
diferir en més de ¢4 — 1 unitats.

3. Una condici6 equivalent a que ¥ conservi p-abscisses és la segiient:

St a1 o son dos nodes de A tals que les seves derivacions respectives
Jo © jor compleizen que |jo — jor| < p, aleshores

ab, < aby & a,b\p[a] < abq,[a/]

Tot seguit enunciem un lema que farem servir per introduir la 0-equivaléncia.

Lema 3.2. Considerem dues configuracions A i B. Son equivalents:

(i) Ezisteix una aplicacié bijectiva entre A i B, ¥V : A — B, que conserva
derivacions.

(ii) ma(j) = mgp(j) per a tot j > 0. -
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Definicié 3.3. Si es satisfa qualsevol de les condicions del lema anterior, direm
que A i B s6n dues configuracions 0-equivalents. La relacié A ~¢ B si Ai B sén 0-
equivalents és una relacié d’equivaléncia en el conjunt C de totes les configuracions,
anomenada 0-equivaléncia i representada per ~y.

Es clar que si A i B s6n O-equivalents aleshores tenen el mateix nombre de nodes
i la mateixa longitud. A més a més, podem considerar 'inica aplicacié bijectiva
entre Ai B, Vyp: A — B, que conserva derivacions i que conserva 0-abscisses.
Es a dir, conserva l'ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes d’igual
derivacié. Explicitament, si posem m(j) = ma(j) = mp(j) pera j=0,1,...,1

(leaj)v (‘,Ej2aj>7 sy (xj,m(]ﬁj)? (reSp. (yjlvj)7 (yj27j)7 ey (y],m(])vj) )

sén tots els nodes de A que tenen derivaci6 j ordenats de forma que zj; < x5 <
-+ < Xjm(j) (resp. tots els nodes de B de derivacié j amb yj1 < yj2 < -+ < Yjm(j))
llavors W4 p ve donada per

\IJA7B[(-Tjiaj)] = (yjiaj)7 L= 1727 s 7m(j)7 ] Z 0.

A aquesta aplicacié V4 p : A — B l'anomenarem identificacid natural entre A i
B, i esta definida sempre que A i B siguin 0-equivalents.

Observem que ¥ 4 5 esta identificant el primer node de A de derivacié j (és a dir, el
que té abscissa més petita) amb el primer node de B de derivacié j, el segon node
de A de derivacié j amb el segon node de B de derivacié j, i aixi successivament
fins arribar al m(j)-éssim node de A de derivacié j (el que té abscissa més gran),
que queda identificat amb el m(j)-¢ssim node de B de derivaci6 j.

Algunes propietats senzilles que es deriven sén: (i) si a i o sén dos nodes con-
secutius de A aleshores ¥, gla] i W4 g[a/] sén dos nodes consecutius de B, (ii) si
a ¢és un node extrem-dret de A (resp. extrem-esquerra de A) aleshores V4 gl
és extrem-dret de B (resp. extrem-esquerra de B), i (iii) si A, B i C sén tres
configuracions 0-equivalents entre elles, aleshores

\I/AA:ICZ, \IJE}B:\I’BA, \I/B,CO\IIA,B:\IIA,C (32)

A continuacié introduim les p-equivaléncies, 1 < p < 4-o00.

Definicié 3.4. Sigui p > 1 un nombre natural o bé p = 400. Direm que dues con-
figuracions A i B son p-equivalents si sén O-equivalents i a més a més la identificacié
natural W4 p entre A i B conserva p-abscisses.
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De (3.2) es dedueix que la relaci6 A ~, B si A i B sén p-equivalents és una
relacié d’equivaléncia en el conjunt C de totes les configuracions, anomenada p-
equivaléncia i representada per ~,. Donat que W, p conserva 0-abscisses, per
comprovar que ¥, p conserva p-abscisses és suficient veure que W4 p conserva
I’ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes «, o de A tals que j,+1 <
joc’ < ja +p-

La segiient proposicié proporciona una caracteritzacié més directa de les equiva-
lencies ~,,.

Proposicié 3.5. Sigui p > 0 un nombre natural o bé p = +oo. Per a dues
configuracions A i B, son equivalents:

(a) A~, B

(b) Existeix una aplicacié bijectiva entre A i B, ¥ : A — B, que conserva
dertwacions i que conserva p-abscisses.

A més, si es satisfa qualsevol d’aquestes condicions, aplicacié W és unica i coin-
cideix amb la identificacid natural V4 p.

Demostracio. Si A i B sén p-equivalents, la identificacié natural ¥ = U 4 p satisfa
les propietats de (b). Reciprocament, suposem que existeix una aplicacié bijectiva
U : A — B satisfent les propietats de (b). Les configuracions A i B sén 0-
equivalents atés que W és bijectiva i conserva derivacions. Com que ¥ conserva
p-abscisses resulta W = W, g, ja que ¥ també conserva 0-abscisses. Concloem que
A ~, B. A més, acabem de veure que l'aplicacié ¥ de (b) coincideix, forcosament,
amb Wy p. O

La condici6 (b) de la proposicié anterior permet provar que dues configuracions
sén p-equivalents sense necessitat de parlar de les identificacions naturals, i ni tan
sols cal demostrar préviament que les dues configuracions sén 0-equivalents.

Finalment, interpretarem geometricament (en termes de grafics) el significat de les
equivaléncies ~,.

e Cas p=0. Aqui hi ha poc a dir. Dues configuracions sén 0-equivalents si
tenen el mateix nombre de nodes a cada derivacié (veure figura 3.1). Aixo
implica que les classes d’equivaléncia del conjunt quocient C/ ~ es confonen
amb les funcions m : N — N finites (m(j) = 0 per a j prou gran) i no
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idénticament nul-les. Hem de prendre funcions no nul-les perqué el conjunt
buit A = () no I’hem considerat com a configuracio.

° °
e oo
~J
— o o o o — e e e
—o—o o o oo 0o o

Figura 3.1. Equivaléncia ~j.

e Cas p = 1. Dues configuracions sén 1l-equivalents si tenen el mateix nom-

bre de nodes a cada derivacid, i a més a més, la identificacié natural ¥4 p
conserva 'ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes de la for-
ma (z,7), («',j + 1) (derivacions consecutives). Aixo esta esquematitzat a la
figura 3.2 (a), on les situacions (i), (ii) i (iii) en A impliquen, per als nodes
identificats en B, les situacions (i), (ii) i (iii) respectivament.

(a) . A . B:
@i (ii) (iii) [0} (ii) (iii)
—— —— ——e— -—— e ——
| | | : | | |
(b) A: B:
—o— 0o o o ¢ o j+ -9 —9o 0 o ¢ & —— j+
— & —0& @& | H—t—c‘ ‘ p—.;_.f‘ i
Figura 3.2

Aixi, si A 1 B sén l-equivalents, l'ordre entre les abscisses dels nodes de
B que tenen derivacions consecutives queda completament determinat per
lordre entre les abscisses dels nodes de A que tenen derivacions consecutives
(veure figura 3.2 (b)), i viceversa.

Determinar si dues configuracions sén l-equivalents és senzill. Només cal
fixar-nos en els seus grafics respectius, comptar el nombre de nodes de cada
derivacié (que ha de coincidir en A i en B), i veure que es conserva l'ordre
entre abscisses de nodes de derivacions consecutives. Com a exemple, de les
tres configuracions segiients,
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A B: c -

! !

e e o ™ 7/1 N il
\\ \)

Figura 3.3. Equivaléncia ~;.

A és l-equivalent a B, perd ni A ni B sé6n 1-equivalents a C' (no es conserva
lordre entre les abscisses dels parells de nodes encerclats). Observem que
no es fa necessari marcar abscisses ni indicar 1’ordre entre abscisses de nodes
que tinguin derivacions que difereixin en 2 o més unitats. L’tnica informacié
que l'equivaléncia ~; requereix de les configuracions és la informacié més
basica que proporcionen els seus grafics. Es a dir, Pordre entre abscisses de
nodes que tenen derivacions iguals o consecutives. En particular, les classes
d’equivaléncia del conjunt quocient C/ ~; vindran determinades per grafics
de configuracions, on només és necessari indicar quin és ’ordre entre abscisses
de nodes que tenen derivacions iguals o consecutives.

Cas 2 < p < 4+00. Es una generalitzacié del cas p = 1, simplement que ara
s’ha de conservar ’ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes de la
forma (x,7), (2',j + p') amb 1 < p/ < p (nodes amb derivacions diferint com
a molt en p unitats). Per exemple, quan p = 2 obtenim la segiient figura.

®
[ J
[ J

--e

® ~S 7/ ’\\
‘ 2 - ‘ 2 > N
T A ®

|

' N . N\
o . o . o e . e e Y N

Figura 3.4. Equivaléncia ~s.

Les classes d’equivaléncia del conjunt quocient C/ ~, vindran determinades
per grafics de configuracions, amb les linies verticals necessaries per a que
quedi ben clar, per a tots els parells de nodes tals que les seves derivacions
difereixin com a molt en p unitats, quin és 'ordre entre les seves abscisses.

Cas p = +00. En aquest cas és necessari conéixer l'ordre entre les abscisses
de totes les parelles de nodes. Aixd s’aconsegueix si en el grafic d’'una con-
figuracié A, es marca una linia vertical per a cada abscissa € aby i després



3.1. LES p-EQUIVALENCIES 61

s’acaben de posar els nodes de A sobre d’aquestes linies, com per exemple es
fa a la figura 3.5 (a).

(a) A: (b) B:
¢

-0 000 -

e
o
‘. L

'
Figura 3.5. Equivaléncia ~.

Si en un grafic d’aquest tipus convenim en que no importen els valors concrets
de les abscisses, i conseqiientment tampoc importa la distancia que hi ha en-
tre les linies verticals, aleshores dues configuracions A i B sén oco-equivalents
si 1 només si proporcionen el mateix grafic. Es a dir, els grafics de A i de
B han de tenir el mateix nombre de linies verticals, i si s’ordenen aquestes
linies d’esquerra a dreta, la primera corresponent a ’abscissa més petita, la
segona a la segona abscissa més petita, i aixi successivament, aleshores les
derivacions dels nodes que ocupen cada linia i-¢ssima de A han de coincidir
amb les derivacions dels nodes que ocupen la linia i-éssima de B. Per exem-
ple, les configuracions A i B de la figura 3.5 proporcionen, en aquest sentit,
un mateix grafic, essent per tant configuracions oco-equivalents. Les classes
d’equivaléncia del conjunt quocient C / ~, vindran determinades per grafics
d’aquest tipus, formats per linies verticals i nodes sobre d’aquestes linies.

Aquest concepte de grafic pot formalitzar-se utilitzant matrius d’incidéncia
[51]. Si A és una configuracié i 1 < x9 < --- < x;, sén els elements del con-
junt d’abscisses aby, la matriu d’incidéncia de A és la matriu £ = [%’LZL Pl
de h files i infinites columnes donada per

1, si(x,7) €A : .
Jp— <1< > 0.
i {0, si(:ci,j)géA’l_Z_h’]—O

La informacié que proporciona el grafic de A queda recollida a la matriu F,
ja que el nombre h de files de F és el nombre de linies verticals del grafic, i
una entrada e;; = 1 en la fila i-éssima de la matriu F significa que la i-éssima
linia vertical del grafic esta ocupada per un node de derivacié j. Per exemple,
la informacié de la figura 3.5 (a) queda recollida a la segiient matriu definida
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per blocs:

— O
S = O
o O O

0
0
E= 1

_ o O O

1
1
0
0 11 1 0

La igualtat de grafics es tradueix en igualtat de matrius i, per tant, dues con-
figuracions sén oco-equivalents si i només si tenen la mateixa matriu d’incidén-
cia. D’aquesta forma, les matrius d’incidéncia proporcionen una descripcio
completa de les classes d’equivaléncia del conjunt quocient C / ~.

3.2 Propietats de les p-equivaléncies

En aquesta seccié estudiarem quins dels conceptes definits préviament als capitols
11 2 sén invariants per les equivaléncies ~,. Les propietats que veurem vénen
motivades per la interpretacié geometrica de les equivaléncies ~,.

Ja hem vist, a la seccié anterior, que si A i B sén dues configuracions 0-equivalents
aleshores tenen la mateixa longitud i el mateix nombre de nodes. També hem vist
que si a,a’ sén dos nodes consecutius de A, aleshores W4 gla], ¥4 p[a/] s6n dos
nodes consecutius de B, i que si @ és un node extrem-dret de A (resp. extrem-
esquerra de A) aleshores W, g[a] és extrem-dret de B (resp. extrem-esquerra de
B). Per definici6 es satisfa ma(j) = mp(j) si j > 0, i per tant M4(j) = Mgp(j),
j > 0. Aixo implica que A és una configuracié Pélya si i només si B ho és.

Lema 3.6. Siguin A i B dues configuracions 1-equivalents.

(a) Suposem que (x,7),(x,74+1),...,(z,j+p) son p+1 nodes tals que almenys
un d’ells, diguem (x,jo), j < jo < j +p, pertany a A. Sigui (y,jo) =
U4 5[(z, jo)]. Aleshores, son equivalents:

(a.1) Tots els nodes (x,j),(x,j+1),...,(x,j+ p) pertanyen a A
(a.2) Tots els nodes (y,7),(y,j+1),...,(y,j+p) pertanyen a B

A més, en aquest cas (y,7') = VYap[(z,j)] peratot j' =7,j+1,....,5+p.

(b) Siguin a,b i jo nombres tals que compleixen una de les quatre condicions
segiients: (i) (a, jo), (b, jo) sén dos nodes de A amb a < b, (ii) a = —o0 i
(b, jo) és un node de A, (iii) b = +00 i (a, jo) és un node de A, (iv) a = —o0,
b= +00, i jo és un nombre natural qualsevol. Posem (d',jo) = Y a 5[(a, jo)]
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si a és finit, (V,jo) = Vagl(b jo)] si b és finit, d = —o0 si a = —o0, i

b =400 si b= +o0.

Considerem un nombre natural j tal que |j — jo| < 1 ¢ suposem que (z;,7),

i = 1,2,...,k, son tots els nodes de A que tenen derivacid j i abscissa

compresa, estrictament, entre a i b, ordenats de forma que a < r1 < T3 <
- < xp < b Siguin (yi,7) = Vapl(xi,j)], i = 1,2,...,k, les imatges

d’aquests nodes. Aleshores:

(i) a <y <ya <---<yp <V, i

(i1) Els nodes (yi,j), i = 1,2,...,k, son exactament tots els nodes de B
que tenen derivacid j i abscissa compresa, estrictament, entre a' i b'.

Demostracié. (a) Suposem primer que es satisfa (a.1). Aplicant que ¥ 4 g conserva
I'ordre entre les abscisses de totes les parelles de nodes del tipus (z, j'), (=, + 1),
onj = j,j+1,...,5 +p—1, obtenim que I’abscissa dels nodes ¥, 5[(z,j)],
J =17, +1,...,j+ p, ha de ser la mateixa. Aixo implica V4 p[(z, ;)] = (v, ')
per a tot j' = j,j+1,...,7+p, ja que (y,j0) = Yap[(z,jo)] té abscissa y. En
particular obtenim (a.2). Que (a.2) implica (a.1) prové de fer servir la implicacié
anterior, que ja sabem que és certa, amb els papers de A i B intercanviats.

A més, en cas de satisfer-se (a.1) o (a.2), quan hem provat la implicaci6 (a.1)=-(a.2)
ja hem vist que (y,j') = Vap((z,j)]sij =77+1,....5+Dp.

(b) Les desigualtats ' < y; < yo < -+ < yr < b s6n una conseqiiéncia im-
mediata de que W, p conserva l-abscisses. Per provar (ii) procedirem per re-
duccié a I'absurd. Suposem que existeix un node (y,j) € B de derivacié j, amb
a' <y <V, idiferent de tots els (y;,7), i = 1,2,..., k. L’antiimatge d’aquest node,
(x,7) = @Z}B[(y,j)], té derivacio j, és diferent de tots els (x;,7), 1 =1,2,...,k, i
amés a < x < b (aquest ultim fet és degut a que ¥4 5 conserva l-abscisses). Hem
trobat doncs un nou node, (x,j) € A, diferent de tots els (x;,j), i = 1,2,...,k,
amb derivacié j i abscissa compresa estrictament entre a i b; contradiccio. ]

Una conseqiiéncia del resultat anterior és el segiient corol-lari.

Corol-lari 3.7. Siguin A i B dues configuracions 1-equivalents.

(1) W4 p conserva multiplicitats, peus, caps, peus de nodes i caps de nodes. Aixo
és, si a € A aleshores

1. multp[V4 pla]] =multala].
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2. « és peu de A (resp. cap de A) si i només si Uy pla] és peu de B
(resp. cap de B).

3. peusWaslol] = W plpeuslal], capul¥aslal] = 4 slcapafall.

(ii) na(j) = np(j) per a tot j > 0, on na(j) (resp. np(j)) és el nombre de
nodes de A, comptant multiplicitats, que tenen derivacid j (resp. el nombre
de nodes de B, comptant multiplicitats, que tenen derivacid j).

(11t) La imatge V4 plg] d'un grup g de A és un grup de B. Aquests dos grups
tenen la mateiza derivacid i son del mateix tipus. A més, si g és interior
o exterior-dret aleshores V4 plo,(9)] = 05(Varlgl), ¢ si g és interior o
exterior-esquerra, W 4 gloh(g)] = o5(Vaglg]). Amb altres paraules, el node
o nodes que determinen U4 glg] son la imatge, per U, p, dels nodes que
determinen g.

(iv) Unnode o € A és un node interior, exterior (exterior-dret, exterior-esquerra)
o atipic de A si i només si Uy plal és interior, exterior (exterior-dret,
exterior-esquerra) o atipic de B respectivament.

(v) Sigui (z,7) € A un cap de A, i (y,7) = Vap[(z,j)]. Aleshores el signe del
node (x,j + 1) en A és igual al signe de (y,j + 1) en B. Es a dir,

sgnyl(z,j +1)] = sgnp[(y,j + 1)] -
Analogament, si (z,j) € A és un peu de A amb j > 11 (y,j) = Vap[(z,))],
aleshores sgn,[(x, j — 1)] = sgnp((y,j — 1)].

Demostracié. L’apartat (i) és una conseqiiéncia directa de lapartat (a) del lema
anterior, i (ii) de que ¥4 g conserva multiplicitats.

(iii) Suposem, per exemple, que g és el grup interior de A determinat pels nodes
consecutius 0 ,(g) = (a,j — 1), o}(g) = (b,j — 1). Siguin (z;,5), 1 = 1,2,...,k,
els nodes de A que tenen derivacié j i abscissa compresa, estrictament, entre a i b,
ordenats de forma que a < x1 < x5 < --- < xp < b, i suposem que la multiplicitat
en A de cada (x;,7) és m;. El grup g ve donat explicitament per

k
i=1
Siguin també (y;,j) = Va p[(x:,7)], i = 1,2,..., k. Del lema anterior, apartat (a),
es desprén que la imatge de g és
k
Uaslel = J{wind), wid + 1), (i d +mi — 1)} (3.3)

i=1
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Anem a veure que W, g[g] és un grup interior de B. Els nodes (a/,j — 1) =
Uy plla,j—1)]i(t,j—1) = V4 p[(b,j—1)] sén consecutius en B perqueé els nodes
(a,7 —1)1i(b,j — 1) ho s6n en A. En el lema 3.6, apartat (b), s’estableix que
a <y <yp <--- <y <biqueelsnodes (y;,7),7=1,2,...,k, sén exactament
tots els nodes de B que tenen derivacié j i abscissa compresa, estrictament, entre
a’ i b'. Tenint ara en compte que Wy p conserva multiplicitats, i que per tant la
multiplicitat en B de cada (y;,j) és m;, obtenim, de (3.3), que V4 p[g] és el grup
interior de B determinat pels nodes consecutius (a’,j — 1), (', 7 — 1). Observem
que aquests dos nodes que determinen W, g[g] sén (a’,j — 1) = ¥4 plo,(g)] i
(V,j —1) = ¥4 ploh(g)] Els altres casos per a g (exterior, atipic) sén analegs a
l’anterior.

L’apartat (iv) trivialment es dedueix de (iii).

(v) Suposem que (z,j) és un cap de A. Els signes sgn,[(z,j+1)] i sgng[(y, 7+ 1)]
sén, respectivament, (—1)"~0+D+0 i (—1)n=G+D+9 on § 1 ¢’ vénen donats per

0 = Z multy[(z',j+1)] ; 60 = Z multg[(y', 7 +1)] .
(z,j+1)€A (y',j+1)eB
' <z y'<y
Ara bé, com que U4 p conserva l-abscisses, els nodes de A del tipus (z/,7 + 1)
amb 2’ < x, es corresponen, per V4 g, amb els nodes de B del tipus (v/,j + 1)
amb y' < y. Aixo implica § = ', puix que ¥4 p conserva multiplicitats, i per tant
sgny((z,j+1)] = sgnp((y, j+1)]. De forma analoga, si (z, j) és un peu de A s’obté
sgny((z,j — 1)] = sgnp(y,j — 1)]. O

Proposicié 3.8. Siguin A i B dues configuracions 1-equivalents. Aleshores: (i)
A és quasi-completa si i només si B ho és, (ii) A és completa si i només si B ho
és, i (iii) A és conservativa si i només si B ho és.

Demostracid. Es suficient veure la implicacié (=) de (i), (i) i (iii). Si A és quasi-
completa, pel lema 3.6, apartat (b), B també és quasi-completa. Si A és completa
aleshores B també és completa, ja que pel corol-lari 3.7 (iii), els grups de A es
corresponen amb els grups de B. Si A és conservativa (i.e., tots els peus de A de
derivacié com a minim 1 tenen multiplicitat parell), utilitzant que U4 p conserva
multiplicitats obtenim que B també és conservativa. L]

El corol-lari 3.7 i la proposicié 3.8 estableixen, almenys de forma plausible, que la
majoria dels conceptes préviament definits als capitols 1 i 2 sén invariants per ’e-
quivaléncia ~;. Diem la majoria perque el concepte de node suportat no és invari-
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ant per ~q, i conseqiientment tampoc ho és el de configuracié quasi-conservativa.
En canvi, aquests conceptes sf que sén invariants per ’equivaléncia ~,, tal com
mostra la segiient proposicio.

Proposicié 3.9. Siguin A i B dues configuracions oo-equivalents.
(1) Un node a € A és suportat en A si i només si V4 gla] és suportat en B.

(i) A és quasi-conservativa si i només si B és quasi-conservativa.

Demostracié. Es suficient veure la implicacié (=) de (i) i (ii). Suposem que
a = (x,j) € A és un node suportat en A. Amb altres paraules, existeixen dos
nodes (x1,j1) € A i (xq,7J2) € A tals que 1 < & < 9, j1 < j 1 js < j. Siguin
(W.9) = Yasl(@, 1), (y1,51) = Yasl(z1,)1)], (y2,52) = Vapl(22,)2)]. Com que
U 4 p conserva oo-abscisses, es tenen les desigualtats y3 <y < a2, j1 <jijo <J,1i
per tant Wy pla] és suportat en B. Suposem ara que A és quasi-conservativa. Es
a dir, tots els peus de A que sén suportats tenen multiplicitat parell. De 'apartat
(i) que acabem de veure i de que W4 5 conserva peus i multiplicitats es dedueix
que B també és quasi-conservativa. L

Acabem amb una observacié de la que en farem s tot sovint.

Observacié 3.10. Sigui P(x) un polinomi no constant, i a,b i \ tres nombres
reals amb a > 0, X\ # 0. Aleshores, l’espectre del polinomi Q(x) = AP (ax + b) és
oo-equivalent a l’espectre de P.

En efecte, calculant les derivades del polinomi () resulta

2@ ={=*

a

Depezn},
L’aplicacié ¥ : Z(P) — Z(Q) donada per ¥[(z, j)] = (X2, j) és bijectiva, conserva

derivacions i conserva oc-abscisses. Aquest tultim fet prové de que a > 0.

3.3 Representacié

Definicié 3.11. Sigui 0 < p < +o0. Direm que I'equivaléncia ~, té la propietat
de representacto si es compleix que:

tota configuracié completa és p-equivalent a un espectre.
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Es a dir, si per a tota configuracié completa N, hi ha un espectre Z tal que
Z ~, N. Aixo és el mateix que demanar que tota classe d’equivaléncia del conjunt
quocient C / ~, sigui representable per un espectre (i.e. contingui, com a mfnim,
un espectre). D’aqui ve el nom de propietat de representacio.

Si la propietat de representacié és satisfeta, sigui quina sigui la configuracié com-
pleta N que triem existira un polinomi P tal que Z(P) ~, N. Aixo es traduira en
propietats sobre 1'ordenacié de les arrels del polinomi P i de les seves derivades.
Com que el procés anterior es pot anar repetint per a cada configuracié completa
N, la propietat de representacié no és més que un resultat d’existéncia de polinomis
amb certa ordenacié de les seves arrels i arrels de les seves derivades.

Observem que si 0 < p' < p < +o0 i l'equivaléncia ~, té la propietat de repre-
sentacid, aleshores I'equivaléncia ~, també la té.

La resta d’aquesta seccié s’estructura de la segiient manera.

e A la subseccié 3.3.1 veurem que la propietat de representacié sempre és
certa quan ens restringim a configuracions completes de longitud com a molt
tres. Exactament, mostrarem que tota configuracié completa de longitud
n € {1,2,3} és oo-equivalent, i per tant p-equivalent si 0 < p < 400, a
un espectre. Aquest fet també ens servira per establir una classificacié dels
polinomis de grau n, 1 < n < 3, en base als seus espectres.

e A la subsecci6 3.3.2 mostrarem que per a tot nombre natural n > 4 existeixen
configuracions completes de longitud n que no sén 2-equivalents, i per tant
no p-equivalents si p > 2, a un espectre. En particular obtindrem el resultat
principal d’aquesta seccié, que diu que cap equivaléncia ~,, p > 2, té la
propietat de representacio.

3.3.1 Representacié per a longituds 1,2, 3

A continuacié establim que tota configuracié completa de longitud 1,2 o 3 és oo-
equivalent a un espectre.

Teorema 3.12. FEs verifiquen els apartats segiients.

(i) Tota configuracié completa de longitud 1 és co-equivalent a l’espectre segiient,
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(i)

(iii)
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]
Ng): o
Q

Figura 3.6

que és lespectre del polinomi P(x) = x.

Tota configuracié completa de longitud 2 és oo-equivalent a un, © només un,
dels tres espectres segiients,

@
N2 N2 Ny :
(; 0 -1 ‘0 1
Figura 3.7

que son els espectres dels polinomis P(x) = x?+1, P(x) = 22, 1 P(z) = 2*—1
respectivament.

Tota configuracié completa de longitud 3 és oo-equivalent a un, i només
un, dels tretze espectres Ni(g), 1= 1,2,...,13. A la figura 3.8 hi ha els
espectres dels polinomis P(x) = (z + 1)z(x —2), P(z) = (x + Da(z — 1), i
P(z) = (x + 2)z(x — 1) respectivament.

@), @), ()]

N, _ N, R N, _
L4 .4 ¢
|

— — —

e e 1 e e o L o

4 VT g 1 T, D S 2 VT g W7

3 3 3 V3 V3 3 3 3
Figura 3.8

A la figura 3.9 hi ha els espectres dels polinomis P(z) = (z + 1)*(z — 1),
P(z) = (z+1)(x —1)%, i P(x) = 23 respectivament.

3) (3), 3),
N, N;g " . Ng "
| 1
4 L1 4 11 0
3 3 3 3

Figura 3.9



3.3. REPRESENTACIO 69

A la figura 3.10 hi ha els espectres dels polinomis P(x) = x® — 3z — 18,
P(z)=2%-3x+ 18, P(x) =23 — 1, i P(x) = 2%+ 1 respectivament.

@, @), 3 @,
N;: N, . NS N,y :
| | [
Figura 3.10

Finalment, a la figura 3.11 hi ha els espectres dels polinomis P(x) = x3 +
r—2, P(x) =23+, i P(x) = 2% + x + 2 respectivament.

@), @), @),
N, : N, : Nis .
| | |

0
Figura 3.11

Demostracio. Observem que de les configuracions anteriors no n’hi ha dues que
siguin oo-equivalents. Per tant, només cal veure que tota configuracié completa de
longitud 1,2 o 3 és oo-equivalent a alguna de les configuracions de I’enunciat. Per
a longitud 1 és trivial. Si N és una configuracié completa de longitud 1 aleshores
mn(0) =my(ly —1) =1, 1per tant N = {(a,0)} per a cert nombre real a. Aixo

implica N ~o NV,

Per als apartats (ii) i (iii) utilitzarem el corol-lari 2.14.

Sigui N una configuracié completa de longitud 2. Tenim my(1) = my({y—1) = 1.
Pel corol-lari 2.14 sabem que o bé ny(0) = 0 o bé ny(0) = 2. Si ny(0) =0, N
no té nodes de derivacié 0, obtenint que N és de la forma N = {(a,1)}, a € R.
Per tant en aquest cas N ~q N1(2) . Suposem ara ny(0) = 2. Haura de ser
1 < mpy(0) < 2. Si my(0) = 2, considerem els dos nodes (a,0), (b,0) de N que
tenen derivacio 0, amb a < b. Per ser N quasi-completa, I'tinic node de N que té
derivacié 1 ha de tenir la seva abscissa compresa, estrictament, entre a i b. D’aqui
que N = {(a,0),(c,1),(b,0)} on a < ¢ < b, implicant N ~ N§2). Finalment
suposem ny(0) = 2 i my(0) = 1. Estem en la situacié (a,0),(a,1) € N per
a cert a € R, essent (a,0) I"inic node de N que té derivacié 0. Aixo implica
N ={(a,0),(a,1)}, i en particular N ~ N2(2).
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Sigui ara N una configuracié completa de longitud 3. Es compleix my(2) =
my({y — 1) = 1. Altre cop pel corol-lari 2.14 sabem que ny(0) =1 o ny(0) = 3,
iqueny(l)=00ny(1)=2.

1. Cas ny(0) = 1. Tenim (a,0) € N per a cert a € R, essent (a,0) I"inic
node de N que té derivaci6é 0, i a més (a,1) no pertany a N. Com que
my (1) < ny(1) <2, hi ha tres possibilitats per a my(1):

(i)

(i)

(i)

my(1) = 0. Si (b,2) és I"inic node de N que té derivaci6 2 aleshores
N = {(a,0),(b,2)}. En funci6 de si b < a, b = a, 0b > a, N és

3)

oo-equivalent a le , NS’), 0 Nl(g’) respectivament

mn(1) = 1. Per ser ny(1) = 0 o 2, forcosament ny(1) = 2. Aixi,
si (b,1) és I'inic node de N de derivaci6 1, tindrem també (b,2) €
N. El node (b,2) és I"inic node de N de derivaci6 2, i per tant N =
{(a,0), (b, 1), (b,2)}. Aixd implica que N ~oo N sib < a,i N ~o N
si b > a. Notem que el cas b = a no es pot donar, ja que (a, 1) no és un
node de N.

mn(1) = 2. Considerem els dos nodes de N, (b,1),(c,1), que tenen
derivaci6 1, amb b < ¢. Obviament b # a i ¢ # a. Hi ha tres possibili-
tats: (1) b<ec<a,(2)a<b<ei(3)b<a<c Enelscasos (1)
i (2), utilitzant que N és quasi-completa es dedueix que 1"inic node de
N de derivacié 2 ha de tenir la seva abscissa compresa, estrictament,
entre b i c. Aixo implica que N és oo-equivalent a N7(3) en el cas (1), 1
oo-equivalent a NEE?’) en el cas (2). El cas (3) no es pot donar, ja que N
hauria de ser d’alguna de les tres formes segiients,

— — —
BRI - ARSI
- 1 -1 e 1 1 e+ I
b a c b a c b a c
Figura 3.12

pero cap d’aquestes configuracions és completa. En efecte, el grup
exterior-dret determinat pel node de derivacié 0 de cadascuna d’elles
té cardinal 1, que és senar.

2. Cas ny(0) = 3. Hi ha tres possibilitats per a my(0):

(i)

my(0) = 1. Si (a,0) és I"inic node de derivacié 0 de N, els nodes
(a,0),(a,1),(a,2) sén de N. Com que ny(1) =0 0 2, (a,1) és I'inic
node de N que té derivacié 1. Arribem a que N és oco-equivalent a Nég).
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(ii)) mn(0) = 2. Tindrem exactament dos nodes, (a,0) i (b,0), a < b, que
sén de N i tenen derivacié 0. Un d’aquests nodes té multiplicitat 2 i
laltre multiplicitat 1. Suposem, per exemple, que multy[(a,0)] = 2 i
multy[(b,0)] = 1. Utilitzant que N és quasi-completa hi ha d’haver un
node, (¢,1) € N, tal que a < ¢ < b. No hi poden haver més nodes
de N que tinguin derivacié 1 a part de (a,1) i (¢, 1), ja que ny(1) =0
o 2. Emprant altre cop que N és quasi-completa, 1"inic node de N
de derivacié 2 té la seva abscissa compresa, estrictament, entre a i c.
Arribem doncs a que N és oo-equivalent a Nf’). De forma analoga,
si multy[(a,0)] = 11 multy[(b,0)] = 2 aleshores N és oo-equivalent a
N&.

(iii) mn(0) = 3. Tenim exactament tres nodes, (a,0),(b,0) i (¢,0), a <
b < ¢, que s6n de N i tenen derivacié 0. Utilitzant que N és quasi-
completa trobem dos nodes de derivacié 1, (z,1) € N i (y,1) € N,
complint « < z < b < y < ¢. Com abans (ny(1) = 0 o 2), no hi
pot haver cap més node de N que tingui derivacié 1 a part de (z,1)
i (y,1). Tornant a aplicar que N és quasi-completa, 'inic node de N
de derivacié 2, diguem (u,2) € N, satisfa z < u < y. En funcié de si
u < b, u=>bowu>>barribem a que N és co-equivalent a Nég), N2(3) 0
N1(3) respectivament. U

Acabarem donant una classificacié dels polinomis de grau n, 1 < n < 3.

Sigui 7, = 1, 3 0 13 en funcié de si n = 1,2 o 3 respectivament. Considerem
també les configuracions Ni(n), 1 =1,2,...,r,, del teorema anterior. L™ inic que
ens interessara d’un polinomi P € R’ [z] és la seva configuracid associada, definida
com I'tinica configuracié de les NZ-("), i=1,2,... 1, que satisfa Z(P) ~q Ni(”). El
teorema anterior assegura que N,L-(") esta ben definida, ja que Z(P) és en particular
una configuracié completa. El fet que totes les configuracions NZ-(") siguin espectres
mostra que cap d’elles és supeérflua, és a dir, que tota Nz-(n), 1=1,2,...,r,, ésla
configuracié associada de, com a minim, un polinomi. Per a dos polinomis P, () €
R*[x], direm que P ~4 @ si els polinomis P i ) tenen la mateixa configuraci6
associada. La relacié ~, és una relacié d’equivaléncia en el conjunt R*[z], que
permet classificar els polinomis en funcié de la configuracié associada que tenen.
Una manera equivalent de definir-la és

P~y Q& Z(P) ~o Z(Q) .

El cardinal del conjunt quocient R*[x]/ ~ és exactament r,, ja que les classes
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d’equivaléncia vénen determinades per les configuracions Ni(n), 1= 1,2,...,1,.
Notem que per afirmar aixo, el fet clau és que cap de les configuracions NZ-(”) és
supeérflua (en cas contrari, si hi haguessin configuracions supérflues, el nombre de
classes d’equivaléncia seria estrictament menor que 7).

D’aquesta forma, els polinomis de grau 1 estan en una sola classe, els de grau 2 en
ro = 3 classes i els de grau 3 en r3 = 13 classes.

Finalment, donarem explicitament totes les classes d’equivaléncia.
e Cas n = 1. L’dnica classe és Rj[x].
e Cas n = 2. Sigui P(x) = ax?® + bx + ¢, a # 0, un polinomi de grau 2. En

funcio de si el seu discriminant § = §(P) = b — 4ac és positiu, zero o negatiu
s’obté la segiient taula:

0 = b’—4ac | configuracié associada
§>0 N&
5=0 NP
5<0 N®

Com a conseqiiéncia, les tres classes d’equivaléncia de Rj[z]/ ~s sén les
segiients: {P € Rj[z] | 6(P) > 0}, {P € Rj[z] | 6(P) = 0} i {P € R}[x] |
J(P) < 0}.

e Cas n = 3. Calcularem, per a cada polinomi P de grau tres, la seva confi-
guracié associada. Podem suposar que P és monic atés que els polinomis P
i AP tenen la mateixa configuracié associada si A # 0 és constant.
Sigui P(x) = x®+asz?+a;x+ap un polinomi monic de grau 3. Fent la trans-
formacié x — 2 — % no s’altera la configuracio6 associada (els polinomis P(x)
i P(x — %) tenen espectres oo-equivalents). En definitiva, podem suposar

que P és de la forma P(x) = 2 + pr + ¢, on

P
= —=a;+a
p 3% 1
2 3 a1as
= —ay— —+a
q o7 2 3 0

El discriminant de P és 6 = 4- + &=. En funcié de d,p i ¢ s’obté la segiient
taula:
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o

0 :%2%—% configuracié associada

( ¢>0 N
p>0 g=0 N}
g<0 N
5> 0 p—0 g>0 NP
g<0 NP
(3)

g>0 Ng
p<d { <0 NP

L q 7

(

p=20 { qg=0 Nég)
0=0 _ol {0 N
P <0 NP

L q 4
( g>0 N
60<0 p<0 g=0 N
\ g<0 N

73

Els casos que falten en la taula anterior (per exemple el cas § > 0, p = 0
i ¢ = 0) no es poden donar. Es senzill ara acabar d’explicitar les tretze
classes en que queden classificats els polinomis de grau 3, només cal desfer
els canvis que hem fet al polinomi P (convertir-lo en monic i la transformacié

Tz — 2).

3.3.2 No representacié per a longituds n >4 si p > 2

En aquest apartat provarem que per a tot n > 4 hi ha configuracions completes de
longitud n que no sén 2-equivalents a un espectre. Conseqiientment, cap equiva-
lencia ~,, p > 2, té la propietat de representacio.

Siguin w i v dos nombres naturals no nuls i n = u + v. En el que segueix, P(z) és

el polinomi de grau n

Pz)=(r+1)"(x—1)".

Lema 3.13. Sigui ) un polinomi amb Z(Q)) ~1 Z(P). Aleshores Z(Q) ~o Z(P).

Demostracio. De les propietats invariants de I'equivaléncia ~; sabem que el grau
de @ és n i que @ té exactament dues arrels reals a i b, a < b, amb multiplicitats
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respectives v i v. Com que u 4+ v = n resulta
Qx) = Cz —a)*(x —b)’ (3.4)
per a certa constant C' # 0. De (3.4) es dedueix que

~ 2 b
Q) = CP(—a— 12)

on C' # 0 és una altra constant, i que per tant Z(Q) ~so Z(P) (veure I'observacié
3.10). O

Lema 3.14. Sigui N una configuracié completa amb N ~y Z(P) i N »y Z(P).
Aleshores N no pot ser 2-equivalent a un espectre.

Demostracié. Es conseqiiéncia del lema anterior. Suposem que N ~y Z(Q) per a
cert polinomi Q. Tindrem Z(Q) ~1 N ~q Z(P), i per tant Z(Q) ~o Z(P). Aix0
implica N ~y Z(Q) ~o Z(P), que es contradiu amb que N ~y Z(P). O

Com a exemple d’aplicacié del lema anterior, en el segiient paragraf demostrem
que, almenys per a n = 4, hi ha configuracions completes de longitud n que no sén
2-equivalents a un espectre. Aixo també servira per il-lustrar la demostracié de la
propera proposicio.

Considerem el polinomi P quan u = v = 2, P(z) = (x + 1)*(x — 1)%. El seu
espectre Z(P) esta representat en la part (a) de la segiient figura.

(@) Z(P), u=v=2 _ (b) N-: (c) N*
A
|

—_— & —— —_— _—

I | I | ! | | !

— & ——————— 0 — — & —— @& — — & —1—@—

| | : | | | | : | | | | | | :

E -1 0 1 R 1 0 1 - 1 0 1
1 V3 V3 ! V3 y V3 ! ! V3 y V3 !

Figura 3.13. No representacié per an =4, p = 2.

La configuracié completa N~ de la part (b) esta obtinguda a partir de Z(P) només
que reemplagant el node (0,3) de Z(P) per un nou node (y, 3), on y és un nombre
real amb —% < y < 0. El mateix per a N, pero ara 0 < y < % De les
configuracions N, N*, Z(P), no n’hi ha dues que siguin 2-equivalents, pero totes
elles s6n 1-equivalents entre si. En particular el lema 3.14 assegura que ni N~ ni

N7 poden ser 2-equivalents a un espectre.
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Concloem aixi que hi ha configuracions completes de longitud n = 4 que no sén
2-equivalents a un espectre.

Proposicié 3.15. Per a cada nombre natural n > 4 hi ha configuracions completes
de longitud n que no son 2-equivalents a un espectre.

Demostracio. Siguin u > 2 i v > 2 dos nombres naturals amb u + v = n, i sigui
P el polinomi P(x) = (z + 1)*(x — 1)". Fent servir el teorema de Rolle i induccié
matematica en j = 0,1,...,n — 1, és facil veure que:

(i) Totes les arrels de PY) sén reals. Les que sén diferents de z = —1ide z = 1
sén simples i estan a l'interval (—1,1).

(ii) = —1 (resp. o = 1) és arrel de PY) siinoméssij < u—1 (resp. j <v—1).

Aquestes dues propietats, juntament amb la hipotesi u > 2, v > 2, asseguren
que les tres arrels de P~ sén reals i simples. Siguin 11 < y» < y3 les arrels de
P(™=3)_ Aplicant el teorema de Rolle trobem les dues arrels de P""~2?), z; i 25, amb
Y1 < x1 < Y2 < x9 < y3. Tornant a aplicar ara el teorema de Rolle sabem que
"inica arrel y* de PV compleix 21 < y* < 5. En definitiva, si representem els
nodes de Z(P) que tenen derivacié n — 3, n — 2 in — 1, estarem en alguna de les
tres situacions segiients:

(a) . (b) . (c) .
R '\ S S W S SR S S

Figura 3.14. Espectre de P.

La situacié (a) es presenta quan y* < ys, la (b) quan y* = ys, i la (¢) quan
y* > ya. No sera necessari determinar la situacié (a), (b) o (c) en que ens trobemn,
en tindrem prou sabent que passa algun dels tres casos (a), (b) o (c).

Definim a continuacié tres configuracions N=, N° i N* de la segiient forma. Totes
elles estan obtingudes a partir de Z(P) només que reemplacant el node (y*,n —1)
de Z(P) per un nou node (y,n — 1), on y és un nombre real. Es a dir, només
es diferencien de Z(P) en el node (y*,n — 1), que ’hem transformat en el node
(y,m —1). Per a N~ el nombre real y el prenem satisfent r; < y < . Per a NY
prenem exactament i = 1o, i per a N prenem y satisfent y» < y < x5. A la figura
3.15 hi ha representades aquestes tres configuracions.
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- 0 +
N . N o N °
* o o
| | |
—. S (T —
| ! | | | | | ! |
. ° . ° Py Y ° . °
X Yoy, %oy, Vo *1oymy, X2y, v, % v, ¥ %y,
Figura 3.15

Les configuracions N~, N°i NT s6n completes, tenen longitud n i sén 1-equivalents
entre elles, perd no n’hi ha dues d’elles que siguin 2-equivalents. A més a més,
Pespectre Z(P) és 2-equivalent a una i només una d’elles. Exactament, si y* < ys
aleshores Z(P) ~y N7, si y* = ys aleshores Z(P) ~y N°, isi y* > y, aleshores
Z(P) ~9 NT. De les tres configuracions N=, N i NT, les dues que no sén 2-
equivalents a Z(P) estan sota les hipotesis del lema 3.14, i per tant cap d’aques-
tes dues configuracions pot ser 2-equivalent a un espectre. Aixo completa la de-
mostracio. U

Conseqiientment,

Corol-lari 3.16. Si p > 2 aleshores l’equivaléncia ~, no té la propietat de repre-
sentacio. U

3.4 Esquemes

A la secci6 anterior hem introduit la propietat de representacié i hem vist que si
p > 2, aquesta ja no s’assolia. En els capitols posteriors ens ocuparem del cas
p = 11 en el capitol 8 donarem el teorema de representacié, que diu que per
a p = 1 si que s’assoleix la propietat de representacié. Es a dir, provarem que
tota configuracié completa és l-equivalent a un espectre. Com a conseqiiéncia,
I’equivaléncia ~( també tindra la propietat de representacio.

Com que a partir d’ara el que ens interessara és l’equivaléncia ~q, per simpli-
ficar notacions anomenarem equivaléncia (~) a equivaléncia ~; i parlarem de
configuracions equivalents en lloc de configuracions 1-equivalents.

Definicié 3.17. Els elements del conjunt quocient C/ ~ s’anomenen esquemes.
La longitud d’un esquema E € C/ ~ és la longitud d’un representant qualsevol
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A € E. Aquesta té sentit perqué dues configuracions 0-equivalents, i en particular
dues configuracions equivalents, tenen la mateixa longitud.

Com ja hem indicat a la seccié 3.1, els esquemes poden representar-se geometrica-
ment mitjancant el grafic d’'una configuracié. D’aquest grafic, 'inica informacié
rellevant és l'ordre entre abscisses de nodes que tenen derivacions iguals o conse-
cutives. Per exemple, a la figura 3.16 hi ha representats dos esquemes E; i Fs de
longituds respectives 4 1 5.

E: ————o—@¢ — E,: ¢

SR S I S

—— 0 — 00— T - T —

Figura 3.16. Esquemes.

El conjunt format per tots els esquemes el denotarem per &, el format per tots els
esquemes de longitud més petita o igual que n per &,, i el format pels esquemes
de longitud exactament n per &.

Direm que un esquema és complet si tots els seus representants sén configuracions
completes. La proposicio 3.8 estableix que per a que un esquema sigui complet, és
necessari i suficient que contingui alguna configuracié completa. Com a exemple,
I’esquema Fs de la figura 3.16 és complet. Denotem per & , c‘,A’n i é\; els conjunts for-
mats, respectivament, pels esquemes complets, pels esquemes complets de longitud
menor o igual que n, i pels esquemes complets de longitud n.

Comentari 3.18. Observem que per als conjunts d’esquemes anteriorment definits
es tenen les igualtats
E = C/N’ Sn:Cn/N, S:L:C:L/N7

~

E = Cl~, E=C,)~,E=C)n~ (3.5)

La primera prové de la propia definicié d’esquema, mentre que les altres sén con-
seqiiéncia de que els conjunts C,, C;, é\, é\n i CA; son saturats en C. En general, si X
és un conjunt on hi tenim definida una relacié d’equivaléncia, denotada ~, es diu
que un subconjunt Y C X és saturat en X sisempreque y € Y, r € X iy~=x
aleshores x € Y. En aquest cas, no és dificil veure que les classes d’equivaléncia
de X/ ~ que admeten com a representant un element de Y, coincideixen amb les
classes d’equivaléncia de X/ ~ tals que tot representant seu és de Y, i també coin-
cideixen amb les classes d’equivaléncia del conjunt quocient Y/ ~. Aixo implica
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la resta d’igualtats de (3.5).

Com a conseqiiéncia del teorema 3.12 obtenim el nombre d’esquemes complets que
tenen longitud n, 1 < n < 3.

Corol-lari 3.19. jjgf =1, jjéA'; =3, u?;; =9.

Demostracié. Si N és una configuracié completa de longitud n, denotem per [N]
a l'esquema que conté N, és a dir, la classe de N. Aquest esquema és complet i
té longitud n. Aixo és, [N] € EA; Considerem les configuracions Ni(n), 1<n<3,
1 =1,2,...,r,, del teorema 3.12, on r; = 1, r, = 3 i r3 = 13. Sabem que tota
configuracié completa de longitud n, 1 < n < 3, és equivalent a almenys una NZ-("),
1=1,2,...,7r,. Aixo implica que

& ={N™|i=12,...,r},1<n<3.

n (2

Quan n = 1 obtenim & = {[Nl(l)]}, i per tant 1€ = 1. Aix{, en aquest cas ja hem
acabat.

Quan n = 2 tenim & = {[N?], [N?], [NP]}. Es facil veure que de les tres

configuracions N1(2), N2(2) i N?EQ) no n’hi ha dues que siguin equivalents. Aixo implica
que les classes [N1(2)], [N2(2)], [Néz)] sén diferents i per tant €5 = 3.

Quan n = 3 s’ha d’observar que N1(3) ~ 2(3) ~ Né?’) ique Nl(i’) ~ Ng’) ~ Nl(g).
Aquestes son les tniques relacions entre les Ni(?’). Es adir, si 3 <i < <11
aleshores Ni(?’) % NZ.(,?’) . Aixo implica que les classes [NZ-(") l,i=3,4,...,11, sén els
elements diferents de ?;f i per tant ﬁ?;,f =9. O

L’esquema d’un polinomi P de grau m > 1 és 'esquema E(P) que té com a
representant ’espectre del polinomi P, i.e., E(P) = [Z(P)] € £. Aquest esquema
és complet i té longitud n. Es a dir, E(P) € &;.

Per extensid, un esquema de polinomis és tot aquell esquema de la forma E(P)
per a cert polinomi P; o el que és el mateix, és tot aquell esquema que es pot
representar per un espectre.

Tot esquema de polinomis és un esquema complet pero el reciproc no és necessaria-
ment cert.

Proposicié 3.20. Son equivalents:

(i) L’equivaléncia ~ té la propietat de representacid.
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(ii) Tot esquema complet es pot representar per un espectre.

(111) Tot esquema complet és un esquema de polinomis. ]

La proposicié anterior mostra que si ’equivaléncia ~ té la propietat de repre-
sentacio, els esquemes complets coincideixen amb els esquemes de polinomis. En
aquest cas doncs, estudiar esquemes complets sera equivalent a estudiar esquemes
de polinomis, i per tant també sera, en cert sentit, equivalent a estudiar espectres.

Sigui Rg[z] el conjunt format pels polinomis a coeficients reals no constants (de
grau com a minim 1). L’equivaléncia ~ indueix una relacié d’equivaléncia en
Ro[7] donada per P ~ Q si Z(P) ~ Z(Q). Dit d’'una altra manera, P ~ Q
si E(P) = E(Q). En particular P i @@ han de tenir el mateix grau. Aquesta
relacié d’equivaléncia pot ser extesa a tot R[x] només que agrupant els polinomis
constants dins una mateixa classe (classe dels polinomis constants o classe de grau
0). Tanmateix, per simplicitat, treballarem normalment a Rg[z].

Queda definida, doncs, una classificacié dels polinomis (polinomis no constants)
en base als seus espectres. Dos polinomis estan a una mateixa classe si els seus
espectres guarden certes analogies geométriques, les que provenen de ser espectres
equivalents. Aquesta classificacié dels polinomis és analoga a la considerada al
final de la seccié 3.3.1 per a l'equivaléncia ~.

En el que segueix denotem per R al conjunt quocient

Les classes F' € R seran anomenades classes de polinomis o, si no hi ha lloc a
confusid, simplement classes. Per a una classe de polinomis F' € R podem definir
el grau de F' com el grau d’un qualsevol dels seus representants. Denotem per R,
i R; els subconjunts de R formats per les classes de grau menor o igual que n, i
les classes de grau n respectivament. Els elements de R, és a dir, les classes de
grau n, formen una particié de R} [x]. De fet es té R} = R [z]|/ ~, puix que R} [z]
és saturat en Ro[x].

Sigui
S:R—E (3.6)
'aplicaci6 definida per S(F') = E(P), on P € I ¢és un representant qualsevol de

F'. Explicitament,
S([P]) = [2(P)] siP €Rola],
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on els claudators denoten classes. Aquesta aplicacié esta ben definida i és injectiva.
Si F' € R és una classe de polinomis de grau n, la seva imatge S(F') té longitud
n. Aixo implica S(R}) C &, n > 1.

Proposicié 3.21. Son equivalents:
(i) L’equivaléncia ~ té la propietat de representacid.
(ii) S és bijectiva.
(iii) S(R) = £ (és a dir, S és exhaustiva).
(iv) S(R:) =&E* per atot n > 1. O

La proposicié anterior posa de manifest la influéncia de la propietat de repre-
sentacié en la classificacié que hem obtingut dels polinomis. Si ’equivaléncia ~
té la propietat de representacié aleshores les classes de polinomis s’identificaran,
via l'aplicacié S, amb els esquemes complets. De 'apartat (iv) obtindrem, en
particular,

tRE=tE ,n>1 (3.7)

El nombre del primer costat de la igualtat anterior, R, és el nombre de classes
de polinomis en queda dividit R [z]. En virtut de (3.7) aquest nombre de classes
podra ser obtingut a partir del cardinal de g’;, el nombre d’esquemes complets de
longitud n.

Observem també que les mateixes consideracions sén valides si la relacié d’equiva-
léncia ~ l'extenem a tot R[x], només que en aquest cas s’ha de considerar un
element distingit, denotat 7, amb la condici6 de que 7 ¢ 3 , 1 es considera ’aplicacio
S : Rlz]/ ~ — £ U {r} definida com lextensié de S tal, que a la classe dels
polinomis constants li fa correspondre ’element 7.

A continuacié donem el concepte de classes de polinomis obertes i d’esquemes
simples.

Definicié 3.22. Sigui ' € R una classe de polinomis i n el grau de F'. Direm que
F és una classe oberta si F' és un subconjunt obert de R*[z]. Aqui es considera
R’ [xz] amb la seva topologia usual. Denotem per R°, R? i R}° els conjunts formats,
respectivament, per les classes obertes, classes obertes de grau més petit o igual
que n, i classes obertes de grau exactament n.
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Un esquema E € & és simple si tots els seus representants sén configuracions
simples. Per configuracié simple entenem aquella configuracié tal que tots els seus
nodes tenen multiplicitat 1, és a dir, esta formada només per nodes simples. Si
A ~ B, A és simple si i només si B ho és. Aixo implica que per a que un esquema,
sigui simple és suficient que un representant seu sigui una configuracié simple.
Denotem per gs, é\z i EZ’S els conjunts formats, respectivament, pels esquemes
complets simples, pels esquemes complets simples de longitud més petita o igual
que n, i pels esquemes complets simples de longitud n.

Corol-lari 3.23. ﬂgf’s =1, ﬁé;s =2, jjfg"s =4,

Demostracio. Repetint la demostracié del corol-lari 3.19 només queda comprovar
quines de les configuracions Ni(n) sén simples. Per an =1, Nl(l) és simple. Aixo
implica £ = {{NV]} i en particular & = 1. Si n =2, N¥ i N{¥ s6n simples
perd N3 1o ho és. Per tant £5° = {[N?], [N{Y]}, resultant 1€ = 2. Finalment,

sin = 3, de les configuracions NZ-(?’), 1 =3,4,...,11, les iniques que s6n simples sén
N, NPUNE LN, resultant £5° = {[NSV], [NSV), [N§V), [N{P]}. En particular
1657 = 4. O

Anem a veure que les classes de polinomis obertes es corresponen amb els esquemes
complets i simples. Aixo sera conseqiiéncia del segiient resultat.

Lema 3.24. Sigui P(z) = Y. as% un polinomi a coeficients reals de grau n.
Son equivalents:

(a) Ezisteiz un 6 > 0 de manera que si Q(z) = > o by és un polinomi de

grav n amb |bs —as| <6, s=0,...,n, aleshores Z(Q) ~ Z(P).
(b) Z(P) és simple.
Demostracié. (b)=(a) Aplicant el teorema 1.23 al polinomi P obtenim un gy > 0,

0 < &9 < ez(p), 1 un 6 > 0, tals que tot polinomi Q(z) = >_,_, b4 de grau n i
amb |bs — as| < 0, s =0,...,n, verifica les propietats segiients:

(i) Si(y,7) € Z(Q), existeix un node (z,j) € Z(P) amb |y — z| < &.
(ii) Per a tot (z,j) € Z(P), existeix un nombre parell o > 0 tal que

Z multZ(Q)[(y,j)] = multZ(p)[(x,j)] -0 (3.8)

(v.1)€2(Q)
ly—z|<eo
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Com que Z(P) és simple, a (3.8) es té multyp[(z,j)] = 1. Aix0 implica 0 =0 i
que el primer costat de la igualtat (3.8) és igual a 1; o equivalentment, hi ha un
unic node (y,j) € Z(Q) que satisfa |y — 2| < €o. En definitiva, es té la segiient
propietat:

(iii) Per a tot node (z,j) € Z(P) existeix un tunic node (y,j) € Z(Q) amb
ly — x| < €.

A cada (z,7) € Z(P) fem-li correspondre aquest uinic node (y, j) € Z(Q), |y — x| <
£9. Obtenim aix{ una aplicacié

U:Z(P)— Z(Q)

que conserva derivacions i és bijectiva. Aquest iltim fet és degut a la propietat (i)
1aque ey <ezp).

Anem a veure que ¥ conserva l-abscisses. Siguin (z1,7j1), (22, j2) € Z(P) amb
|71 — J2| <1, isiguin (i, 7:) = V[(24,Ji)], ¢ = 1,2. Per definicié de ¥ es satisfan
les desigualtats

[y — 21| <o <ezpy, Y2 — 22| < €0 < ez(p) (3.9)

Per veure que ¥ conserva 1-abscisses hem de veure que les condicions (1) z1 < z,
i(2) 11 < yo, sén equivalents. Si x; < 22, de (3.9) i de la definicié de I'épsilon de
Z(P) es desprén que y; < 1 + ezp) < Ta — £z(p) < Y2. Suposem ara y; < Ya.
No pot passar z; > x5, ja que en aquest cas, aplicant la implicacié (1)=(2) que
acabem de veure als nodes (2, ja), (71, 71) (0 sigui, intercanviats d’ordre) obtin-
driem y» < w1, que es contradiu amb que y; < y,. Tampoc pot passar r; = x5
donat que en aquest cas hauria de ser j; = j, (recordem que els nodes de Z(P)
sén simples), i per tant resultaria (y1, j1) = Y[(x1, j1)] = V[(22, j2)] = (2, J2), que
és contradiccié amb y; < yo. En definitiva només pot passar que x; < x».

Hem vist que ¥ és bijectiva, conserva derivacions i conserva 1-abscisses. Aix0 im-
plica Z(Q) ~ Z(P). Queda provada la implicacié (b)=-(a), ja que el § proporcionat
pel teorema 1.23 satisfa 'apartat (a).

(a)=-(b) Suposem que existeix algun node (zo,j) de Z(P) amb multiplicitat més
gran o igual que 2. Per a cada € > 0, sigui el polinomi

Q:(7) = P(x) + e~ (3.10)

La condici6 (a) assegura que si € és suficientment petit aleshores Z((Q).) ~ Z(P),
i en particular Z(Q.) té nodes de derivacié j amb multiplicitat més gran o igual
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que 2. Aixi, si € suficientment petit, hi ha un nombre real z. amb

QY (we) = QUM (ac) =0 (3.11)
De (3.10) i (3.11) resulta
PI(z)=—¢c i PUtD(z)=0 (3.12)

De la segona igualtat de (3.12) es desprén que tots els x. sén arrels del polinomi fix
PU+Y - Aixo implica que els z. varien en un conjunt finit, entrant en contradiccié
amb que PU)(x.) = —¢ si € és suficientment petit. O

Proposicié 3.25. Si F'€ R, F és oberta si i només si S(F') és simple.

Demostracié. F és oberta si i només si la condicié (a) del lema 3.24 és satisfeta
per a tot P € F, o equivalentment, Z(P) és simple per a tot P € F. Aix0 és el
mateix que dir que S(F") és simple. O

Com a conseqiiéncia,

Corol-lari 3.26. Si l'equivaléncia ~ té la propietat de representacid aleshores
S(R°) =&%i S(R°) =&° per a tot n > 1. O
En particular, en cas de satisfer-se la propietat de representacié resultara

R = 185 n > 1 (3.13)

i per tant, es podra comptar el nombre de classes de polinomis de grau n que sén
obertes a partir del nombre d’esquemes complets de longitud n que sén simples.






Capitol 4

Esquelets i 5-configuracions

En aquest capitol presentarem el concepte d’esquelet d'una configuracié quasi-
completa i analitzarem les seves propietats. També introduirem una nova classe
de configuracions completes, les B-configuracions, i estudiarem la relacié existent
entre les B-configuracions i les configuracions que sén Pélya i conservatives. Aques-
ta relacié o dualitat es fara via esquelets.

4.1 Propietats generals dels esquelets

Definicié 4.1. Sigui N una configuracié quasi-completa. Anomenem esquelet de
N a qualsevol configuracié obtinguda a partir de N després d’haver tret un node
de cada grup interior de N. Aixo significa que préviament hem d’haver triat, per
a cada grup interior g de N, un node de g que denotarem per o, € g. L’esquelet
resultant d’aquesta tria de nodes és la configuracié

A=N\{og|ge G

on g]@“*') denota el conjunt format per tots els grups interiors de N. Observem que

A conté tots els nodes exteriors i atipics de N. En el que segueix, ens referirem al
node oy € g com el node que hem tret a g per formar A.

Com a exemples d’esquelets, a la figura 4.1 hi ha representades tres configuracions
quasi-completes i un esquelet per a cadascuna d’elles. Convindrem en dibuixar
els nodes de I'esquelet A amb punts, mentre que els nodes que hem tret a N per
formar A (i.e., nodes de N\ A) amb creus.

85
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Figura 4.1. Esquelets.

X

Si N no té grups interiors, 1'inic esquelet de N és A = N. En cas contrari, el
nombre d’esquelets de N és
I ¢

g€g§\ifnt)
ja que per a cada grup interior g, hi ha exactament fig possibilitats de triar un

node de g. En particular sempre existeix, com a minim, un esquelet.

De la férmula de la longitud (2.18) resulta
fA=4N —en =ly — TN (4.1)

Es a dir, tots els esquelets d'una configuracié quasi-completa N tenen el mateix
nombre de nodes, i igual a fy — 7y. Quan 7y = 0 (ie., my(j) > 1sij =
0,1,...,¢y — 1) aquest nombre de nodes coincideix amb la longitud de N.

Observacié 4.2. Siguin (x,j) € N un node interior de N i A un esquelet de N.
Aleshores existeizen dos nodes de A, (x1,71), (z2,72) € A, amb j1 < j, jo < j i
T <xT < Xo.

Aquest fet és una conseqiiéncia d’aplicar el lema 2.6 a la configuracié N i als nodes
ox(g) ioy(g), on g és el grup de N que conté el node (z, ), i de tenir en compte
que l'esquelet A conté tots els nodes exteriors i atipics de N. Podem dir, per tant,
que si (x, ) és un node interior de N aleshores és suportat en A.

Definicié 4.3. Sigui N una configuracié quasi-completa i A un esquelet seu.
Considerem la segiient particié de A: A = [N|A]~ U [N|A]* on

[N]A]T
[N1A]™

{(z,j) € Al (z,j +multy[(z, j)]) € N}

(4.2)
{(z,j) € Al (z,j + multx[(z,j)]) € N}

El significat d’aquests conjunts és el segiient. Si (z,7) és un node de A, la seva
multiplicitat m en A verifica (z,j) € A, (z,j+1) €A, ..., (z,j+m—1) € A i
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(z,j +m) ¢ A, havent-hi per tant dues possibilitats: (i) (x,j +m) € N, que es
realitza quan (z,j + m) és un dels nodes que hem tret a N per formar A, i (ii)
(x,7+m) ¢ N. Els nodes (x,j) € A per als quals es satisfa (i) sén els que hem
agrupat a [N|A]T, mentre que la resta de nodes de A sén els nodes de [N|A] .

Per a les dues primeres configuracions de la figura 4.1 tots els nodes de A sé6n de
[N|A]~, mentre que per a la tercera ho sén tots amb I’excepci6 del node de A que
té derivaci6 1 i multiplicitat en N igual a tres. Aquest node pertany a [N|A]T.

Definicié 4.4. Si N és una configuracié quasi-completa i A és un esquelet de N,
a la configuracié

Viniay = [NJA]" U (N\A) (4.3)

I'anomenarem configuracid de nodes veritables del parell [N|A]. Veure per exem-
ple la segiient figura, on els nodes veritables sén els que queden a l'interior dels
rectangles.

° x

el
[A]

IEval
[A]

Ty
Figura 4.2. Nodes veritables

Es facil veure que si per a cada node (z, j) € N\ A, amb peu (z, jo) = peuy|(z, j)],
es considera el conjunt S(, ;) format per tots els nodes de la forma (z,j), on jo <
j" < j, aleshores Vjy| 4] coincideix amb la reunié de tots els S(, ;) amb (z, j) € N\ A.

Algunes propietats senzilles que es deriven sén:

(i) Vina € Ug g 8- Es a dir, els nodes veritables de [N]A] s6n nodes interiors
N
de N.

(i) Si (a,j —1),(b,j — 1) s6n dos nodes consecutius de N, aleshores existeix
un unic node veritable de [N|A] que té derivacié j i abscissa estrictament
compresa entre a i b. Aquest unic node és el peu en N de o4 (node que hem
tret a g per formar A), on g és el grup interior de N determinat pels nodes
consecutius (a,j — 1), (b, j — 1).
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(iii) Si (z,j — 1) € N, les condicions (1) (z,j — 1) € [N|A]* 1 (2) (z,]) € Vinya),
sén equivalents.

El segiient resultat diu essencialment que els nombres my;, , (j) només depenen
dels nombres m4(j), 7 =0,1,..., i en particular no depenen de N.

Teorema 4.5. Siguin A un esquelet d’una configuracié quasi-completa N iV =
Vinja) la configuracié de nodes veritables de [N|A].

(i) Es verifica la segiient recurréncia: my(0) =0, i
my(j) = (mv(j —1) +ma(j —1) = 1)4 (4.4)
per a tot j > 1.
(it) my(j) = Ma(j — 1) = M3(j — 1) per a tot j = 0.

(iti) BV = 32520 [Ma(j) — M5 ()] = afmal.
Aqui m9 és la funcié nivell de ma 1 a[ma] el coeficient de col-lisié (veure (1.22)).

Demostracié. Es clar que (ii) implica (iii). Vegem (i) i (ii).

(i) my(0) = 0 prové de que tot node veritable és un node interior de N. Sigui
j > 11 hem de veure que es compleix (4.4). Suposem primer my(j — 1) = 0.
Raonant com abans (tot node veritable és interior) es dedueix que el primer costat
de (4.4) és my(j) = 0. El segon costat també és (0+0— 1), = 0, i per tant (4.4)
queda, provat.

Suposem ara my(j—1) > 1. Siguin (21, j—1), (22,7 —1),..., (Tmy(-1),J —1) els
nodes de N que tenen derivacié j — 1, ordenats per ordre creixent d’abscisses. Com
que tot node veritable és un node interior de IV, no hi pot haver cap node (z,j) € V'
amb & < 1 0% > Ty, (j—1). D’altra banda, peracadai =1,2,...,my(j—1)—1hi
ha un tnic node (z,j) € V amb x; < x < ;,1. Aixo implica que hi ha exactament
my(j — 1) — 1 nodes de V que tenen derivacié j i abscissa diferent de tots els
xiy 0 =1,2,...,mn(j —1). Observem també que si i = 1,2,...,my(j — 1), les
condicions (1) (z;,j) € Vi (2) (z;,j — 1) € [N]A]T, s6n equivalents. Per tant, hi
ha tants nodes veritables de derivacié j que tenen abscissa igual a algun z;, com
nodes de [N|A]* que tenen derivaci6 j — 1.
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En total tenim

my(j) = mn(—1) = 1T+mua+( —1)
= m[N|A}—(j—1)+mv(j—1)—1+m[N‘A]+(j—1)
= mv(j—l)—i-mA(j—l)—l,

resultant aixi (4.4).

(ii) Aquest apartat és conseqiiéncia de que els nombres v(j) = my(j), 7 > 0,
satisfan la recurréncia (1.19) i per tant, per la proposicié 1.8 resulta my(j) =
Ma(j = 1) = M5(j —1). -

El resultat anterior té diverses conseqiiéncies.

Corol-lari 4.6. Siguin A un esquelet d’una configuracié quasi-completa N ¢ j >0
un nombre natural. Aleshores my(j) =0 si, i només si, m9(j) = 0.

Demostracid. De la definicié de funcié nivell resulta m9(j) = 0 si, i només si,
Mu(j) — M5(j — 1) = 0. Ara, del teorema anterior (ii) es dedueix que My4(j) —
MS(j—1)=my (j)—i—mV[N‘A} (7). Aquest dltim nombre, suma de dos enters positius,
val zero si i només si m4(j) = my,, ,(j) =0, o el que és el mateix, my(j) = 0.0

Corol-lari 4.7. Sigui N una configuracio quasi-completa de longitud n. Son
equivalents:

(i) Tv =0
(i1) Ezisteir un esquelet de N que té exactament n nodes.
(i1i) Tot esquelet de N té exactament n nodes.
(iv) Existeix un esquelet de N que satisfa la condicidé de Pdlya.

(v) Tots els esquelets de N son configuracions Pdlya.

Demostracid. (i), (i) i (ili) sén equivalents en virtut de (4.1). Per altra banda
(v)=(iv). Vegem que (i)=-(v) i que (iv)=(i).

(i)=(v) De 7y = 0 es despréen que my(j) > 1, j =0,1,...,n — 1, i pel corol-lari
4.6, m%(j) =1peraj=0,1,...,n—1, on A és un esquelet qualsevol de N. Aixo
implica que A és Pdlya, tal com s’ha vist en el corol-lari 1.14.

(iv)=(i) Si A és un esquelet satisfent la condicié de Pdélya, aplicant de nou el
corol-lari 1.14 es dedueix que m%(j) =1sij=0,1,...,84 — 1,1 m9%(j) = 0 per a
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Jj > 8A. D’aqui que my(j) > 1 si i només si j < §A — 1. Aixo implica n = §A4, i
per tant, de (4.1), 7x = 0. O

4.2 B-configuracions

Definicié 4.8. Es diu que una configuracié N és B-configuracid si és quasi-
completa i verifica les tres propietats segiients:

(i) Si g és un grup interior de N, aleshores existeix un tnic node de g que té
derivacié igual a la derivacié de g, i tal que la seva multiplicitat en N és
senar.

(ii) Si g és un grup exterior de N, tots els nodes de g que tenen derivacié igual
a la derivacié de g tenen multiplicitat en N parell.

(iii) 7y = 0. Es a dir, my(j) > 1peraj=0,1,...,0y — 1.

La condici6 (i) significa que entre cada dos nodes consecutius de N hi ha un tinic
node de N que té derivacié una unitat més gran que la dels nodes consecutius i
multiplicitat senar. En canvi, la condicié (ii) significa que tots els nodes situats a la
dreta d’un node extrem-dret, o a I’esquerra d’un node extrem-esquerra, i que tenen
derivacié una unitat més gran que la del node extrem, tenen multiplicitat parell.
D’aquestes dues condicions es dedueix que el nombre de nodes de tot grup interior
és senar, i que el nombre de nodes de tot grup exterior és parell. Finalment, la
condicié (iii) implica que N és completa. Es a dir, si NV és B-configuraci6 aleshores
N és completa. Observem també que de la condicié (iii) es dedueix que N té un
Unic grup atipic, que és el que té derivacié 0.

Si g és un grup interior de N denotem per o y(g) a I'tinic node de g que té derivacié
igual a la derivacié de g i multiplicitat en N senar.
Lema 4.9. Siguin N una B-configuracid i o un node de N. Son equivalents:

(i) a =on(g) per a algun grup interior g de N.

(i) o és un peu de N de derivacid major o igual que 1 i multiplicitat en N
senar.

Demostracié. Que (i) implica (ii) es deriva de la definici6 de o (g).
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(ii)=(i) Sigui g el grup de N tal que o« € g. Com que « és un peu de N, la
derivacié j de a coincideix amb la derivacié de g, resultant que g no pot ser un
grup atipic donat que per hipotesi 7 > 1 i I'tinic grup atipic de N té derivacio 0.
Aixi, g és un grup interior o exterior de derivacié igual a la derivacié de . De les
condicions (i) i (ii) de la definici6 4.8 es desprén que g és interior i que o = on/(g),
ja que « té en N multiplicitat senar. O

Com a exemples, a la segiient figura hi ha representades tres B-configuracions. Els
nodes encerclats sén els de la forma oy(g), on g és un grup interior format per
com a minim dos nodes.

x

x
X
X

x
X
X

e X X

X — XXX XX

—®— = ) e
X X X

—X——%— A A

x
x

x
x

Figura 4.3. B-configuracions.

Es facil veure, fent servir el corollari 3.7, que si N i N’ sén dues configuracions
equivalents aleshores NV és B-configuracié si, i només si, N’ ho és. A més a més, si
U = WUy n és la identificacié natural entre N i N’ aleshores W[on(g)] = on (V[g]).

A continuacié introduim l’esquelet associat a una B-configuracié, que tindra un
paper especial dintre de tots els seus possibles esquelets.

Definicié 4.10. Sigui N una B-configuracié. Per a cada grup interior g de N,
sigui o, el cap en N de ox(g). Es a dir, 04 = capy[on(g)] € g. L' esquelet associat
a N és I'esquelet que resulta de treure a IV els nodes de la forma oy, on g recorre
tots els grups interiors de N.

Del lema 4.9 es desprén que els nodes que estem traient a N per formar A sén
precisament els caps § de N tals que el seu peu, peuy[5], té derivacié major o
igual que 1 i multiplicitat en N senar. Com a exemple, els esquelets associats a
les configuracions de la figura 4.3 estan representats a la figura 4.4, els nodes dels
quals, com és usual, estan marcats amb punts.
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Figura 4.4. Esquelets associats a B-configuracions.

Si N i N’ sén dues B-configuracions equivalents i A, A’ sén respectivament els seus
esquelets associats, aleshores W[A] = A’ on ¥ = Uy v és la identificacié natural
entre N i N'.

Proposicié 4.11. Sigui N una B-configuracié de longitud n. FEl seu esquelet
associat A, té les propietats segiients:

(i) Tot peu de A és peu de N.
(ii) A té exactament n nodes.
(iii) A és una configuracié Pdlya i conservativa.

(iv) A és una configuracid reqular.

Demostracio. Que tot peu de A és peu de N es deriva del fet que tots els nodes
que hem tret a N per formar A sén caps de N. Que A té n nodes i que és Pdlya
prové del corol-lari 4.7 donat que 7y = 0. Que A és conservativa és conseqiiéncia
immediata de la construccié de A. En efecte, per formar A hem tret el cap en
N dels peus de N que tenen derivacié j > 1 i multiplicitat senar, quedant aix{
transformats, en A, amb nodes de multiplicitat parell; la resta de peus de N que
tenen derivacié j > 1 continuen amb multiplicitat parell. La regularitat de A prové
del teorema 1.4. O

La propietat (iii) de la proposicié anterior estableix que tota B-configuracié admet,
com a minim, un esquelet Pdélya i conservatiu. El reciproc d’aquest fet també és
cert, tal com es mostra en el segiient resultat.

Proposicié 4.12. Sigui N una configuracié quasi-completa. N és B-configuracio
si, 1 només si, existeix un esquelet de N Pdlya i conservatiu.

Demostracio. Si N és B-configuracié, I’esquelet associat a IV és Pélya i conservatiu.
Reciprocament, suposem que N és una configuracié quasi-completa tal que admet
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un esquelet A Pdlya i conservatiu. Hem de veure que N és B-configuracié, és a
dir, que es compleixen les condicions (i), (ii) i (iii) de la definici6 4.8. La tercera
prové del corol-lari 4.7 perqué al ser A Pélya resulta 7 = 0. Les dues primeres es
deriven del fet que A és conservativa. En efecte, sigui g un grup interior o exterior
de N de certa derivacié 7 > 1. En qualsevol cas g és de la forma

k
g= U{(mla.]% (1'17] + 1)7 cey (xzvj +m; — 1)}
i=1
on els (x;,7),i=1,2,...,k, sén nodes de N que tenen derivaci6 j, i els nombres
m; sén les multiplicitats en N dels (z;,7),i=1,2,..., k.

Si g és exterior, per la definicié d’esquelet tots els nodes de g pertanyen a A. Aixo
implica que si i = 1,2,..., k, la multiplicitat en A del node (x;, j) és exactament
m;, 1 per tant m; és un nombre parell atés que (z;, ) és un peu de A de derivacié
j > 1. Aixi, N verifica la condicié (ii) de la definici6 4.8.

Si g és un grup interior, hi ha un tnic node de g, diguem (z;,,7’), 1 < ig < k,
j <j <j+my — 1, que no pertany a A. Es a dir, estem considerant el node
(xi5,7") que hem tret a g per formar A. En particular, si i # ig, tots els nodes
(i, 7), (3, j+1),..., (x;,j+m; — 1) s6n nodes de A, implicant que la multiplicitat
en A de (x;,j) és exactament m;, essent per tant m; un nombre parell (com abans,
(x;,7) és un peu de A de derivacié j > 1). Finalment, quan i = i es té m;, =
1+u+wv,on

w = j —j=multal(z,7)],
= j+my —1—j" =multaf(z,) + 1)],

amb el conveni que si j/ = j o j = j + m;, — 1 aleshores mult[(z;,,j)] = 0 1
mult 4[(z;,, 7 + 1)] = 0 respectivament. Donat que els nodes (z;,,7), (24,7 + 1)
sén peus de A amb derivacié major o igual que 1, els nombres v i v sén parells, i
per tant m;, = 1 4+« + v és un nombre senar.

En definitiva, (x;,,j) és I'inic node de g que té derivacié j i multiplicitat en N
senar. Aixo prova la condici6 (i) de la definicié 4.8 i ja hem acabat. O

Anem a veure finalment el resultat més important d’aquesta seccié. Del teorema
1.4 es dedueix que tota configuraci6 A Pdlya i conservativa és regular. En par-
ticular, si n és el nombre de nodes de A, segons el teorema 1.5 existeix un tinic
polinomi de grau n que s’anul-la sobre A.
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Teorema 4.13. Sigui A una configuracié Pélya i conservativa de n nodes. Sigui
P(z) ["inic polinomi de grau m, amb coeficient principal igual a %, que S’a-

nul-la sobre A. Aleshores A és un esquelet de Z(P) i, en particular, Z(P) és
B-configuracid.

Demostracio. Sigui Z = Z(P). Aleshores A C Z i la longitud de Z és igual a n.
Considerem, per a cada grup g de Z, la interseccié g N A. Si la derivacié de g no
és zero, el cardinal de gN A coincideix amb una suma de multiplicitats en A d’uns
quants peus de A que tenen derivacié com a minim 1. Com que A és conservativa,
aquesta suma de multiplicitats és parell, i per tant §(g N A) és parell.

Per als grups g de Z considerem el nombre

ke =g —t(gNA) (4.5)

Observem que kg és el nombre de nodes de g que no sén de A, ky = §(g\A). Per
als grups interiors es té k; > 1. En efecte, si g fos un grup interior (i en particular
de derivacié no nul-la) amb k; = 0, el nombre de nodes de g seria fg = (g N A),
que és un nombre parell. Aix0 es contradiu amb que Z és completa.

Denotem respectivament per ggm), (ZeXt) i g(;t) els conjunts formats pels grups

interiors, exteriors i atipics de Z, i per G el conjunt format per tots els grups de
Z. Substituint (4.5) en la férmula de la longitud (2.19) s’obté

no= 174+ ) BN+ DI+ Y [BENA) +k]

aegy" gegught)
= 1z+ > H@nA)+ > k—D+ > K
g€z gegg'“') geggxr)uggﬂ)
= nt71z+ Y (=14 D kg (4.6)
gegi™ gegEIught)

A Tiltima igualtat de (4.6) s’ha utilitzat que ) ., 4(gNA) =4(ZNA) =A=n.
De (4.6) es deriven varies conseqiiéncies: (i) 7z = 0, (ii) kg = 1 si g és interior, i (iii)
ky = 0 per als altres grups de Z (exteriors o atipics). Aixi, si g és interior podem
considerar 'inic node de g que no pertany a A, i que denotarem per o, € g\A.
Per als grups exteriors o atipics tindrem g = g N A. Per tant,

A= Ulnd) = <U 9>\{%Igeggm)}—Z\{agIgeggnt)}

9€Gz 9€Gz

d’on resulta que A és un esquelet de Z. Finalment, que Z és B-configuracio es
deriva immediatament de la proposicié 4.12. 0
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Del teorema anterior sorgeixen de manera natural dues qiiestions:

(i) Sabem que A és esquelet de Z(P) i que Z(P) és B-configuracié. Es cert
que A és Pesquelet associat a Z(P)? La resposta és que en general no. Per
exemple, la configuraci6 A = {(—1,0),(1,0),(0,2),(0,3)} representada a
la figura 4.5 (a) mitjangant punts, és Pélya i conservativa, perd no és pas
I’esquelet associat a l’espectre del polinomi P de grau n = 4 que s’anul-la

sobre A (veure la mateixa figura, on els nodes marcats amb creus sén els
nodes de Z(P)\A).

(ii) La segona qiiesti6 fa referéncia a si el teorema 4.13 pot generalitzar-se a con-
figuracions Pélya i quasi-conservatives. Recordem que el teorema 1.4, i per
tant també el teorema 1.5, eren aplicables a aquest tipus de configuracions.
La resposta novament torna a ser negativa. Es a dir, hi ha configuracions A,
Pélya i quasi-conservatives, de manera que A no és esquelet de Z(P). Aixo
passa per exemple amb la configuracié A = {(0,0),(1,1),(4,1)} representa-
da amb punts a la figura 4.5 (b). El calcul de P i de Z(P) mostra que les
creus d’aquesta figura sén els nodes de Z(P)\ A, posant de manifest que A
no és un esquelet de Z(P).

(a) (b)
° .
Figura 4.5

4.3 Un teorema auxiliar

En aquesta seccié donarem un resultat auxiliar que diu que si A és una configuracié
quasi-conservativa, aleshores tota funcié f que s’anul-la sobre A també s’anul-la
sobre una configuracié quasi-completa N tal que A és esquelet de N. Aquest
resultat ve a ser una generalitzacié del teorema 4.13, i I'incloem per dues raons.
La primera és que farem s d’una conseqiiéncia seva posteriorment. La segona
és que laplicarem per donar una demostracié del teorema de K. Atkinson i A.
Sharma [2], que hem enunciat al capitol 1 i que hem utilitzat al final de la secci6
anterior (proposicié 4.11 i teorema 4.13).
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La construccié de la configuracié quasi-completa N del resultat que presentarem
es basa en Paplicaci6 reiterada del teorema de Rolle. Es per aixo que N també es
coneix, en el llenguatge de matrius d’incidencia, amb el nom d’extensid de Rolle
([29],[32],[33]). Aquest resultat és la versié analoga del lema 5.1 de [33], pero escrit
en el llenguatge adequat per a aquest treball. A més, combinant-lo amb el teorema
4.5 es generalitza el lema 5.3 de [33] donat que a I'haver considerat els nodes de
[N|A]* com a nodes veritables, no cal restringir-nos a nodes sense duplicacid a
I’hora de comptar my(j). Finalment, també inclourem els requeriments minims
de regularitat de la funcié f.

En el que segueix es considera una configuracié A. Els nombres a i b estan definits,
respectivament, com [’abscissa més petita dels nodes de A i I'abscissa més gran
dels nodes de A. Es a dir,

a = minaby, b = maxaby (4.7)
També es considerara el nombre
n=1+max{j € N|m%(j) =1} (4.8)

Dit d’una altra manera, n és el nombre natural més petit possible per al qual
m(n) =m4(n+1) =m4y(n+2)=--- =0.

Lema 4.14. FEs verifiquen les segiients condicions:
(i) n > max{gA,l4}.
(i) MS(n—1)= Mu(n—1)=HA.

(iii) Si N és una configuracié quasi-completa tal que A és esquelet de N, aleshores
ln =n. A més, l'abscissa de tots els nodes de N pertany a linterval [a,b].

Demostracié. Quen > {4 es dedueix del fet que ma(€4—1) > 1, d'on m9(4—1) =
11 per tant n > £4. Per altra banda, m9 satisfa la condicié de Polya per sobre
amb n, i pel teorema 1.12; apartats (i) i (i), M%(n — 1) = Mus(n — 1) = §A.
Aquesta iltima igualtat és deguda a que n > 4. S’obté aixi 'apartat (ii) i també
que n > fA, ja que m9y < 1.

Per a apartat (iii) utilitzem el corol-lari 4.6, del qual es dedueix que ¢y = n.
Finalment, que 'abscissa de tots els nodes de N pertany a l'interval [a, b] és imme-
diat per als nodes de A, mentre que per als nodes de N\ A es deriva de I'observaci6
4.2. O
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Per C"1)([a,b]) denotem l’espai de funcions reals derivables n — 1 cops amb
continuitat a I'interval [a, b]. Quan a = b, C"~Y([a, b]) esta format per les funcions
definides en un entorn de a i derivables n — 1 cops en a.

Lema 4.15. Suposem que A és quasi-conservativa i que f € C®™ V([a,b]) és
una funcié que s’anul-la sobre A. Siguin (x1,0), (22,0),..., (zx,0) els nodes de
A que tenen derivacié 0 ordenats per ordre creizent d’abscisses (en particular

k =ma(0)). Aleshores,

(i) Ezxisteizen k — 1 nodes (y;,7j:), i = 1,2,...,k — 1, tals que cadascun d’ells,
diguem (y;, ji), verifica les propietats segiients:

(a) x; <y <wipr, 1< Ji <n—1, (yi, i) & A
(b) f és nul-la en (y;, j;).
(c¢) Tots els nodes (yi, 1), (yi,2), ..., (yi,Ji — 1) son nodes de A.

(ii) Suposem que (y;,ji), i = 1,2,...,k—1, son k—1 nodes verificant les propie-
tats de l'apartat anterior. Sigui B la configuracid obtinguda d’afegir a A els
nodes (yi,ji), 1 = 1,2,...,k—1, i B la configuracié obtinguda de disminuir
la derivacié dels nodes de B en una unitat. Es a dir,

B ={(z,j—1)| (z,§) € B, j > 1}.
Aleshores B' és quasi-conservativa i la funcid nivell de mp, m%,, val
me(j) =my(+1), 5 =0 (4.9)

Demostracié. Observem que I'apartat (i) no té sentit quan k£ < 1 i per tant hem
de suposar k > 2. En canvi, 'apartat (ii) també cal demostrar-lo quan k£ < 1. En
aquest cas B’ = A’, on A’ s'obté de disminuir la derivacié dels nodes de A en una
unitat.

(i) Hem de definir, per a cada i = 1,2,...,k — 1, un node (y;, j;) satisfent les
condicions de lapartat (i).

Sigui g = f’. Si g té algun zero y a l'interval (z;,z;;1) de manera que (y,1) ¢ A,
aleshores definim (y;,7;) = (y,1). Aquest node satisfa totes les condicions de
lapartat (i) i per tant en aquest cas ja hem acabat.

Suposem ara que per a tot zero y de g a l'interval (z;, x;, 1) es verifica que (y, 1) € A.

En aquest cas el nombre de zeros de f al'interval [x;, x;11] és finit. En efecte, si fos
infinit, aplicant el teorema de Rolle trobarfem també un nombre infinit de zeros
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de f' = gen (x;,2;41), que es contradiu amb el fet que A és un conjunt finit. Sigui
¢ el zero més petit de f a Uinterval (z;, z;41). Tenim f(z;) = f(§) =01 f(z) #0

si z; < x < . Siguin també (21,1), (22,1),..., (2, 1) els nodes de A de derivaci6
1 amb abscissa a Uinterval (z;,) (els nombres z,, s = 1,2,...,r, sén precisament
els zeros de g a l'interval (z;,)). Posem m; =mult4[(zs,1)], s = 1,...,r. De ser

A quasi-conservativa i tenir z; < z, < x;41 es deriva que cada my és parell. Per
altra banda, Mq(n—1) =4A>k+>_.,_ my > 2+m,, ipertant n—1 > my+1,
s=1,...,r. En particular ¢ = f’ admet derivada mg-éssima en cada z.

A continuacié provem que ") (z,) = 0 per a algun s. En efecte, si fos g™ (z,) # 0
per a tot s, g tindria ben definida la multiplicitat en cada zs, essent aquesta
multiplicitat igual a my, que és parell. Aixo es contradiu amb el lema 2.9 (i),
que estableix que el nombre "', m, és un nombre senar. Per tant existeix algun
s* € {1,...,r} tal que g™ (z.) = 0. Definim ara (y;,j;) = (2s-,ms + 1). Per
construccié, aquest node satisfa totes les condicions de 'apartat (i) i ja hem acabat.

Anem a veure (ii). La prova de que B’ és quasi-conservativa és immediata, aix{
que nomeés veurem (4.9). Amb tal finalitat, i per fixar idees, suposarem que k > 2.
Si k<1, (4.9) es derivara de forma analoga.

Per at=1,2,...,k — 1 sigui A; la configuracié obtinguda a partir de A només
que traient a A els nodes (z1,0), (x9,0),...,(x;,0), i després afegint els nodes

s

(y1,71), (Y2, 42), - - - (Yi, 4i). Es a dir,
Ai - (A\{(Il, 0), (.132, O), ceey (ZEZ', 0)}) U {(yl,jl), (yg,jg), P (yzajz)}
Posem també Ay = A.

L’inica diferéncia entre A;_; i B radica en els nodes de derivacié 0 (Ax_; només
en té un, (xy,0), mentre que B té tots els (z;,0), i = 1,2,...,k) i en particular
A, = B', on A,_, és la configuraci6é obtinguda de disminuir la derivacié dels
nodes de A,_; en una unitat. Aixo implica que

(]) = mAkﬂ(j + 1)7 J=0 (410)

Per altra banda, les configuracions Ag, Ay, As, ..., Ax_1 verifiquen la segiient re-
curréncia: Ag = A, i per a tot i > 0, A;;1 s'obté a partir de A; només que traient
el node (x;41, ji+1) 1 després afegint el node (y;41, ji+1). Es a dir,

A1 = (AN (@i11,0)}) U{ (i1, Jis1) }, 1= 0,1,k — 2.
En particular, perat=20,1,...,k—21j5 >0,

mp (j) = ma;

ma, (j)a si j 7é Oaji-l-l
MA; (]) = mAz(O) - 17 sl j =0
ma, (Jiv1) +1, sij=jin
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Aixo implica que mf, = mf. En efecte, my, , s'obté a partir de m,, des-
prés d’aplicar j; .1 passos m — m especificats en la proposicié 1.7 (i). Aquests
consisteixen en anar desplacant un 1, inicialment contingut en el valor my,(0),
de derivacié en derivacié. Notem que la proposicié 1.7 és aplicable donat que
ma,(0) =k—1>2iquemy,(j) >1sij=1,...,J5i+1— 1. Aquest iltim fet prové
de que A; conté tots els nodes de la forma (y;,j), j =1,2,...,7; — 1.

S’obté aixi que m%y = m%, = -+ = mf, = mj. Finalment, donat que
ma,_,(0) = 1, i en particular que My,_,(0) = M3 (0) = 1, de (4.10) i de la
proposicié 1.8 (ii) resulta

mp(j) =my, G+ 1) =mj(+1), 5 =0.

Aixo completa la demostracio. ]

Com a exemple, a la figura 4.6 (a) hi ha representada una configuracié A quasi-
conservativa. A la part (b) hi ha una possible situacié per als nodes (y;, j;), és a
dir, satisfent les propietats de 'apartat (i) del lema anterior. Finalment, a (c) hi
ha representada, per a aquests nodes (y;, J;), la configuracié B’ de Papartat (ii).

@ 0 (©)

D G > o o . .
W el . —

[ SR SR SR " R G GO

Figura 4.6. (a) A, (b) AU {(yi;ji)}lgigk—l = B, (C) B'.

Teorema 4.16. Siguin A una configuracid quasi-conservativa, a,b i n els nombres
definits a (4.7) i (4.8), i f € C"Y([a,b]) una funcié que s’anul-la sobre A.
Aleshores, existeix una configuracidé quasi-completa N de manera que A és esquelet
de N i tal que f s’anul-la sobre N.

Abans de donar la demostracié d’aquest resultat farem els segiients comentaris:

1. Si ma(j) < 1, 7 > 0, el teorema és trivial inclis quan A no és quasi-
conservativa. En efecte, en aquest cas la configuraci6 N = A és quasi-
completa, A és esquelet de N i f s’anul-la sobre N. Aix{, I'interés del teorema
radica quan mu4(j) > 2 per a algun j. Observem que aixo implica a < b.

2. La condicié de regularitat sobre f és suficient per a que el teorema tingui
sentit. En efecte, de la definicié de a i b, i de la desigualtat n > /4 del
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lema 4.14, es deriva que f esta definida sobre els nodes de A. Tanmateix, f
també esta definida sobre els nodes de N un cop donem per assumit que A és
esquelet de N, doncs aixi ho estableix el lema 4.14 (iii). Acabem observant
que la condicié f € C™~Y([a, b]) és el requeriment minim sobre la regularitat
de f, ja que en cas de no satisfer-se, no es pot assegurar que f estigui definida
sobre els nodes de N que tenen derivacié maxima, i.e., derivacié igual a n—1.

Demostracid del teorema. Procedirem per induccié sobre n. Sin = 1, del lema 4.14
(i) es deriva que fA = 4 = 1; o el que és el mateix, A és de la forma A = {(a,0)}
per a cert a € R. La configuraci6 N = A és quasi-completa, A és esquelet de N i
f s’anul-la sobre N.

Suposem n > 2. Siguin (z1,0), (22,0),...,(zg,0) els nodes de A que tenen
derivacié 0, ordenats per ordre creixent d’abscisses. FEl lema 4.15 proporciona
k — 1 nodes, (y;,7j:), @« = 1,2,...,k — 1, verificant les propietats de apartat (i).
Considerem la configuracié B’ definida exactament com a Iapartat (ii) del lema
4.15. Paral-lelament veure la figura 4.6.

Definim els nombres o', &' i n’ com els nombres (4.7) i (4.8) pero referits a la
configuracié B’. Es compleix que a < a’ <V < b. El lema 4.15 (ii) mostra que B’
és quasi-conservativa i que

n=14+max{jeN|m%(j)=1}=14+max{j e N|m%4(+1) =1} =n—1.

D’aqui s’obté que f € C™~V([a/,¥/]). Per altra banda f s’anul-la sobre B’. Podem
aplicar, per tant, la hipotesi d’induccié a B’ i a f’, obtenint una configuracié quasi-
completa N’ tal que B’ és esquelet de N’ i tal que f’ s’anul-la sobre N’. A la figura
4.7 (a) hi ha una possible configuracié N’ continuant amb I’exemple de la figura
4.6.

Prenem
N = {(37’] + 1) ’ (:L’,j) < NI} U {(.%'1,0), (:L’Q,O), T (:Uk,O)}.

Es a dir, N és la configuracié obtinguda d’augmentar la derivacié dels nodes de
N’ en una unitat, i després afegir els nodes (z;,0), ¢ = 1,2,..., k. Veure la figura
4.7 (b).
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a) N': (b) N:
(a) x x
X% X XXX
XX % X XXX
X xx X X
s r——
x——X o

ﬁ
H

Figura 4.7

Per construccié N és quasi-completa (N' ho ési (y;,1) € N, i=1,2,... . k—1) i
f s’anul-la sobre N. Per altra banda, és immediat acabar de comprovar que A és
esquelet de N, i aixd completa la demostracié. [

Corol-lari 4.17. Siguin A una configuracié quasi-conservativa, a,b i n els nom-
bres definits a (4.7) i (4.8), i f € C" VY ([a,b]) una funcié que s’anul-la sobre A.
Aleshores, si j > 0 és un nombre natural tal que m%(j) =1, f9) té com a minim
un zero a linterval [a, b].

Demostracid. El teorema 4.16 proporciona una configuracié quasi-completa N tal
que A &és esquelet de N i f és nulla sobre N. Si m9(j) = 1, del corol-lari 4.6 es
dedueix que my(j) > 1 i per tant fU) té algun zero a [a, b]. O

Una altra conseqiiéncia és el teorema 1.4, [2].

Corol-lari 4.18. Si A és una configuracié Pdlya i quasi-conservativa, A és regu-
lar.

Demostracié. En primer lloc, del corol-lari 1.14 es desprén que el nombre n definit
a (4.8) coincideix amb fA. Si suposem que A no és regular aleshores existeix un
polinomi no idénticament nul P, de grau r = deg(P) < #A, que s’anul-la sobre A.
Del corol-lari 4.17 es dedueix que qualsevol derivada PY), 0 < j < A —1, té zeros
reals, ja que n = #A. En particular, si j = r aleshores el polinomi P, que és una
constant no nul-la, té zeros reals, la qual cosa és impossible. Per tant A és una
configuracié regular. O






Capitol 5
L’aplicacié extensié

En aquest capitol donarem les eines imprescindibles per al capitol segiient, tals
com ’aplicacié extensié i la continuitat de les arrels veritables i latents.

Per a una funcié m : N — {0, 1}, finita i a valors 0 o 1, considerem el seu suport
usual, denotat supp(m) = {j € N | m(j) =1}. Si y € R, posem

Sn=AW,J) [j €N, m(j) =1} (5.1)

La representacié geometrica de la configuracié SY, consisteix en considerar una
linia vertical d’abscissa y, i després acabar de col-locar els nodes de S¥ sobre
d’aquesta linia, que ocupen les derivacions j per a les quals és m(j) = 1. Clarament

45y, = fsupp(m), isi j =0, mgy (j) = m(j) 1 Mgy, (j) = M(5).

Més en general, siguin h funcions finites m; : N — {0,1},7 =1,... h, totes elles a

valors 0 o 1. Per a cada tria de h nombres reals y;, ¢ = 1,2, ..., h, podem formar les
. . , . . )

configuracions S}, S¥2 ,... 5y . Fixem-nos que I'abscissa y; va associada només

a la funcié m;. La reunié de les configuracions anteriors és la configuracio

h
E(Y) = J Sy = {(ih) | 1<i<h, j>0,m(j) =1} (5.2)

i=1
on ¥ denota el vector i = (y1,%2,...,yn) € R". Per exemple, quan les funcions

m;, 1 = 1,2,3,4, vénen donades per

my = [1,0,0,1,1,0,0,0, ...
ms = [0,1,1,1,1,0,0,0,...
ms = [1,1,0,0,1,1,0,0,...
m4 = [1,0,0,0,0,0,0,0, ...

103
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aleshores la representacié geométrica de E(7/), per a diferents valors de 7/, és la
de la figura 5.1. A la part (a) quan y; < y2 < y3 < ¥4, a (b) sl y1 < yo = y3 < Y,
ia(c)siys <y <ys<ys

(a) V1<Yo<Yg<Y, (b) vy<vo=vs<y, (€) vy <vsv,
1 1 1 1 } 1 1 1 f 1 1
| | a | | Y | | | Py |
] T ® T ] ® T T 7 ® T
S A S S W N
| | | | | | 1 |
| e | | 4‘—‘—1; e J | |
| | | | | i | | | | |
— T ——@&—+— — T &—— — 7 @&—+—
v, Y2 Vg Y, Y, Y23 Y, v, Y, Y3 Y,

Figura 5.1. E(7) per a diversos valors de 7/ .

Observem que 'inica diferéncia entre (a) i (c) és una permutacié entre les linies

verticals corresponents a les abscisses ¥, i 42, deguda a l'ordenacié diferent de les
—

components de ¥ .

Si y € R" és tal que les configuracions Syi,i=1,...,h, sén disjuntes dos a dos,
aleshores, aplicant cardinals a (5.2), obtenim que E(7/) té cardinal constant i igual
n, on

h
n= tsuppiom)

Aixo per exemple passa si les components y;, ¢ = 1,2,...,h, sén diferents dos
a dos (figura 5.1, (a) i (c)). En canvi, quan les configuracions S% , i =1,...,h,
no sén disjuntes dos a dos, el nombre de nodes de E(7’) és menor que n, com
passa per exemple en la figura 5.1 (b). Aixo fa que ens haguem de replantejar una
altra definicié per a E(7'), denotada Ext(7), de manera que amb aquesta nova
definicié obtinguem sempre n nodes, i de manera que recuperem E(7) quan els
Syi i =1,...,h, siguin disjunts dos a dos.

La construccié de les configuracions Ext(%'), ¥ € R", la donarem a la secci6
segiient, formulada a partir de funcions nivell. Aquesta construccié esta inspirada
en [12] i [33, pag. 63], amb I"inica diferéncia que nosaltres la necessitem en tots els
punts iy € R". L’aplicacié Ext: R" — C*" tal, que a 3 € R" li fa correspondre la
configuracié Ext(%’) € C*", on C*™ denota el conjunt de les configuracions de n
nodes, sera anomenada aplicacio extensio. Hem optat per aquest nom pel simple
fet que aquesta aplicacié és una extensié, a tot R", de I'aplicacié 3y —E(7%) quan
aquesta ltima només es considera definida en els punts que proporcionen n nodes
(punts 7 € R" tals que les configuracions Syi, 1 =1,...,h, sén disjuntes dos a
dos).
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També veurem les propietats més elementals de les configuracions Ext(7y), ¥ €
R". En particular caracteritzarem el cas Pélya i conservatiu, és a dir, donarem
les condicions necessaries i suficients que han de verificar les funcions m;, i =
1,2,...,h, per tal que Ext(y’) sigui sempre (i.e., per a tot 3 € R") una configu-
racié Polya i conservativa.

Observem que en el cas Pélya i conservatiu sempre podem considerar el polinomi
de grau n, amb coeficient principal igual a %, que s’anul-la sobre Ext(?). Aquest
polinomi depén de 7 i es denota per P(¥;-), indicant aixf la seva dependéncia
en 3. Per a x € R, el valor d’aquest polinomi en x és P(%;x). El teorema 4.13
estableix que Ext(7’) és un esquelet de Z(P(7y;-)), i per tant té sentit parlar de
la configuracié de nodes veritables del parell [Z(P(;-))|Ext(%)].

Posteriorment provarem que el polinomi P(7; -) varia continuament amb 3/ € R”.
Aquest fet complementa [12], on es prova la continuitat de Q;(7';-) respecte de
Y e{y eR |y <yp < -+ < yn}, on Qs(Y;+) és el polinomi de grau menor
que n que interpola certa funcié f, suficientment regular, en els nodes de Ext(7).

Finalment estudiarem els nodes veritables del parell [Z(P(;-))|[Ext(%)] i pre-
sentarem el resultat principal del capitol, que estableix que aquests nodes veritables
varien amb certa continuitat respecte de i € R”.

5.1 Definicié i propietats generals

En el que segueix I és el conjunt d’indexs I = {1,2,...,h}, on h > 1 és un nombre
natural donat. Suposarem també donades funcions no nul-les i finites m; : N —
{0,1}, i € I. Aquestes funcions es poden denotar conjuntament mitjancant el
vector m = (mq,mag,...,my). També es considerara el nombre natural n definit
per

n = Z fsupp(m;) (5.4)

iel

Es a dir, n és el nombre total de uns assolit per les funcions m;, ¢ € I. Observem
que n > h.

Els vectors 7/ de R els posem en la forma ¥ = (y1,%2,...,ys). Els conjunts
DR") ={y eR" |y #yssii#i'}

5.5
DmRM) ={y eR" | 8% NSH, =0sii#i'} (5:5)

estan formats, respectivament, pels vectors de R” amb components diferents dos
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a dos, i pels vectors § de R" tals que les configuracions S¥! , 5% ... , Sy sén
disjuntes dos a dos (o tals que la configuracié E(7') de (5.2) té n nodes) Notem
que SYi. NSy, = 0 si, i només si, y; # y» 6 supp(m;)Nsupp(m;) = (. En particular

es té la inclusi6 D(R") C D5 (R").

Lema 5.1. D(R") i D (R") son oberts densos de R™.

Demostracid. Clarament D(R") és un obert dens (el seu complementari R"\ D(R")
és una reunié finita d’hiperplans). En particular, D= (R") també és dens. Per
tant només cal veure que Dy;(R") és obert, perd aixo és conseqiiéncia de que si

—
¥ = (), up) € Dm(R") ie=min;er yor0{|y) — 0| /2}, aleshores la bola,

ﬁ
amb norma infinit, de centre 3" i radi € esta continguda a Dy; (R"). U

Tot vector 3/ de R" determina una particié de I. Aixo és, per a dos elements
i,i € I posem ¢ = 1 siy; = yy. La relamo = ¢és una relacié d’equivaléncia
en I que depén, en general, del vector 37 € R". Aquesta relacié d’equivaléncia
proporciona una particié de I en classes d’equivaléncia, de manera que dos elements
i,7" € I estan a una mateixa classe si les components y;, ¥ sén iguals. Observem
que el cardinal del conjunt quocient I/ = és com a molt h, essent igual a h si
i només si y¥ € D(R"). Els elements del conjunt quocient I/ = seran denotats

amb la lletra ¢.

Per a una classe ¢ € I/ =+, el valor comu de les components y;, i € ¢, I'escriurem

y,. Es a dir, posarem

_y,

Yy =y sii€e (5.6)
Les absmsses Y, t € I/ =, sén diferents dos a dos i descriuen totes les components
Yi, © = 1,2,...,h. Aixo és, el conjunt {y, | ¢t € I/ =} coincideix amb el conjunt
{yi|iel}
Per altra banda, si ¢ € I/ =, la funcié

m, = m; (5.7)

1€L
és la suma de les m;, ¢ € ¢. La funcié nivell m? és coneguda, en el llenguatge de
matrius d’incidéncia, com la fusié de les funcions m;, ¢ € ¢.

Definicié 5.2. Si ¥ € R", es defineix la configuracié Ext(%) per
Ext(y)= ] Sk (5.8)

el/=
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Es a dir, és la reunié de les configuracions de la forma Sf’;?, ont € I/ =5.
Recordem que cada configuracié S, consisteix en una linia vertical d’abscissa v, ,
L
o P of 2\
ocupada per nodes en les derivacions j tals que m?(j) = 1.

Com a exemple, suposem que les m;, i = 1,2, 3,4, sén les funcions de (5.3), i sigui
Y el vector ¥ = (y1,Y2,¥3,¥4). Quan y; < y» = y3 < w4, el conjunt quocient
I/ =3 esta format per les classes {1},{2,3} i {4}. Conseqiientment, en aquest
cas hem de considerar les fusions My = My, My = (mg + mg)° i miy = mg,
que produeixen la representacié geométrica de Ext(7’) donada en la figura 5.2 (a).
Es interessant comparar-la amb la de la figura 5.1 (b). Si en el mateix exemple
suposem Yo = Y3 < y; < Y4, 'inica diferéncia que es produeix és una permutacié
entre les dues primeres linies verticals de la figura 5.2 (a), obtenint en aquest cas
la configuracié de la part (b).

Com a altre exemple, sigui 5 = (y1,y2,¥3, ya) amb y; = yo < y3 = y4. En aquest
cas hem de considerar les fusions m{, 5, = (m1 + m2)? i my 4, = (ms + m4)?,
obtenint la representacié de Ext(7y’) de la figura 5.2 (c). Si permutem les dues
linies verticals d’aquesta figura obtindrem la representacié de Ext(7) quan y; =
Y2 > Y3 = Ya.

Les parts (d) i (e) d’aquesta figura corresponen a altres exemples de Ext(7).

(a) Y»l <y2=y3<Y4 (b) y2=ya<y1 <Y4 (C) y1 =y2<y3=y4
| | |
l . i ® i i ‘ ‘
+ @ ; ; —
| | | | # ‘
T L d T ¢ : T
— @& & e — e @
| | | | * !
e e e e
| 7y I P | I — . @&
| | | | | | | |
T ® T ® T T — & —
— & @& — — 0 —
Y, YyVg Y, Yo%s Y, Y4 Y1=Yg Y=Yy

(e) ‘y1 DR

(d) Y47y Yooy,

w .
! ! - | hd
T T hd } Y
———— @& —0— ! Py
# ‘ ! T hd
— @& —
| @ L |
’ . . — ¢ —
. L 2
Y I e | g
y1 =y4 y2 y3 T ®
y1 YTV 3TV,

Figura 5.2. Ext(%) per a diversos valors de /.

Per a una classe ¢ € I/ =, el nombre de uns assolit per la funcié m; és el cardinal
del seu suport, gsupp(m?). De la igualtat (1.13) i recordant que m* coincidia amb
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la funcié nivell d'una funcié m (veure també el comentari que segueix al teorema
1.12) resulta, per a j prou gran,

supp(m; = M;(j) = _ tsupp(m;)

1€L 1€L

i aplicant ara cardinals a (5.8),

Ext(y) = ) tsupp(mi)= > > tsupp(m;)

LEl/= el /=5 i&t

— 3" supp(mg) =

iel
Es a dir, les configuracions de la forma Ext(y), ¥ € R", tenen n nodes.

Proposicié 5.3. Sempre es té la inclusio |J,; S CExt(y). A més a més, son
equivalents:

(i) Uier S, =Ext(¥)
(M’) ﬂ(Uze[ Sﬂ; ) ﬁEXt(?) =N
(iii) Y € D (R")

(iv) Peratotvel/ =5, m, <1

_y,

Demostracio. Si (z,7) € U, SY. aleshores x = y; i m;(j) =1 peracert ¢ € I. Si
considerem ara el ¢ € I/ = tal que i € ¢, resulta y, = y; = xim,(j) > m,(j) > 1.

D’aqui que m?(j) =11, per tant, (z,j) € Sy CExt(7Y).

Anem a veure que (i),(ii),(iii) i (iv) sén equivalents. Clarament (i) i (ii) sén equiva-
lents perque ja hem provat la inclusi6 | J,; S% CExt(y). Per altra banda, sempre
es verifica

4 (U Sm) < 355 = 3 tsupp(mi) = n = tExt(7) (5.9)

el el el

D’aqui que es satisfa (ii) si, i només si, I'inica desigualtat de (5.9) es converteix en
igualtat; o equivalentment, els SY: ;i € I, sén disjunts dos a dos. Aixo ultim és el
mateix que demanar que § € Dz (]Rh), és a dir, (iii). Finalment, (iv) és equivalent
a que si i #14' 1amésamésy; =yy, aleshores supp(m;)Nsupp(m;) = 0; o el que
és el mateix, que y € Dy (R"). O
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D’aquesta proposicié es desprén que si ¥ € Dj;(R") aleshores Ext(y’) coincideix
amb la configuracié E(y') = [J,.; S¥% considerada en (5.2).

L’objectiu del que resta de seccié és caracteritzar el cas Pélya i conservatiu. Ne-
cessitem perd un lema previ, que recull algunes propietats generals de les configu-
racions Ext(7), ¥ € R".

Lema 5.4. Sigui iy € R".

(i) Els nombres mpxy)(J) @ Mpx()(j), J > 0, vénen donats per

mExt(?)(j): Z m;(j) MExt(?)(j): Z M (j) (5.10)

el/= el/=

En particular Mgy ) (j) < Zig M;(j).

(ii) Suposem que per a cada v € I/ = les seqiiéncies de la funcio mg son les
seqiiéncies
Mk 1,pe1) > Tk 2,p0,2) 0 0 TRy 0y oD ()
Aleshores els peus de Ext(y) son exactament els nodes (y,,k, ), on ¢ €
I =5, s=1,...,r(t). A més a més, la multiplicitat en Ext(y) del peu

(ym kb,s) és De,s-
(iii) L’épsilon de Ext(y) és

e~ min e~y _ L [l
Ext () L,L/EI/Eg, LF#L 2 i€l yiFy, 2

amb el conveni que si el conjunt I/ = esta format per un qnic element,
aleshores epyy () = +00.

Demostracié. L’apartat (i) prové de que les configuracions Sy, ¢ € I/ =, sén

disjuntes dos a dos (els y, sén diferents dos a dos), i per tant, aplicant cardinals a

(5.8), Mpx(7)(J) = ZLQ/E? My, () = ZLGI/57 m2(j). L’altra igualtat de (5.10)
s’obté de manera analoga. En particular obtenim que

My () = > MGY< Y. MG = Y > M) = M)

LEl/= LEl/= Lel /= i&t el

L’apartat (ii) és conseqiiéncia de la definicié de Ext(7%) i de la definicié de les
seqiiéncies d’una funcié finita a valors 0 o 1.
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Finalment, 'apartat (iii) resulta de la definicié de Ext(%') i de la igualtat {y, | ¢ €
1/ =3} = {ui | i1} 0

Proposicié 5.5. Fs verifiquen les propietats segiients.
(a) Son equivalents:

(a.1) Per atot y € R, Ext(y) és una configuracié Pélya.
(a.2) Existeiv un y € R" tal que Ext(%) satisfa la condicié de Pélya.
(a.8) La funcio .., m; satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n.

(b) Son equivalents:

(b.1) Per a tot y € R" Ext(y) és una configuracié conservativa.
(b.2) Existeir un 3y € D(R") tal que Ext(y’) és conservativa.
(b.3) Per a tot i € I, m; és una funcié conservativa.

(¢) Son equivalents:

(c.1) Per atot iy € R" Ext(y) és Pélya i conservativa.

(c.2) Existeir un 5y € D(R") tal que Ext(y’) és Pdlya i conservativa.

(c.3) Les funcions m;, i € I, son conservatives i la suma ) ,_, m; satisfa la
condicio de Pdlya per sobre amb n.

Demostracid. (a) El teorema 1.12 (ii) estableix que la funcié ;. ,m; = >, ;= m,
=y

satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n si, i només si, la funcié ), ., e
-y

la satisfa. Pero pel lema 5.4 (i), aquesta tltima funcié coincideix amb Mgy (), i
per tant satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n si i només si Ext(7) és una
configuracié Pélya (una configuracié A satisfa la condicié de Pélya si, i només si,
la funcié m4 satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n = A). Com que els
raonaments anteriors sén valids per a tots els punts 3 € R”, obtenim que (a.1),
(a.2) i (a.3) sén equivalents.

(b) Suposem primer que per a tot i € I, m; és conservativa. Sigui iy € R". Del
corol-lari 1.19 es dedueix que si ¢ € I/ =, la funcié m{ = (>_.., m;)° també és
conservativa. D’aquest fet i del lema 5.4 (ii) s’obté que Ext(%’) és conservativa.
Suposem ara que existeix un ' € D(R") tal que Ext(7%) és conservativa. Altre
cop pel lema 5.4 (ii), sabem que totes les funcions m?, ¢ € I/ =, han de ser
conservatives. Per altra banda, com que 3§ € D(R"), si i € I aleshores el ¢ €
I/ = que compleix i € ¢ esta format només per I'index ¢, ¢ = {i}. Aix0 implica
que m, =m; < 1,1 per tant m; = m, = m,. Es a dir, m; és conservativa.

L’apartat (c) es deriva dels apartats (a) i (b). O
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5.2 Continuitat del polinomi anul-lador

En aquesta seccié suposarem que totes les m;, ¢+ € I, sén conservatives, i que la

suma ) .., m; satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n = )., #supp(m;).
TNt . —\ =z ., » . .

Aixo implica que Ext(7') és sempre una configuracié Pélya i conservativa.

En particular, Ext(7) és una configuracié regular. Podem considerar, per tant,
el polinomi P(z) de grau n, amb coeficient principal igual a %, que s’anul-la
sobre Ext(7). El teorema 4.13 estableix que Ext(7%’) és un esquelet de Z(P)
i que Z(P) és B-configuracié. Com que en general el polinomi P depén de 7/,
denotarem aquest polinomi per P(7%;-). Aixi, per a 2 € R el valor de P en x és

P(z) = P(;).

El resultat principal d’aquesta secci6 estableix que el polinomi P(7%; ) varia con-
tiuament amb y € R". Es a dir, els coeficients d’aquest polinomi sén funcions
continues de 7. Enunciem a continuacié un lema ([4],[11]) que farem servir en la
demostracié del resultat esmentat.

Lema 5.6. Siguin X,Y dos espais métrics i D C X un obert dens de X. Si
®: X —Y és una aplicacio tal, que la seva restriccié a D és continua, 1 tal que
per a tot x* € X\D es té lim, .+ zep () = ®(2*), aleshores ® és continua. O

Teorema 5.7. Suposem que les m;, i € I, son conservatives i que la suma ), m;
satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n. Per a cada y € R considerem el
polinomsi P(?; -) de grau n, amb coeficient principal igual a %, que s’anul-la sobre
Ext(y). Aleshores, els coeficients del polinomi P(7;-) sén funcions continues de
Yy € R

Demostracio del teorema. Considerem ’aplicacié
d:R" — R,[z]

donada per ®(%') = P(¥;-), ¥ € R". Tot es redueix a provar que ® és con-
tinua. A R" considerarem la norma de Dinfinit, i a R,[z] la norma de I'in-
finit dels coeficients dels polinomis. Es a dir, si P(z) = > p_,axz” aleshores
| P|| = maxo<g<n{|ax|}. Per veure que ® és continua aplicarem el lema 5.6 quan
D = Dy (R"), tot i que els raonaments que farem també valen si D = D(R?).

Provarem primer que ® és continua a tot Ds;(R"). En efecte, per a cada i € I
ordenem els elements del suport de m; en la forma

supp(m;) = {ji, Jiz, - - - aji,k:i}a on 71 < Jio <+ < Jik (5.11)
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Si Yy € Dm(R"), és Ext(y) = U,c; S¥%. i, per tant, de (5.11) resulta

EXt(?) = {(y17j1,1)7 (ylajl,Q)a CI) (yl;jl,k1)7 (y27j2,1)7 (y27j2,2)7 e (512)
B (yhajh,l)a (yh:jh,2)7 R (yhvjh,kh)}

Aquesta expressié per a Ext(7%) és valida en els punts 7 € D (R"). Notem que
els nombres ji, 1 < i < h, 1 < s < k;, sén fixos (no depenen de 3/'), aixi que
variant iy € Dz (R"), a 'expressié (5.12) només varien les components 7;. Per
altra banda, la mateixa expressié proporciona un ordre per als nodes de Ext(7).
Es a dir,

(Y1, J11) < (W1, J12) < - < (W1, Jugk) < (Y2, 021) < -+ < (Yhs Jhoken)-

La férmula explicita (1.9) del teorema 1.5 estableix que

LT o o w
TIPS G
PTOTDET) | ety |7 O

on tant les files del determinant de Vandermonde D(Ext(7)) com les files de
Vi1 (Ext(%)) estan ordenades amb I'ordre escollit. Si 3 € Dy (R"), de (5.12) e

T Jis

desprén que les entrades de la matriu V,, ; (Ext(y )) sén de la forma (T i) on

r=0,1,...,n, i per tant, varien continuament amb ¥, i € D (R"). El mateix
passa per a les entrades del determinant D(Ext(%')). A més a més, D(Ext(y))
no s’anul-la mai degut a que Ext(7’) és regular. De tot aixo resulta que P(y;-) és
continu en ¥ € Dy;(R"), ja que el desenvolupament del determinant de (5.13) per
la primera fila (fila corresponent a les poténcies de x), mostra que el coeficient de
P(';-) que acompanya a cada poténcia 27, 0 < r < n, és continu en 3. Concloem
aixf que la restriccié de ® a D (R") és continua.

— —
Sigui ara y* € R"\ Dy (RM), v* = (y5, 95, ...,y;). Pel lema 5.6 sera suficient veure

lim () = 2(y)

Ty, TED7(R?)

per demostrar que ® és continua. Amb altres paraules hem de veure que si € > 0
aleshores hi ha § > 0 de manera que

[

AR) = P70 -P)|<e (519)
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Sigui doncs € > 0. Considerem, per a cada ¢* € I/ =5 els elements del suport de
m¢. ordenats en la forma

Supp(mf*) = {jL*,l;jL*,?a <. 7jL*,kL* }7 jb*,l < jL*,2 <-- < jb*,kﬁ (515)

Els nombres j,« 5, t* € I/ = 1 <s <k, s6n fixos (només depenen de ? que
també és fix) i la configuracié Ext(?) val

— ] .
Ext(y") ={(v-,jes) [0 €1/ =5, s =1,2,.. Kk} (5.16)

Sigui
B ={(zrs,Juxs) | L" €1/ ==,5=12,..., k. } (5.17)

on cada z,« 5 és un nombre real proper a yi.. Quan z,« s =y per a tot ¢* € I/ ==

H
itot 1 <s < k., aleshores B coincideix amb Ext(y*). Per altra banda, si tots els
s satisfan |z, s — yii| < (7)) la configuracié B té n nodes. Ara afirmem que

ex1stelx umd eR,0<0< 5 () de manera que si

, el ==,1<s<k,, (5.18)

*
|ZL*7S - yb* Yy

aleshores B és una configuracié regular de n nodes i

HQ Pl H < (5.19)

on @(x) és el polinomi de grau n, amb coeficient principal %, que s’anul-la sobre
B. Aquest fet és conseqiiéncia de les consideracions segiients: (i) si prenem 0 <
0 < Epuity (5.18) implica que B té n nodes, (ii) les entrades del determinant

T jL yS
de Vandermonde de B, D(B), sén de la forma ( 5 7 =0,1,. —1, i per
tant sén funcions continues en les variables z,- s, L E I/ :?}», 1<s < k‘ . Quan

Zrs = Yiw, LY € 1) =2, 1 < s < k,«, aquest determinant és no nul, ja que en
—)

aquest cas B = Ext(y*), que és regular. Per tant existeix un dg, 0 < §p < Emi(7)

de manera que si |z« s — Y- el = 1 < s < k,«, aleshores B és una

configuracié regular de n nodes. Finalment, les entrades de la matriu V,,,1(B)

també sén funcions continues en les variables z,« 5, puix que també sén de la forma

Tk s

(iL*]—) De Pexpressi6 (1.9) per al polinomi Q(z) que s’anul-la sobre B es despren,

de manera analoga a quan véiem que el polinomi P(7;-) de (5.13) era continu en
H .
Y, que els coeficients de () sén funcions continues en les variables z,» ;. Aplicant
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aquesta continuitat en el punt z,., = yi, ¢* € I/ ==, 1 < s < k,«, s'obté un
d > 0, § < dp, de manera que si es compleix (5.18) aleshores B és regular, té
n nodes i es verifica (5.19). Observem que per a aixo tltim cal utilitzar que si
Zyps =Y, " € 1) ==, 1 < s < k,«, el polinomi que s’anul-la sobre B coincideix

amb el polinomi P(y*;-), ja que en aquest cas B = Ext(_>)

En el que segueix demostrem que per a aquest § obtingut es verifica (5.14). Amb
aixo ja haurem acabat la demostracié del teorema. Sigui doncs i € Dy (R") amb

‘ —

< 0. Peracada¢* €1/ = considerem la configuracié

Ext,-(y) = U S -
1EL*
Es verifiquen:

(i) Ext,-(%) és un subconjunt de Ext(7y).

.o — ’ ., . . N .
(ii) Ext,«(y") és una configuracié conservativa. Aixo es dedueix del fet que les
funcions m,; sén conservatives.

(iii) Les abscisses dels nodes de Ext, (7) estan totes a l’interval (yr — 6,y +90).
|y2 yz

En efecte, si i € ¢* es té |y; —

(iv) Sij > 0 aleshores

mExt * ( E mz = My* ]) .

1EL*

Del corol-lari 4.17 aplicat a A = Ext,-(%)i f = P(y;-) es dedueix que si m2(j) =
1 aleshores el polinomi P(7;-) s’anul-la sobre algun node de derivacié j i amb
abscissa a l'interval (y% — d,y% + d). Aixi, de (5.15), per a tot s = 1,2,... k.
hi haurd un node (2, s, j,».s) amb |2« s — Y7 (Y';-) s’anul-la sobre
ell. Com que aquest procés el podem anar fent per a cada ¢* € I/ ==, obtindrem
nombres z,, t* € I/ == 5 = 1,2,..., k., satisfent (5.18) i tals que P(% ;")
s’anul-la sobre B, on B és la configuracié de (5.17). D’aqui que P(7¥/;-) coincideix
amb (), el polinomi de grau n, amb coeficient prln(npal 1,, que s’anul- la sobre B.
En particular, de (5.19) obtenim que HP ) — ’ = HQ P H <&,

tal com voliem veure.
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5.3 Arrels veritables 1 latents

Iniciem aquesta seccié amb un petit recull de les notacions i resultats precedents.
Les funcions m;, i € I, sén totes conservatives i la suma ) ., m; satisfa la condicié
de Pélya per sobre amb n = Y., fsupp(m;). Amb aixo, si ¥ € R", Ext(y) és
una configuracié de n nodes que és Pélya i conservativa. Pel teorema 4.13 sabem
que Ext(7y’) és un esquelet de Z(P(y';-)) i que Z(P(y;-)) és B-configuracié. En
el teorema 5.7 s’ha establert que el polinomi P(?; -) varia continuament amb
Y € R

Podem considerar la configuracié Viz(p(,))Ext() de nodes veritables del parell
[Z(P(Y;-)|Ext(Y)]. Sij =00 j>n,el nombre de nodes veritables que tenen
derivacié j és igual a zero. En efecte, per a j = 0 aquest fet és trivial mentre
que si j > n prové de que la longitud de Z(P(%;-)) és igual a n. En canvi,
per a 1 < j < n — 1, del teorema 4.5 (ii) obtenim que my,, .- o () =
M) (J — 1) = Mg, 5 — 1) El sumand My 5(j — 1) esta calculat en el
lema 5.4 (i), mentre que ngt@»)(j —1) val j segons el corol-lari 1.14. De tot aixo,
ideque M?(j —1) < M,(j — 1), resulta

MWowmopmsayJ) = Z MJ(j—1)—

LGI/E?

Y, M1

Lel/=

— S MG-1)—j (5.20)

el

IA

Aquest tltim nombre no depén 3 (només depén de les funcions m;, i € I). El
denotarem per ver(j). Es a dir,

ver(j) =Y Mi(j—1)—j, j=1,2,....n—1 (5.21)

iel
Tenim, per tant, my,, ,— o= (j) <vwver(y),j=1,2,...,n—1.

Lema 5.8. Un wector Y pertany a Dz (R") si, i només si, per a tot j =
1,2,...,n — 1 el nombre de nodes veritables del parell [Z(P(y;-))|Ext(y)] que
tenen derivacid j és exactament ver(j). Es a dir,

MV parmay ) = ver(i), j=1,2,....,n =1 (5.22)
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Demostracié. Suposem primer 5 € Dy (R"). En aquest cas 'tinica desigualtat
que apareix en (5.20) es converteix en igualtat, ja que per la proposicié 5.3 sabem
que m{ =m, sit € I/ =, iper tant M? = M, per a ¢ € I/ =. Obtenim aix{
(5.22). Suposem ara que es verifica (5.22) i, per reduccié a l’absurd, suposarem
que Y ¢ D(R"). Per la proposici6 5.3 sera m, # m? per a cert ¢ € I/ =, i
per tant M,(j') > MP?(j') per a algun j' > 0. Forgosament és j’ < n — 2. En
efecte, la funcié m, satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n (recordem que
la suma ), , m; la satisfa, i que m, < ) .., m;) resultant del teorema 1.12 que
M,(j) = M?(j) sij > n—1. D’aqui que j* < n—2. Finalment, el nombre j = j'+1
satisfa 1 < j <n—11my, 0 meqy () <ver(y), ja que Iinica desigualtat de
(5.20) es converteix en desigualtat estricte; aixo es contradiu amb (5.22). O

El lema anterior estableix que per als punts i € Dz (R") el nombre de nodes
veritables del parell [Z(P(7;-))|Ext(%')] es manté constant (no depén de %),
inclis si tallem a cada derivacié j > 0. En canvi, per als punts 3 € R"\ D5 (R"?) hi
ha una pérdua de nodes veritables deguda a les fusions ateés que en general tindrem
(S, (j) < ver(j), essent la desigualtat anterior estricte almenys per a
algun j. El nombre de nodes veritables de derivacié j que s’han perdut pot ésser
calculat exactament tenint en compte (5.20) i (5.21), resultant que

Ver(J) = Mvig o pimacry () = ZM"U -1 - Z M(5 1)

el LEI/E,*J
= > IM@G-1)-MG-1)] (523)
Lel/=

Com a exemple, considerem les funcions m;, i = 1,2, 3, donades per m; = my =
0,1,1,0,0,0,...] i mg = [1,1,1,0,0,0,...]. Els punts de la figura 5.3 sén els
nodes de Ext(7’) per a diferents valors de 3, mentre que la resta de nodes de
Z(P(7y;-)) sén els nodes marcats amb creus donat que Z(P(7%;-)) admet Ext(y’)
com a esquelet.

(a) Y1<Y3<Y3 (b) vi=voys (€) vi<vo7vs
X X x
X X X X X X
X—X% X ——x—x XX —0—
— XXX X%—— ——x——Xx—— XX ¢—
>— 3 —
D S S O DG O
L I I I
Y, Yy Vs Y1=Yo Yq Y, Y,"Yg

Figura 5.3. Pérdua de nodes veritables.
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En qualsevol de les tres possibilitats anteriors es té [Z(P(y;-))|Ext(y)]" = 0
(veure definici6 4.3), aixi que la configuracié de nodes veritables coincideix amb
Z(P(y;)\Ext(Y), és a dir, coincideix amb la configuracié formada pels nodes
marcats amb creus. En el cas (a), com que § € Dy;(R") no s’ha perdut cap node
veritable. En canvi, si comparem aquest cas amb els casos (b) i (¢), veurem que
tant en el cas (b) com en el (¢) s’ha perdut un node veritable de derivacié dos, dos
nodes veritables de derivacié tres i un node veritable de derivacié quatre.

Siguin § € D7 (R")ij € {1,2,...,n — 1}. Sabem que hi ha exactament ver(;)
nodes veritables del parell [Z(P(%;-))|Ext(%)] que tenen derivacié j. Podem

considerar, per tant, les abscisses 71 < w3 < -+ < Tyer(j) d’aquests nodes veri-
tables. Les abscisses z,, s = 1,2,...,ver(j), depenen de i/ € D (R") ide j €
{1,2,...,n — 1}, aixi que en general tindrem z, = z,(7;j), s = 1,2,...,ver(j).

Si fixem j i s, la funcié tal que a cada 3 € Dy (R") li fa correspondre el valor
2,(Y;j) € R es denotara per x,(+; j). Obtenim aixf les funcions

T5(57) : Dp(R") — R; 1<s<ver(j),1<j<n-1 (5.24)
L’objectiu principal d’aquesta seccié és extendre les z4(+;j), 1 < s <ver(j), 1 <

j < n—1, atot R" de forma que aquesta extensié sigui continua, resultant en
particular que les funcions z4(+; j) de (5.24) sén funcions continues.

5.3.1 Arrels veritables i latents. Propietats generals.

Definicié 5.9. Considerem un punt 3 € R" i un nombre natural j € {1,2,...,n—
1}. Per a cada node a € Z(P(7y/;+)) que tingui derivacié j, definim l;[a] tal com
segueix. Si o ¢Ext(y) aleshores I [a] = 1, i si a €Ext(Y),

g [ TEMG =) - MG - 1), sia e [Z(P(T5)[Ext(T))*
el = {0 MG, S e ART e O

on ¢ és 'inic ¢ € I/ = per al qual o = (y,, j).

L'inic ¢ € I/ = per al qual o = (y,, j) esta ben definit, ja que els y,, ¢ € I/ =,
s6n diferents dos a dos i el node o pertany a Ext(%'). A més a més, observem que
per a aquest ¢ tindrem m(j) = 1; o el que és el mateix, M,(j) — M?(j — 1) > 1.

Els nombres I.;[a] sén nombres naturals i estan definits sempre que la derivacié
del node o € Z(P(7;-)) sigui igual a j. Per als nodes veritables del parell
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(Z(P(Y;-)|Ext(Y)], es té l5;[a] > 1. A més ameés, quan y € Dy (IR") aleshores
l5.;la] = 1 si a és un node veritable de [Z(P(7y;-))|Ext(Y)], i I3, [a] = 0 en cas
contrari. Aixo prové de que si 3 € Dy;(R?), tots els termes M, (j —1) — M?(j —1)
de (5.25) s6n nuls.

Lema 5.10. Siguin 3 € R" i j € {1,2,...,n — 1}. Aleshores, la suma de tots
els l.;la], on o varia dins del conjunt format pels nodes de Z(P(y;-)) que tenen
derivacid j, és igual a ver(j). Fs a dir,

Z l.;la] = ver(j) (5.26)
ozEZ(P(?;-))
Ja=]

on jo denota la derivacio d’un node c.

Demostracié. Siguin E =Ext(y) i Z = Z(P(Y;-)). Amb aquestes notacions, el
sumatori de (5.26) s’escriu en la forma segiient:

Zlﬁ;j[a]* Z L la] + Z ljlo] + Z ly.a] (5.27)

acZ a€Z\E a€[Z|E)T a€[Z|E]™

Ja=J Ja=] Ja=] Ja=]
El primer sumatori anterior val m g(j), ja que si« € Z\E és un node de derivacié
j aleshores [ ;o] = 1. Per als altres dos sumatoris hem d’utilitzar (5.25). Per
simplicitat, si @ € F, I'inic ¢ € I/ =3 per al qual a = (y,,j) sera denotat per
t[a]. Continuant en (5.27) hom obté, després d’haver tret 1’1l que apareix en (5.25)
corresponent als nodes o € [Z|E|T,

> lgglal = mas(i) + mzips () + Y (Mo (4 GG —1]  (5.28)
aE”Z. acl
Ja=] Ja=J

Clarament mz\g(j) + mz g+ (J) = My, (7). Per altra banda, tenint en compte
laigualtat {a € E'| jo = j} = {(w.,J) | ¢ € I/ =5, m{(j) = 1} resulta, continuant
n (5.28),

D lgglal = my )+ Y MG —1) = MG —1)]

a€”Z Lel/=

Ja=) m2(j)=1
= )+ Y MG —1) = M2 — 1)] = ver()).

LEI/E§>

L iltima igualtat prové de (5.23), mentre que la peniltima de que si m?(j) = 0
aleshores M, (j) — M?(j — 1) =0, que implica M,(j — 1) — M?(j — 1) = 0. O
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Definicié 5.11. Siguin 3 € R", j € {1,2,...,n — 1}, i suposem que 21 < 23 <
- < z s6n les abscisses dels nodes de Z(P(%;-)) que tenen derivacié j, on
T = Mypey.) (). Pel lema anterior, el vector

R(Y35) = (21, 210 ooy 21, 22, 22y« 3 22y e e vv e s 2y By e ey 2r) (5.29)
A ~ 7 o ~ > W
l,51(21,7)] l,51(22,9)] I, 1(zr,7)]

té exactament ver(j) components. Cadascuna d’aquestes components depén del
punt ¥ € R"idej € {1,2,...,n —1}. A la component s-¢ssima de R(7¥;7),
1 < s <ver(j), la podem denotar per z,(7%;j). Es a dir, posem

R(Y;5) = @(V35),22(V59)s - Tee) (V3 ) (5.30)

Els nombres reals 2,(7%’;j) depenen de s, de j i de 7/, essent el rang d’aquests
arguments 1 < s < ver(j), 1 < j <n—1, % € R" De la propia definicié es
deriven les propietats segiients:

() ©1(¥;7) < 22(35) < < Ty (T3 9)-

(ii) Si 1 < s <ver(j), el node (24(%;j),J) pertany a Z(P(y;-)). En efecte, de
(5.29) i (5.30), x,(;j) coincideix amb 'abscissa d'un node de Z(P(7¥;-))
que té derivacio j.

Definicié 5.12. Quan fixem j i s, s’obté una funcié z,(+;j) : R" — R que depén
de la variable 77 € R". A les funcions aixf obtingudes,

zo(57) RV SRy 1< s <ver(j),1<j<n—1,

les anomenarem funcions d’arrels veritables i latents.

El nom prové de que el vector R(y; j) de (5.29) té com a components les abscisses
dels nodes veritables de derivaci6 j del parell [Z(P(y;-))|Ext(%)], i possiblement
també altres components degudes als termes M,(j — 1) — M?(j — 1) de (5.25).
Aquestes noves components sén comptabilitzades com a arrels latents, i que com
a conseqiiéncia del teorema 5.16, vindran a representar les abscisses dels nodes
veritables que s’han perdut a causa de les fusions.

Les funcions d’arrels veritables i latents sén extensions a tot R" de les funcions
considerades a (5.24). En efecte, siguin 1 < j < n—11i 7y € Dz(R"). Els
nombres l;[(z, j)], 7' = 1,2,...,r, que apareixen en (5.29), sén coneguts i valen
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l5.l(z.4)] = 1si (2v,j) és un node veritable del parell [Z(P(y;-))|Ext(y)],
il5.[(%,7)] = 0 en cas contrari. Aixo significa que les components del vector
R(Y';j) s6n exactament les abscisses dels nodes veritables de derivacié j del parell
[Z(P(Y';-))|Ext(Y)], on aquestes abscisses estan ordenades per ordre creixent; o,
amb altres paraules, si a; < az < -+ < ayer(;) SOn les abscisses dels nodes veritables
del parell [Z(P(y;-))|Ext(y)] que tenen derivacié j, aleshores z4(7%;j) = as,

s=1,2,...,ver(j).

v
l

Proposicié 5.13. Sigui i € R".

(i) Suposem que j € {1,2,...,n—1} compleix TV, (o) Bt (j) =ver(j). Esa
dir, el nombre de nodes veritables de derivacié j del parell [Z(P(7y;-))|Ext(Y)]
coincideix amb ver(j). Suposem també que a; < ag < - Ayer(j) SON les
abscisses dels nodes veritables de derivacid j del parell [Z(P(7y';-))|Ext(y)].
Aleshores ©,(7;j) = a, per a tot s =1,2, ... ver(j).

(i) Si 1 <j<n-—1il<s<ver(j), aleshores
i < a0 < .
min{y} < z,(y5J) < max{y;}

Demostracid. (i) Com que my;, ,— . o — (i) =ver(j), de (5.23) es dedueix que
tots els nombres de la forma M, (j — 1) — M?(j — 1), on ¢ € I/ =, valen zero.
Aixo implica que l4,;[a] = 1 si & € Vig(pe,))Exe(7))s 1 l37;5[@) = 0 en cas contrari,
obtenint que R(Y;j) = (a1,as, ..., ave(j)) i conseqiientment r(Y:j) = as, s =
1,2,...,ver(j).

L’apartat (ii) és una conseqiiéncia de 1’observacié 4.2 i de que tot nombre z,(7%; 5)
és I’'abscissa d'un node de Z(P(7/;-)), resultant que

Ilnel}l{yz} = min abExt(g’) < Is(i;j) < max abExt(g’) = I?gx{yz}

O

5.3.2 Continuitat de les funcions d’arrels veritables i la-
tents

L’objectiu d’aquesta seccié és provar que les funcions d’arrels veritables i latents
sén funcions continues.

Necessitarem dos lemes previs. El primer és de caire general, valid per a parells
[N|A] qualssevol on A és un esquelet de N. Recordem que en el teorema 4.5 hem
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calculat el nombre de nodes veritables de derivacié j del parell [N|A], j > 0, en
funci6 dels nombres m4(7), j > 0. La demostracié d’aquest teorema també serveix
per obtenir cotes inferiors del nombre de nodes veritables que tenen derivacié j i
abscissa en un interval donat.

Si B és una configuracié i @ < b sén dos nombres reals, per B’ denotem la
configuraci6é formada pels nodes de B que tenen abscissa a Uinterval (a,b).

Lema 5.14. Sigui A un esquelet d’una configuracié quasi-completa N i consi-
derem la configuracio V. = Viyja) de nodes veritables del parell [N|A]. Siguin
a < b dos nombres reals. Llavors,

(i)

myas(j) 2 (Myer(j —1) +maer(j —1) =1)s, j 20 (5.31)
(i1) Si 0 < j& < j* son dos nombres naturals aleshores

-1

myes () = myes (o) + | D maes(4) | = (G* = 43)-

J=J5

Demostracid. Per al’apartat (i) repetirem la demostracié del teorema 4.5 (i), pero
només considerant els nodes que tenen la seva abscissa a l'interval (a,b). Sigui j >
0. Simpyas(j—1) = 0 aleshores el segon costat de la desigualtat (5.31) val zero i ja
hem fet. Suposem ara que myas(j—1) > 1. Siguin 21 < x5 < - -+ < x, les abscisses
dels nodes de N** que tenen derivacié j — 1. Observem que r = myas(j — 1) > 1,
i que totes les abscisses x5, s = 1,2,...,r, estan, per definicid, en 'interval (a, b).
Els nodes de la forma (z4,j—1), (z541,j—1),ons = 1,2,...,7r—1, sén consecutius
de N, i per tant sabem que hi ha un, i només un, node veritable del parell [N|A]
que té derivacié j i abscissa compresa, estrictament, entre x; i x5,1. En particular
aquest node té la seva abscissa a l'interval (a,b), és a dir, pertany a V%, Com
que aixo ho podem anar fent per a cada s = 1,2,...,r — 1, haurem trobat, com a
minim, 7 — 1 nodes diferents de VV*?, tots ells de derivacié j, perd essent I’abscissa
de tots ells diferent dels x5, s = 1,2, ...,r. Diem com a minim perqué en principi hi
poden haver nodes de V% de derivacié j que tinguin la seva abscissa estrictament
menor que ri, 0 Major que T,.

Per altra banda, si s = 1,2,...,7, les condicions (1) (z4,j — 1) € ([N|A]")*?, i
(2) (z5,5) € V** sén equivalents (podem posar els superindexs a, b perqué totes
les abscisses xs pertanyen a l'interval (a,b)). Per tant, dels (zs,7), s =1,2,...,r,
n’hi ha exactament mya+ye0(j — 1) que pertanyen a VP,
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En total doncs hem trobat, com a minim, r — 14 m(yjap+yes(j — 1) nodes diferents
de Vb tots ells amb derivacié j. Si substituim el valor r = myas(j — 1) tindrem

myar(j) = myas(j — 1) = 1+ muayer(j — 1)

Tenint en compte la descomposici6 N = [N|A]~ U [N]A]T U (N\A), i que en
aquesta descomposicié s’hi poden incloure els superindexs a, b, és facil veure que
Myab(f) > Myas(j — 1) + Mmaas(j — 1) — 1, d’on resulta (5.31).

L’apartat (ii) és conseqiiéncia d’aplicar reiteradament (5.31) sense el subindex +,
primer a j = j; + 1, després a j = j; + 2, i aix{ successivament fins a j = 5*. U

Lema 5.15. Siguin ?‘) € R" i ¢ > 0. Existeiz un 6 > 0 de manera que si
* %\ 4 _*> s h e _*>

(2*,7*) és un node de Z(P(y*;-)) i ¥ € Dm(R") amb H v —y H < 0, aleshores

el nombre de nodes veritables del parell [Z(P(y;-))|Ext(Y)] que tenen derivacio

J* i abscissa en Uinterval (2" —¢€,2" +¢) és com a minim I . [(z%, j*)]. Es a dir,

H{(z,5") € Vizpg ey |12 — 27| <et 2 1= L(2557)] (5.32)

Demostracio. Podem suposar que 0 < € < €%, on &* és I’épsilon de Z (P(E‘); ).
Meés encara, si apliquem el teorema 1.23 a P = P(f; -) i considerem el nombre real
€0, 0 < g9 < €%, que s’obté d’aquest teorema, aleshores podem suposar 0 < € < &.
D’aquesta forma, la resta de I’enunciat del teorema 1.23 és aplicable al nombre €.
Es a dir, existeix un §; > 0 de manera que si Q és un polinomi de grau n amb

HQ - P(?; ) H < 01, aleshores les propietats (i) i (ii) del teorema sén satisfetes.

Considerem tal §;. La continuitat en 7/ del polinomi P(7%;-) mostra que hi ha

‘7—? < 0 aleshores ‘P(?,)—P(?,)H < 0.

0 > 0 de manera que si

H
Observem que aixo implica que per als punts ¥ € R” tals que H? —y*|| <9, les

conclusions (i) i (ii) del teorema 1.23 sén aplicables a Q = P(%;-) i P = P(?; ).

Tal 0 el podem suposar suficientment petit de manera que

0<d<e<e™

La resta de la demostracié va encaminada a provar que aquest ¢ verifica I’enunciat

del lema. Sigui doncs § € Dy (R") amb H? - ? < 0 1 considerem un node

qualsevol (z*, j7*) de Z(P(y*;-)). Les conclusions (i) i (ii) del teorema 1.23 prenen
la forma segiient:
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(i) Si(z,j) ésunnodede Z(P(;-)), existeix un altre node (zo, j) € Z(P(E‘); )
tal que |z — x| < e.

(ii) Per a tot node (xg,j) € Z(P(?; 1)), existeix un nombre parell ¢ > 0 de
manera que

S multyp )] = multy o (@0 0)] —o (533)
(z.4)€Z(P(Y5))
|lz—xzo|<e
Tot es redueix a provar la desigualtat (5.32), és a dir, que existeixen com a minim
ly—;;j*[(z*, 7*)] nodes veritables del parell [Z(P(;-))|Ext(Y)] que tenen derivacié
J* 1 abscissa en l'interval (z* —¢, 2* +¢). Procedirem segons els dos casos possibles.

1. (2,5°) ¢ Ext(y").

Per definici6 és I . [(z*,7%)] = 1, aixi que hem de veure que com a minim hi
ha un node veritable del parell [Z(P(%;-))|Ext(Y)] que té derivacié j* i abscissa
en linterval (2* —¢,2* 4+ ). Com que Ext(f) és una configuracié conservativa i
(z*,7%) ¢ Ext(f), la multiplicitat en Z(P(?; -)) del node (z*, %) és senar. Aixi, la
igualtat (5.33) aplicada al node (x¢, j) = (2%, j*) estableix que el primer costat de
la igualtat també és senar (recordem que o és parell). En particular hi ha d’haver
un node, diguem (z, j*), que pertany a Z(P(7;-)), té derivacié j* i té abscissa z
en l'interval (z* — e, 2* + ¢).

Si veiem que (z,j*) és un node veritable del parell [Z(P(7%;-))|Ext(%)] ja hau-
rem acabat, ja que aquest node tindra derivacié j* i abscissa en linterval (z* —
g,2* +¢). Sera suficient demostrar que (z,5*) ¢ Ext(%’) donat que aixo implica
(2,5%) € Z(P(Y;-)\Ext(7) i, per tant, que (2, j*) és un node veritable del parell
[Z(P(y's ) [Ext(y)].

Per reduccié a I’absurd suposem que (z,j*) € Ext(3). De la proposicié 5.3 es

deriva que existeix un i € I tal que z = y; i m;(j*) = 1. Observem que d’aixo
* —

tltim resulta (yF, j*) € Sk, i, en conseqiiéncia, (v, j*) € Ext(y*).

Els nodes (2*,5%) i (yF,7*) s6n nodes de Z (P(f); -)) amb abscissa diferent, puix
%
que el primer d’ells no pertany a Ext(y*) mentre que laltre si, i en particular

H
|2* — yi| > 2¢*. Tenint ara en compte que |2 —2*| <&,z =y;,1 ||V — y*|| <6 <&,

arribem a la segiient contradiccio
228 <=y S =2l eyl =2 =2y — il <e+ 0 <27

Per tant en aquest cas ja hem acabat.
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2. (2*,j*) € Ext(y").

En aquest cas el node (z2*,5*) és de la forma (y’,j*) per a un unic ¢* € I/ ==

En el que segueix deixarem de parlar del node (z*,j*) i ens referirem sempre al
H

node (y},7%). Donat que (y’.,j*) € Ext(y*), es t& mo.(5*) = 1.

Hem de provar que el nombre de nodes veritables del parell [Z(P(y;-))|Ext(¥)]
que tenen derivacié j* i abscissa en l'interval (y% — &,y + ) és, com a minim,
L2 [(y,7%)]. El valor exacte de l?.j*[(yf*,j*)] ve donat en (5.25), resultant

l;yj*[(yf*,j*)] =A+ ML* (j* - 1) - MLO* (j* - 1)7 (534)

on A = 1si (y~,j*) € [Z ( (y ; ))|Ext(?>)]+, i A = 0 en cas contrari, i.e.,

-

(- 3°) € [Z(P(y"5 ) [Ext(y7)]
El nombre l—> i (yj J*)] encara es pot posar de forma més convenient. Considerem

el peu, en Ext( ), e (v, 7). Aquest peu és de la forma (y%, j3), on 0 < j& < j*,

essent md.(j) = 1si g5 < j < j* im&(ji —1) = 0. Daixo ultim resulta
M, (j5 —1) = M2(58 — 2) = M2 (j§ — 1), 1 per tant, continuant en (5.34),

-l i1 -1
o () = A S () = S () = A+ S me () — G — o).
=3 i=3 i=3

En el que segueix, si B és una configuracié definim B® com la configuracié formada
pels nodes de B que tenen la seva abscissa en l'interval (y). —e, y) +¢). Observem
que amb les notacions utilitzades en el lema 5.14 es té B = BY+"%%>*¢ i per tant,
de l'apartat (i) d’aquest lema aplicat al parell [N|A] = [Z(P(¥;-))|Ext(%)],
resulta

i =1
MV p ) B3] (j*) 2 MV 2p7: ) Ex6(T))° (]S) + Z M(Ext(7))e (]) - (]* - JS)
J=J
(5.35)
Fixem-nos que el nombre del primer costat, UV (70 Bt (7)))° (7%), és precisament
el nombre de nodes veritables del parell [Z(P(7%;-))|Ext(y)] que tenen derivaci6
J* 1abscissa en l'interval (y — e,y +¢), el qual volem veure que és major o igual
que Iz . [(4+, j7)]. Per altra banda, la proposicié 5.3 estableix Ext(Y) = Ui SY..
D’aqui es desprén que
(Ext(y))" = s, (5.36)

1EL*
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<o<eg isiiégd”

En efecte, si ¢ € ¢* aleshores |y; — yi| = |yi — yf| < H? - EZ
tindrem |y; — y)s| > |yf —yis| — lyi — yf| > 2¢* — 6 > 26 — e = . En particular,
de (5.36) es dedueix que Mgy () (J) = me=(j), j > 0, i substituint aixo en (5.35)
obtenim

-1

MV p sy o) + Z me-(7) = (77 = Ja)
=

= Ve pmay) (Jo) = A+ v (5, 77)]

v

-k
MUV gy )

(5.37)

D’aqui es desprén que si A = 0 aleshores ja hem acabat, ja que en aquest cas es
66 MV g U7) 2 Lz [0 7)1

Suposem finalment A = 1, o, amb altres paraules, que el node (y/.,j*) era ini-

— —

cialment a [Z(P(y*;-))|Ext(y*)]T. Tenint en compte (5.37), si demostrem que
MV paomeacyy): (Jo) = 1 aleshores també haurem acabat. Aixo significa que
hem de trobar, com a minim, un node veritable del parell [Z(P(;-))|Ext(Y)]
que tingui derivaci6 j§ i abscissa en linterval (v — &,y + €).

Amb tal finalitat, recordem que el node (v, j&) era, el peu en_E)xt(?) de (yi., j"),
i que per tant aquest node també pertany a [Z(P(y*;-))|Ext(y*)]T. De les propie-
tats basiques dels esquelets aixo implica dues coses. Primera, que j; > 1 puix
que (¥, j3) és un node veritable del parell [Z(P(?; ))]EX’C(E‘))] I segona, que la
multiplicitat en Z (P(?; 1)) de (yr, j&) és senar. Aquest tltim fet es deriva de que
(v, j3) és un peu de Ext(?) que E}’e derivacié j§ > 1, que Ext(?) és conservativa,
i de que (y;+,j5) pertany a [Z(P(y";-))[Ext(y™)]".

Apliquem ara (5.33) al node (x9,7) = (y),75).- El segon costat de (5.33) és
senar, i per tant també ho és el primer. En particular ha d’existir un node
(z,72) € Z(P(y;)) tal que |x —yj| < € i de forma que la seva multiplicitat
en Z(P(y';-)) és senar.

Si veiem que el node (7, j%) és un node veritable del parell [Z(P(y;))|Ext(Y)]
aleshores ja haurem acabat, ja que per construccié aquest node té derivacié jj i
abscissa en l'interval (v — ¢, +¢). Si (z,]%) ¢ Ext() no hi ha res a demostrar
(directament és un node veritable), aixi que podem suposar (z,j;) € Ext(y’). En
aquest cas (z, ;) és un peu de Ext(7y’) donat que m (ji — 1) = 0, que implica
m,-(jg — 1) = 0 i per tant m gy 7)< (jg — 1) = 0.

Aixt que (z,7) és un peu de Ext(y) de derivacié ji > 1. Com que Ext(7%)
és conservativa, la multiplicitat d’aquest peu en Ext(7%’) és parell. Perd per
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construccié la multiplicitat d’aquest peu, en Z(P(7%;-)), és senar. D’aqui que
(z,78) € [Z(P(Y;-)|Ext(Y)] ", essent, en particular, un node veritable del parell
[Z(P(y;)|Ext(Y)]. Aixd completa la demostracié. O

Teorema 5.16. Les funcions d’arrels veritables i latents x4(-;j) : R — R, 1 <
s <ver(j), 1 <j<n-—1, son funcions continues.

Demostracio. Fixem j = 1,2,...,n — 1. La continuitat de les funcions d’arrels
veritables i latents x4(+;j), s = 1,2,... ver(j), és equivalent a la continuitat, en
Yy € R", del vector R(y;j) de (5.29), ja que les components d’aquest vector sén
precisament les x4(+;7), s = 1,2,... ver(j).

Hem de veure, per tant, que I'aplicacié R(-; j) : R — R¥"0) tal que a cada 3y € R"
li fa correspondre R(7%;j) € R, és continua. Per demostrar aixd podem fer ts
del lema 5.6, que estableix que és suficient veure
ﬁ
lim  R(y;j) =Ry j) ,
Y-y
€Dz (R")

— —
on y* és un punt qualsevol de R*. Observem que al prendre y* € R" qualsevol,

obtindrem directament que la restriccié de R(+;j) a Dy (R") és continua.

H
Fixem doncs y* € R". Tot es redueix a provar que si ¢ > 0, existeix § > 0 de
manera que

7 e Dn(®"), |7 - || <o = ||R(T14) - RGF)|| <2 (5.38)
Suposem donat tal €. Considerem les abscisses 2] < 25 < -+ < 2 dels nodes de

— —
Z(P(y*;+)) que tenen derivaci6 j. El vector R(y*;j) val

H
O N R x % % *
R(y 7)) = (27,27 oy 21, 25, 25 ey 2y 2 a2 (5.39)
A ~~ A ~ g
I 1 I

H
onli =1l [(2f,j)] sii=1,2,...,r. Observem també que I'¢psilon de Z(P(y";-))

és el nombre i} .
e o — min L E
Z(P(y*5))  1<i<r—1 2

i que, sense pérdua de generalitat, podem suposar 0 < € < ¢ 2P )"

Si apliquem el lema 5.15 obtenim un 6 > 0 de manera que si 4 € Dy (R") i
H? — ? < 4, el nombre de nodes veritables del parell [Z(P(;-))|Ext(%)] que
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tenen derivacié j i abscissa en linterval (2 — ¢, 25 + ¢€) és, com a minim, [. Aix0
és valid peratot 1 =1,2,...,r.

En el que segueix demostrem que per a aquest 0 es satisfa (5.38). Considerem
doncs un punt ¥ € D (R") amb H?—f‘ < 0. Per acadai = 1,2,...,r

existeixen [ nodes diferents (zy,7), t = 1,2,..., 1, tots ells nodes veritables del
parell [Z(P(Y;-))|Ext(%)] i amb abscissa z; en 'interval (2 — ¢, 2z} +¢). Podem
suposar aquests nodes ordenats de manera que z;; < zjz < --- < z;;x. Amb aquest
ordre, juntament amb el fet que € < € 2P )’ resulta

2110 <212 < - < 21,01 <291 <29 <+ < 22,03 <2y < seeeee < Zrpx -

Per altra banda, com que y € D (R") es verifica P (7) =ver(j).

Pero els (zi,j), 1 <@ < r, 1 <t <[ sén Y . ,Ilf =ver(j) nodes diferents
de Vig(p(y ;) Ext(y) amb derivacié j, resultant que els nodes (zy,j), 1 < i < r,
1 <t <1}, sén tots els nodes de Viz(p(.))Ext(7) de derivaci j. Si tornem a tenir

en compte que § € D (R"), de tot aixo resulta

R(?? j) = (Zl,la 21,27 ey Zl,l’l‘a 22,17 Z2,27 ey Z?,l;a Z3,17 """ ) Zr,l;‘) (540)

Finalment, de (5.39) i (5.40),

HR(y;J)—R(y ;J)H = max {[z — [} <e.
1<¢<1y

Hem obtingut (5.38) i aixo completa la demostracio. O






Capitol 6

Representacié per a
B-configuracions

En aquest capitol enunciarem i provarem el teorema de representacié per a B-
configuracions. Aquest teorema estableix que tota B-configuracié és equivalent a
un espectre, i que aquest espectre es pot escollir satisfent certes condicions addi-
cionals.

6.1 Conceptes previs

Sigui N una B-configuracié de longitud n. El conjunt format per tots els peus de
N, denotat Py, es divideix en els tres subconjunts segiients:

Py=YUTUU (6.1)

on:

e Y esta format pels peus de N que sén atipics o exteriors.
Els peus atipics coincideixen amb els nodes de N que tenen derivacié zero, i
tots els peus exteriors tenen multiplicitat parell (veure definici6 4.8).

e T esta format pels peus de N que sén interiors i que tenen multiplicitat en
N parell.

e U esta format pels peus de N que sén interiors i que tenen multiplicitat en
N senar.
Qualsevol de les dues definicions segiients també¢ és valida: (a) U consisteix

129
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en els peus de N que tenen derivacié no nul-la i multiplicitat senar, o (b)
U consisteix en els nodes de la forma oy(g) on g és un grup interior de
N. Recordem que per a un grup interior g, on(g) és 1'inic node de g amb

derivacié igual a la derivacié de g, i tal que la seva multiplicitat en N és
senar.

El nombre de nodes de U coincideix amb ey, el nombre de grups interiors de NV,
que per la formula de la longitud val ey = 4N +7y — ¢y =N +0—n =N —n.

Com a exemple, a la segiient figura hi ha representada una B-configuracié N tot

indicant els peus que pertanyen a Y i a T'. La resta de peus de N, i.e., els que no
estan encerclats, sén els nodes de U.

X
X
X
X

X
X
X
X
X

X
X
X
X

X
X

x
X
K
X
%%
X

X
x
X
X
X
K

X

X
K
0>

a4 2 ~y
2\ T T
Y

Figura 6.1. Nodes de Y i de T

A partir d’ara ens centrarem en els nodes de Y o de T donat que els graus de
llibertat que proporcionara el teorema de representacié per a B-configuracions,
és a dir, les condicions addicionals que podrem demanar a l’espectre Z tal que
N ~ 7, s’introdueixen a partir d’aquests nodes. Avancant continguts, aquest
teorema estableix que si W és la identificacié natural entre N i Z, que sabem que
conserva l-abscisses, aleshores els nodes de la forma ¥[a], o € Y, els podrem
prefixar per endavant, mentre que els nodes de la forma ¥[a], o € T, tindran la
seva abscissa lligada per una proporcié (prefixada) amb 1’abscissa d’altres nodes.

Observem que, com que ¥ conserva derivacions, prefixar els nodes de la forma ¥[a],
a €Y, és el mateix que prefixar les abscisses d’aquests nodes, abscisses que poden
ser denotades per y°[a], a € Y. Aquestes abscisses no poden ser nombres reals
qualssevol, siné que han de satisfer certes restriccions. Fixem-nos, per exemple,
en la configuracié N de la figura 6.2, on els nodes a;, 1 = 1,2,...,8, sén els nodes
de Y. Les linies transversals de sobre indiquen que s’ha d’acabar de completar la

configuracié6 N de la manera més senzilla possible (posant un node de derivacié
j + 1 entre cada dos nodes consecutius de derivaci6 j).
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X
X
X
X
X
X
X

X
X
X
X
X
X
X

4
Q
N
X
X
( =3

Qg Q7

4
X

(14 0.5

Figura 6.2. Nodes de Y.

Si volem que les abscisses dels nodes ¥[a], o € Y, siguin els nombres prefixats
y°[a], @ € Y, s’hauran de satisfer les restriccions que provenen del fet que la
identificacié natural ¥ conserva 1-abscisses. Entre elles hi trobem les segiients:

y0lon] < y°ao] < ylas], ¥0lo) < y°las] < y0las] < O] < ] (6.2)

La desigualtat 3°[as] < y°[as] no apareix en (6.2) ja que aquesta no pot deduir-se
del fet que ¥ conserva 1-abscisses.

Per tal de donar la definicié general de les restriccions que imposarem als nom-
bres 4°[a], a € Y, ordenarem primer els nodes de Y com en l'exemple anterior.
Observem que els tres primers, i.e., aq, s i a3, corresponen als nodes de Y que
sén exteriors-esquerra, els dos segiients sén els de derivaci6 zero (atipics) i els tres
ultims els exteriors-dret. Els exteriors-esquerra han estat ordenats per ordre de-
creixent de derivacié i després, pels que tenen igual derivacié, per ordre creixent
d’abscisses. Els de derivacié zero per ordre creixent d’abscisses i els exteriors-dret
per ordre creixent de derivacio i després, pels d’igual derivacié, per ordre creixent
d’abscisses. Més exactament:

Definicié 6.1. Sigui N una B-configuracié i considerem el conjunt Y format pels
peus de N que sén atipics o exteriors. Definim un ordre (<) en Y de la forma
segilient:

Tot node de Y exterior-esquerra és menor que tot node de Y de derivacié zero
(atipic), i tot node de derivaci6 zero és menor que tot node de Y exterior-dret. Per
anodes (z,j), (¢/,j') € Y d’un mateix tipus (tots dos exteriors-esquerra, atipics o
exteriors-dret), posem:

(a) Quan tots dos sén exteriors-esquerra, (x,7) < (2,7 ) sij > j,0j=j"1
x <.

(b) Si tots dos sén atipics, (x,0) < (z/,0) si z < .
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(c) Si tots dos s6n exteriors-dret, (x,j) < («/,j")sij<j,oj=j1iz <.

Siguin ara nombres reals y°[a], a € Y. Direm que aquests nombres sén una tria
wmiactal d’abscisses per a Y si respecten l'ordre predefinit en Y. Es a dir, si es
compleix:

(z,5) < (@, 5") = y°l(2,5)] <3°[(«',)")] (6.3)

Aix{ doncs, en I'exemple de la figura 6.2 s’han de satisfer totes les desigualtats
YOlan] < ¥0aa] < yPas] < yPlau] < -+ < yPas], que son les desigualtats de (6.2)
juntament amb la nova restriccié y°[as] < y°[ay]. Recordem que aquesta tltima no
era deduible del fet que la identificacié natural entre N i Z conservés 1-abscisses,
aixi que pot ésser considerada com a restriccié addicional.

Hem de pensar, per tant, que la hipotesi de que els nombres y°[a], a € Y, siguin
una tria inicial d’abscisses per a Y és una mica restrictiva, ja que en general
introdueix desigualtats noves.

Centrem-nos ara en els nodes de 7T'.

Definicié 6.2. Sigui a« € T. Els nodes oy[a], on[a] i o}[a] estan definits,

respectivament, per oy (g),on(g) i 04(g), on g és el grup (interior) de N tal que

« € g. Veure figura 6.3 (a).

Si j és la derivacié de «, els nodes oy [a] i o4 ]a] tenen derivacié j — 1, mentre que
on|a] continua tenint derivacié j. Les abscisses de « i de oy[a] queden situades
entre les abscisses de o y[a] i oX[a]. Si N’ és una altra configuracié equivalent a N
(en particular N’ també és B-configuracié) i ¥ és la identificacié natural entre N
i N, aleshores ¥[oy[a]], Ylon[a]] i ¥[ok[a]] coincideixen, respectivament, amb
els nodes o, [V[a]], on[¥[a]] i o4/ [¥[a]]. Aquest fet prové de que per als grups
interiors g es verifica oy (g)] = on/(¥[g]), Ylon(g)] = o (Pg]) i Yok (g)] =

o n(Plg).

a (b) [ (©) [qup- v, ¥y
(@) flol= 3 flo']= 32 > Tt

¥[o, o]
P 7E G G i i Vg g¥el § o
oc-lo]a
- gl + + £l N R R 4‘%.7
G@rglal | oerqild M e MR

ay(8)=cy[o]

Figura 6.3
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Suposem ara que o € T' és un node amb abscissa menor que I'abscissa de o y[a],
i considerem en aquest cas els nodes oy[a], a i oy[a]. Si Z és un espectre amb
Z ~ N, les imatges d’aquests tres nodes per la identificacié natural ¥ = ¥y 7 sén
Uloylal], ¥[a] i ¥[on|a]], que tindran certes abscisses respectives y—, y i y* (veure
figura 6.3 (b)). Per construccié i perqué ¥ conserva 1-abscisses, aquestes abscisses
estan directament ordenades, és a dir y~ < y < y*. La proporcié entre elles és el
nombre .
Yy —y
t[a] pra— (6.4)
Es compleix que 0 < tfa] < 1,1 si o/ € T és un altre node que pertany al
mateix grup (interior) que «, i amb abscissa menor que I’abscissa de «, aleshores
tla/] > tla]. Veure figura 6.3 (c).

Analogament, quan I’abscissa de o és més gran que 'abscissa de oy[a], aleshores
es consideren els nodes o[, a i o}[a], aixi com les seves imatges ¥[o y|[]], ¥]a]
i Ulo}[a]] (veure ara la figura 6.4). Les abscisses respectives d’aquestes imatges

y*,y 1 y" satisfan y* < y < y*, essent la proporcié entre elles el nombre

y—y
tla] = —— (6.5)

yt =y
Tornem a tenir 0 < t[a] < 1, isi @ € T és un altre node que pertany al mateix
grup que «, i amb abscissa major que l’abscissa de «, aleshores t[a/] > t[a].

(a) (b) vy (o) I PR
fol= g T iyt 7y
. Yoy lall
—* e o o 4
L ETH S g o
- ‘ o= ioyeT o T | o
0-I\-I[a':I O'N[(x] c5:,-[(1] y* y y* y* y y oy
Figura 6.4

El teorema de representacié per a B-configuracions assegurara que aquestes pro-
porcions t[a],« € T, les podrem prefixar per endavant. Hem vist perd que s’han
de verificar certes restriccions que sintetitzem a continuacid.

Definicié 6.3. Siguin nombres reals t[a], « € T. Aquests nombres sén una
proporcid inicial per a T si es verifiquen les dues condicions segiients:
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(i) 0 <tla] <1peratotacT.

(ii) Si(z1,7), (z2,7) sén dos nodes de T' que pertanyen a un mateix grup (interior)
gde N,ion(g) = (2% ), aleshores es verifica t[(xy,j)] > t[(z2,7)] si 21 <
To < x*, 1 t[(x1,7)] < t[(wa,7)] sl z* <21 < 29

La condicié (ii) només és aplicable a nodes d’un mateix grup g i tals que la seva
abscissa esta a un mateix costat respecte de 1’abscissa de oy(g). Finalment, ob-
servem que ambdues condicions (i) i (ii) sén necessaries si volem que els nombres
tla], a € T, acabin representant les proporcions (6.4) i (6.5).

6.2 Teorema de representacio per a B-configuracions

Tenint en compte les consideracions precedents, a continuacié enunciem i provem
el resultat principal d’aquest capitol.

Teorema 6.4 [de representacié per a B-configuracions]

Sigui N una B-configuracio. Considerem els conjunts Y 1 T formats, respectiva-
ment, pels peus de N de derivacid zero (atipics) o peus exteriors, i pels peus de N
interiors amb multiplicitat parell. Sigui y°[a], a € Y, una tria inicial d’abscisses
per a 'Y, i tla], « € T, una proporcié inicial per a T.

Aleshores, existeix un espectre Z equivalent a N de manera que si U és la identi-
ficacio natural entre N i Z, es verifiquen:

(a) Per atot a €Y, V[a] = (y°a],j) on j denota la derivacié de .
(b) Si o= (x,j) és un node de T i oxla] = (z*,)), aleshores

(1 =tlal)y” +tlaly™,j), siz <z

Vo] = { (1 tlal)y* + tlaly* ), sia > (6:6)

on y~,y* iy son les abscisses de V[oy|a]], Y[on[a]] i Wo}[a]] respecti-
vament.

Abans de comencar la demostracié incloem alguns comentaris i un exemple.

Comentari 6.5. L’espectre Z que proporciona el teorema també és B-configuracio,
puix que Z ¢és equivalent a N. A lapartat (b) els nodes ¥[oy[a]], Y][on[a]] i
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[0} [a]] coincideixen, respectivament, amb els nodes o, [¥[a]], o7[¥[a]] i o} [¥]a]],
i per tant en aquest apartat poden substituir-se els uns pels altres.

Finalment, la igualtat (6.6) estableix que l’abscissa de ¥[a] és una combinaci6
lineal convexa de les abscisses y* 1y~ si z < x*, i de les abscisses y* i y* si x > z*.
Aquesta igualtat pot posar-se en la forma

o] = y?ii?’,, six < a* 6.7)
a= %, six > x* '

on y denota l'abscissa de ¥[a|, recuperant aixi (6.4) i (6.5). Els denominadors de
(6.7) no s’anul-len mai, ja que ¥ conserva l-abscisses i conseqiientment y~ < y* <

yt.

Exemple 6.6. Com a exemple d’aplicacié, a la figura 6.5 hi ha representada una
B-configuracié N, on els nodes marcats amb punts sén els nodes de Y UT'. Els o4,
1 =1,2,3, son els nodes de Y, mentre que els 3,, i = 1,2, 3, sén els nodes de 7.

X
!<

X
X

K
K
X

x

x
K
K
x

X

X
=4
5
4
L
!
4

By i ‘ i

q

Figura 6.5

Com a dades inicials s’ha de donar una tria inicial d’abscisses per a Y, 3°[a;],
i = 1,2,3, amb les restriccions 3°[a;] < 3°[as] < y°[as], i una proporcié inicial
per a T, t[5,], i = 1,2,3, que s6n tres nombres reals compresos entre 0 i 1, i amb
t[B,] > t[Bs). Del teorema 6.4 es desprén l'existéncia d’un espectre Z, Z ~ N,
de manera que la identificacié natural U satisfa les propietats (a) i (b) correspo-
nents. La propietat (a) estableix que ¥[a;] = (y°[aq],0), ¥[az] = (y°[as],0) i
Ulas] = (1°[as],4), mentre que la propietat (b) permet obtenir proporcions entre
les abscisses d’alguns nodes.

A la figura 6.6 hi ha representat aquest espectre Z. Els nombres r, 7" ir;, i =1,2,3,
que apareixen en aquesta figura sén distancies entre abscisses (abscisses unides per
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una fletxa) que, després d’aplicar (6.6) als nodes aw = 3;, i = 1,2,3 (per a a = 3,
i o = 5 s’ha de considerar el cas “x < z*” de (6.6), mentre que per a a = 35 el
cas “x > z*”), resulta

" _ T2 _ s _
? _t[ﬁl]a r _t[ﬁ2]v 7“/ _t[BIB]

Es a dir, els quocients /7, r2/7T 1 73/r" sén les proporcions prefixades t[f,].

> 4 * >4 - > 4 - > 4 \P[B"‘]
Z : V"V i 3. i 3 i A4 ~ i A4
X X X X XXX }I‘ > 4 X X X X
T T * W0, 0 [05)9)
Y Y Y ‘ [ LV Y
X % x ~ %" ~ c " x
.o ¥R 15 ? s
e ! % ! T oy, -y [2,],0)

—(v0 | | |
Ploy 1=¢°[041.0) 7 ‘
| |

Figura 6.6. Espectre Z obtingut del teorema 6.4.

Observem que hem dibuixat el node ¥[as] amb I'abscissa més gran que la del node
U[as] donat que y°[as] > y°[as]. AixO no passava a N, on labscissa de asz era
menor que ’abscissa de as.

Sintetitzant, hem obtingut un espectre Z equivalent a N, amb nodes de derivaci6
zero i nodes exteriors prefixats per endavant, i amb proporcions entre abscisses
de certs nodes també prefixades. Rescribint aixo en termes de polinomis obtenim
Iexisténcia d’un polinomi monic P, de grau igual a £z = 15, i de manera que la
distribucié de les arrels de P i de les seves derivades successives es correspon amb
la de la figura 6.6. Observem que, a part del fet d’ésser N i Z(P) configuracions
equivalents, les arrels del polinomi P sén conegudes (corresponen als nodes de
derivacié zero), a l'igual que certes arrels de derivades de P corresponents als
nodes exteriors. Les proporcions 71 /7, ro/r i r3/r’ lliguen algunes de les arrels de
P i de les seves derivades.

Demostracio del teorema. La demostracié ocupa la resta de la seccié i esta estruc-
turada en tres parts.
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La part I és de caire introductori, essencialment dedicada a posar noms als objectes
que s’utilitzaran en la resta de la demostracio.

A la part II es localitza un espectre Z com a candidat a satisfer totes les condicions
del teorema. En aquesta part també es defineix una aplicacié ¥ : N — Z i se’'n
veuen algunes de les seves propietats.

La part III conté la demostracié de que ¥ és bijectiva, conserva derivacions i
conserva l-abscisses. Per la proposicié 3.5 aixo implica que N ~ Z i que ¥ és la
identificaci6é natural entre N i Z.

PART 1

Sigui N la configuraci6 de ’enunciat del teorema, de certa longitud n, i on hi tenim
definida una tria inicial d’abscisses per a Y i una proporcié inicial per a 7T'.

L’esquelet associat a N es denota per A. Recordem que A esta format per tots els
nodes de N excepte els caps dels nodes de la forma ox(g), on g és grup interior
de N. La proposici6 4.11 estableix que A és una configuracié de n nodes, Pdlya,
conservativa, i que tot peu de A és peu de N. Podem concretar més si tenim
en compte la descomposicié (6.1) per als peus de N, de la qual s’obté la segiient
descomposicié per a Py, el conjunt format pels peus de A,

Pya=YUTUU (6.8)

on U és el conjunt format pels nodes de U (és a dir, nodes de la forma oy(g),
on g és grup interior de N) tals que la seva multiplicitat en N és major o igual
que 2. Aixo prové de que els nodes de U que tenen multiplicitat en N igual a 1
coincideixen amb el seu cap, i conseqiientment no pertanyen a A.

La multiplicitat en A dels nodes de Y o de T' coincideix amb la seva multiplicitat
en N. En canvi, per als nodes de U la seva multiplicitat en A disminueix en una
unitat respecte de la de N.

Respecte als conjunts [N|A]" i [N[A]~, definici6 4.3, els nodes de Y o de T" sén
nodes de [N|A]~, mentre que els nodes de U pertanyen a [N|A]T.

En el que segueix posarem Py = {ay, aa,...,ap}, onels o, =1,2,... h, s6n els
peus de A diferents dos a dos. Alguns dels «; sén nodes de Y, altres de 7' i la resta
de U, perd de totes maneres no els ordenarem de cap forma especial.

Per a cada peu a;, i = 1,2,..., h, sigui A; el conjunt format pels nodes de A tals
que el seu peu en A és igual a «;. Explicitament, si oy = (x;, k;) 1 p; denota la
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multiplicitat en A de «;, aleshores
A = (i, ki), (i, ki + 1), (w3, ki +2), ..o (w5, ks +pi — 1)} (6.9)

Aquests subconjunts A;, i = 1,2,..., h, formen una partici6 de A i sén coneguts
amb el nom de segiiéncies de A, [3].

Podem considerar, per a cada i = 1,2,...,h, la funcié m; : N — {0,1} definida
com la funcié m,. Es a dir, si j > 0, m;(j) és igual a m4,(j), el nombre de nodes
de A; que tenen derivacié j. Amb la terminologia utilitzada a (6.9) es té que si
7 > 0 aleshores

. . 1, sik;<j<ki+p—1
() = () = ’ - = 6.10
mi(j) = ma.(j) { 0, en cas contrari ( )
Les funcions m;, i = 1,2,...,h, sén finites, a valors 0 o 1, i cap d’elles és idén-
ticament nul-la. Podem fer s, per tant, de 'aplicacié extensié associada a les
funcions m;, ¢ = 1,2,...,h (veure capitol 5). En el que segueix mantindrem la
mateixa terminologia, és a dir, I = {1,2,...,h}, m = (m1,my,...,my), D(R") i

D+ (R"), etc. El nombre n de (5.4) concorda amb la longitud n de N, ja que

> tsupp(mi) = > fsupp(ma) =Y #A;=tA=ly=n  (6.11)

el el icl

Recordem que cada vector 4 € R proporcionava una relacié d’equivaléncia en
I denotada =. Si ¢ € I/ =, el valor comi de les components y;, i € ¢, era
denotat y,, i la suma de les funcions m;, ¢ € ¢, denotada m,. Finalment es definien
les configuracions Ext(7), i € R, totes elles formades per n nodes.

El lema segiient conté informacié addicional sobre les funcions m;, deguda a que
aquestes s’han obtingut a partir de A.

Lema 6.7.

(i) Es té la igualtat de funcions Y ., m; = ma. A mésamés, Y, tsupp(m;) =
ﬂA = gN =n.

(ii) Les funcions m;, i € I, son conservatives i la suma ), , m; satisfa la condi-
ci6 de Pdlya per sobre amb n.

Demostracio. Per a I'apartat (i) només cal veure que ) .., m; = ma. En efecte,
si 7 > 0, ma(j) és el nombre de nodes de A que tenen derivacié j, perd tenint
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en compte la descomposicié de A en els subconjunts A;, i = 1,2,...,h, resulta
ma(j) = Zie] ma,(j) = Zie[ m;(j).

(ii) De (6.10) es desprén que m; és la seqiiéncia de tipus (k;, p;), i per tant, com que
A és conservativa, m; és una funcié conservativa (la multiplicitat p; en A del peu
a; = (z;, k;) és parell si k; > 1). Finalment, de 'apartat (i) que acabem de veure
i del fet que A és una configuracié Pélya, es dedueix que la funcié ms =) .., m;
satisfa la condicié de Pdlya per sobre amb n = fA. g

D’aquest lema i de 'apartat (c¢) de la proposicié 5.5 es desprén que estem dins del
cas Pélya i conservatiu, i.e., les configuracions Ext(7%), 3 € R", sén configuracions
de n nodes Pdlya i conservatives. Podem fer ts, per tant, dels resultats de les
seccions 5.2 i 5.3. Recordem que per a ' € R”, el polinomi P(7;-) estava definit
com I'inic polinomi de grau n, amb coeficient principal igual a %, que s’anul-la
sobre Ext(7). El teorema 5.7 estableix que aquest polinomi varia contfnuament
amb 7 € R”. Per altra banda, el teorema 4.13 assegura que Ext(7’) és un esquelet
de Z(P(y;+)) i que Z(P(y;-)) és B-configuracio.

Considerem les funcions d’arrels veritables i latents z,(-;j) : R" — R, 1 < j <
n—1,1<s <ver(j). Aqui ver(j) val

ver(j) =Y Mi(j—1) — j = Ma(j — 1) — j, (6.12)

il

on per a l'iltima igualtat hem fet servir el lema 6.7 (i). Quan y € Dz (R") es
verifica que 1(Y;5) < 22(Y;7) <+ < Tyer(y (Y5 §), essent aquests nombres les
abscisses dels nodes veritables de derivacié j del parell [Z(P(%;-))|Ext(%)].

Podem tornar enrera i centrar-nos en el parell [V|A]. Pel teorema 4.5 (ii), el nombre
de nodes veritables de [N|A] que tenen derivacié j és myy, ,,(j) = Ma(j —1)—
M4(j—1) = Ma(j—1)—j, on per a I"iltima igualtat s’ha utilitzat que A és Pélya.
Fixem-nos que aquest nombre coincideix amb ver(j). Té sentit doncs, considerar
els nodes

(wjlaj>7 (xj27j>a ceey (-rj,ver(j)aj)

com els nodes veritables de derivacié j del parell [N|A], ordenats per ordre creixent
d’abscisses. Observem que els nombres z;,, 1 < s < ver(j), son les abscisses dels
nodes veritables de derivaci6 j del parell [V|A] ordenades en forma creixent, mentre
que els nombres x,(7;j), 1 < s < ver(j), sén les funcions d’arrels veritables i
latents en el punt 7 € R
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PART II

Per construir I'espectre Z del teorema necessitem préviament definir una funcié
continua F : [a,b]" — [a,b]", on [a,b]" és I'interval h-dimensional [a,b]" C R", i
a i b sén, respectivament, el valor més petit i el valor més gran de la tria inicial
d’abscisses per a Y. Es a dir,

a = min{y’[a]}, b = max{y’[a]}.

Es té a < b, produint-se igualtat si i només si Y esta format per un unic element.

La funcié F es construeix a partir de les seves components, F' = (Fy, F, ..., F}).
Cada component F} és una funcié definida a [a, b]" i que pren valors a [a, b]. Aquesta
va associada al peu «; de A i es defineix segons els tres casos possibles derivats de
(6.8):

Cas 1: a; € Y. En aquest cas Fj : [a,b)" — [a,b] és la funcié constant Fi(y') =
Y] si ¥ € [a,b)". Observem que F; esta ben definida (pren valors a I'interval
[a,b]) i és continua.

Cas 2: o; € U. En aquest cas «; és un node veritable del parell [N|4], ja que
a; € [N|A]T. Aixo implica que el node «; té associat un tnic s = 1,2,. .., ver(j)
de forma que a; = (x5, ), on j denota la derivacié de ;. En aquest cas es defineix
la funcié F; per Fy(y) = 24(%;j) si ¥ € [a,0)". Es a dir, F} és la restriccié a
I'interval [a, b]" de la funcié d’arrels veritables i latents x4(+; j). Observem que esta
ben definida (pren valors a [a,b]) donat que en virtut de la proposicié 5.13 (ii),
per als punts Y = (y1,2,-..,yn) € [a,0]" es t¢ a < minie{yi} < 24(Y5)) <
max;er{y;} <b. A més a més, pel teorema 5.16 sabem que F; és continua.

Cas 3: a; € T. El node ox|o;] és un node veritable del parell [N|A], aixi que
on|ay] té associat un tnic s = 1,2,...,ver(j) de forma que on|a;] = (25, 7), on
j denota la derivacié comuna de «; i de oy[e;]. Hi ha dues possibilitats, que
I'abscissa de «; sigui menor que I’abscissa ;5 de 0[], que correspon al cas 3.1,
0 que en cas contrari sigui més gran, cas 3.2. Cadascun d’aquests casos encara es
bifurcara en dos subcasos més, d’acord amb el que segueix.

e Cas 3.1: L’abscissa de «; és menor que la de oy|o;]. Aqui es considera el
node o [a;], que és un node de derivacié j —1 i amb abscissa més petita que
I'abscissa de «;. Per a o[o;] hi ha dues possibilitats: que sigui un node de
A, cas 3.1.1, o que en cas contrari no pertanyi a A, cas 3.1.2.

— Cas 3.1.1: oy|o;] € A. En aquest cas podem considerar el peu en A
de oy[a], que coincidira amb cert ayy, 1 < i’ < h. Amb altres paraules,
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estem considerant 1"inic ¢/ = 1,2, ..., h tal que oy[o;] € Ay. Es defineix
aleshores la funcié F; per

F(y) = (1 = tlei])s (Y5 5) + tawlye, si Y € [a,0]" (6.13)

Recordem que t[a;] era el valor de la proporcié inicial per a T en «;. Si
Y € [a,b]", de la proposicié 5.13 (ii) i de les desigualtats 0 < t[a;] < 1
es dedueix que a < Fj(y) < b, és a dir, F; esta ben definida. A més a
més, pel teorema 5.16 sabem que F; és continua.

— Cas 3.1.2: oy[ay] ¢ A. En aquest cas oy[o;] és un node veritable
del parell [N|A] de derivacié j — 1, aixi que té sentit considerar 1'inic
s'=1,2,...,ver(j — 1) per al qual oy[a;] = (zj_1,¢#,j — 1). Es defineix
F; per

F(y) = (1~ tlai) (Y5 5) + tlaloa (Y35 — 1), 51 Y € [a,0]" (6.14)

Si Y € [a,b)" tornem a tenir a < Fj(y) < b, i pel teorema 5.16, F; és
continua.

e Cas 3.2: L’abscissa de «; és major que la de oy[a;]. Aquest cas és el
simétric del cas 3.1, considerant-se ara el node o[a;] i separant segons els
dos subcasos possibles.

— Cas 3.2.1: o} [o;] € A. Es considera el peu en A de o}[], que
coincideix amb cert oy, 1 <4’ < h. La funcié F; ve definida per

Fi(y) = (1 —tla))zs(y'; ) + tewlye, st Y € [a,0]" (6.15)

F; pren valors a [a, b] i és continua.

— Cas 3.2.2: o}[a;] ¢ A. El node o}[;] és veritable del parell [N|A]

i t¢ derivacié j — 1. Si s’ = 1,2,...,ver(j — 1) és tal que o}ja;] =

(j_1,¢,7 — 1), aleshores es defineix F; per
F(y) = (1 = tai))as (Y5 5) + ooy (¥3) = 1), 81 Y € [a,8]" (6.16)
F; torna a prendre valors a [a, b] i és continua.

Observem que les expressions (6.15) i (6.16) coincideixen amb (6.13) i (6.14)
respectivament.
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Queden definides aix{ h funcions F; : [a,b]" — [a,b], 1 < i < h, totes elles con-
tinues. La funcié F : [a,b]" — [a, b]" donadaper F(¥') = (F1(Y), Fa(V), ..., Fu(7))
si y € [a,b]", és continua i pren valors en el seu domini [a, b]*. Com que [a, b]" és
homeomorf al disc h-dimensional tancat, el teorema del punt fiz de Brouwer asse-
gura que F' té un punt fix. Es a dir, existeix un 3 € [a,b]" tal que F(7) = ¥; o
el que és el mateix, per a aquest 3 es verifiquen les equacions

Cadascuna de les equacions anteriors té un significat diferent depenent del cas
utilitzat en la definicié de F;. Un petit detall és que si a = b aleshores el teorema
del punt fix de Brouwer no és aplicable, ja que I'interval [a, b]" es redueix a un tinic
punt i per tant no és homeomorf al disc h-dimensional tancat, perd trivialment
aquest punt és un punt fix de F.

En el que segueix es considera un punt fix qualsevol 7 de F. Aix{, y és un punt
per al qual es verifiquen les equacions (6.17). També en el que segueix, i de cara
a simplificar notacions, la configuracié Ext(7’) sera denotada per E,

E = Ext(y),
mentre que 'espectre del polinomi P(7’;-) el denotarem per Z. Es a dir,
Z=Z(P(y;-))

La resta de la demostracié anira encaminada a provar que Z verifica les condicions
del teorema.

A continuaci6 es construeix una aplicacié ¥ : N — Z. La imatge V]a| d’'un node
a € N de derivacié j es defineix per casos, segons si « € A osi a ¢ A:

e Si a € A aleshores es considera el peu, en A, del node «, que coincideix
amb cert o, i = 1,2,...,h. En aquest cas la imatge ¥[a] ve definida per
Ula] = (i, 7). Observem que ¥]a] € E, ja que al ser el peu de « igual a o;
resulta my,(j) = 1, i per la proposicié 5.3 aixo implica que (y;, j) € S¥:. C E.
En particular ¥[a] és un node de Z.

e Si o ¢ A aleshores v és un node veritable del parell [N|A]. Aixi, existeix
un dnic s = 1,2, ... ver(j) tal que a = (x5, 7). La imatge de « es defineix
en aquest cas per ¥[a] = (2,(7';5),j). De les propietats elementals de les
funcions d’arrels veritables i latents (veure els comentaris que segueixen a la
definicié 5.11) resulta que Vo] € Z.
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La imatge ¥[a] d’'un node o € N de derivacié j pot esquematitzar-se com

sia € A, peuyla] = a4

_ (i),
Vel = { (zs(Y55),7), sia€ N\A, a=(zj,J)) (6.18)

Obtenim aix{ una aplicacié ¥ : N — Z que trivialment conserva derivacions. A
més a més ja hem vist que la imatge dels nodes de A queda dins de E. Es a dir,
U[A] C E. De les equacions (6.17) resulta immediatament el segiient lema.

Lema 6.8. Es verifiquen les propietats segiients:
(i) Si o és un node de Y 1 j és la seva derivacid, aleshores ¥[a] = (y°[al, j).

(it) Sigui (z;s,7), 7 > 0,1 < s < ver(j), un node veritable del parell [N|A] de
forma que (x;5,7) és peu de N. Aleshores V[(z;s,7)] = (2:(Y';7),7)-

(111) Si o= (x,7) és un node de T i on|[a] = (z*,7), aleshores

[ (=t + tlaly ), siw <ot

Yol =4 (G e Ay, dase O

on y~,y* 1 yT son les abscisses de V[oy[al]], V[on[a]] i Y[ox[a]] respecti-
vament.

Demostracid. (i) Sigui o € Y. Aquest node coincideix amb cert o, i = 1,2,..., h.

La construcci6 de F; correspon al cas 1 perqué o; = a € Y, i per tant, de (6.17),
yi = Fi(Y) = 3°[ov] = y°[a]. Per altra banda ¥[a] = V[a;] = (y;,j), aixi que
Ula] = (y°[a], ).

(ii) Considerem el node (xjs,7). Si no pertany a A, de la propia definicié de ¥
s'obté U[(z;s,7)] = (2s(¥;7),7). Suposem que (75, j) € A. En aquest cas, com
que (z;s,7) és un peu de N també és un peu de A, resultant que (s, j) € Uia
més a més (5, j) = a; per a cert 1 <14 < h. La construccié de F; correspon al cas
2, i per tant y; = Fj(Y') = 2,(%;j). Finalment, de la definicié de ¥ es dedueix
que B[(z;0, /) = (55) = (@3 7))

(iii) Siguin a = (x,7) € T i on[a] = (z*,7). La imatge de a és ¥[a] = V|| =
(yi,7) = (Fi(Y),j), oni = 1,2,...,h és tal que & = o;. Donat que o = ; € T,
la construccié de Fj correspon al cas 3. Per tal de desglossar el valor Fi(7y/),
posarem el node oy|a] en la forma oy [a] = (2, j) 1 suposarem, per exemple, que
T < 1% = x4, 6s a dir, el cas 3.1 per a F;. Tenint en compte que ¥[a] = (F;(¥), )
i(6.19), tot es redueix a provar la igualtat

Fi(y) = (1 —tla])y" + tlaly (6.20)
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El nombre y* és conegut i val y* = z,(%;j), ja que de I'apartat (ii) del present
lema es deriva que V[oy[a]] = (z,(7;J),j). Hi ha dues possibilitats:

e oyla] € A (ie. cas 3.1.1 per a F;). Aqui es considera el peu en A del
node oylal, que és de la forma ay, 1 < i’ < h. L'expressié de F;(y) ve
donada en (6.13). De la definicié de ¢’ s’obté que Vo y[a]] = (yir,j — 1), aixi
que el nombre y~ val y~ = y». Substituint en (6.13) els valors y~ = yy i
y* = 2,(y; j) s’obté finalment (6.20). En aquest cas ja hem acabat.

e oyla] ¢ A (cas 3.1.2 per a F;). Hem de considerar 'inic s’ = 1,2, ... ver(j—
1) per al qual oy[a;] = (j_1,¢,j — 1), obtenint ara I'expressi6 (6.14) per a
Fi(Y). De la definicié de ¥ es dedueix que ¥[oy[a]] = (z4(7;5—1),5—1),
ésadir,y” = 24(y;j—1). Substituint en (6.14) els valors y~ = x4 (y;j—1)
iy = 2,(7;j) s’obté novament (6.20), tal com voliem veure.

El cas x > 2* = x;, és analeg a I'anterior. O

Observem que els apartats (i) i (iii) del lema anterior sén les conclusions (a) i
(b) del teorema 6.4. Més ben dit, ho seran quan haguem provat que ¥ és la
identificaci6é natural entre N i Z.

PART III

L’objectiu ara és provar que ¥ és bijectiva, conserva derivacions i conserva 1-
abscisses. Que conserva derivacions ja ho sabem, aix{ que només cal veure que és
bijectiva i conserva 1-abscisses.

Per a cada j =0,1,...,n — 1, sigui
U {(z, ) eN|J <5t — Az, i) € Z 1) < j}

I'aplicacié definida per ¥;[a] = ¥[a]. Es a dir, ¥; és la restriccié de ¥ als nodes
de N que tenen derivacié com a molt j, pero canviant també el conjunt d’arribada
Z pels nodes de Z que tenen derivacié com a molt j. ¥, esta ben definida perque
U conserva derivacions. Per aquest mateix fet ¥; també conserva derivacions.

D’altra banda, quan j = n — 1 aleshores W¥,,_; coincideix amb V¥, ja que n és la
longitud de N i de Z.

Per provar que ¥ és bijectiva i conserva 1-abscisses procedirem per induccié en j,
prenent com a hipotesi d’induccié que ¥; és bijectiva i conserva 1-abscisses. Aixo
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és, primer veurem que aquesta hipotesi és satisfeta quan j = 0, i després que si és
satisfeta per a j — 1, aleshores també ho és per a j.

Lema 6.9. ¥, és bijectiva i conserva 1-abscisses.

Demostracié. Vegem primer que ¥, és exhaustiva. Sigui (z,0) un node de Z
de derivacié zero. Aquest node pertany a E donat que E és un esquelet de Z.
Recordant ara la definicié de la configuracié Ext(7’) = F, aixo significa que hi
ha un ¢ € I/ =3 de manera que z = y, i m{(0) = 1. En particular m,(0) =
> ico mi(0) > 1, i conseqiientment ha d’existir un ¢ € ¢ amb m;(0) = 1. Per a
aquest i es té y; = y, = z, essent el node «; un node de derivacié 0 donat que
m;(0) = 1. De tot aixo resulta ¥o[a;] = (v;,0) = (y,,0) = (2,0), i, en particular,
(z,0) és laimatge d'un node de N de derivacié zero. Hem vist que ¥, és exhaustiva.

Que ¥ és injectiva i conserva 1-abscisses és conseqiiéncia del segiient. Els nodes de
N de derivaci6 zero s6n nodes de Y i per tant, pel lema 6.8 (i), la imatge d’aquests
nodes és coneguda i val ¥yla] = (y°[a],0). La condicié (6.3) en la definicié de tria
inicial d’abscisses per a Y assegura que Vg és injectiva i conserva 1-abscisses. [

En el que segueix es considera un nombre natural j = 1,2,...,n — 1 de manera
que V,_; és bijectiva i conserva 1-abscisses. L’objectiu és demostrar que ¥; també
és bijectiva i conserva 1-abscisses.

Sigui 0 < j' < j — 1. Com que V;_; és bijectiva i U[A] C E, resulta
Ma(j") = #{(z.j") € A" <j'} =8[{(2,j") € A|j" < j'}]
< H@,j") e Elj" < i} = Me(j) (6.21)

pero comptant cardinals,

Ma(j) = Y Mi(j)= > M)

el LE[/E—ZI
> Y M) = My (') = Me(j') (6.22)
Lel/=

Aixo implica M4(j') = Mg(j') i que les desigualtats que apareixen en (6.21) i
(6.22) sén igualtats.

Lema 6.10. FEs verifiquen les propietats segiients:
(i) Siguin 0 < j' < j—11ic e/ =. Aleshores M,(j') = M?(j5') i m,(j') =
m;(j').
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(i) Y[{(z,j") € Al " < jH ={(z,j") € E|j" < j}.

(i) Si 1 < j < j aleshores x1(Y;j') < 22(Y ;7)) < -+ < Tver(j)(V; 5'), essent
aquests nombres les abscisses dels nodes veritables de derivacio j' del parell
[Z|E].

Demostracié. (i) La desigualtat que apareix en (6.22) és una igualtat, i per tant
M,(j") = M?(j'). Aplicant aixd també al nombre j' — 1 s’obté que m,(j') =
M,(j') = M.(5" = 1) = MP(5") = M(j" = 1) = m7(5").

(ii) La desigualtat de (6.21) quan j' = j — 1 és una igualtat, obtenint-se que
U{(z,j") e Al )" <j—-1}={(z,j") € E| " <j—1}.
Aixd mostra que per acabar de veure (ii) només resta veure que

U[{(z,j") € A" =g} ={(x,j") € E| " = j} (6.23)

La inclusi6 C de (6.23) és immediata perqué W[A] C E. Anem a veure la inclusié D.
Sigui (,j) € E i considerem el ¢ € I/ = tal que = y,, m(j) = 1. Aixo tltim
és equivalent a 1 < M, (j) — M?(j — 1), pero si substituim en aquesta desigualtat
Mp(j — 1) per M,(j — 1) (veure I'apartat (i)) s’obté que m,(j) = >_,., mi(j) > 1,
i per tant hi ha un ¢ € ¢ amb m;(j) = 1. Aixo mostra que hi ha un node de A,
diguem «, que té derivacié j i de manera que el seu peu és el node «;. La imatge
de a val ¥[a| = (yi,J) = (Y, j) = (z,7). Hem obtingut la inclusié D de (6.23), i
per tant queda provat apartat (ii).

L’apartat (iii) no és res més que l'apartat (i) de la proposicié 5.13. Observem que
aquesta és aplicable donat que de (5.23) i de I'apartat (i) que acabem de veure es
dedueix que my, ,, (j') = ver(j'). O

Com a conseqiiéncia,

Lema 6.11. FEs verifiquen les segiients iqualtats:

NMA"<j—-1={(zj") € Z\E| ;" <j—1} (6.24)
INJA]T 5" <= 1] ={(z,j") € [Z|E]" | j" <j—1} (6.25)
INIAI 1" < =1} =A{(=.j") € [Z|E]" [ )" <j—1} (6.26)
Vinay [ 7" <5 =1 =A{(z.5") € Vigig | )" <5 -1} (6.27)

M M M M
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Demostracid. La igualtat (6.26) és conseqiiéncia de (6.27) atés que [N|A]” =
N\Vinja, [Z|E]” = Z\Vizip) 1 ¥;_1 és bijectiva. Per altra banda, (6.25) és conse-
qiiéncia de (6.27) i del lema 6.10 (ii). Aquest mateix lema també estableix (6.24).
En definitiva, només cal demostrar (6.27).

Vegem primer la inclusié C de (6.27). Considerem un node (z, j”) € Vinja amb
j" < j—1. Hem de veure que la imatge d’aquest node, ¥[(z, j”)], pertany a Viz g
Si (z,j") € N\A aleshores ja estem, ja que del lema 6.10 (ii) i de que ¥;_; és
bijectiva s’obté que ¥[(x, j")] € Z\E C Viz5-

Podem suposar, per tant, (z,j”) € [N|A]*. Sigui o; = (x, jo) el peuen A de (z, j”).
Les imatges de (z,5”) i (x,jo) = «; sén, respectivament, V[(x, ;") = (y;,j") i
U((x, jo)] = (vi, Jo).- Elnode (x, jo) és un peu de N donat que és un peu de A, i com
que (z, ") € [N|A]T, (z, jo) també pertany a [N|A]*. Aixo implica que o; = (z, jo)
és un peu de N veritable del parell [N|A]. Per tant, si posem o; = (zj,.5,Jo),
1 < s <ver(jp), el lema 6.8 (ii) estableix que ¥[ay] = (13, j0) = (s(¥; o), Jo), i en
particular, pel lema 6.10 (iii) sabem que V[, = (ys, Jo) € Viz|g)-

Els nodes de la forma (z, j'), jo < j' < j”, son tots de A, aixi que les seves imatges
(vi,7")s jo < 7' < j”, sém nodes de E. La primera d’elles, (y;, jo), hem vist que és
veritable del parell [Z|E]. Aixo implica que tots els nodes (y;, j'), jo < 7' < j”, sén
veritables del parell [Z|E], i en particular també ho és el node (y;, j”) = Y[(z, j")].
En definitiva hem vist ¥[(z, j”)] = (v, ") € V|z|g), quedant provada la inclusi6 C.

Per acabar de provar (6.27) podem utilitzar la inclusié que acabem de veure i
només resta demostrar que els conjunts de cada costat de (6.27) tenen el mateix
cardinal. En efecte,

j—1
10[{(z,5") € Vina 17" <j— 1 =8(@.J") € Vinpy | /" < j =1} = Y ver(j")
§"=0
j—1
H(z,J") € Vigm |J"<j—11 =) ver(j")
§7=0
Liltima igualtat s’ha derivat del lema 6.10 (iii). O

No sera necessari utilitzar-ho, pero de (6.27) i de que ¥;_; conserva l'ordre entre
les abscisses de nodes d’igual derivacié, es dedueix que V[(zj 4, j')] = (zs(¥;5'), j')
sil<j<j—1,1<s<ver(y).

Fins ara hem vist propietats de ¥ que es deriven del fet que ¥;_; és bijectiva i
conserva l-abscisses. La major part d’aquestes propietats només involucren nodes
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amb derivacié menor o igual que j — 1.

En el que segueix es considerara el nombre m(j—1) = my(j—1) = mz(j —1), aix{
com les abscisses wy < wy < -+ < Win(j1) (resp. wy < wh < -+ < wy, ;o) dels
nodes de N que tenen derivacié j — 1 (resp. dels nodes de Z que tenen derivaci6
j —1). Donat que ¥;_; conserva l-abscisses es té ¥[(wy,j — 1)] = (w},j — 1) si
k=1,2,...,m(j —1).

Els nodes (zjs,7), 1 < s <ver(j), sén nodes interiors de N perqué sén veritables
del parell [N|A], i en conseqiiéncia w; < j5 < Wyyj—1) si 1 < s <ver(j). Tenint en
compte el lema 6.10 (iii), el mateix raonament també mostra que w} < z,(¥;j) <
W1y 811 < s <ver(j).

Lema 6.12. FEs verifiquen els segiients apartats:

(1) Sigui s = 1,2,...ver(j). Si wy < Tjs < W1, on 1 <k <m(j—1)—1,
aleshores w), < x,(;j) < Wy, . Analogament, si xj, = wy, on 1 < k <
m(j — 1), aleshores z4(y';j) = w,.

(i) Si 1 <k<m(j—1)i (wgj) €N, aleshores V[(wy,j)| = (wy,J).
(iii) Si 1 < s <ver(j) aleshores ¥[(z;s,7)] = (zs(Y';7),7)-

(iv) Si (z,7) és un node de N de derivacié j amb x < wy, aleshores y°[(z,j)] <
/

wy. Analogament, si (z,5) € N i @ > wy(j—1), aleshores y°[(z, j)] > w),; ,y-
Comentari 6.13. A l'apartat (i) d’aquest lema sempre existeix un k satisfent
wy < Tjs < Wgp1 0 bé x5 = wy, ja que wy < T < Wyyj—1)- El node (z, )
considerat a 'apartat (iv) pertany a Y, puix que és un peu exterior de N i per
tant té sentit el valor y°[(z, 7)].

Demostracié del lema. (i) De les propietats elementals d’esquelets, sabem que
per a cada k = 1,2,...,m(j — 1) — 1 hi ha un tdnic node (z,j) € Vinja amb
wy, < & < Wiy (vesp. hi ha un tnic node (, j) € Vizp amb w), <z < wy,,). A
més amés, si k=1,2,...,m(j — 1) aleshores

(Wi, j) € Vinja) € (wy,,J) € Vigig (6.28)

Aquest fet prové de que les condicions (1) (wg, j) € Vinja), 1 (2) (wi, j—1) € [N|A]T,
s6n equivalents. Per (6.25) aquesta tltima condicié és equivalent a que el node
U[(wy,j —1)] = (w),j — 1) pertanyi a [Z|E]*; o el que és el mateix, a que el node
(wy,, j) pertanyi a Vizg. S'obté aixi (6.28).

Tot aix0 implica que els nodes veritables de derivacié j del parell [N|A] i els
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nodes veritables de derivacié j del parell [Z]E] estan situats de la mateixa manera
respecte dels nodes de derivacié j — 1 de N i de Z respectivament (veure figura
6.7).

veritables de derivacié j

,/// N

A%4 A"4 A4
3 x x

 —
X

X
X
WX

<K

¥ X

X X %X %X X X
W) Woir) (W) (WaD) ) W.J-1)

Figura 6.7

Tenint ara en compte que els nombres z;, i els 2.(y;55), 1 < s <ver(j), sén les
abscisses dels nodes veritables de derivaci6 j dels parells [N|A] i [Z|E] respectiva-
ment, ordenades en forma creixent, s’acaba obtenint 'apartat (i).

(ii) Sigui k tal que (wg,j) € N i hem de veure que ¥[(wy, j)] = (w}, 7). Suposem
primer que els dos nodes (wg, j — 1), (wg, j) pertanyen a A. Considerem en aquest
cas el peuen A de (wy,j—1). Aquest peu és de la forma «;, i = 1,2,..., h, i també
coincideix amb el peu de (wy, 7). De la definicié de ¥ es desprén que ¥[(wy, j—1)] =
(yi,j — 1), pero com que V[(wy, j — 1)] també coincideix amb (wy, j — 1), tindrem
Y; = wy. Si calculem ara la imatge de (wyg, j) resulta ¥[(wy, j)] = (vi, 7) = (W}, J),
tal com voliem veure.

El cas (wy,j—1) € N\A1i (wg,j) € N\A no es pot donar perqué A és un esquelet
de N. Igualment tampoc es pot donar que (wy,j—1) € N\A i (wg,j) € A, ja que
tot peu de A és un peu de N.

Nomeés resta veure el cas (wy,j — 1) € A1 (wg,j) € N\A. Aqui tenim (wy, j)
(xjs,7) per a cert 1 < s <ver(j). De la definicié de ¥ es dedueix que ¥[(wy,j)| =
(zs('; ), j), mentre que de apartat (i) que acabem de veure x,(7%;j) = w}. En
definitiva U[(wy, j)] = (zs(Y; ), J) = (w}, j), tal com voliem veure.

(iii) Sigui 1 < s < ver(j) i hem de veure que ¥[(x;s,5)] = (zs(Y;5),5). Si el
node (zjs,7) és un peu de N aleshores ja hem acabat (veure el lema 6.8 (ii)).
Suposem que (x5, j) no és peu de N. En aquest cas (5, j) = (wy, j) per a cert
1 <k <m(j—1). De I'apartat (i) del present lema es dedueix que z,(%’; j) = w,,
i aplicant Papartat (ii) resulta W[(x;4, )] = (w}, ) = (2s(¥;7), )

(iv) Sigui (z, j) un node de N amb = < w;. Dintre de tots els nodes de Z que tenen
derivaci6 menor o igual que j — 1, en considerarem un, diguem (z*, j*), que tingui
abscissa minima. Notem que aixo implica z* < w). El node 5 = peu,[(z*, j*)| té
derivacié menor o igual que j — 1 i abscissa x* minima, essent § un node atipic o
exterior-esquerra de Z (veure el lema 2.6). Com que ¥,_; és bijectiva i conserva



150 CAPITOL 6. REPRESENTACIO PER A B-CONFIGURACIONS

1-abscisses, tindrem 3 = W[y] per a cert peu v de N, essent v un node atipic o
exterior-esquerra de N. D’aix0 tltim es deriva que v € Y. Donat que la derivacié
del node (z, ) és més gran que la derivaci6 de =y, per a 'ordre predefinit en Y es
té (z,7) < v, i per tant, de (6.3), y°[(z, )] < y°[y]. Finalment, del lema 6.8 (i)
resulta z* = y°[y], i conseqiientment y°[(z, j)] < y°[7] = x* < wi.

En el cas © > w,,;_1) €l raonament és analeg a ’anterior. O
m(j—1)
Conseqiiéncia dels resultats anteriors és el segiient corol-lari.

Corol-lari 6.14. Si V;_; és bijectiva © conserva 1-abscisses, aleshores W; també
és bijectiva i conserva 1-abscisses.

Demostracid. Que V¥, és exhaustiva prové de ser-ho V,_4, dels apartats (ii) i (iii)
del lema 6.10 i de I'apartat (iii) del lema anterior (en virtut d’aquest apartat tot
node 5 € Z\E de derivacié j pertany a la imatge de ¥;).

La injectivitat de W¥; sera conseqiiéncia de que ¥; conserva l-abscisses. Per tant
nomeés cal veure aix0 ultim. Continuant amb les notacions del lema 6.12, hom obté
les propietats (a), (b) i (c) segiients:

(a) Siguin z7 < x5 < -+ < x4 les abscisses dels nodes de N que tenen derivaci6 j
i abscissa estrictament menor que wy, i siguin (z}, j) = V[(x;,7)], 1 <i <gq,
les seves imatges. Aleshores 7} < x5 <.+ <z < wyj.

Aixo es deriva del lema 6.8 (i), del lema 6.12 (iv) i de (6.3).

Analogament, si 71 < x5 < --- < x4 s6n les abscisses dels nodes de N que
tenen derivacié j i abscissa estrictament major que w,,(;j—1), aleshores, per a
les imatges (z7, j) = U[(2;, j)], 1 <1 < gyestéw,; ) <) <ahp <+ <.

(b) Sigui 1 < k < mpy(j —1) — 11 suposem que 77 < x5 < -+ < T, s6n
les abscisses dels nodes de N que tenen derivacié j i abscissa estrictament
compresa entre wy, 1 wgi1. Siguin (2, j) = ¥[(z4, )], 1 < i < m, les imatges
d’aquests nodes. Aleshores wj, < 7} <) <--- <], < wj,;.

En efecte, sigui (z,,j) 1'inic node de tots els (z;,7), 1 < ¢ < m, que té
multiplicitat en IV senar. Aquest node és un node veritable del parell [IV|A],
i per tant és de la forma (s, j). Pel lema anterior, apartats (i) i (iii), aixo
implica wy, < ¥, < wj_,. Ara, si 1 <7 <r ellema 6.8 (iii) estableix que z} =
(1=t[(xs, )]l +t[(x;, 7)]w), = 2. —t[(x;, 7)] (2. —w},), mentre quesirT < i < m
aleshores 2 = (1 — t](z1, ), + tl(ze Dty = 2 + H(zs, ) (Whar — 21).
D’aix0 i de les restriccions que verifica la proporcié inicial per a 1" s’obté que
wy <2y <<z <a,<a . <o <@y, < W, tal com voliem veure.
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(c) Si (wg,j) € N aleshores ¥[(wg, j)] = (w}, j)-
Aquest fet prové de I'apartat (ii) del lema 6.12.

Aquestes propietats estan esquematitzades en el segiient exemple.

04 Gy Q3 Oy Og Og Oy ag dg Oy O, ay 0y 03 oy @y Qg 0y Oy Og g Qi

¥
—_
V2 V2 X V2

WD) W) (W) Wgi1) W) (W) (W) (W, 1)

Figura 6.8. V[, =af, i =1,2,...,11

De les propietats (a), (b) i (c) es desprén que ¥, conserva l’ordre entre les abscisses
de totes les parelles de nodes aq, s € N tals que les seves derivacions respectives
J1 1 jo verifiquen j — 1 < j3,j2 < j. Aixo, juntament amb que ¥;_; conserva
1-abscisses, mostra que ¥, conserva l-abscisses. L]

Pel principi d’induccié matematica queda doncs provat que W és bijectiva i conserva
1-abscisses.

Sintetitzant, hem obtingut un espectre Z i una aplicacié bijectiva ¥ : N — Z que
conserva derivacions i conserva l-abscisses. La proposicié 3.5 estableix que Z és
equivalent a N i que W és la identificacié natural entre N i Z. D’aquest fet i dels
apartats (i) i (iii) del lema 6.8 s’acaben de desprendre els apartats (a) i (b) del
teorema 6.4. Aixo completa la demostracié. ]

6.3 Consideracions addicionals

En aquesta seccié analitzarem un parell d’aspectes relacionats amb el teorema de
representacié per a B-configuracions, que sén: el nombre de graus de llibertat i la
discussi6 sobre la unicitat.

6.3.1 Nombre de graus de llibertat

En el que segueix es considera una B-configuracié N de longitud n. El teorema 6.4
estableix l'existéncia d’un polinomi P tal que Z(P) ~ N i de manera que el seu
espectre Z(P) verifica les propietats (a) i (b) del teorema. El grau de P és igual
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a n donat que n és la longitud de N. Sense pérdua de generalitat podem suposar
que P és monic.

Aquest polinomi P depeén de 'eleccié de la tria inicial d’abscisses per a Y i de la
proporcié inicial per a T'. Variant aquesta eleccié, anirem obtenint tota una familia
de polinomis que depén dels parametres y°[a], o € Y, i t[a], a € T, o també
anomenats graus de llibertat. Observem que el nombre total de graus de llibertat
és Y +4T. Aquests parametres varien en un cert obert de R¥, k = #Y 4T, ja que
les restriccions a que estan sotmesos (veure definicions 6.1 i 6.3) sén desigualtats
estrictes. A més a més, no és dificil veure que eleccions diferents de parametres
proporcionen polinomis diferents, ja que aquests parametres queden determinats
un cop conegut l'espectre Z (sén les abscisses d’alguns nodes de Z, o proporcions
entre abscisses de nodes de 7).

El nombre de graus de llibertat o parametres, 1Y + 7', pot ésser calculat més
explicitament si parem atenci6 a la descomposicié (6.1). Recordem que el cardinal
de U T’haviem calculat a partir de la férmula de la longitud, resultant U = §N —n.
D’aix0 es dedueix que

Y + 4T = tPy —4U = h— (AN —n) = n — (4N — h), (6.29)

on h = §Py és el nombre de peus de N. En particular, el nombre §Y + 47" de graus
de llibertat és més petit o igual que n, essent igual a n si i només si fN — h = 0,
és a dir, quan tots els nodes de N tenen multiplicitat 1 (N és una configuraci6
simple).

En general pero, tindrem 1Y +47T < n. Aquest fet pot fer pensar que el teorema 6.4
no proporciona el maxim nombre de graus de llibertat possible (que és igual a n,
el nombre de coeficients d'un polinomi monic de grau n), i que per tant el teorema
6.4 no és optim en quant al nombre de graus de llibertat. Aquest raonament pero,
és fals. Hem de tenir present que, a part d’ésser polinomis monics de grau n,
els polinomis que estem considerant estan sotmesos a altres restriccions, les que
provenen del fet que el seu espectre és equivalent a N. Fixem-nos, per exemple,
en la configuracié N de la figura 6.9 (a).

(a) N: (b)

AV4
X

AV4 AV4
X X

!
.

X \¥4 AV
X X X

N
) o

Figura 6.9
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/
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Si P és un polinomi monic tal que el seu espectre és equivalent a N, aleshores P
té tres arrels reals b < by < b3 amb multiplicitats respectives 2,1 i 3, resultant
que P és de la forma P(z) = (x — by)?(x — by)(x — b3)3. El polinomi P té grau sis
perd només depén dels tres parametres by, by 1 b3. Aquesta pérdua de parametres
és conseqiiencia de que el polinomi P ha de verificar les igualtats P'(by) = P(by) i
P"(bs) = P'(bs) = P(bs), igualtats degudes a que la identificacié natural ¥y zp)
conserva multiplicitats. Hi ha tres igualtats, que restant-les al grau del polinomi
obtenim que en efecte P depén de 6 — 3 = 3 parametres.

En general, si P és un polinomi monic amb Z(P) ~ N, cada peu o« de N amb
multiplicitat m determina m — 1 igualtats entre les derivades de P (veure figura
6.9 (b)). Com que aixo ho podem anar repetint per a cada peu de N, obtindrem

en total
Z (multy[a] — 1) = Z mult y[o] — Z 1=4N—h

aEPN a€EPN aEPN

igualtats. Si al grau n de P li restem aquest nombre d’igualtats resulta que P
depén de n — (4N — h) parametres.

En definitiva, hem provat que els polinomis P de grau n i tals que Z(P) ~ N
depenen de n — (N — h) parametres. Aixo fa preveure que n — (1N — h) és el
nombre maxim de graus de llibertat que pot arribar a proporcionar un teorema
de Destil del teorema 6.4. A més a més sabem, de (6.29), que el teorema 6.4
proporciona aquest nombre maxim de graus de llibertat.

Els raonaments anteriors sén suficients per fer plausible que el nombre de graus de
llibertat obtingut és maxim; o amb altres paraules, que el teorema 6.4 és optim,
en el sentit que proporciona el nombre maxim de graus de llibertat possible.

6.3.2 Discussio sobre la unicitat

Sigui N una B-configuracié de longitud n i suposem donades una tria inicial d’abs-
cisses per a Y i una proporci6 inicial per a 7. Podem formular la segiient qiiestio:
és cert que hi ha un dnic polinomi monic P de manera que el seu espectre Z(P)
verifiqui totes les condicions exigides en el teorema 6.4¢ Aixo és, 'espectre Z(P)
ha de ser equivalent a N i a més a més s’han de verificar les propietats (a) i (b)
del teorema.

En resposta a la qiiestié anterior sembla que si que hi haura unicitat. Per exemple,
un argument en favor de la unicitat és la conclusié obtinguda en la seccié anterior
sobre els graus de llibertat. La proposicié segiient demostra la unicitat en un cas
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concret, quan tots els grups interiors de N estan formats per un tnic node. Notem
que sota aquesta hipotesi no cal parlar de la proporci6 inicial per a T, ja que T' = ().

Proposicié 6.15. Sigui N una B-configuracio tal que tot grup interior de N té
cardinal 1. Sigui y°[a],a € Y, una tria inicial d’abscisses per a Y. Aleshores, hi
ha un dnic polinomi monic P tal que Z(P) ~ N i tal que si V és la identificacid
natural entre N i Z(P), aleshores per a tot node o € Y es té ¥la] = (y°[a], j),
on j denota la derivacio de .

Demostracié. Observem en primer lloc que la configuracié N admet un tnic es-
quelet, ja que els grups interiors de N tenen un tnic node. Aquest esquelet, denotat
A, coincideix amb 'esquelet associat a IV i esta format pels nodes de N que sén
atipics o exteriors. Per la proposicié 4.11 sabem que el nombre de nodes de A és
igual a n, la longitud de N, i que A és una configuracié Pélya i conservativa.

Sigui ara P un polinomi monic satisfent les condicions de 'enunciat. Es a dir,
amb N ~ Z(P) i de manera que si ¥ és la identificacié natural entre N i Z(P)
aleshores per a tot « € Y es verifica ¥[a] = (y°[a], j), on j és la derivacié de a. A
continuacié provem que el polinomi P esta completament determinat.

Considerem la configuracié B = W[A]. Aquesta configuracié té n nodes, és Pélya
i és conservativa, ja que B ~ A. En particular B és una configuracié regular de
n nodes. Ara afirmem que B esta completament determinada per la tria inicial
d’abscisses per a Y. En efecte, sigui (x,j) un node de A i considerem el seu
peu (z,jo) = peuy|(z,7)]. El node (z,j) és un node atipic o exterior de N, i en
conseqiiéncia el node (z, jo) pertany a Y. D’aqui que ¥[(x, j0)] = (v°[(z, jo)], Jo)-
Utilitzant que ¥ conserva 1-abscisses s’obté que la imatge de (z,j) és V[(z,j)] =
(v°[(, Jo)], J) 1 esta completament determinada per la tria inicial d’abscisses per a
Y, tal com voliem veure.

El polinomi P té grau n, és monic i s’anul-la sobre la configuracié regular B,
que té n nodes. Aixo implica que P(x) = n!Q(z) on Q(z) és 'inic polinomi
de grau n, amb coeficient principal %, que s’anul-la sobre B. Com que B esta
determinada, el polinomi () estd completament determinat i és unic, resultant
que P també esta completament determinat i és tinic. Notem finalment que de
la igualtat P(z) = nl@Q(x) i de 'expressié (1.9) per al polinomi @), s’obté una
expressié explicita per a P. O

Quan N admet grups interiors de cardinal major que 1 la resposta sobre la unicitat
és més complexa. Acabarem aquesta seccié indicant com provar la unicitat en tres
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casos senzills. Aixo és, quan N és alguna de les tres configuracions representades
a la segiient figura.

(a) ® ©
B B

—e—— o . — - e " e

oy Oy O O Qo 0O

Figura 6.10. Unicitat en els casos senzills.

En qualsevol d’aquests tres casos resulta Y = {ay, az}. En el cas (a) tenim T = 0,
mentre que en (b) i (c) T'= {5}.

En el cas (a) s’Tha de demostrar la unicitat del polinomi monic P, deg(P) = 4,
que verifica N ~ Z(P) i tal que per a la identificaci6é natural ¥ es té ¥U[oy] = a i
Ulap] = b, on a < b s6n dos nombres reals prefixats. De tot aixo es desprén que
les arrels de P sén els nombres prefixats a i b, i que la derivada P’ admet una
arrel amb multiplicitat tres. Es a dir, per a cert y € R es verifica P’ (y) = P"(y) =
P"(y) = 0. Es facil veure que 1"inic polinomi que satisfa totes aquestes condicions

és el polinomi
4 4
P(a:)z(a:—a;b) _<b2a> |

obtenint en aquest cas unicitat.

En el cas (b), el polinomi monic P de grau 4 a considerar té dues arrels prefixades
a < b, la seva derivada P’ admet una arrel real y de multiplicitat dos (i.e., P'(y) =
P"(y) = 0), isicés la tercera arrel de P’ aleshores s’ha de verificar y = (1—t)c+tb,
on 0 < t < 1 és una proporci6 prefixada (¢t = t[5]). Pot demostrar-se que aquestes
condicions determinen un unic polinomi P, i que per tant hi ha unicitat.

El cas (c) és simeétric del cas (b), obtenint-se de nou unicitat.

Recapitulant els resultats d’aquesta seccié, s’ha provat la unicitat en un cas parcial
(proposicié 6.15) i s’han donat tres exemples on hi ha unicitat. Resta per veure
que passa en el cas general. Cal dir que hi ha indicis, tals com la unicitat en els
casos ja provats, o el recompte dels graus de llibertat de la seccié anterior, que fan
pensar que també hi ha unicitat en aquest cas.






Capitol 7

Eliminacié de nodes

En aquest capitol analitzarem l'existéncia de petites pertorbacions d’un polinomi
de manera que ’espectre d’aquestes pertorbacions s’obtingui suprimint uns quants
nodes de l'espectre del polinomi inicial. Tot seguit presentem un breu resum
del capitol que incorpora, d’'una banda, les definicions necessaries per precisar
les pertorbacions que es consideraran, i d’altra banda, un petit esbés dels seus
resultats principals.

Sigui
n—1 "
a’,; o + — (7.1)
k=0

un polinomi a coeficients reals de grau n amb coeficient principal # En el que
segueix, els nodes

(yikujl)a (y;jQ)a S (y;kw]h)

sén els peus de Z(P*) diferents dos a dos, essent my, ma, ..., my, les seves respec-
tives multiplicitats en Z(P*). Amb aixo, es té la descomposici6

Z(P)={, i) |11<i<h,ji<j<ji+m;—1} (7.2)

Considerem pertorbacions del polinomi P* de la forma
n—1 .',Uk T
CL’) = Z aky —+ —

k=0

on cada ay, 0 < k <n — 1, és un nombre real proper a aj.

157
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Definicié 7.1. Sigui A* un subconjunt de Z(P*), possiblement buit. Una pertor-
bacié P de P* és una pertorbacié que elimina A*, si I'espectre de P es pot posar
en la forma

Z(P) ={(y ) | (i, J) ¢ A1 <i<h, ji <j<ji+m;—1}  (7.3)

on els y; sén nombres reals satisfent les desigualtats |y; — yi| < ezp+), @ =
1,2,...,h.

Com a exemple, els nodes marcats amb punts de la figura 7.1 sén els nodes d'un
espectre Z(P*), mentre que els nodes encerclats sén els nodes de A*. Els nodes
marcats amb creus sén els nodes de Z(P), on P és una pertorbacié de P* que
elimina A*.

—3 -

X@ X@

- - -

@ e

Figura 7.1. Eliminaci6é de nodes.

Observem que els nodes corresponents a A* han estat eliminats per P.

Les expressions (7.2) i (7.3) es poden escriure de manera més compacta identificant
cada node de Z(P*), diguem el node (y7,7),1 <i<h,j; <j<j+m; —1, amb
el seu parell (i, j) corresponent. Més precisament, sigui y el conjunt

x=1{0G,j) ENxN|1<i<h,j<j<ji+m;—1} (7.4)

Donat que y és equipotent a Z(P*), parlar de nodes o de subconjunts de Z(P*)
és el mateix que parlar de nodes o de subconjunts de x. Aixi, a A* C Z(P*) li
correspon

X' ={0,j) e x| (y,j) € A"} S x (7.5)
Tenint en compte (7.4) i (7.5), resulta

Z(P*) ={(i ) }apex » ZPNA"={(],7) tapexw -

A més a més, si P és una pertorbacié de P* aleshores (7.3) pren la forma

Z(P) ={(¥i, )} epexww -
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Observem també que si P és una pertorbacié de P* que elimina A*, de les de-
sigualtats |y; — yi| < ez, ¢ =1,2,..., h, es dedueix que I'aplicacié

U Z(PY) — {(yi, ) Higrex

definida per V[(y}, j)] = (vi,j) si (4, )) € x, és bijectiva, conserva derivacions i con-
serva l-abscisses. La seva restriccié a Z(P*)\A* produeix una aplicacié bijectiva
entre Z(P*)\A* i Z(P), que també conserva derivacions i conserva l-abscisses.
Per tant, si P és una pertorbacio de P* que elimina A*, aleshores

Z(P) ~ Z(P*)\A® (7.6)

Definicié 7.2. Sigui P* el polinomi (7.1). Un subconjunt A* C Z(P*) és elimi-

nable si per a tot 6 > 0 existeix un polinomi P(z) = Zz;é ak% + £, amb
lap —ap| <6, k=0,1,...,n—1, tal que P elimina A*. Es a dir, A* és eliminable

si existeixen pertorbacions de P*, tan proximes com vulguem a P*, que eliminen
A*.

Per altra banda, un subconjunt A* C Z(P*) és parell si la multiplicitat en Z(P*)
dels nodes de A* és parell. Com a exemple, els nodes encerclats de la figura 7.1
constitueixen un subconjunt parell de Z(P*), i el conjunt buit A* = () sempre és
parell. En termes del conjunt x’ de (7.5), A* és parell si i només si j; +m; — j és
parell per a tot (i,7) € x'.

Tenint en compte les definicions anteriors, tot seguit presentem un resum dels con-
tinguts del capitol que, de forma breu, direm que gira entorn de la caracteritzacié
dels subconjunts eliminables de Z(P*), i esta dividit en quatre seccions. A les
tres primeres hi ha els continguts necessaris per obtenir els resultats principals del
capitol.

e A la primera seccié introduirem el concepte de caps complementariament
regulars i analitzarem la seva existéncia.

e La secci6 segiient conté un resultat general sobre pertorbacions de polinomis
que sera utilitzat més endavant.

e La tercera seccié esta dedicada a les conseqiiéncies del teorema 1.23, com sén:
la que estableix que tot subconjunt eliminable de Z(P*) és parell, i la que
déna un criteri suficient per demostrar que una pertorbacié de P* elimina
un subconjunt parell de Z(P*).
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e Finalment, I'iltima seccié conté els resultats principals del capitol, on s’esta-
bleix que els subconjunts eliminables de Z(P*) coincideixen amb els sub-
conjunts parells. Notem que aix0 caracteritza els subconjunts eliminables
de Z(P*). A més, també generalitzarem el fet que tot subconjunt parell de
Z(P*) és eliminable establint que tot subconjunt parell es pot eliminar per
una pertorbacié P de P* que verifica, a més a més, altres propietats.

7.1 Caps complementariament regulars

Siguin P*(z) = Y7, a,’;% + L= i h el nombre de peus de Z(P*). Els nombres n, h
i §Z(P*) estan lligats per la desigualtat

n+h > 48Z(P*) (7.7)

En efecte, per veure (7.7) és suficient demostrar la desigualtat {x +h > N, on N
és una configuracié completa i h és el nombre de peus de N. Aquesta desigualtat
és trivial degut a que si escollim un peu de cada grup interior o atipic de N, i tenim
en compte que el nombre de grups atipics de NV de derivacié no nul-la coincideix
amb el nombre 7y de (2.17), obtindrem h > ey +7x +J, on § = 1 si my(0) > 1
id=0simy(0)=0. Finalment, de la férmula de la longitud resulta

IN+h>0n+ey+Ty+0=H4N+275y +6 >IN

donat que no es pot donar simultaniament 7y = 0 = 0. En definitiva £y +h > N
i per tant (7.7) queda establert.

Definicié 7.3. Sigui hy un nombre natural complint
(HZ(P*) —n)y <hg<h (7.8)

Tal hg existeix en virtut de (7.7). Direm que hg caps de Z(P*), 31, 85,...,58;, €
Z(P*), sén complementariament regulars, si la matriu de Vandermonde amb n
columnes de la configuracié A = Z(P*)\{31, 83, ..., 5, } té rang igual a A, que
coincideix amb el seu nombre de files.

Observem en primer lloc que la matriu V,,(A) té sempre com a minim tantes
columnes com files, ja que el nombre de files de V,,(A) és §Z(P*) — hg, el nom-
bre de nodes de A, mentre que de (7.8) es desprén que §Z(P*) — hy < §Z(P*) —
(8Z(P*) —n)y < n. En segon lloc, el fet que els caps 37,35, ..., 3}, siguin com-
plementariament regulars només depeén del conjunt {7, 55, ..., 55, }-
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Com a exemple, si P*(z) = 5(2? — 1) aleshores Z(P*) = {(—1,0),(0,1),(1,0)} i
(#Z(P*) —n)y = 1. Tots els nodes de Z(P*) sén caps de Z(P*), mentre que la
condici6 (7.8) estableix 1 < hy < 3. Prenent hy = 1 i considerant un node qualsevol
de Z(P*), un breu calcul de rangs mostra que aquest node és complementariament

regular.

Un cas en el que podem determinar facilment caps que siguin complementariament
regulars és quan Z(P*) és B-configuracié. Si Z(P*) és B-configuraci, de la férmula
de la longitud i de 74(p<) = 0 resulta

(BZ(P*) —n)y = (ez(p+) — Tz(p+))+ = €z(p+)-

Proposicié 7.4. Suposem que Z(P*) és B-configuracio. Siguin af, s, ..., o} els
peus de Z(P*) que tenen multiplicitat senar i derivacié diferent de zero. Aleshores
ho = ezp+y = (BZ(P*) —n)4 i els caps B; =capyp+)|ej], i = 1,2,...,ho, son

complementariament requlars.

Demostracié. Pel lema 4.9, els peus de Z(P*) que tenen multiplicitat senar i
derivacié diferent de zero coincideixen amb els nodes de la forma o z(p+)(g), on g és
un grup interior de Z(P*). Aixo implica dues coses. Primera, que ho = ez(p+) =
(8Z(P*) —n),, i segona, que la configuracié

és 'esquelet associat a Z(P*), ja que aquest esquelet consistia en treure precisa-
ment tots els caps dels nodes de la forma ozp+)(g), on g és un grup interior de
Z(P*). Per la proposici6 4.11 sabem que I'esquelet A té n nodes i és regular, i per
tant, la matriu V,,(A) és quadrada, coincideix amb la matriu de Vandermonde de
A, i és regular. En particular el seu rang coincideix amb el seu nombre de files,
resultant que els caps 37, 1 <i < hg, sén complementariament regulars. [

Tot seguit enunciem un resultat general sobre el rang de matrius de Vandermonde
que proporcionara, d’'una banda, un criteri per determinar caps complementaria-
ment regulars de Z(P*), i d’altra, una generalitzaci6 del resultat anterior en el cas
que Z(P*) no és B-configuracio.

Sigui A una configuracié de longitud /¢, i sigui p el nombre de peus suportats de
A que tenen multiplicitat senar. Clarament, A és quasi-conservativa si i només si
p = 0. Per a un nombre natural j = 0,1,...,/ —1, 0 bé j = —1, sigui Sx(j) el
nombre de peus suportats de A que tenen multiplicitat senar i derivacié més petita
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o igual que 5 + 1. Es compleix que
0=054(—1) <54(0) < SA(1) <--- <S5yl —2)=S4(—=1)=p (7.9)

El nombre
U= max {j+1—Ma(j)—54(j)} (7.10)

—1<j<t-1
es coneix amb el nom de defecte quasi-Pdlya de la configuracié A. Observem que,
a ’haver inclos el valor j = —1 en (7.10), es té ¥ > 0. Per altra banda, si A és
una configuracié Pélya aleshores 1 = 0.

A continuacié donem una condicié suficient per a que la matriu de Vandermonde
tingui rang maxim [48].

Teorema 7.5. Sigui A una configuracid. Siguin p i 19, respectivament, el nombre
de peus suportats de A que temen multiplicitat senar, i el defecte quasi-Pdlya de
A. Si n és un nombre natural amb

n>tA+p+9,

aleshores la matriu de Vandermonde de A amb n columnes té rang maxim i igual
al seu nombre de files fA. O

El teorema anterior proporciona un criteri per determinar si uns quants caps de
Z(P7), escollits previament, sén complementariament regulars. Per exemple, su-
posem que Z(P*) admet la representacié geomeétrica de la figura 7.2. Els nou
nodes marcats amb creus sén caps de Z(P*), i suposem que volem demostrar que
aquests caps sén complementariament regulars.

x

2): A S
Figura 7.2

Amb tal finalitat, primerament hem de veure que es verifica (7.8) quan hg = 9.

En efecte,
n=6, h=13, §Z(P*) =14, i (§Z(P*) —n)y = 8.

Finalment, cal veure que si A és la configuracié formada pels nodes marcats amb
punts de la figura 7.2 aleshores la matriu de Vandermonde de A, amb n = 6
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columnes, té rang igual al seu nombre de files fA. El teorema 7.5 estableix que
per veure aix0 és suficient veure la desigualtat

6> 1A+ p+ 7, (7.11)

on p i 9 sén, respectivament, el nombre de peus suportats de A que tenen mul-
tiplicitat senar, i el defecte quasi-Pélya de A. Donat que A = 5, p = 1 (I'tinic
peu suportat de A que té multiplicitat senar és el node de A que té derivacié 1) i
¥ =0 (A és una configuracié Pélya), la desigualtat (7.11) és satisfeta i, per tant,
els caps escollits de Z(P*) sén complementariament regulars.

Corol-lari 7.6. Siguin o, as,...,a; els peus suportats de Z(P*) que tenen
multiplicitat senar. Aleshores hg verifica (7.8) i els caps [f; =capzp=log], i =
1,2,..., hg, son complementariament requlars.

Comentari 7.7.

1. Aquest corol-lari generalitza la proposicié 7.4. En efecte, quan Z(P*) és
B-configuracio, els peus suportats de Z(P*) que tenen multiplicitat senar
coincideixen amb els nodes de Z(P*) de la forma o ;(p+)(g), on g és un grup
interior de Z(P*); o el que és el mateix, coincideixen amb els peus de Z(P*)
que tenen multiplicitat senar i derivacié diferent de zero.

2. Com a conseqiiéncia del corol-lari s’obté que sempre hi ha un nombre natu-
ral hy satisfent (7.8) de manera que existeixen hg caps de Z(P*) que sén
complementariament regulars.

Demostracio del corol-lari. Cal veure dues coses. Primera, que el nombre hg
(i.e., nombre de peus suportats de Z(P*) que tenen multiplicitat senar) verifica
la condici6 (7.8). I segona, que la matriu de Vandermode amb n columnes de la
configuracio

A= Z(P*)\{5T75;7 cee 7520}

té rang igual al seu nombre de files A = §Z(P*) — hy. Anem a veure primer
algunes de les propietats de la configuracié A.

(a) A és quasi-conservativa.

En efecte, sigui a un peu suportat de A. Hem de veure que la seva multiplici-
tat en A és parell. Com que la configuracié A esta inclosa a Z(P*) i tots els
nodes 37,1 =1,2,..., hg, s6n caps de Z(P*), o és un peu suportat de Z(P*).
Poden passar dues coses: que la multiplicitat de o en Z(P*) sigui senar o
que sigui parell. El primer cas es presenta quan « coincideix amb un dels
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nodes o,7 =1,2,..., ho, 1 conseqiientment en aquest cas la multiplicitat de
« en A passa a ser parell (els caps 57,1 = 1,2,..., hy, no sén nodes de A),
mentre que en el segon cas la multiplicitat de o en A continua essent parell.
En definitiva, la multiplicitat de o en A sempre és parell, i per tant A és
quasi-conservativa.

(b) Hi ha un esquelet B de Z(P*) que conté la configuracié A.

Per veure aquest fet considerem, per a cada grup g € Qg?g*) (grup interior
de Z(P*)), un node d’aquest grup, denotat a, € g, que tingui derivacié
igual a la derivacié de g i tal que la seva multiplicitat en Z(P*) sigui senar.
L’existéncia d’aquest node es deriva del fet que Z(P*) és una configuraci6
completa. Es compleix que o és un peu suportat de Z(P*) amb multiplicitat
senar, ja que és suportat pels nodes O P*)(g), UJZ“(P*)(g) que determinen g,
i per tant o coincideix amb algun o, ¢ = 1,2,...,hy. Aixo implica que
esquelet resultant de treure a Z(P*) tots els caps de la forma cap,(p«)[ay],

gec Qg?g*), conté la configuracié A.

De la propietat (b) es dedueix que el nombre de nodes de A, §Z(P*) — hg, és més
petit o igual que el nombre de nodes de 'esquelet B. El nombre de nodes de B és
n—Tzp+) (veure (4.1)), resultant que §Z(P*) —ho < n—7z(p+); 0, equivalentment,
ho > $Z(P*) —n + Tz(p~). Aixo tltim implica hy > (§Z(P*) — n)4 i per tant la
condici6 (7.8) es verifica. Notem que la desigualtat hy < h de (7.8) és trivial
perque si considerem un node de Z(P*) que tingui derivacié minima, aquest node
és un peu de Z(P*) no suportat.

Finalment anem a veure que la matriu V;,(A) té rang igual al seu nombre de files
A = #Z(P*) — hg. En virtut del teorema 7.5, per demostrar aixo sera suficient
veure la desigualtat

> ] — ] .
n2fA+ max {j+1-Ma(j)} (7.12)
Observem que en aquest cas tant p com els nombres S4(j),7 = 0,1, ... valen zero,

ja que A és quasi-conservativa i es verifica (7.9). La desigualtat (7.12) és equivalent
a les desigualtats

pero donat que fA = Ma(n — 1) i €4 < n, si demostrem que la funcié m = myu

satisfa la condicié de Pélya per sobre amb n aleshores les desigualtats (7.13) es
compliran, i per tant ja haurem acabat.
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Anem a veure doncs que la funcié m 4 satisfa la condicié de Pélya per sobre amb
n. Per la propietat (b) anterior sabem que hi ha un esquelet B de Z(P*) que conté
la configuracié A. Del corol-lari 4.6 es deriva que m%(j) = 0 per a j > n, i per
tant la funcié nivell m% satisfa la condicié de Pdélya per sobre amb n. El teorema
1.12 (ii) assegura que mp també la satisfa i com que B conté A (i en particular
ma < mpg), ma també la satisfa. Aixd completa la demostracio. O

7.2 Un teorema sobre pertorbacions de polinomis

En el que segueix utilitzarem el segiient conveni. Si {z;;}( ey S6n nombres reals,
on X és un subconjunt finit de N x N, la notacié (z;;)(;,;)cy representara el vector de
R** que té per components els nombres z;; ordenats amb Pordre lexicografic sobre
els parells (i,7). Es a dir, (,5) < (i,j') sii <, 0i=141j < j'. Explicitament,
si

X = {(k17p1)7 (k27p2)7 R (km7pm)}7 amb (klapl) < (k27p2) <. < (km7pm)7

aleshores (2i)(ij)ex = (Zkip1s Zhopos - - - s Zhmpm ). Quan X és el conjunt definit a
(7.4), es té
_ h;  gi+mi—1 __
(zif)apex = (Figimnioi ' = (ZLji> ZLgidls - - o5 ZLjitma—1s 222, 22,ja+1s - -
<) 225 4mp—1s - e e 3 Zhojhs Fhgnls - e e Zhvthth*l)

essent el nombre de components del vector (2;) i j)ey igual a §Z(P*).

Tll*a:

Teorema 7.8. Considerem el polinomi P*(x) = Y"1~ ap% + 5. Siguin (v}, ji),
i =1,2,...,h, els peus de Z(P*) diferents dos a dos, i sigui m; la multiplicitat
en Z(P*) de cada (yf,ji), i = 1,2,..., h. Suposem que els caps (y;,j; +m; — 1),
1 = 1,2,...,hy, son complementariament requlars, on hg és un nombre natural

satisfent (7.8).

. h—h Z(P* Ny
FExisteizen dos oberts U C RV v C R¥(PY) - amb (Ynot1> Uhowar - Un) €U, 0 €
V', i funcions analitiques reals

a, : UxV —R, k=0,1,....,n—1
y + UxV —R, i=1,2,..., h (7.14)

tals que:
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(1)

* * * - *
ak(Yhos1>Yhos2r -~ Uni 0) = ap, k=0,1,....n—1
YiWhos1s Unoror - Un 0) = yi, i=1,2,... hg (7.15)

(2) Si (yh0+1,yh0+2,...,yh) e Ui (z”)lh;1 zJZm 1 ¢V, aleshores el polinomi

P(x) = Zk 0 QLT ‘% verifica les igualtats

Pl(yi,j)] =25 , 1 <i<h, i <j<ji+m;—1 (7.16)
Aqui els coeficients a;, kK =0,1,...,n—1, i les abscisses y;, i = 1,2, ..., hg, sén el
\{alor de les funcions (7.14) en el punt (Yny+1, Yno+2, - - - » Yn; (zw)lh;1 zﬁjml_l) e UxV.
Es a dir,
ar = ak(yho—l-b Yho+2y - - - Yh, (le)zh;l ‘;1—:7:17_1) k= 07 e, = 1
yi — yi(yh0+17yh0+27"'7yh7 (le)lh;l ;’LJ’;’:@Z 1), Z — 1,,h0 (717)

Demostracié. Per acadat=1,2,...,h,icada j=7;,5+1,...,5 +m; — 1, sigui
Fy iR x R x R¥(P) R

la funcié definida per

h; i T — y
Fy(@5775 (o), 555 = Pllya §)] = 25 (7.18)
on P és el polinomi P(z) =~ éak T+ %, @ = (ag,ay,...,a, 1) és un vector
de R", ¥ = (y1,9a,...,yn) és un vector de R", i (zy;), ,h;l ;‘,J_r;n‘ ! s un vector

de R#¥2(P") amb components ordenades segons 1’ordre lex1cograﬁc sobre els parells
(i',7'). El terme P[(y;,j)] de (7.18) és el valor del polinomi P en el node (y;,j),
que explicitament és

Pl ) = POy) = S a A ;)! i (nyf_ ;), (7.19)

La funcié Fj; no depeén de les variables y; si i’ # i, i tampoc de les variables
zii st (i',7") # (i,7). Per altra banda, la substitucié de (7.19) en (7.18) posa
de manifest que Fj; és un polinomi de diverses variables i, en particular, és una
funcié analitica real. A més a més Fj;(ag,...,a. _1;95,--.,U5; ﬁ) = 0. En efecte,
quan @ = (aj,...,a’_;) el polinomi P passa a ser P* i per tant P[(y;,j)] — zij =
P*[(yr,j7)] — 0= 0. Aquesta tltima igualtat és deguda a que (y;,j) € Z(P*).
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Sigui ara
F:R" x R" x R¥(P7) __, REZ(P7)

la funcié tal que les seves funcions components sén les Fjj, 1 <i < h,j5, < j <
Jji + m; — 1, on aquestes components estan ordenades lexicograficament. Es a dir,

_ B Gibmiol _
F = (Ej)i:l;j;ji ‘ = (F1j17 .. -aFl,j1+m1—17 ...... ,th‘h, .. '7Fh7jh+mh_1)'
La funcié F é liti i F(ag PR *W—WE 1
a funci6 F' és analitica real i F(ag,...,a;_;vyf,...,y5; 0) = 0. En el que

segueix, per simplificar notacions, considerarem el punt
— * * L ox *, ey
p=(ag,...,a0 1y, yn; 0)

que serd anomenat punt inicial. Aquest punt verifica F (') = 0.

Tot seguit calcularem el jacobia de F' respecte de les variables ay, . .., an—1, Y1, - - -, Yngs
i ’avaluarem en el punt inicial p’. Aquest jacobia és la matriu

OF

Ao, -, n13Y15- -+, Yno) |5

M =

El nombre de files de M és igual a §Z(P*), el nombre de components de F. En
canvi, el seu nombre de columnes és n+hgy. De (7.8) es dedueix que n+ho > §2(P*)
i per tant M té com a minim tantes columnes com files. Per al calcul de M cal
derivar cada funcié component Fj; respecte de cada variable.

(i) Derivant respecte de ag, k =0,1,...,n — 1, resulta
OF;; k—j *\k—j
ol = | = 20

La primera igualtat de (7.20) s’obté de substituir (7.19) en (7.18). Aixi,

dag Oaq U dap—1

:< W) (yp) 7 )

G () (n—1-j)!

—

p

Aquesta tltima fila és la fila corresponent al node (yf,j) € Z(P*) de la
matriu de Vandermonde V,,(Z(P*)). D’aix0 resulta que

OF

o o] = V).

—
p
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Com que les components de F' estan ordenades lexicograficament, les files de

la matriu V,,(Z(P*)) estan ordenades amb el segiient ordre sobre els nodes
de Z(P*):

(vi,01) < Wi+ 1) <. <y +my— 1) <(y3,72) < (43,72 +1)
< e < W dn) < (Yo Jn +1) <o < (Y, Jn +mp — 1),
(ii) Derivant respecte de y; si ¢’ # i, s'obté

OF,;

=0
Qyir 7
donat que Fj; no depén de la variable y; .
(iii) Derivant respecte de y; resulta
n-1 —(j+1) (3 n—(j+1)
)"
a =P yz 7] + 1
0yz o ] +0) (n=(+1) ( I

Quan j < j; +m; — 1 tindrem P*[(yf,j+1)] =0, ja que (yF,j+1) € Z(P*).
En canvi, si j = j; +m; — 1 aleshores P*[(y}, j +1)] és diferent de zero donat
que (y;, ji +mi) ¢ Z(P").

En definitiva, la matriu M és de la forma

__oF _  O9F 9F OF
0(a0y.,an—1) Y1 Bys Bon
0 0 0

0 0 |- 0

C1 0 0

0 0 0

0 0o |- 0

M = | Va(Z(P7)) |_0 | o 0
0 0 0

0 0 |- 0

0 0 Chy

0 0 |... 0
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on els nombres ¢;,7 = 1,2, ..., hy, sén nombres reals no nuls situats en les files que
corresponen als nodes (yf,j; +m; — 1), i =1,..., hy, de la matriu V,,(Z(P*)). En
el que segueix farem s del segiient resultat.

Lema 7.9. M té rang maxim i igual al seu nombre de files §7(P*).

Demostracié. L’expressié de les tltimes hy columnes de M (columnes correspo-
nents a les derivades respecte y1, ya, . - . , U, ), Mostra que aquestes columnes sempre
es poden incloure en un menor maximal de M, ja que cadascuna d’elles esta for-
mada per zeros excepte una entrada. Aixi que el rang de M és maxim si i només
si la matriu que resulta de suprimir les ltimes hy columnes de M i les files corres-
ponents a les entrades ¢y, ca, . . ., cp,y, també té rang maxim. Aquesta nova matriu
és V,(A), la matriu de Vandermonde amb n columnes de la configuraci6

A=Z(P)\{(y;,ji+mi = 1) i =1,2,... ho}.

Com que els caps (yf,7; + m; — 1), i = 1,2,..., hg, sén complementariament
regulars, V,,(A) té rang maxim i per tant M també té rang maxim. O

Tenim doncs que M té rang igual al seu nombre de files $Z(P*). Per altra banda
F(p) = 0 i F és una funcié analitica real. El teorema de la funcié implicita
estableix que si considerem un menor maximal de M no nul, aleshores les varia-
bles ax, k =0,1,....,n—1,0y;, i = 1,2,..., hg, tals que les columnes gTi 0 g—;
intervenen en aquest menor, poden posar-se en funcié de les variables restants. Si
una variable ai, £k = 0,1,...,n—1, 0 y;, © = 1,2,..., hg, és tal que la colum-
na gTi 0 g—i no intervé en el menor maximal, encara que sigui una variable in-
dependent la podem considerar dependent fent-li correspondre el valor constant
ar = aj, 0 y; = y;. Tenint aixo en compte, obtindrem un entorn obert U del punt
(o1 Ynorzs - - > Up) € R un entorn obert V' del punt 0 e R#Z(P")  funcions

diferenciables

ap : UxV —R, k=0,1,....n—1
yi » UxV —R, i=1,2,... h (7.21)

tals que satisfan la condicié (1) de Penunciat i tals que si (Yo 11, Yngs2,---,Yn) € U
i (zi,j/)i,i“l, ;,;L;:L_l € V, aleshores

) ) hi Gitmi—1y _
F(a07 A1,y On—13Y1,Y2, - - -y Yhgs Yho+15 - - - s Yhs (Zi'j')i/:l; jizjil ) =0 (722)

on els nombres ai, k =0,1,... ,n—1ielsy;,1=1,2,..., hg, estan definits com en
(7.17). Desglossant ara la igualtat (7.22) component a component, i recordant la
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definici6 (7.18) de les funcions F;;, s’acaba obtenint la condicié (2) de 'enunciat.

Finalment, que les funcions (7.21) s6n analitiques reals és conseqiiéncia del fet que
F ho és. U

El teorema anterior essencialment mostra que existeixen pertorbacions de P* tals
que sobre els nodes de la configuracié

{(wi,j) |1 <i<h,ji<j<ji+m;—1}

prenen valors petits i prefixats z;;. Els nombres y;, @ = 1,2,...,h, sén proxims
als yF, i d’aquests, els h — hg dltims (i.e. Ynyi1, Yngt2,---,Yn) €8 poden prefixar
localment.

Aixi, les variables y;, i = ho + 1,ho +2,..., h, i les variables z;;, 1 <@ < h, j; <
Jj < ji+m;—1, poden ésser considerades com a variables independents (localment
es poden prefixar). En total de variables independents n’hi ha h — hy + §2(P*),
i per tant, com més petit sigui hy més variables independents tindrem. Aixo fa
que interessi trobar hg caps de Z(P*) complementariament regulars, on hg és el
nombre natural més petit satisfent (7.8). Es a dir, hg = (1Z(P*) —n),. Observem
que quan Z(P*) és B-configuracid, la proposicié 7.4 estableix que aquest nombre
minim de caps complementariament regulars és assolible.

7.3 Resultats addicionals

Aquest apartat conté resultats sobre pertorbacions del polinomi P* que es deriven,
essencialment, del teorema 1.23. En el que segueix P*(z) = Z;é a",;%c + L7, essent
(y¥,7:), 1 =1,2,... h, els peus de Z(P*) diferents dos a dos, i m; la multiplicitat

en Z(P*) de cada (y, ;).

Lema 7.10. Existeizen dos nombres reals €9 > 0 i dg > 0, amb g < e7(p+), tals
que tot polinomi P(z) = Z;é ak%—l—% satisfent |ay, — a}| < do, k=0,1,...,n—

1, verifica les condicions segiients:

(a) Si (y,j) € Z(P), existeix un node (yr,j) € Z(P*), 1 <i < h, j; <j <
Ji +m; — 1, de manera que |y — y}| < eo.

(b) Peratot (yf,j) € Z(P*), 1 <i<h,j; <j<ji+m;—1, existeir un nombre
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parell o > 0 tal que

> multyp)[(y, §)] = multzp (47, 4)] — 0 = ji+mi—j— o (T.23)
(y:.5)€EZ(P)
ly—y;|<eo

(c) Peratoti=1,2,... h,iperatot nombre real y de linterval [yf—eo, y;+eo),
el nombre P[(y, ji+m;)] és diferent de zero i té el mateizx signe que el nombre
P*[(ys, ji + mi)]. En particular aquest signe no depén de y.

., . . 1 n .
Demostracié. Els polinomis de la forma P(z) = > 7, ap’y k, + %+ convergeixen

uniformement a P* quan els coeficients ay Convergelxen alsap, k=0,...,n— 1
Podem considerar, per tant, un 6’ > 0iun e > 0, & < €z(p+), de manera que si
lay —aj| < ', k=0,1,...,n — 1, aleshores per a tot i = 1,2,...,h itoty e R
amb |y — y¥| < &, el signe de P[(y, j; +m;)] és igual al signe de P*[(yZ, j; + m;)].
Aquest fet mostra que si en 'enunciat del lema prenem §y < ¢’ i g9 < €', aleshores
la condici6 (c) es verifica.

Les condicions (a) i (b) s6n conseqiiéncia d’aplicar el teorema 1.23 al polinomi P*.
En efecte, d’aquest teorema es deriva 'existéncia d’un nombre real £ > 0, €0 = <é,

i d'un §p > 0, §p < &', tals que tot polinomi del tipus P(z) = > ,_ éak =+ ‘,fl,,
lag — ap| < 6o, k=0,1,...,n—1, verifica les condicions (a) i (b) del present lema
(aquestes condicions no sén res més que les condicions (i) i (ii) de teorema 1.23),

completant aixf la demostracié. L]

Una conseqiiéncia del resultat anterior és el segiient corol-lari.

Corol-lari 7.11. Sigui A* un subconjunt eliminable de Z(P*). Aleshores A* és
parell.

Demostmcio’ Siguin ¢ i dg els nombres del lema 7.10 i sigui P(x) = Y7, k:’;;,
%, amb |a, — aj| < do, k=0,1,...,n— 1, una pertorbacié de P* que elimina A*.
L’espectre de P ve donat en (7.3), on els y; sén nombres reals tals que |y; — y;| <
ezp+), © = 1,2,..., h. En particular, si (y/,7), 1 <i<h, j; <j<ji+m—1,6és
un node que pertany a A*, aleshores a Z(P) no hi ha nodes de la forma (y, j) amb
ly — yf| < ez(p+). Donat que g < £z(p+), a Z(P) tampoc hi ha nodes de la forma
(y,7), |y — y¥| < €0, 1 per tant en aquest cas el primer terme de (7.23) és igual a
zero. Aixo implica que el nombre multzp+)[(y;,j)] = o és parell. En definitiva,
hem vist que tots els nodes de A* tenen en Z(P*) multiplicitat parell, i per tant
que A* és parell. O
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El segiient lema conté una propietat sobre funcions reals de variable real que
sera, necessaria més endavant. Aquesta propietat es prova de manera elemental
utilitzant el teorema del valor mitja i el teorema de Darboux.

Lema 7.12. Sigui f : I — R una funcié derivable, on I és un interval obert de
R. Suposem que f té un minim en el punt a € I, que f(a) > 0 i que b és un
altre punt de I amb f(b) = 0. Aleshores existeiz un punt ¢ € I, min{a,b} < ¢ <
max{a, b}, tal que f'(c) = 0. Analogament, si f té un mazim en el punt a € I,
fla) <0 b ésun altre punt de I amb f(b) =0, aleshores existeix un punt ¢ € I,
min{a, b} < ¢ < max{a, b}, de manera que f'(c) = 0. O

La segiient proposicié proporciona un senzill criteri per assegurar que una pertor-
bacié P de P* elimina un subconjunt parell de Z(P*).

Proposicié 7.13. Siguin g9 > 0 1 69 > 0 els nombres del lema 7.10, €y < z(p+),
i sigui A* un subconjunt parell de Z(P*). Considerem nombres reals y1, Y2, ..., Yn
tals que |y; — yr| < €0, i = 1,2,...,h. Sigui P(x)=31_, kfz. + L un polinomi
amb |ay —ai| < do, k=0,1,...,n— 1.

Suposem que es verifiquen les segiients condicions:

(i) Pl(yi,j)] =0 per a tots aquells i,j, 1 <i < h,j; <j < ji+m;—1, tals que
(vi.J) & A"

(i) Sii,j, 1 <i<h,j; <j<ji+m;—1, son tals que (yf,j) € A*, aleshores
P[(y;,j)] és diferent de zero i té el mateix signe que el nombre P*[(yF,j; +

Llavors, espectre de P ve donat per
Z(P) = {(yi,4) | (,)) ¢ A" 1 <i < h,j; <j < ji+my — 1} (7.24)
i, en particular, P és una pertorbacio de P* que elimina A*.

Comentari 7.14. En virtut del teorema 2.18, el signe de P*[(y, j; +m;)] és igual
a sgny p-)[(y;, ji +m;)], el signe del node (y;, ji +m;) en Z(P*), i per tant, aquest
signe és facilment determinable a partir del test dels signes de la configuracié
Z(P*).

Demostracié de la proposicid. Per hipotesi es verifica la inclusié O de (7.24), aix{
que només cal veure la inclusié C. Procedirem per reduccié a I’absurd suposant que
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existeixen nodes de Z(P) que no pertanyen a la configuracié del segon costat de
(7.24). Sigui (y,j) € Z(P) un d’aquests nodes amb derivacié j maxima possible.
Pel lema 7.10 (a) sabem que existeix un node (y;,j) € Z(P*), i = 1,2,...,h,
Ji < j <ji+m; —1, de manera que |y — y;| < 0. Hi ha dues possibilitats:

e Cas 1: (y/,j) ¢ A~
Per hipotesi es verifica P[(y;, )] = 0. Aixo implica PU)(y;) = 0 = PU)(y) i
a més a més y # y;. Aquest ltim fet és degut a que el node (y;, j) pertany
a la configuracié del segon costat de (7.24), mentre que el node (y,j) no
hi pertany. El teorema de Rolle assegura que hi ha un punt ¢ compres
estrictament entre y; i y tal que PU+Y(c) = 0. En particular (c, j+1) € Z(P).
L’abscissa ¢ verifica ¢ # y; i

y:‘ — EZ(P*) < y:( — &0 < mln{ylay} <c

< max{y;, y} <y +eco <y +ezpr

D’aixo, juntament amb les desigualtats |y; —y;| < €0 < ezpe), 1 =1,2,...,h,
es desprén que el node (¢, 7+ 1) no pot pertanyer a la configuracié del segon
costat de (7.24), entrant en contradiccié amb que el node (y, j) té derivacié
maxima, possible.

e Cas 2: (y/,j) € A*.
Per hipotesi el nombre P[(y;, 7)] és diferent de zero (i conseqiientment y # y;,
ja que P[(y,7)] = 0) i té signe igual al signe de P*[(y, j; +m;)]. Sigui ara j’
el nombre natural més petit possible per al qual

Pl(yi,j+1)] = Pl(yi,j+2)] = -+ = Pl(yi,j'=1)] =0, Pl(yi,j')] # 0 (7.26)

El nombre j’ compleix j+1 < j' < j;+m;, puix que del lema 7.10 (c) resulta
Pl(y;, ji +m;)] # 0. A més a més,

(i) Els nombres P[(vi,j)] i P[(vi,j")] tenen el mateix signe i igual al signe
de P*[(y;, ji + ma)].

(ii) j' — j és un nombre parell.

En efecte, si j/ = j; + m; la propietat (i) és conseqiiéncia del lema 7.10
(c), mentre que la propietat (ii) prové de que A* és parell (en aquest cas
Jj'—j = jJi +m; — j és un nombre parell). Quan j* < j; + m; la propietat
(i) es deriva de la hipotesi (ii) de la present proposicié, ja que el signe de
P|(y;,j")] també ha de coincidir amb el signe de P*[(y?, j; +m;)|, mentre que
la propietat (i) prové d’utilitzar altre cop que A* és parell (en aquest cas
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J—7=0i+mi—3j)— (Ji + m; —j'), que és la diferéncia de dos nombres
parells).

De (7.26), de les propietats (i) i (ii) anteriors, i de la férmula de Taylor
aplicada a la funcié f = PY) en el punt y;, es deriva que si P*[(y}, ji+m;)] > 0
aleshores la funcié f té un minim en y;, mentre que si P*[(y}, j; +m;)] <0
aleshores f té un maxim en y;. Aixi, la funcié f verifica les hipotesis del lema
7.12 quan a = y; i b = y, resultant que existeix un punt ¢, min{y;, y} < ¢ <
max{y;,y}, tal que f’(¢) = 0; o equivalentment, P|[(c,j + 1)] = 0. Obtenim
d’aquesta forma un nou node (¢, j +1) € Z(P) tal que la seva abscissa torna
a complir les desigualtats (7.25) i ¢ # y;. Aixo torna a implicar que el node
(¢, 74+1) no pot pertanyer a la configuracié del segon costat de (7.24), entrant
en contradiccié amb el fet que (y, 7) té derivacié maxima possible.

Amb aix0 s’acaba la demostracio. O

7.4 'Teoremes sobre eliminacié de nodes

En aquesta secci6 establirem els resultats principals sobre eliminacié de nodes.

Sigui P*(z) =Y ,_ é ng, + %3, Suposem que els nodes (y;, ji), 1 = 1,2,...,h, sén

els peus de Z(P*) diferents dos a dos, 1 sigui m; la multiplicitat en Z(P*) de cada
(y¥,7:), 1 =1,2,... h. Suposem que els caps (y},j; +m; —1),i=1,2,..., hg, sén
complementariament regulars, on kg és un nombre natural satisfent (7.8).

El teorema 7.8 assegura que exist_e)ixen dos entorns oberts U C R¥~ho |/ C R#Z(P7)
amb (Y5 1, Yhoso - ¥;) € U1 0 €V, ifuncions analitiques reals a : U XV —
R, E=0,1,...,n—1,y,: UxV — R, i =1,2,..., hy, satisfent les propietats (1) i

(2) corresponents. Per continuitat, reduint els entorns U i V' si cal, podem suposar

que per a tot (Yngt1, Yngs2s--->Yn) € U 1 tot (zlj)zilgj]?ﬁ”fl € V es verifiquen les
desigualtats
h; ]z+m1 * o
‘ak(yho+17-"7yh7(zzj)l 1; 5=4; ) a k—O,l,...,n—l

Yi(Unosts - s (2ig) i, ST =yl < s, i = 1,2, By (7.27)

lyi —yf| <eo,i=ho+1,...,h

on gy > 01i0dg > 0 sén els nombres del lema 7.10. Observem que les desigualtats
lyi — yF| < eo,i=ho+1,...,h de (7.27), provenen de reduir directament 1’entorn
U i no requereixen de la continuitat.
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Proposicié 7.15. Suposem que els entorns U 1 V' del teorema 7.8 s’han pres
suficientment petits per tal que $i (Yng+1, Yngr2s--->Yn) € U @ (zzj)lil ;’:;:“_1 eV,
aleshores les desigualtats de (7.27) es verifiquin. Sigui A* un subconjunt parell de
Z(P*).

Siguin (Yng+1, Yno+2y - - - Yn) €U, 0 (zw)zh’1 ;_Jrjm € V un vector satisfent les dues

condicions seglients:

(1) zij = 0 per a tots aquells i,j, 1 < i < h,j; < j < ji +m; — 1, tals que
(v7.J) & A™.

(i) Sii, 5,1 <i<hj <j<ji+m;—1, son tals que (y},j) € A*, aleshores
z;j €s diferent de zero i té el mateix signe que el nombre P*[(y?, ji + mi)].

Considerem, per al punt (yh0+1,yh0+2, YR (zw)lh’1 ZJ“;:L_I) e U xV, els coefi-
cients ap, k = 0,1,...,n — 1, i les abscisses Yir i = 1,2,...,hg, definits com en

(7.17), i sigui P el polinomi P(x) =} _ éak T+ fl—? Aleshores,
(a) L’espectre de P és

(b) P és una pertorbacié de P* que elimina A*.

(c) P[(yi,j)].: zij per a tots aquells 1,5, 1 < i < h,j; < j < ji+m; —1, tals
que (y;,j) € A*.

Demostracié. Només cal aplicar Iapartat (2) del teorema 7.8, que assegura que
P verifica les igualtats (7.16), i després la proposicié 7.13. Observem que aquesta
iltima és aplicable donat que, a I'haver reduit els entorns U i V' d’acord amb

(7.27), els coeficients del polinomi P verifiquen |ay — aj| < 0o, k =0,1,...,n—1,
i les abscisses y1, Y2, . - ., yp satisfan |y; — y¥| < g9, 7 = 1,2,..., h. L’apartat (c) es
deriva de les igualtats (7.16). O

Tot seguit donem un resultat que caracteritza tots els subconjunts eliminables de
Z(P*).

Teorema 7.16. Siguin P*(z) = 3} _sa };fﬂ, + & i A* un subconjunt de Z(P*).
Aleshores, A* és eliminable si i només si A* és parell.

Demostracié. El corol-lari 7.11 estableix que tot subconjunt eliminable és parell.
Sigui ara A* un subconjunt parell, i hem de veure que és eliminable. Del corol-lari



176 CAPITOL 7. ELIMINACIO DE NODES

7.6 es desprén que per a cert nombre natural hy verificant (7.8), existeixen hy
caps complementariament regulars 87,05, ...,3, € Z(P*). Podem considerar
una ordenaci6 dels peus de Z(P*), (yf,ji),i = 1,2,..., h, de manera que els caps
(yr,ji +m; —1),a = 1,2,..., ho, coincideixin amb els caps complementariament
regulars 37, 33,...,3;,- Amb aquesta ordenaci6 dels peus de Z(P*), el teorema
7.8 és aplicable.

Siguin U i V els entorns obtinguts d’aplicar aquest teorema, i suposem que es-
tan reduits de manera que les desigualtats (7.27) es verifiquin en tots els punts
(Yhot1, Ynos2, - - ->Yn) € U i (zij)ilﬁl; ?;Z”fl € V. Podem escollir dos punts quals-
sevol, (Ynos1, Ynot2,--->Yn) € U i (zw)lilzijznfl € V, de manera que el punt

(ZU)ZL;;:”*I compleixi les condicions (i) i (ii) de la proposicié 7.15. L’apartat
(b) d’aquesta proposicié estableix que el polinomi P corresponent és una pertor-
bacié de P* que elimina A*, i com que P és tan proxim com vulguem a P* (les

funcions a; s6n continues), A* és eliminable. U

Acabarem el capitol amb una versi6 feble de la proposicié 7.15, pero suficient per al
que necessitarem més endavant. A continuacié introduim la segiient terminologia.

Siguin (v}, ji), i = 1,2, ..., h, els peus de Z(P*), m; la multiplicitat en Z(P*) de
cada (yf,ji), i =1,2,...,h, 1 A* un subconjunt de Z(P*). Els conjunts

x=10,J) ENxN[1<i<h, j; <j<ji+m;—1}
X' ={07) € x|y, j) € A*}

han estat considerats a (7.4) i (7.5). El seu nombre d’elements és §7(P*) i §A*
respectivament. En el que segueix, i d’acord amb la terminologia presentada a
I'inici de la secci6 7.2, la notacié (wij)q jye, representara el vector de R tal
que les seves components sén els nombres reals w;;, i de manera que aquestes
components estan ordenades per l'ordre lexicografic sobre els parells (i, j) € x'.

(7.28)

Sigui W el conjunt format pels vectors (w;;)( ey € R’ tals que cada component
seva, w;;, (7,7) € X, és no nul-la i té signe igual al signe de P*[(y}, j; +m;)]; o el
que és el mateix, el signe de w;; és igual a sgny p-)[(y7, ji +m;)]. Explicitament,

W = {(wij)jex € R | sgn(wiy) = sgngpe[(y7, ji +mi)] si (i,5) € X'} (7:29)
Per determinar W en cada cas, caldra fer us del test dels signes de Z(P*). Per

exemple, en la figura 7.3 (a) hi ha representats un espectre Z(P*) (correspon
als nodes marcats amb punts), un subconjunt parell A* (nodes encerclats) i una
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ordenacié dels peus de Z(P*). Observem que, amb el subconjunt A* escollit i
aquesta ordenacié dels peus de Z(P*), es t¢ A* = {(v},2),(ys,3)} 1 per tant

X' ={(1,2),(4,3)}.

(@) zpP): (b) »
AN ; }
° - y - -
- (¥3y) . ] R
i /’g ;' =1 -1 .;Hi
(VAR +1 4 +1
Y7 g) 1 +1
— < ) +1 -1 +1
(VAR (VAN D)

Figura 7.3. Determinaci6 de W.

La part (b) d’aquesta figura conté el test dels signes de Z(P*). També hi ha indicat,
per a cada node (y;,j) € A*, el seu node corresponent (y7, j; +m;) que determina
el signe de w;;. Per al node (y7,2) € A resulta sgnyp[(y7,j1 + mi)] = +1,
mentre que per al node (y;,3) € A* es té sgnzp« [(yi, ja+ma)] = —1. De tot aixo
es desprén que

W = {(U}LQ,w4,3) € R? | Wi,z > 0,?1]4’3 < 0}

En general, per a 6 > 0 sigui

W§ = {(wij)(i,j)exl eWw | |UJU| < 4 si (Z,]) - X/} (730)

Es a dir, Wy és la interseccié de W amb el conjunt format pels vectors de R
tals que les seves components tenen valor absolut menor que d. En I’exemple de
la figura 7.3 es té

W5 = {(U)LQ, 'LU473) € R2 | 0< Wi < (5, -0 < Wy,3 < 0} (731)

Teorema 7.17. Considerem el polinomi P*(z) =S 71—, GZ%T + L3, Siguin (y}, Ji),

i =1,2,...,h, els peus de Z(P*) diferents dos a dos, i sigui m; la multiplicitat
en Z(P*) de cada (yf,ji), i = 1,2,..., h. Suposem que els caps (y;,j; +m; — 1),
1 = 1,2,...,hy, son complementariament requlars, on hg és un nombre natural
satisfent (7.8). Sigui A* un subconjunt parell de Z(P*).

Existeix un nombre real 6 > 0 @ funcions analitiques reals ap : Ws — R, k =
0,1,....n—1,y,: Ws — R, i =1,2,..., hg, on Wy és el conjunt de (7.30), tals
que:
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(a) Si k=0,1,...,n—1,i=1,2,..., hg, aleshores

lim a, (W) =aj, lim y(W) =y (7.32)
ey Wil

(b) Per a tot W € Wy es té |yi(W) — yi| < ezpey, i =1,2,..., ho.

(c) Sg W o= (wi)ujex € Ws, Py és el polinomi Py(x) = Sp_y ak(W)xk—T +
L, iyt = 1,2,...,h, son les abscisses definides per y; = v (W) si i =
1,2,...0ho, 1y =y siit=ho+1,ho+2,...,h, aleshores ’espectre de Py
és

Pz és una pertorbacié de P* que elimina A*; i Pg((yi, j)] = wij per a tots
aquells i7j7 1 S i S h:.]z S] S]z +m; — 1; tals que (y;kL]) € Ar.

Demostracio. Siguin ap : U XV - Riy, :UXxV - R k=0,1,...,n—1,7i=
1,2, ..., hg, les funcions del teorema 7.8, on els oberts U i V' s’han reduit de manera
que les desigualtats (7.27) es verifiquin en tots els punts (yng41, Yngt2s-- - Yn) € U
i (z,])l};1 zfjml_l € V. Reduint encara més ’entorn V', podem suposar que V és
un interval de la forma V = (—6,6)¥®") on § > 0 és un nombre real. Si en
les funcions anteriors el vector (Yng+1,Yne+2,---,Yn) € U es considera constant
i igual a (Y 1, Yhos2r--->¥h)s 1 les components del vector (zw)liljfjml_l cV
es prenen de manera que z; = 0 si (yf,j) ¢ A 1 z; = wy si (yf,j) € A,
aleshores obtindrem, per restriccié, funcions a, : Wy — R, k£ = 0,1,...,n — 1,
yi - Ws — R, 2 =1,2,..., hg, satisfent totes les propietats del present teorema.
En efecte, apartat (a) és trivial a partir de 'apartat (1) del teorema 7.8, Papartat
(b) prové de les desigualtats (7.27), i (c) s’obté com a conseqiiéncia de la proposici6

7.15. U

El teorema anterior, en el cas que Z(P*) és B-configuracio, sera de gran importan-
cia posteriorment. Observem que en aquest cas, ordenant els peus de Z(P*),
(y¥,7:), 1 =1,2,... h, de manera que els hg primers coincideixin amb els peus de
Z(P*) que tenen multiplicitat senar i derivacié diferent de zero, aleshores, segons
la proposici6 7.4, els caps (yF, j;+m;—1),i=1,2,..., hy, sén complementariament
regulars i, en particular, amb aquesta ordenaci6 dels peus de Z(P*), el teorema
7.17 es pot aplicar.

Com a exemple d’aplicacié del teorema 7.17, i continuant amb la figura 7.3, consi-
derem 'espectre Z(P*), el subconjunt A* i 'ordenacié dels peus de Z(P*) indicats
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en aquesta figura. Observem que Z(P*) és B-configuracié i que 'ordenacié escolli-
da per als peus de Z(P*) esta feta de manera que els hg primers coincideixen amb
els peus de Z(P*) que tenen multiplicitat senar i derivaci6 diferent de zero. Aqui
hozez(p*):?)in:6.

El teorema 7.17 estableix I'existéncia de funcions analitiques reals a; : Ws — R,
kE=0,1,....5, y; : Ws — R, i =1,2,3, on Wy és el conjunt (7.31), complint
els apartats (a), (b) i (c) del teorema. Per tal de veure el significat de cadascun
d’aquests apartats considerem, per a cada W = (w12, ws3) € Ws, el polinomi
Pg(z) =312, ak(ﬁ))%+% L’apartat (a) mostra que si el vector w € W tendeix
a zero aleshores el polinomi Py tendeix a P*, i que les abscisses y;(w),i = 1,2, 3,
tendeixen a les abscisses inicials y;. L’apartat (c) estableix que I'espectre de Py

ve donat per

Z<PE’) = {(yl(w)’ 1)7 (?ﬂ(w)? 3)7 (yQ(m)all)v <y3(ﬁ))’ 5)’ (y274)7 (y;7 0)7 (ygv O>}

i que el valor del polinomi Pg en els nodes (y,(w),2) i (y},3) és, respectivament,
wy2 1 wes. Aquest apartat també assegura que Py és una pertorbacié de P*
que elimina A*. Notem que aquest fet es dedueix immediatament a partir de les
desigualtats de lapartat (b).

Finalment, a la segiient figura hi ha representat ’espectre del polinomi Py, aix{
com el valor de Py en els nodes (y1(w),2) i (y},3).

Z(R,):
o (¥().5)
04— . ((%).4)
M o (%,(W).3)
R Iy, 3)=w, 5 1 B Ly, W).2)=w, 5

o000 1)

.0 = (y,10)

Figura 7.4






Capitol 8

Teorema general de representacié

En aquest capitol donarem el teorema de representacid, que estableix que tota
configuracié completa és equivalent a un espectre. Amb altres paraules, que l’e-
quivaléncia ~ té la propietat de representacié. Aquest resultat es generalitzara
en el teorema general de representacid, que mostra que l’espectre es pot escollir
satisfent certes condicions addicionals. Finalment, veurem que aquest nombre de
condicions addicionals és el nombre maxim de condicions addicionals que en un
principi es pot esperar trobar, de manera analoga al recompte de graus de llibertat
obtingut a la secci6 6.3.1 per al teorema 6.4.

La primera secci6 esta dedicada a la construccié de la saturacié d’una configuracié
completa i a veure les seves propietats més importants, la segona conté els teoremes
de representacio i la tercera esta dedicada a comptar el nombre de condicions
addicionals.

8.1 Saturacié d’una configuracié completa

En el que segueix N és una configuracié completa de longitud n. Si g és un grup
de N, denotem j, la derivacié de g, i 7y el conjunt format pels nodes de g que
tenen derivacié jg i multiplicitat en N senar. Es a dir,

Ry ={(z,jy) € g | multy[(x, jg)] és senar} (8.1)

Sigui 4 el cardinal de R,;. Aplicant congruéncies de nombres enters modul dos,

181
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resulta

rg = Z 12 Z multy[(z, jg)] = Z multy[(z, j;)] = fg .
(z.jg)ER,

(z,jg)ER, (z.js )€

Es a dir, la paritat de re coincideix amb la paritat de g, perd com que N és
completa es dedueix que: (i) si g és interior, 1y és senar; (ii) si g és exterior, 7,
és parell; (iii) si g és atipic de derivacié j; > 1, ry és senar; (iv) si g és atipic de
derivacié j; = 0, ry té la mateixa paritat que la longitud n de N. Aquest fet és
conseqiiéncia del corol-lari 2.14, ja que amb les notacions d’aquest corol-lari resulta
ny(0) =g <y — 0 =mn, essent g i n de la mateixa paritat.

Per altra banda, si IV era inicialment B-configuracié, aleshores ry = 1 si g és
interior i ry = 0 si g és exterior.

Definicié 8.1. Tot seguit introduim, per a cada grup g de N que tingui derivacié
Jg = 1, un conjunt S;. Aquest conjunt es defineix per casos segons si g és interior,
exterior o atipic. Abans pero, considerem els nodes de R, ordenats per ordre
creixent d’abscisses. Es a dir,

Rg = {(xg,lajg)> ($g,2>jg)7 ceey (xgﬂ“gujg)}v Tgl < Tgp < -+ < Lg,rg (82)

1. Cas g interior. En aquest cas es defineix

S ={(2gi,jg—1) |1 =1,2,...,1y; i parell} (8.3)

A la segiient figura hi ha representat un grup interior g. Els nodes encerclats
sén els nodes de Ry, mentre que les circumferencies sén els nodes de Sg.

g interior:

[ o
)

[ o
[ o

>- (@

I
S

S(8) \Sg//' c,:e(g)

o8

Figura 8.1
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2. Cas g exterior. Segons si g és exterior-dret o exterior-esquerra, es defineix
Sg ={(rgiJg — 1) |i=1,2,...,7y; i parell} sig és exterior-dret,
Sg = {(2g,sJg —1) |1 =1,2,...,7y; i senar} sig és exterior-esquerra
(8.4)

A la segiient figura hi ha representats un grup exterior-dret i un grup exterior-
esquerra. Com abans, els nodes encerclats sén els nodes de R; mentre que
les circumferencies sén els nodes de Sy:

g exterior-dret: g exterior-esquerra:
Py Iy o Iy Iy Py
() \Sg/' T s 5(8)
Figura 8.2

3. Cas g atipic de derivacié j; > 1. En aquest cas
S ={(2gi,jg—1)|i=1,2,...,14; ¢ senar} (8.5)

A la segiient figura hi ha representat un grup atipic de derivacié j; > 1, aix{
com el seu conjunt corresponent 5.

g atipic:

4
4
[ = ]

()

J
(J
¢

a0
0

Figura 8.3

Observem que Sy és el conjunt buit si, i només si, g és un grup interior amb ry = 1,
0 g ¢és un grup exterior amb ry = 0.
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Definicié 8.2. Anomenem saturacié de N a la configuracié

N =Nu ] &5 (8.6)

g grup de N,
Jg=>1

Es verifica que N C N* i {y« = £y = n. Aixo ultim prové del fet que els nodes
que s’han afegit a NV (és a dir, nodes d’algun S;) tenen derivacié més petita que
n— 1.

A la figura 8.4 hi ha diversos exemples de configuracions completes N i de les
seves saturacions. Els nodes marcats amb punts sén els nodes de N, mentre que
les circumferéncies sén els nodes de N*\ N.

(a) (b) (© (d)

I e —1

(e) _ (f) - (9) .
—. &
I I . —-———ee,

Figura 8.4. Configuracions completes i les seves saturacions.

Un exemple més complex és el segiient:

®
®
®

=
»
»

D—9
®
®

®
®
®
D@
®

[ =}
I ]

®
I ]

Figura 8.5

Notem que en tots aquests exemples N* és B-configuracié, i que la multiplicitat
en N* dels nodes de N*\ N és parell.



8.1. SATURACIO D’'UNA CONFIGURACIO COMPLETA 185

Lema 8.3. Considerem la saturacié N* d’una configuracié completa N.

(1) Si o € N*\N aleshores la multiplicitat en N* de o és parell.
(i) Si o € N, els nombres multy[a] ¢ multy«|a] tenen la mateiza paritat.

(11i) Si j >0 és un nombre natural i I és un interval obert de R aleshores

{(z,j) € N |xe€l, multy[(x,))] és senar}
= {(z,j) € N* |z € I, multy[(z, j)] és senar}.

Es a dir, els nodes de N que tenen derivacid j, abscissa en I i multiplicitat
senar coincideizen amb els nodes de N* que tenen derivacié j, abscissa en
1 1 multiplicitat senar.

(iv) Siguin (a,j — 1),(b,7 — 1) dos nodes consecutius de N*. FEzxisteir un unic
node de N, (x,j) € N, que té derivacié j, abscissa x complint a < x <b, i
multiplicitat en N senar.

(v) Sigui (z4,7 — 1) un node extrem-dret de N*. Si (x,j) és un node de N que
té derwacio j i abscissa x complint x > x4, aleshores la multiplicitat en N
de (xz,7) és parell. Analogament, si (z.,j—1) és un node extrem-esquerra de
N* i (x,j) és un node de N amb derivacid j i abscissa x complint © < x.,
la multiplicitat en N de (x,7) és parell.

Demostracid. (i) Procedirem per induccié decreixent sobre la derivacié de «. Sigui
a = (z,j0) un node de N*\N amb derivacié maxima possible i hem de veure
que la seva multiplicitat en N* és parell. Donat que (z,jo) € N*\N, el node
(x,jo + 1) pertany a cert Ry on g és un grup de N. D’aquf que la multiplicitat en
N de (z,jo + 1) és senar. Si m =multy|[(z,jo + 1)] denota aquesta multiplicitat,
també tindrem m =multy-[(z, jo + 1)] puix que jo és maxim. De tot aixo resulta
mult y«[(x, jo)] = 1 + multy+[(z, jo + 1)] = 1 + m, que és un nombre parell.

Suposem ara 1 < j < jo i que lapartat (i) és cert per als nodes de N*\N que
tenen derivacié més gran o igual que j. Hem de veure que també és cert per als
nodes que tenen derivacié j — 1. Sigui doncs @ = (2,5 — 1) un node de N*\N
amb derivacié j — 1. Com abans, tindrem (x,j) € Ry per a cert grup g de N i per
tant la multiplicitat en N del node (z, j) és senar. Denotem per m =multy|[(z, j)]
aquesta multiplicitat. Es verifica que

L+m, si (z,j +m) ¢ N*

14+ m+multy[(z,j +m)], si(z,j+m)e N* (87)

mmm4@4—1n:{
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i per tant, quan (z,j +m) ¢ N* la multiplicitat en N* del node a = (z,5 — 1)
és parell. Aixi, si (x,j +m) ¢ N* aleshores ja hem acabat. Suposem finalment
(x,j+m) € N*. Per definicié de m =multy|(x, j)| for¢osament és (x,j+m) ¢ N,
resultant que (z, j+m) € N*\N. La hipotesi d’induccié aplicada al node (z, j+m)
assegura que el nombre multy«[(x,j + m)] és parell. D’aixo i de (8.7) es dedueix
que la multiplicitat en N* del node o = (z,j — 1) és parell, tal com voliem veure.
Per inducci6 apartat (i) esta provat.

Els apartats (ii) i (iii) s’obtenen immediatament aplicant l’apartat (i).

Anem a veure (iv). De la definicié dels conjunts Sy en (8.3), (8.4) i (8.5), i de la
definicié de N*, és facil veure que per als nodes consecutius (a,j — 1) i (b,j — 1)
de N* s’ha de verificar un dels quatre casos segiients:

Cas 1: (a,j — 1) = (v4i-1,7 — 1)1 (b,7 — 1) = (24411,7 — 1), on g és un grup de
N de derivacio jg; = j, i ¢ és un nombre natural amb 2 <7 < ry —1. Aquest cas es
presenta quan (a,j — 1) € N*\N i (b,j — 1) € N*\N.

Cas 2: (a,j — 1) = (2gp,-1,7 — 1) i (b,j —1) = 0(g), on g és un grup interior o
exterior-esquerra de N de derivacié j; = j i amb r; > 2. Aquest cas es presenta
quan (a,j —1) € N*\N i (b,j —1) € N.

Cas 3: (a,j —1) = oy(g) 1 (b,j —1) = (x42,j — 1), on g és un grup interior
o exterior-dret de N de derivacié j; = j i amb ry > 2. Aquest cas passa quan
(a,j—1)€ Ni(bj—1)e N*\N.

Cas 4: (a,j — 1) =o0x(g) i (b,j —1) = ox(g), on g és un grup interior de N de
derivaci6 j; = jiry = 1. Aquest cas es presenta quan (a,j—1) € Ni(b,j—1) € N.

En qualsevol dels casos anteriors hi ha existéncia i unicitat del node (z,j) de
Iapartat (iv). En efecte, en el cas 1 aquest node és (z,j) = (x4, 7); en el cas 2 és
(7,7) = (Tg,,J); en el cas 3 és (z,7) = (2q,1,7); i en el cas 4 és (x,j) = (v4,1, 7).
Per tant (iv) esta provat.

(v) Procedirem per reduccié a l’absurd. Sigui (x4, j—1) un node extrem-dret de N*
i suposem que existeix un node (z,j) € N que té abscissa = > x4 i multiplicitat
en N senar. Podem considerar el grup g de N tal que (z,j) € g. Donat que
(x4,j — 1) és un node extrem-dret de N*, (x,j) és un peu de N i per tant el grup
g té derivaci6 j; = j. A més a més ry > 1, ja que el node (z, j) té multiplicitat en
N senar. Utilitzant altre cop que (24,7 — 1) és un node extrem-dret de N* s’obté
que g és un grup atipic o exterior-dret de N. El node (x4, ,j — 1) pertany a N* i
la seva abscissa verifica z4,, > = > 14. Aixo contradiu el fet que (4,7 — 1) és un
node extrem-dret de N*. U
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El segiient teorema recull les propietats més importants de la saturacié d’una
configuracié completa.

Teorema 8.4. Sigui N una configuracié completa de longitud n. La seva saturacid
N* satisfa les propietats segiients: (i) N C N*, (ii) {ny+ = n, (iii) N* és B-
configuracid, (iv) els nodes de N*\N tenen multiplicitat parell en N*, i (v) N és
B-configuracié si i només si N* = N.

Demostracié. Els apartats (i) i (ii) sén conseqiiéncia de la definicié de N*, mentre
que (iv) és l'apartat (i) del lema 8.3. Per altra banda, si N era inicialment B-
configuracio, tots els conjunts S, sén buits, resultant N* = N. Aquest fet demostra
la implicacié (=) de (v). L’altra implicaci6 de (v) sera conseqiiéncia de 1'apartat
(iii). Per tant, tot es redueix a provar (iii).

Cal veure, doncs, que la saturacié N* és B-configuracié. Que N* és quasi-completa
es deriva de I'apartat (iv) del lema anterior, ja que si (a,j — 1), (b,j — 1) s6n dos
nodes consecutius de N*, el node (z, j) que resulta d’aquell apartat té derivacié j,
pertany a N* i la seva abscissa compleix a < x < b. Per tant, només cal veure que
es verifiquen les propietats (i), (ii) i (iii) de la definicié 4.8 per a N*.

Anem a demostrar primer que 7y« = 0. Aixd ho veurem per reduccié a 1’absurd.
Suposem que mpy«(j — 1) = 0 per a cert j = 1,2,...,n. Donat que N C N*
forgosament és my(j — 1) = 0, i com que N és completa, my(j) > 1. Sigui g el
grup atipic de N que té derivacié j. El conjunt S;, que esta format per nodes de
derivacié j — 1, és no buit. Aixo implica que mpy«(j — 1) > 1, que es contradiu
amb my«(j — 1) = 0.

Anem a veure ara que per a tot grup interior g* de N*, existeix un tnic node
de g* que té derivacié igual a la derivacié de g* i tal que la seva multiplicitat
en N* és senar. Aixo és equivalent a demostrar que per a dos nodes consecutius
qualssevol (a,j — 1), (b,j — 1) € N*, hi ha un tnic node de N* que té derivaci6 j,
abscissa estrictament compresa entre a i b, i multiplicitat en N* senar. Aquest fet
és immediat aplicant 'apartat (iv) del lema anterior als nodes (a,j — 1), (b,j — 1)
i apartat (iii) del mateix lema al nombre j i a Uinterval I = (a,b).

Finalment cal veure que si g* és un grup exterior de N*, la multiplicitat en N* dels
nodes de g* que tenen derivacio igual a la derivacié de g* és parell. Aixo es dedueix
del lema 8.3 utilitzant primer apartat (v) al node extrem-dret o . (g*) = (x4, j—1)
si g* és un grup exterior-dret o al node extrem-esquerra o 4. (g*) = (7,7 — 1) si g*
és un grup exterior-esquerra, i després lapartat (iii) a Uinterval I = (24, +00) 0
I = (—o0,z.), depenent de si g* és exterior-dret o exterior-esquerra. Aixo completa
la demostracid. U
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8.2 El teorema general de representacio

Tenint en compte les consideracions precedents, tot seguit enunciem i demostrem
el teorema de representacio.

Teorema 8.5 [Teorema de representacio]

Lequivaléncia ~ té la propietat de representacid. Es a dir, tota configuracid com-
pleta és equivalent a un espectre.

Demostracio. Sigui N una configuracié completa de longitud n. Del teorema de
representacié per a B-configuracions aplicat a N* (teorema 6.4) es dedueix que
N* és equivalent a un espectre Z*. Aquest espectre té longitud n ja que n és la
longitud de N*, i per tant Z* = Z(P*) on P* és un polinomi de grau n de la forma
P*(x) = Yy aidy + 5.

Sigui ¥ la identificacié natural entre N* i Z(P*). Donat que la multiplicitat
en N* dels nodes de N*\N és parell, la multiplicitat en Z(P*) dels nodes de
U[N*\N] també és parell. Aixo significa que A* = W[N*\N] és un subconjunt
parell de Z(P*), i per tant, W[N*\ N] és un subconjunt eliminable de Z(P*) (veure
el teorema 7.16). En particular, existeix una pertorbacié de P* de la forma P(x) =

-1 k n . . .
o @5y + &5 que elimina A*. Tenint ara en compte que

A* = UIN'\N] = U[N"\V[N] = Z(P*)\ W[N],

resulta
Z(P) ~ Z(P*)\A* = U[N]| ~ N.

Es a dir, espectre Z (P) és equivalent a la configuracié inicial N, completant aixi
la demostracio. U

Abans d’establir el teorema general de representacié farem alguns comentaris sobre
la demostracié anterior. Observem que aquesta ha estat basada, essencialment, en
els teoremes 6.4 1 7.16. Ara bé,

e Del teorema 6.4 només s’ha utilitzat el fet que tota B-configuracié és equiva-
lent a un espectre, sense tenir en compte els graus de llibertat proporcionats
per aquest teorema. Recordem que aquests graus de llibertat per a la con-
figuraci6 N* provenen de considerar una tria inicial d’abscisses per a Y™,
denotada y°*[a], a € Y*, i una proporcié inicial per a T*, t*[a], a € T*,
on Y* i T™ sén els conjunts formats, respectivament, pels peus de N* de
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derivaci6 zero (peus atipics) o peus exteriors, i pels peus de N* interiors amb
multiplicitat parell. El teorema 6.4 assegura aleshores que existeix un espec-
tre Z* amb Z* ~ N* i de manera que la identificacié natural ¥ = Wy« z-
verifica les condicions segiients:

(a) ¥[a] = (y**[a],j) per a tot @ € Y*, on j denota la derivacié de .

(b) Si @ = (z,7j) és un node de T* i on+[a] = (z*, ), aleshores

_ [ (A =t[a])y* +t*[aly,j), siz<a*
\11[05] = { ((1 _ t*[a])y* —i—t*[a]y*,j), . (8.8)

ony~, y* iy’ son les abscisses de V[oy.[a]], U[on=[a]] i ¥[o}-[a]] res-
pectivament (veure la definici6 6.2 per als nodes o . [a], o n+[a], o4 []).

e Del teorema 7.16 s’ha utilitzat el fet que tot subconjunt parell de Z(P*) és
eliminable. Aquest fet era generalitzat en el teorema 7.17.

En base a aquestes consideracions, tot seguit presentem el teorema general de
representacio.

Teorema 8.6 [Teorema general de representacio]

Sigui N una configuracio completa de longitud n, © sigut N* la seva saturacio.
Considerem els conjunts Y* 1 T* formats, respectivament, pels peus de N* de
derivacidé zero (atipics) o peus exteriors, i pels peus interiors de N* que tenen
multiplicitat parell. Sigui y**[a], a € Y*, una tria inicial d’abscisses per a Y*, i
t*[a), a € T*, una proporcié inicial per a T*. Considerem, també, nombres reals
e*la], a € T*, estrictament positius.

Ezisteix un nombre real o > 0 de manera que si es consideren nombres reals no
nuls wy,« € N*\N, on cada w, verifica les dues condicions segiients:

(1) =0 <w, <6

(2) Si o= (x,7) i m denota la multiplicitat en N* de «, llavors el signe de w,
és igual a sgny.[(x,j +m)],

aleshores existeix una configuracié H* tal que H* ~ N* i de manera que la iden-
tificacié natural entre N* 1 H*, denotada V*, satisfa les propietats segiients:

(i) Per a tot a € Y*, U*[a] = (y**[a],j) on j denota la derivacid de .
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(i) Si o= (x,7) és un node de T* i on[a] = (z*, ), aleshores

(1—=ta)y* +tay,j), siz<uz

Vo] = { (1 —=ta)y* +tay™,j), siz>uz* (8.9)

on y~, y* 1 yT son les abscisses de V*[oy.[a]], U*lon[a]] i U*[ok.[a]]
respectivament, i t, és un nombre real satisfent |t, —t*[a]| < €*[a]. Quan
N = N* aleshores t, és igual a t*[a].

(i11) La configuracio W*[N| coincideiz amb l'espectre d’un polinomi P(x) de grau
n i amb coeficient principal igual a % En particular N ~ Z(P). A més a
més, aquest polinomi verifica

PlU*[a]] =w, sia€ N \N (8.10)

Comentari 8.7.

1. Els apartats (i) i (ii) expressen propietats de la configuraci6 H* analogues
a les dels apartats (a) i (b) del teorema 6.4, només que ara, a l'apartat (ii)
apareix una proporcié desconeguda t,, en lloc de t*[a]. En general ¢, # t*[a],
perd donat que els nombres £*[a], a € T*, es poden prendre suficientment
petits i que |t, — t*[a]| < £*[a], t, és un nombre proper a t*[a].

2. El teorema generalitza el teorema 8.5 ja que I'apartat (iii) assegura que N és
equivalent a ’espectre d’un polinomi P. Notem que la identificacié natural
entre N i Z(P) no és res més que la restriccié de ¥* a N. Es a dir, aplicacié
U : N — Z(P) definida per ¥[a] = U*[a] si a € N.

3. Quan N = N* ie., quan N és B-configuracié, el teorema es redueix al
teorema 6.4. Observem que en aquest cas l'apartat (ii) diu que ¢, coincideix,
en efecte, amb t*[a].

Per tant aquest teorema també generalitza el teorema de representacié per
a B-configuracions.

Demostracié del teorema. Podem suposar que N # N*. Sigui Py+ el conjunt de
tots els peus de N*. Considerem també el conjunt U* format pels peus interiors de
N* que tenen multiplicitat senar; o el que és el mateix, U* consisteix en els peus
de N* que tenen derivaci6é no nul-la i multiplicitat senar. La descomposicié (6.1)
aplicada a la configuraci6 N* estableix que

Py =Y UT*UU" .
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En el que segueix posarem Py~ = {(x}, j1), (x5, j2), ..., (x}, jn)}, onels (7, j;),i =
1,2,...,h, s6n els peus de N* diferents dos a dos, i suposarem que la multiplicitat
en N* de cada (z7,7;),i = 1,2, ..., h, és m;. Podem suposar, també, que els (z7, j;)

estan ordenats de manera que

U = {(f 2 Y = {(a] i)t e » T = @5 5 (8.11)

El nombre de nodes de U*, hg, coincideix amb el nombre de grups interiors de N*.
Es a dir hg = en~.

El teorema 6.4 aplicat a N* assegura que existeix un espectre Z*, Z* ~ N7,
de manera que la identificacié natural entre N* i Z*, denotada W, verifica les
propietats (a) i (b) del teorema (aquestes propietats han estat explicitades en els
punts (a) i (b) que segueixen al teorema 8.5). Com que la longltud de Z* és igual
an, Z* és de la forma Z* = Z(P*) on P*(z) = Y.}_sa Z“;c, + £3 és un polinomi de
grau n. A més a més Z(P*) és B-configuracio, ja que Z(P*) = Z* ~ N*. Els peus
de Z(P*) s6n els nodes

(yi, Ji) = W[(xf, 5], i =1,2,...,h, (8.12)
essent la multiplicitat en Z(P*) de cada (v, j;), 7 =1,2,...,h, igual a m,.

Tenint en compte (8.11) i (8.12), les propietats (a) i (b) verificades per la iden-
tificacié natural ¥ es rescriuen de la segiient manera. La propietat (a) estableix
que

vi =y (@5 5] s i=ho+ Lo +2,.. I (8.13)
mentre que (b) admet el segiient enunciat: si i = hy + 1,hy + 2,..., h, aleshores
o J =t )Dys + (g gi)ly,  stap <
Yi = W[k 1 k[ N .. " (8.14)
(L=t [(27, )Dyy + (@, gy, siaf >y
on el nombre i/ =1,2,..., hg esta definit per la condicié
(-’E;{/,]’i/) = O-N*[('I';ka]z)] (815)

(i en particular j; = j;), mentre que i~ = 1,2,... h, i* = 1,2,... h sén els
nombres tals que (27, j;-) és el peu en N* del node oy.[(z], ji)], 1 (@}, ji+) és el
peu en N* del node o}.[(z}, j;)]. Es a dir,

(w5 ji ) = peuy. o [, )]l (@) = peuy. ot (@l )] (8.16)

A continuacié aplicarem el teorema 7.17 al polinomi P* tenint en compte les con-
sideracions segiients:
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1. Els caps (yf,ji + m; —1),i=1,2,..., ho, sén complementariament regulars
de Z(P*).
En efecte, donat que W[U*] = {(yF, )}, els (yF, i), i = 1,2,..., ho, s6n
els peus de Z(P*) que sén interiors i tals que la seva multiplicitat en Z(P*)

és senar; o, amb altres paraules, els (y,j;), ¢ = 1,2,..., hg, sén els peus
de Z(P*) que tenen derivacié no nul-la i multiplicitat en Z(P*) senar. La
proposicié 7.4 assegura que els caps (yr,7; + m; — 1), i = 1,2,..., hg, sén

complementariament regulars.

2. El conjunt
A" = W[N\N] = W[N"\U[N] = Z(P")\¥[N]

és un subconjunt parell de Z(P*). Aquest fet es demostra de la mateixa
manera que en el teorema 8.5.

Es verifiquen doncs les hipotesis del teorema 7.17. Abans d’aplicar aquest teorema,

observem que el conjunt x’ de (7.28) pren ara la forma
X' = {6,J) e NXN[1<i<h, ji <j<jit+m
= {(ij) ENXN|1<i<h ji <)< ji+m,

» (47,4) € WINT\NT}

-1
— 1, (xf,j) € N"\N},

mentre que el conjunt W de (7.29) és
W= {(wi)apee € BY | sgnlusy) = sgngpm (i i +mo)] si (i) € ¥}
= {(wy)aper € R | sgn(wy) = sguy-[(], ji +my)] si (i, 5) € X'}
En efecte, del corol-lari 3.7 (v) resulta sgn p«)[(y7, ji + )] = sgny-[ (2], ji +m;)].
Del teorema 7.17 s’obté un § > 0 i funcions analitiques reals a; : W5 — R,
E=0,1,....n—1,y; - Ws — R, 1 =1,2,..., hg, on Wy és el conjunt
Ws = {(wij) e € W | Jwij| <0 si (4,5) € X'},

complint les propietats (a), (b) i (c) del teorema. Per extensio, per a i = hy +
1,...,h definim la funcié constant y; : W5 — R per y(w) = yf, w € W;.
Considerem, també, la familia de polinomis Py, w € Wj, considerada a 1’apartat
(c). Es a dir, Py(z) = 372} ak(ﬁ)z—f + Z7. Es verifiquen:

(a) Sik=0,1,...,n—1,i=1,2,... h, aleshores

lim ay(W) =af, lim y; (W) =y} (8.17)
w0 w0

E’GW& ’L_U)GW(S
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(b) Per a tot w € W,
(W) — g | < ezpey, i=1,2,...,h (8.18)
(c) Si W = (wij)ij)ey € Ws, aleshores:

Z(Pz) = {wi(W).j) | (5, j) ¢ A1 <i<hj; <j<ji+m—1}
{(i(W),4) | (z7,5) € N,1 <i < h,j; < j < ji+m; — 1},
(8.19)

Py és una pertorbacié que elimina A* i, a més a més, Py[(y;(W), )] = wi

per a tots aquells 4, j, 1 < i < h, j; < j < ji+m;—1, tals que (z}, j) € N*\N.

En el que segueix, si w € W, es denota per HZ la configuracié
Hy = {(yi(W),4) | 1 < i < h,ji <j < ji+mi— 1} (8.20)

Observem que de les desigualtats (8.18) es deriva que 'aplicacié
Uy Z(PY) — Hy (8.21)

donada per U[(yF,5)] = (y;(W),5),1 <i < h,j; < j < ji +m; — 1, és bijectiva,
conserva derivacions i conserva 1-abscisses.
Per a cada i = hy + 1,hy +2,..., h, siguin 7,i", i~ els nombres definits per les

condicions (8.15) i (8.16). Depenent de si 2} < z, o x} > x, es defineix la funci6
t;: Ws — R per

ti(w)=4 " _ " , W € Ws (8.22)
vilW) v () g ogx s g
Yot (@) (@) i = i

Els denominadors de (8.22) no s’anul-len mai, ja que de (8.15) i (8.16) s’obté
i <xj <x},1icom que V¥ conserva l-abscisses, y7 < yj, < yi. D’aixo i de les
desigualtats (8.18) es despren que y;— (W) < yu (W) < yu+ (W). Aixi, t; esta ben
definida i és analitica real. De (8.17) i (8.14) resulta

lim #; (W) = t*[(x7, ji)] -

w—>0
wEWSs

Aixo implica que el nombre § es pot suposar suficientment petit per tal que per a
tot w € W;s es tingui

(W) — ¢ [(27, )]l < e”[(27, 5i)] (8.23)
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Com que aquest procés es pot repetir per a cada ¢ = hy + 1,h; +2,...,h, les
desigualtats (8.23) sén valides per a tot i = hy + 1,hy +2,...,h, i tot W € W;.

La resta de la demostracié va encaminada a provar que per a aquest J es veri-
fiquen totes les propietats de I’enunciat del teorema. Siguin doncs w,,« € N*\ N,
nombres reals no nuls satisfent les propietats (1) i (2) de 'enunciat. Els nombres
W, € N*\N, tenen associat de manera natural el vector W = (w;;) (e € Ws
definit per wi; = wr ;) si (v7,7) € N\N, 1 <i < h, j; < j < ji+m; — 1.

Sigui H* = HZ la configuracié de (8.20). Sigui també ¥* : N* — H* la composici6
de Taplicacié U4 de (8.21) amb V. Es a dir, U* = U= o U. Aquesta aplicacié ve
donada explicitament per U*[(z%, )] = (y;(W),5),1 <i < h,j; <j < ji +m; — 1.
A més a més U* és bijectiva, conserva derivacions i conserva l-abscisses, ja que
tant ¥ com ¥ compleixen aquestes mateixes propietats.

Anem a veure que es verifica la propietat (i) de 'enunciat. Sigui o € Y* i hem de
veure que U*[a] = (y**[a],7), on j denota la derivacié de a. Com que a € Y*,
a és de la forma o = (z7,j;) per a cert i = hg + 1,hg + 2,...,hq, 1 per tant
U*la] = O*((xF, 7)) = (yi(W),ji). Ara, com que hg +1 <4 < hy es té yi(w) =
v = y**[(zF, 7:)], ja que es compleix (8.13). Hem vist (i).

Anem a veure (ii). Sigui o un node de T*. Com que a € T*, «v és de la forma o =
(xF,7:;) peracerti = hy+1,h1+2,..., h. Laseva imatge val U*[a] = U*[(x], j;)] =
(y;(w), j;). Considerem els nombres #,i+,i~ definits per les condicions (8.15) i
(8.16). Aillant y;(w) de (8.22) s’obté

), siai <z (8.24)
st af >z

Per altra banda el nombre t, = t;(w) verifica |t, — t*[(x}, )] < €*[(xF,j:)]- De
tot aixo en resulta 'apartat (i) atés que y;(w) és abscissa de ¥*[a] i els nombres
yi— (W), y (W), y;+ (W) de (8.24) coincideixen, respectivament, amb els nombres
vy, %yt de (8.9).

Anem a veure (iii). La configuracié ¥*[N] és
VN = {(yi(w0),5) | (7,7) € N,1 <0 <h,ji <j < ji+m;—1}

que, per (8.19), coincideix amb ’espectre del polinomi Pg. Finalment, sigui o un
node de N*\ N. Considerem els nombres i, j tals que o = (z},j),on 1 <i < h, j; <
j < ji+m; — 1. Donat que a = (2}, j) € N*\N, es verifica Pg[(y:(W), j)] = w;.



8.2. EL TEOREMA GENERAL DE REPRESENTACIO 195

Amb altres paraules Py [V*[a]] = wij = W j) = wa. Per tant el polinomi P = Py
verifica totes les condicions de I'apartat (iii). Aixo completa la demostracié. [

Tot seguit es presenten alguns exemples d’aplicacié del teorema anterior.

Exemple 8.8. Considerem la configuracié completa N representada a la figura
8.6 (a). A la part (b) d’aquesta figura s’hi troba la seva saturacié N*, on els nodes
a1 1 g corresponen als nodes de Y*.

(a)N: (b)N*: (©) +1
I I i
- +1 +1
e 7.72 -1 ° (7.2 +1

1
Figura 8.6

En aquest cas T* = (), aixi que com a dades inicials en el teorema 8.6 només cal
donar la tria inicial d’abscisses per a Y*. Tanmateix, aquesta tria ve determinada
per dos nombres reals a; = y%*[a;] i az = y**[as] complint a; < ay. Considerem
el § > 0 que s’obté del teorema i siguin w,,« € N*\N, nombres reals no nuls
satisfent les condicions (1) i (2) de ’enunciat. Donat que N*\N = {as}, aquests
es redueixen a un dnic nombre w = w,, # 0, el qual ha de verificar 0 < w < 4.
El fet que w sigui positiu prové de que si ay el posem en la forma as = (x,1),
aleshores la condici6 (2) estableix que el signe de w té que ser igual al signe en N*
del node (z,3). Aquest signe és +1 tal com es desprén del test dels signes de N*
representat a la figura 8.6 (c).

La configuraci6 H* que s’obté del teorema verifica, entre d’altres, H* ~ N*. L’a-
partat (i) estableix U*[ay] = (a1,0) i ¥*[ag] = (a2, 1), on ¥* és la identificacié
natural entre N* i H*, mentre que 'apartat (ii) no és aplicable donat que T* = ().
A la figura 8.7 (a) hi ha representada la configuracié H*. Observem que en aquest
cas H* queda completament determinada per I’eleccié dels nombres a; i as.

(@) H™: (b) zP) -
- e
| e —W
S P
| o |
a, a a1 &

Figura 8.7
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L’apartat (iii) estableix que la configuracié ¥*[N] és 'espectre d’un polinomi P,
de la forma P(z) = 337 _, ak%’; + ’é—?, verificant P[¥*[as]] = wa, = w. Dit d’altra
manera, P[(az,1)] = P'(a2) = w. A la figura 8.7 (b) hi ha representat 1’espectre

del polinomi P, aixi com el valor w que pren el polinomi P en el node (as, 1).

Observem que el polinomi P, a part de verificar N ~ Z(P), verifica les condicions
addicionals segiients: (1) 'inica arrel de P és el nombre prefixat a;, (2) 'inica
arrel de P” és el nombre prefixat as, i (3) la derivada de P en ay és igual al valor
prefixat w. En total doncs hi ha tres condicions addicionals per al polinomi P, que
vénen determinades pels valors dels parametres aq, as i w. Observem que w és un
parametre local perqué ha de complir 0 < w < §. Finalment, notem també que la
desigualtat a; < ay assegura que la identificacié natural entre N i Z(P) conserva
2-abscisses, 1 que per tant en aquest exemple és N ~qy Z(P).

Exemple 8.9. Considerem la configuracié completa N representada a la figura
8.8 (a). A la part (b) s’hi troba la seva saturacié N*, on els nodes ay,as 1 as
corresponen als nodes de Y™*.

@n: (b) N*: (c) N
@ @ -1 a +1
Y Y _ - o e +1 . -1 o +
—— oo — -1 +1 -1 +1
oy oy a,
Figura 8.8

Es tée T* = (), aixi que com abans, només és necessari definir la tria inicial d’abs-
cisses per a Y*, la qual vindra determinada per tres nombres reals a; = y%*[a],
as = y**ay] i ay = y¥*[as] satisfent a; < ay < asz. Considerem el § > 0 que
s’obté del teorema. Els nombres w,,a € N*\N, satisfent les condicions (1) i (2)
de ’enunciat es redueixen a un dnic nombre w = w,, # 0 complint —) < w < 0.
Observem que ara w és negatiu donat que si posem «; en la forma ay = (z,0), del
test dels signes de N* representat a la figura 8.8 (c) es desprén que sgn . [(z,2)] =
—1 1 per tant sgn(w) = —1.

La configuracié H* del teorema esta representada a la figura 8.9 (a), on en aquesta
figura s’ha tingut en compte apartat (i), d’on resulta ¥*[a;] = (ay,0), U*[ag] =
(a2,0) 1 ¥*[as] = (as,0). L’apartat (ii) no és aplicable.
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@#H: (b) z(P):
e —0& *—©
I S R
a, a, as a, a, a,
Figura 8.9

Finalment, 1'apartat (iii) assegura que la configuraci6 W*[N] és lespectre d'un
polinomi P(z) = 30_, ak‘%’: + %, el qual verifica P[U*[as]] = w,, = w. Es a dir,
Pl(az,0)] = P(az) = w. A la figura 8.9 (b) hi ha representat ’espectre de P, aix{
com el valor P(as) = w.

Observem que a part d’ésser N ~ Z(P), el polinomi P verifica quatre condicions
addicionals. Aixo és, les dues arrels de P sén dos nombres reals prefixats a; < as,
la segona arrel de P’ (i.e., la segona arrel més petita) és un nombre prefixat as, i
el valor de P en ay és un altre nombre prefixat w (aquest tltim localment ja que
—0 < w < 0).

Exemple 8.10. A la figura 8.10 hi ha representades una configuracié completa
N i la seva saturacié N*.

(a) N: (b) N*:
- o o — o o
e o o
oy Oy a3
Figura 8.10

En aquest cas és Y* = {ag,as, a3} 1 T* = {S}. Aixi que donar una tria inicial
d’abscisses per a Y* és equivalent a donar tres nombres reals a; = y%*[a1], as =
yO*[as] 1 a3 = y**[as] amb la condici6 a; < as < as. Per altra banda, una
proporci6 inicial per a T* vindra determinada per un nombre ¢ = ¢*[/3] satisfent
0 <t < 1. En I’enunciat del teorema 8.6 també es requereix donar un nombre real
positiu € = £*[3]. Considerem el § > 0 del teorema. Els nombres w,,a € N*\N,
de I'enunciat es redueixen a un tnic nombre w = wg # 0 complint —6 < w < 0.
Es facil construir el test dels signes de N* per provar que en efecte el signe de w
és negatiu.
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Del teorema es dedueix 'existéncia d’una configuraci6 H*, H* ~ N* de mane-
ra que la identificacié natural U* = Wy. y- satisfa les propietats (i), (i) i (iii)
corresponents. La propietat (i) estableix ¥*[ay] = (ag,0), V*[ag] = (ag,0) i
U*[as] = (as3,0), mentre que la propietat (ii) permet obtenir proporcions entre
les abscisses d’alguns nodes. A la figura 8.11 (a) hi ha representada la configu-
racié H*. Els nombres r; i r que apareixen en aquesta figura sén distancies entre
abscisses de nodes que, després d’aplicar (8.9) al node o = 3, resulta ry/r = tg,
on tg és un nombre complint |t3 — t| < . Dit d’una altra manera, es verifica

1
——t‘<€.
r

Finalment, de la propietat (iii) s’obté que la configuracié W*|N| és I'espectre d’un

polinomi P(z) = Y4, ak% + “g—? amb P[U*[5]] = ws = w. A la figura 8.11 (b) hi

ha representat l'espectre de P i el valor P[U*[f]] = w.

(a) H™: R (b)z):
4.;.7 - w
L *<¢>: e
| r P ‘<—r—>. Py
a, 3 a G ) %
Figura 8.11

Com a condicions addicionals per al polinomi P hem obtingut, d’'una banda, les
tres arrels prefixades a; < as < ag, i d’altra, el valor del polinomi P en el node
U*[5], que és igual a w. La proporcié r1/r no és coneguda ja que en general
r1/r # t, perd és tan proxima com vulguem a t. Finalment cal remarcar que
en aquest exemple la identificaci6é natural entre N i Z(P), denotada W, conserva
I’ordre entre les abscisses dels nodes as i B, on B és el node que queda just a sobre
de 8. Es a dir, el node de N que té derivaci6 2 i la mateixa abscissa que 3. Aquest
fet no és deduible només a partir del fet que ¥ conserva 1-abscisses (els nodes
2! AB tenen derivacions que difereixen en dues unitats), siné que s’obté com a
conseqiiéncia de que ¥ és la restriccié a N de la identificacié natural W*.

Exemple 8.11. A la figura 8.12 hi ha representades una configuracié completa
N i la seva saturacié N*.
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(a) N: (b) N*:

- e & e e e - e 4
— e & e — e &
- Toy, ag
Figura 8.12

En aquest cas és Y* = {aq, a9, a3} 1 T* = {5, 85}, aixi que la tria inicial d’abs-
cisses per a Y* vindra determinada per tres nombres a; = y%*[ay], az = y*[a]
i az = y"*[as] complint a; < ay < ag, i la proporcié inicial per a T* per dos
nombres t; = t*[3;] 1 ta = t*[3,] satisfent 0 < ¢; < 3 < 1. Suposem també donats
dos nombres reals positius e = £*[3,] 1 g9 = £*[5,]. Considerem el § > 0 del
teorema. Donat que N*\N = {ay, as, 5,7}, cal prendre quatre nombres reals no
nuls Wa, , Way, Wa,, Wy, o les condicions (1) i (2) per a cadascun d’ells estableixen,
respectivament,

0<wa <0, 0< Wy, <6, —0<wg, <0, —d<w, <0.

Aquestes desigualtats provenen de construir el test dels signes de N*.

Del teorema es desprén 'existéncia d’una configuraci6 H*, H* ~ N*, de mane-
ra que la identificacié natural ¥* = Wy. y+ satisfa les propietats (i), (i) i (iii)
corresponents. La propietat (i) estableix U*[ay] = (a1,5), ¥*[as] = (a2,0) i
U*[ag] = (a3, 0), mentre que la propietat (ii) permet obtenir proporcions entre
les abscisses d’alguns nodes. A la figura 8.13 (a) hi ha representada aquesta con-
figuraci6 H*. Els nombres 1,75 i 7 sén distancies entre abscisses de nodes que,
després d’aplicar (8.9) als nodes o = 3;, 1 = 1,2, resulta r;/r = tg_, on t3, és un
nombre complint ‘t/gi — ti| < ¢, i=1,2. Es a dir,

T1 T2
— - <e, |——1 <é&g.
T T

Finalment, de la propietat (iii) es dedueix que la configuracié W*[N] és P'espec-
tre d'un polinomi P(z) = 3,0, ak% + "’i"—lll!, el qual verifica P[¥*[ay]] = wa,,
PV ag]] = way, PY*[B,]] = ws, 1 P[¥*[y]] = w,. Totes aquestes condicions per

al polinomi P estan esquematitzades a la figura 8.13 (b).
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(a) H": (b) Z(P):

Figura 8.13

En aquest exemple hem pogut prefixar 1'inica arrel ay del polinomi P, I’arrel
més gran as de P’, i arrel més petita de P, que és igual a a;. També hem
pogut prefixar els valors w,,, Wa,, wg, 1 w, que pren el polinomi P en els nodes
U*[aq], U*as], U*[B,) 1 U*[y]. Les proporcions r/r i rg/r sén tan proximes com
vulguem a t; i t, respectivament, aixi que poden considerar-se quasi prefixades.
Observem finalment que la identificacié natural ¥ entre N i Z(P) conserva l'ordre
entre les abscisses dels nodes ¥ i+, on 7 17 sén els nodes de N que tenen derivacions
4 1 2 respectivament, i que tenen la mateixa abscissa que 7. Es a dir, I'abscissa de
U[3] és igual a abscissa de W[7]. Aquest fet esdevé de que U és la restriccié a N
de la identificacié natural U*.

El segiient resultat és una conseqiiéncia del teorema 8.6.

Teorema 8.12. Considerem una configuracié completa N. Sigui k = my(0) el
nombre de nodes de N que tenen derivacid zero. Aleshores, per a cada tria de k
nombres reals a; < ag < -+ < ay, existeiz un polinomi P tal que Z(P) ~ N i de
manera que les arrels reals de P son precisament els nombres aq,as, . .., a.

Demostracio. Siguin (¢;,0),i =1,2,...,k, els nodes de N que tenen derivaci6 zero,
ordenats de manera que ¢; < ¢ < --- < ¢x. Aquests nodes també sén nodes de N* i
per tant (¢;,0) € Y* i =1,2,... k. D’aix0 i de les desigualtats ¢; < co < -++ < ¢
ia; < ap < --- < ag, es dedueix que existeix una tria inicial d’abscisses per a
Y*, y%*[a], a € Y*, de manera que y%*[(¢;,0)] = (a;,0),4 = 1,2,..., k. Podem
aplicar el teorema 8.6 a aquesta tria inicial d’abscisses, a una proporcié inicial per
a T* qualsevol, i a nombres reals estrictament positius ¢*[a], a € T*, qualssevol.
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Sigui H* una de les configuracions que resulten d’aplicar aquest teorema. Es a
dir, un cop s’han prefixat els nombres w,,« € N*\N. La identificacié natural
U* = Wy g« verifica U*[(¢;,0)] = (a;,0),4 = 1,2,..., k, doncs aixi ho estableix
l'apartat (i) del teorema, mentre que el polinomi P de lapartat (iii) compleix
U*[N] = Z(P). Aixo implica dues coses. Primera, que N ~ Z(P), i segona, que
els nodes de derivaci6 zero de Z(P) sén les imatges, per U*, dels nodes de derivacié
zero de N. Donat que ¥*[(¢;,0)] = (a;,0),i = 1,2,...,k, les arrels de P sén els
nombres a; < as < -+ < ay. O

Finalment, farem referéncia a un resultat degut a Mikusinski [39] i que estableix
que si [a,b] és un interval tancat de R i m(j),j = 0,1,...,n — 1, sén nombres
naturals verificant m(j) > m(j—1)—1peraj=1,2,....n—1,im(n—1) <1
(notem que aqui m(n—1) no és cap producte, sin6 que és el valor de m(j) quan j =
n — 1) aleshores existeix un polinomi P(z) de grau n—1+m(n— 1) de manera que
cada derivada P9, 0 < j < n—1, té exactament m(j) arrels a l'interval [a, b], totes
elles simples. Com a conseqiiéncia dels teoremes de representacié, a continuacié
establirem una generalitzacié d’aquest resultat en el sentit que controlarem totes
les arrels del polinomi P i de les seves derivades. Es a dir, no només les contingudes
a 'interval [a, b].

Corol-lari 8.13. Es verifiquen els apartats segiients:

(a) Sigui P(x) un polinomi a coeficients reals de grau n tal que totes les seves
arrels reals, i arrels reals de les seves derivades, son simples. Sigui m(j) el
nombre d’arrels reals de PV, 0 < j < n — 1. Aleshores, m(n — 1) = 1 i
m(j)=m(j—1)—1+p; peraj=12....,n—1, on p; >0 és un nombre
parell.

(b) Siguin m(j), j = 0,1,...,n — 1, nombres naturals tals que m(n — 1) =1 i
m(j) =m(j—1)—14+p;, j=1,2,...,n—1, on p; > 0 és un nombre parell.
Aleshores, existeiz un polinomi P(z) a coeficients reals de grau n tal que
totes les seves arrels reals, i arrels reals de les seves derivades, son simples, 1
de manera que el nombre d’arrels reals de cada derivada PY,0< j <n-—1,
és exactament m(j). A més, les m(0) arrels del polinomi P es poden prefixar
per endavant.

Demostracié. (a) Es suficient veure que si N és una configuracié completa de
longitud n i simple aleshores my(n — 1) = 11 my(j) = my(j — 1) — 1 + pj,
j=1,...,n—1,0onp; > 0 é un nombre parell. Donat que N és quasi-completa
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resulta my(n —1) =1limy(j) =my(j—1)—1+p;, j=1,...,n—1, onels p,
sén nombres naturals, en principi no necessariament parells. Utilitzant el corol-lari
2.14 i tenint en compte que N és simple, i en particular que ny(j) = my(j) per a
j=0,1,...,n—1, s’obté que my(j) té la mateixa paritat que n — j. Aixo implica
que my(j) i mn(j — 1) sén de diferent paritat, obtenint que p; ha de ser parell.

(b) Considerem els nombres m(j), j = 0,1,...,n—1 de 'apartat (b), aix{ com les
diferencies p; = m(j) — [m(j —1) —1]. Pera j=1,2,...,n — 1 sigui

~ _ | pj sim(j—1)>1

P p—1 sim(j-1)=0

Considerem també les configuracions Ny € N; C --- C N, ; = N definides
recurrentment per: (i) Ny és una configuracié formada per m(0) nodes quals-
sevol de derivacié zero, i sense nodes de derivacié diferent de zero, i (ii) per a
J=12,...,n—1, N; & la configuracié obtinguda a partir de N;_; només que
afegint, per una banda, un node de derivacié j per a cada parella de nodes con-
secutius de IN;_; amb derivacié j — 1, i amb 'abscissa d’aquest node compresa
estrictament entre les abscisses dels dos nodes consecutius; i d’altra banda, p;
nodes suplementaris de derivacié j, essent ’abscissa d’aquests nodes més gran que
I’abscissa de qualsevol node de N;_;. Queden definides, doncs, les configuracions
N;,7=0,1,...,n—1. Alafigura 8.14 hi ha representada la configuracié6 N = N,,_;
enelcasquen =7 m(0) =3, p1 =2,py=0,p3 =2,ips =ps =ps =0. Amb
punts hi ha marcats els nodes de derivacié zero i els p; + ps + - -+ + pn,—1 nodes
suplementaris que s’han afegit. La resta de nodes de N, i.e., els que estan indicats
amb creus, sén els que provenen de parelles de nodes consecutius.

AV4
X

X X
X X

A"4 A4 A4
X X X
- X X e e —
h"4 A"4 A4
X X X
e

Figura 8.14

El nombre de nodes de N que tenen derivacié zero és m(0). Amés, sil < j<n-—1
aleshores

my(j) = (my(j —1) = 1)1 +p; , (8.25)
ja que els nodes de N que tenen derivacié j provenen, d'una banda, de totes les
(mn(j — 1) — 1) parelles possibles de nodes consecutius de N de derivacié j — 1,
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i d’altra banda, dels p; nodes suplementaris que s’han afegit. Utilitzant (8.25) i
induccié matematica en j es dedueix que

my(j) =m(j), j=0,1,...,n—1 (8.26)

En efecte, quan j = 0 trivialment és my(0) = m(0). Si j > 1 i suposem que
mny(j—1) = m(j—1), aleshores, de (8.25) s’obté que my(j) = (m(j—1)—1)+ +p;.
Si m(j —1) > 1, utilitzant aixo i que p; = p; resulta my(j) =m(j—1)—1+p; =
m(j), i per tant en aquest cas ja hem acabat. Finalment, si m(j —1) = 0 aleshores
tindrem mpy(j) = (0— 1)+ +p; —1 = m(j —1) — 14 p; = m(j), obtenint novament
que my(j) = m(j). Per inducci6 (8.26) esta provat.

Es facil veure que la configuracié N és completa, simple i de longitud n. En efecte,
que N és simple és trivial i que la seva longitud és n prové de my(n — 1) =
m(n—1) = 1. Anem a veure que és completa. Que és quasi-completa és immediat
de la construccié de N, ja que entre cada dos nodes consecutius de derivacié j
n’hi ha un, i només un, de derivacié j + 1. Els grups interiors de N tenen un
unic node, i en particular estan formats per un nombre senar de nodes. Si g és
un grup exterior de N de certa derivaci6 j, forcosament serda m(j — 1) > 1. Per
construccié g és exterior-dret i esta format pels p; = p,; nodes suplementaris que
s’han afegit en la construccié de N;. Com que p; és parell, el nombre de nodes de
g ¢és parell. Finalment, sigui j = 1,2,...,n — 1 tal que my(j7 — 1) = 0. Tindrem
que my(j) =m(j) =m(j—1)—1+p; = p; — 1, d’on resulta que my(j) > 11ique
el grup atipic de N que té derivacié j esta format per exactament p; — 1 nodes.
En particular el nombre de nodes d’aquest grup atipic és senar. De tot aixo es
desprén que N és completa.

El teorema 8.12 aplicat a la configuracié N assegura que existeix un polinomi P de
grau n, amb Z(P) ~ N, i de manera que les seves m(0) arrels es poden prefixar per
endavant. Clarament Z(P) és una configuracié simple i mzpy(j) = mn(j) = m(j),

j =0,1,...,n — 1. Aixo implica que el nombre d’arrels reals de cada derivada
PU) 0 < j <n—1,és exactament m(j), essent totes aquestes arrels simples. Aixo
completa la demostracié. ]

Observem que el punt clau de la demostracié de Papartat (b) ha estat provar
'existéncia d’una configuraci6é completa i simple N amb longitud n i amb my(j) =
m(j), 7 = 0,1,...,n — 1. Un cop aixo s’ha aplicat el teorema 8.12 obtenint un
polinomi P amb les propietats adequades. A més, s’han trobat m(0) graus de
llibertat per al polinomi P, que corresponen a les seves m(0) arrels. Es facil veure
que:
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1. Si s’aplica el teorema general de representacié en comptes del teorema 8.12,
aleshores s’obtenen nous graus de llibertat per al polinomi P. Més concre-
tament, també es podran prefixar per endavant algunes de les arrels de les
derivades de P i els valors de les derivades en algunes abscisses. El fet de no
haver tingut en compte aquests graus de llibertat en I’enunciat del corol-lari
ha estat perqué aixi s’obté un enunciat més simple.

2. Hi ha moltes altres formes de construir una configuracié completa i simple NV,
de longitud n, i amb my(j) = m(j), 7 =0,1,...,n — 1. Per exemple, els p;
nodes suplementaris de derivacié j que s’han utilitzat en la definicié de N;
es poden repartir col-locant-ne uns quants (en nombre parell) entre nodes
consecutius de N;_; de derivacié j — 1, i altres amb l’abscissa més petita
(o més gran) que l'abscissa de qualsevol node de N;_;, també en nombre
parell. Aixo donara lloc a una amplia gamma de configuracions completes i
simples N, totes elles de longitud n i amb my(j) = m(j), j =0,1,...,n—1.
Aplicant el teorema general de representacié a cadascuna d’elles s’obtenen
polinomis P amb uns graus de llibertat de naturalesa ben diferent.

8.3 Nombre de condicions addicionals

En el teorema 8.6 el polinomi P de apartat (iii) té grau n, coeficient principal % i
verifica Z(P) ~ N entre d’altres condicions addicionals, on per condicié addicional
entenem qualsevol condicié satisfeta pel polinomi P que no es derivi del fet que
Z(P) ~ N. L’objectiu d’aquest apartat és comptar aquest nombre de condicions
addicionals.

En el que segueix P és el polinomi del teorema 8.6 i ¥ és la identificacié natural
entre N i Z(P). Dit d’'una altra manera, U és la restriccié a N de la identificaci6
natural ¥* = Wy« g«. Per a un node a = (z,j) € N*, posem & = « si a pertany
aN,ia=(z,j+1)si ano pertany a N. Notem que el node & sempre és de N i
que I'abscissa del node ¥[a] coincideix amb Pabscissa de U*|a].

Del teorema 8.6 s’obtenen quatre tipus de condicions addicionals per al polinomi
P.

1. Condicions que provenen de la tria inicial d’abscisses per a Y*.

De l’apartat (i) del teorema es desprén que cada element de la tria inicial
d’abscisses per a Y* determina l’abscissa d’'un node de Z(P). En efecte, si
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a és un node de Y*, Pabscissa de ¥[a] queda completament determinada i
val y%*[a]. Per tant, en total hi ha

1y (8.27)
condicions addicionals degudes a la tria inicial d’abscisses per a Y™*.

2. Condicions que provenen de la proporcid inicial per a T™.

Cada element de la proporcié inicial per a T™* determina localment la pro-
porcié existent entre les abscisses de tres nodes de Z(P). En efecte, sigui
a = (x,7) un node de T*. De Papartat (ii) del teorema resulta, en particular,
que tres dels quatre nodes

U*la], U*loy.[al], Uon-[a]], Toy.[o]] (8.28)

tenen la seva abscissa lligada per una proporcié t,, on |t, — t*[a]| < £*[a].
Per tant, prenent £*[«] suficientment petit, la proporci6 t,, sera tan proxima
com vulguem a t*[a] i queda determinada localment. Tenint ara en compte
que les abscisses dels nodes de (8.28) coincideixen respectivament amb les
abscisses dels nodes

v[al, v {a;v* [oz]} v [m]] v [afv* [a]] (8.29)

resulta que tres d’aquests quatre nodes també tenen la seva abscissa lligada
per la proporcié t,. Donat que els nodes de (8.29) sén tots ells de Z(P),
obtenim que en efecte cada node o € T* determina localment la proporcié
existent entre les abscisses de tres nodes de Z(P). Com que aixo és valid per
a cada o € T*, en total hi ha

1 (8.30)

condicions addicionals degudes a la proporci6 inicial per a 7.

3. Condicions degudes a l’eleccid dels nombres w,, o € N*\N.

Per lapartat (iii) sabem que si @ € N*\N aleshores el polinomi P verifica
P[U*[a]] = w,. En total hi ha

SN\N) = 4N* — N (8.31)
condicions addicionals degudes a 1’eleccié dels nombres w,, a € N*\ V.

4. Condicions que provenen del fet que U és la restriccio de ¥* a N.

La identificacié natural ¥ conserva 'ordre entre les abscisses de certs nodes
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que tenen derivacions que difereixen en dues unitats. En efecte, si a és un
node que pertany a N*\ N, com que U* conserva 1-abscisses i ’abscissa de
U*[a] és igual a l'abscissa de ¥[a], obtenim que ¥ conserva l'ordre entre les
abscisses dels nodes i 3, on 3 és un node qualsevol de N amb derivacié j—1.
Aquest fet esta esquematitzat a la segiient figura, on les situacions (i), (ii) i
(iii) en N produeixen les situacions (i), (ii) i (iii) en Z(P) respectivament.

N: Z(P):
@i (i) (iii) (i) (ii) (iii)
& ¥ & V7] 5] P51
a I a Ya — P*a] ¥*[a] V\F*[a]
P ! JL L of Viplg Y[ QIR
Figura 8.15

En el cas (ii) hi ha igualtat entre les abscisses dels nodes ¥[a] i W[3]. Aquest
fet és important ja que permet assegurar que hi ha igualtat entre abscisses
de nodes de Z(P) que tenen derivacions que difereixen en dues unitats. Més
concretament, per a cada node o = (z,j) que pertany a N*\N i tal que el
node (x,j — 1) pertany a N, s’obté igualtat entre les abscisses dels nodes
Ul(x,7—1)] 1 ¥[(x,j+1)]. Per tant, en total, d’igualtat d’abscisses d’aquest
tipus n’hi ha tantes com el cardinal

e={(z,j) e N\N [ (z,j —1) e N} (8.32)

El segiient resultat 'utilitzarem més endavant.

Lema 8.14. El nombre € de (8.32) verifica
{Pn = fPn- +¢€

on Py i Pn+ son els conjunts formats, respectivament, pels peus de N i pels
peus de N*.

Demostracié. Si (z,j — 1) és un node de N*\N aleshores el node (z,j)
pertany a N. A partir d’aixo és senzill veure que Py = AU B, on

A = {(2,j)) ERxN|(z,j —1) € N\N}
B = {(z,j) eRxN|[(z,j) €N, (z,j—1) ¢ N'}.
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Els conjunts A i B sén disjunts i per tant Py = A + §B. D’altra banda, A
admet la descomposicié A = A; U Ay, on

A = {(2,j) ERxN]|(z,j—1) € N\N, (z,j — 2) € N}
Ay = {(2,j) ERxN|(z,j—1) € N\N, (z,j — 2) & N*1.

Aquest fet és conseqiiéncia de que no es pot donar simultaniament (z, j—1) €
N*\N i (z,j —2) € N*\N. De tot aixo resulta

Py = A1 + 1A + 15.

El cardinal de A; és igual al nombre € de (8.32), mentre que la suma $A;+ 4B
coincideix amb el cardinal de Py«. En efecte, donat que

Ay = H{(z,j) e N\N [ (2, —1) ¢ N'}
1B = t{(x,j) e N[ (z,j—1) ¢ N}

es té
gAs + B =t{(z,j) € N* [ (z,j —1) ¢ N*} = {Pn~

En definitiva hem provat que Py = € + #Py+, tal com voliem veure. O

La suma dels nombres (8.27), (8.30), (8.31) i (8.32) és el nombre total de condicions
addicionals. Aquest nombre el denotarem c,. Es a dir,

Ca =HY" +HT* +4N* — 4N + ¢ (8.33)

Tenint ara en compte que el conjunt de tots els peus de N* es descompon en la
forma Py« = Y*UT*UU*, on U* és el conjunt format pels peus interiors de N*
que tenen multiplicitat senar, resulta

HY™* +#T* = P+ — U = §Py+ — en» = Py» — (1N* — n) (8.34)

on per a l'iltima igualtat s’ha utilitzat la férmula de la longitud. De (8.33), (8.34)
iel lema 8.14 s’obté

Ca = HPn+— (BN* —n) +4N* — N + Py — Py~
= fPy+n—fN=n— (4N — {Py) (8.35)

Es a dir, el nombre total de condicions addicionals és ¢, = n — (4N — #Py).
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Anem a veure ara que aquest nombre ¢, és el nombre maxim de condicions addi-
cionals que a priori podiem esperar. En efecte, el polinomi P té grau n i coeficient
principal prefixat. Per tant, en principi aquest polinomi depén de n parametres
lliures, pero com que el seu espectre verifica Z(P) ~ N, cada peu de N amb mul-
tiplicitat m determina m — 1 igualtats entre abscisses de nodes de Z(P). En total
doncs, hi ha

> (multyfa] = 1) = > multyfa] = Y 1=¢N Py

aEPn aEPn aEPn

igualtats entre abscisses de nodes de Z(P). Aixi que de fet P depén de n — (§N —
#Py) parametres lliures, que és exactament el nombre ¢, de condicions addicionals
verificades pel polinomi P.

Com a conclusié d’aquest apartat s’obté que el nombre de condicions addicionals
obtingudes en el teorema 8.6 és el maxim possible. Observem que aquesta conclusié
és analoga a 1’obtinguda en la secci6 6.3.1, només que alla les condicions addicionals
del teorema 6.4 anaven totes elles associades a parametres o graus de llibertat.



Capitol 9

Nombre d’esquemes complets

En aquest capitol es donen férmules per al calcul del nombre d’esquemes complets
de longitud n, i del nombre d’esquemes complets i simples de longitud n, n > 1. En
virtut del teorema de representacio, aquests nombres coincideixen respectivament
amb el nombre de classes de polinomis de grau n, fR}, i el nombre de classes de
polinomis obertes de grau n, §R°.

Les férmules obtingudes no sén explicites, siné que requereixen haver calculat
préviament uns nombres definits recurrentment en n. Finalment, mitjancant 1’a-
jut de 'ordinador s’utilitzaran aquestes férmules per donar el nombre d’esquemes
complets de longitud n, i el nombre d’esquemes complets i simples de longitud n
quan n < 100.

9.1 Nombres auxiliars

En aquest apartat introduirem certs nombres que necessitarem més endavant.

Per a un multi-index q = (qu, qa, - . ., Q) € N sigui |q| = qy + qa + - - + Q. Es
ben coneguda la igualtat

(9.1)

t{qe N | |ql = ¢} = (Q+m_1),

—1

valida per a m,q € N, m > 1.

209



210 CAPITOL 9. NOMBRE D’ESQUEMES COMPLETS

Definicié 9.1. Siguin d, m i ¢ tres nombres naturals amb 0 < d < m. Es defineix
el nombre Fy,,(q) de la segiient manera. Quan d > 1 aleshores

Fam(q) = Z (1+2a1)(1 +2q2) - (1 + 2qq) (9.2)
qeN™
lal=q
isid=0,
(ngﬁIl), sim>1
Fon(q) = 0, sim=0ig>1 (9.3)

1, sim=q=0

Observem que quan d > 1, cada sumand de (9.2) només involucra les d primeres
components de q. A més a més, s’obté el mateix nombre Fj,,(¢q) si es consideren
d components qualssevol de q, no necessariament les d primeres. Aix0 és, si o0,
1=1,2,...,d, sén nombres naturals amb 1 < o, < 09 < --- < g4 < m, aleshores

de(q) - Z (1 + 2q01)(1 + 2qa2) T (1 + 2q0d) .

qu’!n

lal=q
Aquest fet és conseqiiéncia de que al permutar les components d’un multi-index
q, s’obté un nou multi-index p que verifica |p| = |q].

Com a exemple, quan d = m = 1 resulta

Fia(g) =Y (1+2q) =1+2 (9.4)

qeN
lal=q

Fa(g) = Y (I+2aq)(1+2q2) = Y (1+2i)(1+2))
qeN? (i,j)EN?
lal=q i+j=q

_ Zq:u o)1+ 2(q — ) = OF 1>(2q;+4“3> (9.5)

1=0

L’dltima igualtat s’obté utilitzant que Y ¢ i = @, S it = w.
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En general, per calcular de forma eficient els valors Fy,,(q), ¢ > 0,0 < d < m,
utilitzarem el segiient resultat.

Proposicié 9.2. Siguin d, m i q tres nombres naturals amb 1 < d < m. Aleshores

de(Q) = Z Fss<k)Fd—s,m—s(q - k) (96)

sempre que 0 < s < d.

Demostracié. Quan s = 0 la igualtat (9.6) s’obté immediatament de (9.3). Su-
posem que 1 < s < d. Per a un multi-index q = (q1,qs, .. .,qm), siguin q € N* i
q € N™¢ els multi-indexs obtinguts de separar les components de q en la forma

q= (g17q27'"7q§7g8+17q8+27"'7qd7"‘7q@) .

q

all 4

Abreujadament posarem q = (q;q). Es verifica que

Fum(q) = > (142aq) - (1+2q.)(1+ 2qe1) -+ (1 + 2qa)

qeN™
lal=¢

= Y (+2)--(+2g)+2q,) - (1+2q,.,) (9.7)

aENS 766Nm75
al+[a]=q

Aquest fet és conseqiiéncia d’escriure els multi-indexs @ i q en la forma q =

(@, T, ---,qs), = (qQ;, 99, - - - ,q,,_s). Continuant en (9.7) resulta

S}

Fam(q) = Y. 2@ (1+2q)(1+2q) - (1+2G,.)  (98)

i utilitzant la propietat distributiva,

q

Fan(g) = Y | D (+2a)--(+2q) || Y (1+2q) - (1+2q,.,)

k=0 ﬁ_GNZ aeNm—s

q
- Z Fss(k)Fd—s,m—s(q - k)
k=0
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i per tant, quan 1 < s < d ja hem acabat. Suposem finalment s = d i hem de
veure que Fy,(q) = Y 1_o Faa(k)Fom—a(q — k). Aix0 és trivial quan m = d, aixi
que podem suposar m > d. En aquest cas, separant les components de q com
abans, q = (q;q), q € N%, @ € N4 la igualtat (9.8) continua essent valida, d’on

Fam(a) = Y, >, (1+2q)--(1+2q,)

k=0 geN“geNm—d
[al=F.|q| =g

= Zﬁ{qum Al =gk (T+2q) - (142,

qenNd
[dl=k

(q —k+m—d- 1) Fdd(k) = Z Fdd(k)Foam_d(q o k>

m—d—1
k=0

I
[M]=

k=0

1 també hem acabat. L

D’aquesta proposicié es deriven varies conseqiiéncies.

e Quan s = d resulta

Fun(q) = ZFdd(/f)Fo,m—d(q—k)

_ ,; ra) ("0 (9.9

Aquest ultim pas és valid sempre que m > d, i permet calcular Fy,,(q) a
partir de nombres del tipus Fy(k), 0 < k < g. Per exemple, de (9.4) i (9.5)
obtenim que si m > 1 aleshores

q
g—k+m—2
Fi.(q) = 1+ 2k 1
@ =320 (") ) (9.10)
isim>2,
q 2
(k+1) 2/{; + 4k + 3 —k+m-—3
Fonla) =3 )<q S ) (9.11)
k=0

e Quan s = 1 resulta

q

Fum(q) =) (1 +2k)Fa1ma(q — k) (9.12)

k=0
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Aix0 és una férmula recurrent perqué permet calcular Fy,,(q) a partir de
nombres del tipus Fyy_1,,-1(¢"), 0 < ¢’ < q. Després de d iteracions arribarem
als nombres Fy,,,—a(q'), 0 < ¢’ < g, tots ells coneguts.

e Quan s = 2 resulta

T (k4 1)(2k% 4 4k + 3)
3

Fun(q) = Fiom—2(q—k) (9.13)

k=0

Aixo permet calcular Fy,,(q) a partir dels nombres Fjy_o,,-2(¢"), 0 < ¢ <q.

Després de [g] iteracions s’arriba als nombres Fo,,,—a(q'), 0 < ¢ < ¢, si d és
parell, i als nombres Fi ,,—41+1(¢'), 0 < ¢’ < g, si d és senar. Aquests poden

calcular-se mitjangant (9.10) o bé emprant una iteracié de (9.12).

9.1.1 Els nombres ¢,(d,p)

Per a un nombre natural n > 1, sigui
Vo={(d.p) EN? | d+2p <n,d = n} (9.14)

on la notacié d = n indica que els nombres d i n tenen la mateixa paritat. Per
exemple, V1 = {(1,0)},V5 = {(0,0),(0,1),(2,0)},... Fent el canvi d = n — 2i,
1 > 0, resulta

Vo={mn—2ip)[0<p<i<|Z]}.

En particular el cardinal de V,, és
W —521 _%(i—l—l) _ BBy (5 +2)

2
1=0 p=0 i=0

Definicié 9.3. Es defineixen recurrentment els nombres {e,(d,p)}n>1, (4p)ev, Per

e1(1,0) =1 (9.15)
isin>2i(d,p) €V, aleshores
d+p+ d'+1—(d+2p)
en(dp) = ) 1ip)Fan@endy)  (9.16)

(d/,p/)e‘/n,1
d'>d+2p—1
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Observem que fixat n, I’expressi6é anterior permet calcular cada nombre e, (d, p),
amb (d,p) € V,,, a partir dels nombres del tipus e, _1(d',p'), (d',p') € V,_1, i per
tant és una férmula recursiva en n. Quan n =1 es té V4 = {(1,0)} i conseqiient-
ment a (9.15) queda definit Iinic e;(d,p) amb (d,p) € Vi. Notem també que el
nombre w que apareix a (9.16) és en efecte un nombre natural, ja que
d+1>d+2pi

d+1-—d+2p) 2d+1-dZ2n-—n20.

Hi ha altres maneres d’escriure I'expressio (9.16). Representant els parells (d', p') €
Voot en la forma (d,p)) = (n—1-=2,p), 0 <p < < [”T’l}, la condicié
d >d+2p—1equival a i’ < w, i per tant, (9.16) es converteix en

n— (d+2p i

—(2¢/ +d+2p)

d+p+ / A
an'i/ n— _1_27
; E ( dtp ) d.n—2i (P')en—1(n ,p)

amb el conveni que si d = p = 014 = §, aleshores e, 1(n — 1 — 2i',p) =

en—1(—1,p') = 0. Si a més a més posem el parell (d,p) € V, en la forma (d,p) =
(n—2i,p),0<p<i< [g], resulta

i/ _ . _ -/
(n—21,p) Z Z <n Z. ' )Fn—%,n—%'(Pl)@n—ﬂ” —1-24p) (9.17)

= n—2+p

onsin ésparell,i = 5,p=0i7 = %, aleshores ¢,,_1(n—1-27",p') = e,_1(=1,p) =

0. Aquesta expressié és valida sempre que 0 < p < ¢ < [%}, i per tant a partir

d’ella es poden anar calculant tots els nombres e, (d, p) amb (d,p) € V,,.

La resta de 'apartat esta dedicat a analitzar ’estructura dels nombres de la forma
Fun(q) que apareixen en el calcul dels e,(d,p), (d,p) € V,,, n > 2, amb l'objectiu
d’obtenir-los d’una manera eficient.

Suposem donat un nombre natural ny > 2 i que el nostre proposit és obtenir
els nombres e,,(d,p), (d,p) € V,,. Cal doncs anar calculant els nombres e, (d, p),
(d,p) € V,,, recurrentment en n. Aix0 és, comencem amb el valor e,(1,0) = 1, i
després, per a cada iteracié n = 2,3, ..., ng, expressi6 (9.16) permet obtenir cada
en(d,p), (d,p) € V,, a partir dels nombres del tipus e,_1(d’,p'), (d',p') € V,,—1. En
aquesta expressio es requereix coneixer Fy o1 (p') si (d',p') € Vo1 id > d+2p—1.
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Definici6 9.4. Direm que una terna de nombres naturals (d, m, q) és no-imprescin-
dible si després d’haver completat totes les iteracions, n = 2,3,...,ng, en algun
moment s’haura fet necessari utilitzar el valor Fy,,(q). Més exactament, la terna
(d,m,q) és ng-imprescindible si existeixen un nombre natural n, 2 < n < ng, un
parell (d, p) tal que (d, p) € V,,,iun parell (d,p') amb (d',p") € V,,_1id > d+2p—1,
de manera que (d,m,q) = (d,d' + 1,7p).

Es facil veure que si (d,m,q) és una terna ng-imprescindible aleshores, després
d’haver completat totes les iteracions n = 2,3,...,ng, el valor Fy,(¢) s’haura
fet servir moltes vegades (en general més d’'una). Aixi, per tal de no repetir
calculs innecessaris, abans de comencar amb la primera iteracié n = 2 calcularem
tots els nombres Fy,(q¢) amb (d,m,q) terna ng-imprescindible. D’aquesta forma
ens assegurem que a l’hora de calcular els nombres e,(d,p), (d,p) € V,, n =
2,3,...,ng, els valors Fy,,(q) que es necessitin en cada moment seran coneguts.

El conjunt format per totes les ternes ng-imprescindibles és

on
A= U {@d+1p) [ (d.p) €Vamr,d 2 d+2p -1}

(d,p)EVn

El nostre proposit és donar un procediment per calcular els nombres Fy,,(q) amb
(d,m,q) € A. Primerament posarem el conjunt A en forma més convenient. Sigui

A={(dm,q) eN*|0<d<m<ng,d=mm+2q<ng} (9.18)

Notem que (0,0,9) € Asig=0,1,...,[%2].

Proposicié 9.5. Si ng > 3 aleshores

Ny

Z:A\{(o,o,q)|q:0,1,...,[7”.

Demostracié. Anem a provar primer la inclusié C. Sigui n un nombre natu-
ral amb 2 < n < ng, i considerem un parell (d,p) € V,,. Hem de veure que
si (d,p) € V,.1id > d+ 2p— 1, aleshores la terna (d,d" + 1,p’) pertany a
A\{(0,0,¢) | ¢=0,1,...,[%]}. Que(d,d+1,p') ¢ {(0,0,q) | ¢=0,1,..., (2]}
és trivial perqué d' +1 > 1. Anem a provar ara que (d,d + 1,p') € A. Es a dir,
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hem de veure que es satisfan les tres condicions segiients: (i) 0 < d < d' + 1 < ny,
(i) d 2 d+1,i (i)  + 142 < ng. Com que (d,p) € Vy, (d,p') € Vyy i
d > d+ 2p — 1, es verifiquen les propietats segiients: (a) d 2 n, (b) d+2p < n,
©dZEn—1,(d)d+2 <n—1,i()d >d+2p—1.

De (a) i (c) resulta (ii). De (d) es dedueix que ng >n >d +2p' +1>d + 1, i
de (e) que d' +1 > d+ 2p > d. Aixo implica (i). Finalment, utilitzant de nou (d)
resulta (iii). Hem vist la inclusié C.

Anem a veure 2. Sigui (d,m,q) € Aamb (d,m,q) ¢ {(0,0,¢) | ¢=0,1,..., [2]}.
Aixo implica d > 1 6 m > 1, i com que (d,m,q) € A, i en particular d < m,
forcosament és m > 1. Hem de provar que (d,m, q) € A. Es a dir, que existeixen
un nombre natural n, 2 < n < ng, un parell (d,p), (d,p) € V,,, i un parell (d',p’)
amb (d',p') € V,_1 id > d+ 2p— 1, de manera que (d,m,q) = (d,d" + 1,p).
Considerem els nombres n, p,d’ i p’ definits per

(2)

id= .

n= o o (z)no 7p:07 dl:m_LIPIZQ'
no—l, SidEno—l

Donat que (d,m,q) € A, és
0<d<d+1<ng, d=d +1, d +1+ 20 <ng (9.19)

Per altra banda 2 < n < ng puix que ng > 3. A més a més n = din >d. D’aqui
que (d,p) = (d,0) € V,,. Per al parell (d',p’) es verifica que d’ 2d-12n-1i
d +2p < n—1. En efecte, de (9.19) obtenim que d’' +2p’ < ng—1. Sid 2 N
tindrem que d' +2p’ < n — 1, ja que en aquest cas n = ng. En canvi, si d < ng — 1
aleshores d' = d — 1 = ng, i de la desigualtat d’ + 2p’ < ng — 1 es dedueix que
d+2p <ng—2=n-—1.

Observem també que d > d — 1 = d + 2p — 1. De tot aixo resulta 2 < n < ny,
(d,p) € Vp,, (d',p)) € Vuy id > d+2p— 1. Tenint en compte que (d,m,q) =
(d,d" 4+ 1,p'), obtenim (d,m,q) € A. Aixd completa la demostracio. O

La hipotesi ng > 3 no és restrictiva pel fet que I'obtencié dels nombres e,,(d, p),
(d,p) € V,,, involucra també el calcul dels es(d, p), (d,p) € Va.

De la proposicié anterior es dedueix que per obtenir els nombres de la forma Fy,,(q),
(d,m,q) € A, és suficient calcular els nombres Fy,,(q) amb (d, m, q¢) € A. Observem
que el cost de calcul d’uns i altres és el mateix, jaquesiq=20,1,..., [%] , aleshores
el valor de Fyo(q) ve donat explicitament en (9.3).
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Proposicié 9.6. El conjunt A té la segiient propietat. Si (d,m,q) € A i d > 1,
aleshores (d—1,m —1,¢") € A per a tot ¢ =0,1,...,q.

Demostracio. Si (d,m,q) € Aid>1, seralgdgmgng,dgmim+2q§no.
Aixéimplicaque()§d—1§m—1gno,d—l%m—l,im—l+2q’§noper
atot ¢ =0,1,...,¢q. Pertant (d—1,m—1,¢d) € Asi¢d =0,1,...,q. O

Comentari 9.7. La propietat de la proposicié anterior, juntament amb la recur-
réncia (9.12), permeten calcular tots els nombres Fy,,(q), (d,m,q) € A, per nivells
d, tal com es descriu a continuacio:

1. Quan d = 0 comencem amb els nombres Fp,,(q) tals que (0,m,q) € A.
Aquests vénen donats en (9.3).

2. Sigui d > 1 i suposem que hem calculat els nombres del tipus Fy_1,,(q) amb
(d—1,m,q) € A. Hem de veure que a partir d’aquests podem obtenir tots
els Fyn(q) amb (d,m,q) € A. En efecte, si (d,m,q) € A, de la proposici6
9.6 es desprén que (d — 1,m —1,q — k) € Aperatot k=0,1,...,¢q,ien
particular, per hipotesi, els nombres Fy_1,,-1(¢ — k), k = 0,1,...,¢, sén
coneguts. Finalment, el valor de Fy,,(q) s’obté a partir d’aquests emprant
(9.12), d'on Fyn(q) = > 4 _o(L +2k)Fy_1,m—1(q — k).

El comentari anterior déna un procediment per al calcul dels nombres Fy,,(q),
(d,m,q) € A, ien particular també per als nombres Fy,,(q), (d,m,q) € A.

Finalment, observem que el conjunt A admet una expressié més senzilla fent el
canvi m = d + 27, j > 0, resultant que

A={(d,d+2j,q) | d,j,q >0, d+2j +2q < ng} (9.20)

0, equivalentment,

—d —d
A= {(d,d+2j,q> [0<d<my,0<;< {”02 } 0<g< {”“2 } —j}.
El procediment obtingut en el comentari 9.7 pot fer-se seguint el segiient algorisme.

Algorisme 9.8.
Pas 1. Calcul dels Fy,,(q) tals que (0,m,q) € A.

[ ] FQ()(O) = 1
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° Peraq:l,Q,...,[%},
Foolg) =0

° Peraj:172,...,[%l};qzo,l,...,[%}_j7

qg+25—1
Foz;(q) = ( 2j — 1

Pas 2. Calcul dels Fyn(q), (d,m,q) € A, d > 1.

e Perad=1,2,...,n0; j=0,1,...,[22¢]; ¢=0,1,..., [22¢] — j,

q

Fuai2i(q) = Z(l +2k)Fy_1,442j-1(¢ — k)
k=0

9.1.2 Els nombres ¢,(d)

Sigui » un nombre natural, n > 1, i considerem el conjunt
VE={deN|0<d<ndZn} (9.21)

Dit d’una altra manera, V> = {d € N | (d,0) € V,,}. Per exemple, V} = {1}, V5 =
{0,2},... El canvi d = n — 2i, i > 0, mostra que

V;:{n—zuogig[g]}

i, en particular, el cardinal de V? és V% = [g] + 1.

Definicié 9.9. Es defineixen recurrentment els nombres {e,(d)}n>1, aevs per
er(1) =1 (9.22)
isin>2ideVy;,

eald) = 3 (d+(:l++d)enl(d') (9.23)

d'evs

n—1

d'>d-1

Les mateixes consideracions que abans sén valides. Aixo és, Pexpressié (9.23)
és recursiva en n donat que permet calcular cada nombre e,(d), amb d € V?, a
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partir dels nombres del tipus e, 1(d'), d € V5 ;. Quann =1 és VF = {1} i
conseqiientment a (9.22) queda definit 1'inic e;(d) amb d € VP. Fent el canvi
d=n—-1-2I,0<i< ["T’l}, aleshores (9.23) pren la forma

n—d

euld) =3 (C” e 2) enr(n — 121

i'=0

onsid=0id=3%,ése,_1(n—1—-2i') =e,_1(—1) = 0. A més a més, posant d

enlaformad=n—2:,0<:< [g], resulta

enln — 2i) = Z (" ! _,i,) en_1(n —1— 2 (9.24)

, n—20
=0

Aquesta expressio és valida per atot i =0,1,..., [%] , 1 permet anar obtenint tots
els e, (d) amb d € V?.

9.2 Tipus de paritat d’un esquema complet

Definicié 9.10. Considerem una configuracié completa N. Siguin (y;,0),i =

1,2,...,d, els nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat senar, ordenats
per ordre creixent d’abscisses, i siguin yp = —00, Y411 = +00. Considerem, per a
cada i =0,1,...,d, el nombre p; definit com el nombre de nodes de N que tenen

derivacié zero i abscissa estrictament compresa entre v; i y;41. Es a dir,
p,=t{(z,0) e N |y <x<yis1},i=0,1,...,d.

Anomenem tipus de paritat de N, o simplement tipus de N, al parell (d;p), on p
és el multi-index

p = (Po,P1, - .-, Pa) € N*™.

A la segiient figura hi ha representats els nodes de derivaci6 zero d’una configuracié
completa de tipus (d;p). Els nodes encerclats sén els que tenen derivacié zero i
multiplicitat senar.

-®
1
49
il
®

Figura 9.1. Configuracié completa de tipus (d;p), p = (Po, P1,- - -, Pa)-
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Observem que per a una configuracié completa N de tipus (d;p), el nombre de
nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat senar és igual a d, mentre que
el nombre de nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat parell coincideix
amb |p|. En particular,

d+ |p| = mn(0).

Observem també que si N; i Ny s6n dues configuracions completes tals que Ny ~
Ns, aleshores tenen el mateix tipus.

Proposicié 9.11. Sigui N una configuracié completa de longitud n i de tipus
(d;p). Aleshores (d,|p|) € V,, on V, és el conjunt definit a (9.14). Si a més a
més N és simple aleshores p=01ide V.

Demostracié. Siguin (y;,0),7 = 1,2,...,d, els nodes de N que tenen derivaci6 zero
i multiplicitat senar. Considerem també els nodes de N que tenen derivacié zero
i multiplicitat parell, (z;,0),k =1,2,...,|p|. Aplicant el corol-lari 2.14 resulta

Ip|

d d p|
n > ny(0) = ZmuItN[(yi, 0)] + Y multy[(2,0)] > > 1+ 2=d+2|p|.

=1

A més a més totes aquestes desigualtats conserven la paritat, i per tant n =

d+2|p| 2 4. Hem vist que d+2|p| <nid = n, 1 conseqiientment (d, [p|) € V,,. Si
amés N és simple, tots els nodes de NV que tenen derivacié zero tenen multiplicitat
senar. Aixo implica que |p| = 0 i en conseqiiéncia p = 0. Finalment, donat que
(d,0) € V,, sera d € V2. Aixo completa la demostracio. O

Definicié 9.12. Sigui F € £ un esquema complet. Direm que el seu tipus és
(d; p) si existeix un representant N de F que té tipus (d; p).

Observem que el tipus de F esta ben definit, ja que dos representants qualssevol
de F tenen el mateix tipus. Per a un nombre natural n > 1 i un parell (d;p),
d €N, p € N sigui g;:(d; p) el conjunt format per tots els esquemes complets
de longitud n que tenen tipus (d;p). Es a dir,

E:(d;p) = {E € & | E t¢ tipus (d;p)} (9.25)

De la proposicié 9.11 es dedueix que si é\;(d; p) # 0 aleshores (d, |p|) € V,,. En
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particular es té la descomposicié

= U &@p= U U &@p) (9.26)
deN,peNd+1 (d,p)€Vn peNdtl
[p|=p

Per a un nombre natural d > 0, sigui

E*(d) = {E € & | E té tipus (d; 0)} (9:27)

Dit d’una altra manera, gjj’s(d) = g;';’s N gf{(d; 0). El conjunt gz’s(d) també es pot
definir com el conjunt format pels esquemes complets i simples F de longitud n
tals que admeten com a representant una configuracié N amb my(0) = d. Notem
que en aquest cas tots els representants N de E verifiquen my(0) = d. De la
proposicié 9.11 es despren que si g,’;’s(d) # () aleshores d € V2, i per tant

E = &) (9.28)

deVg

9.3 Nombre d’esquemes complets
En aquesta seccié demostrarem els dos resultats segiients.

Teorema 9.13. Sigui n > 1 un nombre natural.

(i) Per a tot parell (d;p), d € N, p € N**1 tal que (d,|p|) € V,,, es verifica
15(d; p) = ea(d, |p) (9-29)

En particular, el cardinal de é\;(d; p) només depén de d i de |p|.

(i1) El nombre d’esquemes complets de longitud n és

B D G X (930

(d,p) eVn

Teorema 9.14. Sigui n > 1 un nombre natural.

(1) Si d € V? aleshores R
16,°(d) = en(d) (9.31)
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(ii) El nombre d’esquemes complets i simples de longitud n és

185 =" en(d) (9.32)

devs

Comentari 9.15. L’apartat (ii) d’aquests teoremes permet obtenir el nombre
d’esquemes complets de longitud 7 i el nombre d’esquemes complets i simples de
longitud n a partir de nombres del tipus e, (d, p) i e,(d) respectivament. Observem
també que apartat (ii) de cada teorema es deriva del seu corresponent apartat
(i). En efecte, si suposem provat 'apartat (i) del teorema 9.13, aleshores, aplicant
cardinals a (9.26) resulta

D DD D 3 IR DD DI

(d,p)€Vy peNdtl (d,p)€Vy peNdt!
[pl=p [p|=p
= > edpi{p e N ||p| =p}
(d,p)EVn
p+d
= X (")t
(d,p)EVn

Es a dir, obtenim (ii). Analogament, I'apartat (ii) del teorema 9.14 es dedueix de
lapartat (i) aplicant cardinals a (9.28).

Demostracié. Es suficient demostrar I'apartat (i) de cada teorema. Per provar
aquest apartat el resultat fonamental que utilitzarem és la proposicié 9.19.

En el que segueix es consideren fixats un nombre natural n > 1 i un parell (d; p),
d € N, p= (po,P1,---,Pa) € N1 tal que (d,|p|) € V,. A continuacié es
defineixen algunes funcions que necessitarem més endavant.

e La funcié
¢:{0,1,2,...,d+1} — {0,1,2,...... ,d+ |p| +1}

ve definida per

—Z—I—sz, i=0,1,...,d+1 (9.33)
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Observem que aquesta funcié també es pot definir recurrentment per ¢(0) =
0,ipi+1)=p()+p;+1sii=0,1,...,d. Es verifica que

0=0p0) <p(l) <)< <) <ed+1)=d+|p|+1.
Sigui r € N4*PI+1 un multi-index, r = (rg, 11, . .. Tdiip|)-

o Es defineix la funcié
¢ :{0,1,2,...,d+ |p|+1} — {0,1,2,...,|r| + |p|}
per

k—1
Celk) = rw+k—ix, k=01,....d+[p|+1 (9.34)
k'=0

onsik=0,1,...,d+ |p|+ 1, aleshores

iy =max{i € {0,1,....d+ 1} | (i) < k} (9.35)

Observem que els nombres 7, verifiquen

O=1<i1<ip < Zlgpp1=d+1

ib <in+1, k=0,1,....,d+|p|.

A més a més, gy = i + 1 siinoméssi k+ 1 = (i) per a algun i =
0,1,...,d+ 1. De tot aixo obtenim que (,(0) =0, (. (d+ |p|+1) = |r| + |p|,
iquesi0<Fk<d+ |p| aleshores

Cr(k/’ + 1) — Cr<k/’) =1+ 1-— (ik+1 — Zk;) 2 I (936)
Per tant,
0=¢G(0) <¢(1) <G(2) <o < G(d+Ipl) < G(d+ [p[+1) = [r[+ |p].

De (9.36) també es desprén que si vy, > 1 per atot k =1,2,...,d+ |p| — 1,
aleshores (,(k+ 1) — (.(k) > 1. Conseqiientment en aquest cas resulta
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e Es defineix la funcié 9, com la composicié de ¢, amb ¢. Es a dir, 9, = 0.
Explicitament,

9 :{0,1,2,...,d+1} — {0,1,2,... [r| + [p|}

és la funcié tal que sii =0,1,...,d + 1, aleshores
e(i)—1
Ge(i) = Cel(D) = Y rit (i) —i (9-37)
k=0
En efecte, quan k = (i), el nombre i, és igual a i.
Notem que
w(i+1)—-1 o(i+1)—1
Oe(i+1) = (i) = Y mteli+1)—el)—1= > rtps
k=¢(i) k=¢(i)

si0<1<d,ique

0= 9,(0) < Dp(1) < 0p(2) < - < D(d) < Vp(d+1) = || + |p].

Sirgy >1peratot k=12,...,d+|p|— 1, llavors

0=1:(0) < (1) <0r(2) <+ <Uu(d) <e(d+1) = [r[ +[p|.

La importancia de les funcions ¢, (. i ¥, ve donada pels resultats segiients.

Lema 9.16. Sigui N una configuracié completa de tipus (d;p). Suposem que
els nodes (xy,0),k = 1,2,...,d + |p|, son els nodes de N que tenen derivacio
zero ordenats per ordre creizent d’abscisses. Aleshores, els nodes de N que tenen
derivacid zero 1 multiplicitat senar son els nodes de la forma

(xw(i),O), 1= 1,2, ces ,d.

Demostracié. Considerem nombres naturals 1 < o7 < 09 < --- < 04 < d+ |p| de
manera que els nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat senar sén els
nodes (z,,,0),2 =1,2,...,d. Anem a veure que ; = ¢(i) peratoti=1,2,...,d.
Siguin xg = —00, Zgt|pj+1 = +00,00 = 010441 = d+|p|+1. Donat que el tipus de
N és (d;p), p = (Po, P1, - - -, Pa), €l nombre de nodes de N que tenen derivaci6 zero
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i abscissa estrictament compresa entre z,, i ,,,, és exactament p;, 7 =0,1,...,d.
Aixo implica que 0,41 —0; =p; + 1 peratot i =0,1,...,d, i per tant

i-1 i—1 -1
;= Z(Uz”ﬂ —oy) = Z(Pi/ +1) =i+ Zpi’ = ¢(i).
i = =0 /=0
Ja hem acabat. O

Lema 9.17. Sigui N una configuracié completa de longitud n i de tipus (d;p).

Suposem que els nodes (xy,0),k =1,2,...,d+ |p|, son els nodes de N que tenen
derivacio zero ordenats per ordre creizent d’abscisses, i siguin Ty = —00, Tqy|p|+1 =
+o0o. Pera k=0,1,...,d+|p|, considerem el nombre vy definit com el nombre

de nodes de N que tenen derivacio 1, multiplicitat senar 1 abscissa estrictament
compresa entre xp 1 Tpy1. Bs a dir,

r, = t{(z,1) € N | xp < & < Tpy1, multy[(x,1)] senar} (9.38)
Sigui v = (Yo, Ty, ..., Tqyp|). Llavors,

(i) Si d+ |p| > 1 aleshores r = Tii|p| 201y

S

1, k=12....d+|p| - 1.
Quan d = |p| =0 és To = 1.

(11) Si 0 < k < d+ |p| + 1, el nombre de nodes de N que tenen derivacid 1,
multiplicitat senar i abscissa més petita o igual que xy, és igual a (.(k).

(i1i)) Per a 0 < ¢ < d+ 1, el nombre de nodes de N que tenen derivacié 1,
multiplicitat senar i abscissa més petita o igual que Ty €s igual a V(7).

(iv) Es verifica
v[ + [p[ = v

on u és el nombre de nodes de N que tenen derivacio 1 © multiplicitat senar.

Demostracio. (i) Aquest apartat és una conseqiiéncia immediata del fet que N
és completa. En efecte, suposem primer d + |p| > 1, és a dir, d i p no sén
simultaniament nuls. La paritat de ry, & = 0,1,...,d + |p|, coincideix amb la
paritat del cardinal de g, on g és el grup interior de N determinat pels nodes
consecutius (xy,0), (xx41,0) si 1 < k < d+ |p| — 1, el grup exterior-esquerra de N
determinat pel node extrem-esquerra (x1,0) quan k = 0, o el grup exterior-dret
de N determinat pel node extrem-dret (zq4p|,0) quan k& = d + |p|. De tot aixo

(2)

resultarozrdﬂp‘go,irkglsilgkgd—ﬂm—l.
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Quan d = |p| = 0, la paritat de r( coincideix amb la paritat del nombre de nodes
del grup atipic de N que té derivacié 1, i per tant és senar.

(ii) Sigui Z el conjunt format pels nodes de N que tenen derivacié 1, multiplicitat
senar i abscissa més petita o igual que z,. Hem de veure que el cardinal de 7
és igual a (.(k). Considerem la descomposicié Z = Zp U I, on Zp és el conjunt
format pels nodes de Z que sén peus de N, i Z és el conjunt format pels nodes
de Z que no sén peus de N. El cardinal de Zp és

k—1 -
fTp =3 #{(5,1) € N | o < & < o, ity [(,1)] senar} = 3wy
k'=0 W=0

Per altra banda, els nodes de N que tenen derivacié 1, multiplicitat senar, i que
no sén peus de N, es corresponen amb els nodes de N que tenen derivacié zero i
multiplicitat parell. Per tant el cardinal de Z3 coincideix amb el nombre de nodes
de N que tenen derivacié zero, multiplicitat parell i abscissa més petita o igual
que xy. Utilitzant aixo, el lema 9.16 i la definicié del nombre i) en (9.35), obtenim

175 = #{(21,0), (22,0), -, (28, )\ {(#(2), 0), ((2), 0), - - (T, 0)} = b — i
i, en conseqiiencia,

k—1
4T = §Tp +4Tp = Y 1w+ k — ik = (, (k)

k'=0
tal com voliem veure.
(iii) S’obté aplicant ’apartat anterior quan k = (7).

(iv) Aquest apartat és conseqiiéncia d’aplicar 1'apartat (ii) quan k = d + |p| + 1.
En efecte, com que x4 p|+1 = +00, el nombre de nodes de N que tenen derivacié
1 i multiplicitat senar és igual a (.(d + |p| + 1) = [r| + |p|, donu = [r| + [p|]. O

Per a una configuracié completa N definim la seva configuracié derivada N’ per
N'={(z,j = 1) | (z,5) € N,j > 1}.

Es a dir, N’ és la configuraci6 obtinguda de disminuir la derivacié dels nodes de N
en una unitat. La longitud de N’ és n—1, N’ és completa si N ho és, i si Ny ~ N,
aleshores N ~ NJ.
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Si E e 5:;, I’esquema derivat E' és 'esquema que admet com a representant la
configuraci6é derivada d’una configuracié de E. Aixo és, E' = [N'] si N € E, on
el claudator denota la classe d’equivaléncia de N’ per ’equivaléncia ~. Observem
que E’ no depén del representant escollit N de F, i que E' € g;‘;_l.

A continuacié introduim alguns conjunts que necessitarem més endavant. Per a
un esquema complet £ € £ || sigui

F={Ec&dp) | E =FE} (9.39)

Es a dir, Az és el conjunt de tots els esquemes complets de longitud n, de tipus
(d;p), i tals que el seu esquema derivat és F. Clarament £ (d;p) és la reunié
disjunta de tots els Ag, £ € & _,.

Representem els multi-indexs r € NOtPI+! en la forma r = (ro,T1,...,Tayip|)-
Quan d + |p| > 1, i.e., d i p no s6n simultaniament nuls, sigui

F={reN#PH p 2, 20, 21sik=1,2....d+|p|—1} (9.40)

Es a dir, F esta format per aquells multi-indexs de N¢tIPI*1 tals que la seva primera
i dltima components sén parells, i la resta de components sén senars. Quan d =
|p| = 0 aleshores es defineix

F={reN|rZ21} (9.41)

Observem que per al multi-index r del lema 9.17 es té r € F, ja que aixi ho
estableix 'apartat (i) del lema.

Si v > 0 és un nombre natural, posarem

Fo={reF||r|=u—|p|} (9.42)

Considerem ara un parell (u;q), v € N, q = (qo,q1,---,9q,) € N“T. Per a un
multi-index r € F,, es defineix

H(u;q);r = {h = (hla h27 ce 7hd) € Nd | 0<h; < 2q19r(z) sii=1,... 7d} (943)

Aquest conjunt esta ben definit sempre que d > 1. En efecte, donat que r € F,
serd |r| = u—|p| iper tant 0 < J,(i) < |r|+|p| =u peral <i < d. Aixo implica
que els nombres gy, (), © = 1,2,...,d, estan ben definits.

Quan d = 0 aleshores es defineix

H(U;q);r = {0} (9'44)
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Lema 9.18. FEs verifiquen els apartats segiients:

(a) Sigui uw > 0 un nombre natural. Aleshores, F, és no buit si i només si

uEn—1iu>d+2 |p| — 1. A més a més en aquest cas el cardinal de F,

és
d+ |p| + u+1—d—2|p|
§Fu = ( d+ Ipl 2 (9.45)

(b) Considerem un parell (u;q), v € N, g = (qo,qi,---,q,) € N“T1. Aleshores,
per a tot multi-index v € F,, es compleix que

THuwayr = (1 + 209,1)) (1 + 2q0,(2)) - - (1 + 2q0,(a)) (9.46)
interpretant aquest producte igual a 1 quan d = 0.

Demostracié. L’apartat (b) és una conseqiiéncia immediata de la definicié de
Husq)ie-

(a) Suposem primer que d = |p| = 0 i en particular que n és parell, ja que
n = d = 0. Sigui © > 0 un nombre natural tal que F, # (). Hem de veure que
u=n—1iu>d+2|p|—1. Aquesta tltima desigualtat és trivial pel fet que
d = |p| = 0. Com que F, # 0, de (9.41) i (9.42) es dedueix que u és un nombre
senar i que F, = {u}. Per tant u Z2n-1i ja hem acabat. El reciproc és trivial
puix que siu = n—1iu > d+2 |p|—1 aleshores u és senar i per tant F,, = {u} # 0.
Finalment, donat que F,, = {u}, el cardinal de F, és igual a 1, que coincideix amb
el nombre combinatori de (9.45) quan d = |p| = 0.

Suposem ara d + |p| > 1. Per a un multi-index s = (s, S1, ..., Sqy|p|) € N¢FPHL
sigui r(s) el multi-index

r(s) = (2s0,1+2s1,1 +2sy,...,1 4 2844 p|—1, 2Sa+|p|)-

De la definicié de F en (9.40) és immediat veure que F = {r(s) | s € Né+Pl+1},
Per altra banda es verifica |r(s)| = d + |p| — 1+ 2|s|. D’aqui que r(s) € F, si i
nomeés si u — |p| = d+ |p| — 1 + 2|s|, o equivalentment, |s| = %‘Hm. Aixo
implica que

1—d—-2
F, = {r(s) s € Netlei+ |g) = &F . Pl } (9.47)
i, en conseqiiéncia, F, # () si i només si u 4+ 1 — d — 2 |p| és un nombre positiu i

parell, és a dir, u > d+2|p|—1iu 2i-12n-1. Finalment, aplicant cardinals
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a (9.47) es deriva que

+1—d—-2|p| d + |p| 4 “2=2p|
Fo=t4s e NiHPI+L | |g) = 2 = 2
7= { Is : A

tal com voliem veure. O

Tot seguit enunciem i demostrem el resultat fonamental.

Proposicié 9.19. Sigui E € 5;71 un esquema complet de longitud n—1. Suposem
que el tipus de E és (u;q), on u € N i q € N“" son tals que (u,|q|) € V1.
Aleshores, el conjunt Ag de (9.39) és equipotent al conjunt

B(“?Q) = {(I‘, h) | rec fua h e H(u;q);r} (948)

Comentari 9.20. D’aquesta proposici6 es desprén que si Ag # () aleshores u >
d+2|p|— 1. En efecte, donat que Az és equipotent a Byy.q), sera B,.q) 7# 0. Aixo
implica F,, # 0, i aplicant ara I’apartat (a) del lema 9.18 obtenim u > d+2 |p| — 1.

Demostracio de la proposicid. Procedirem construint una aplicacié entre Ay i
B(uq), denotada T : Az — B(yq), 1 veurem que és bijectiva.

Pas 1. Construccié de T

L’objectiu d’aquest pas és fer correspondre a cada esquema F € Az un element
T(E) € B(uq)- Aixo definira I'aplicacié 7.

Sigui £ € Ag. Es a dir, E és un esquema complet de longitud n, de tipus (d; p) i
la seva derivada E' és igual a E. En particular el tipus de E' és (u; q). Considerem
un representant qualsevol N de E. Donat que E € Az, N és una configuraci6
completa de longitud n, de tipus (d;p) i N’ € E. En particular N’ té tipus (u;q).

Siguin (z%,0),k = 1,2,...,d + |p|, els nodes de N que tenen derivacié zero or-
denats per ordre creixent d’abscisses, i siguin xy = —00, Tg4|p|+1 = +00. Podem
considerar els nombres 1y, k =0,1,...,d + |p|, definits com en el lema 9.17. Aixo

és, r; és el nombre de nodes de N que tenen derivacié 1, multiplicitat senar i
abscissa estrictament compresa entre z; i ;1. Considerem també el multi-index

r = (ro,T1,...,Tayp|) -
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L’apartat (i) del lema 9.17 estableix que r € F. Per altra banda, com que el tipus
de N’ és (u;q), el nombre de nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat
senar és igual a u. Aixo implica que el nombre de nodes de N que tenen derivacié
1 i multiplicitat senar també és igual a u, i per 'apartat (iv) del lema 9.17 resulta

v[ = u —[p| (9.49)

Es a dir,
rcF, (9.50)

De l'apartat (iv) del lema 9.17 també es desprén que les aplicacions (,. i ¢, prenen
valors en el conjunt {0,1,..., u}.

Siguin ara (y;, 1),t = 1,2,...,u, elsnodes de N que tenen derivacié 1 i multiplicitat
senar, ordenats per ordre creixent d’abscisses. Posem també yy = —o00, 9,11 =
+00. Per a1 = 1,2,...,d, el nombre de nodes de N que tenen derivacié 1,

multiplicitat senar i abscissa més petita o igual que z,(; és igual a ¥,(i), ja que
aixi ho estableix 'apartat (iii) del lema 9.17. D’aqui que

Y9:(i) < To(i) < Yor(i)+1 -

A més a més forgosament és ;) # Ys.)- En efecte, si fos x4 = yo.), la
multiplicitat en N del node (x,;,0) seria igual a 14+multy|(ys,(;),1)], 1 per tant
parell. Aixo es contradiu amb el lema 9.16. Per tant

Yo (i) < Top(i) < Yop(i)+1 (9.51)

Sigui s; el nombre de nodes de N que tenen derivacié 1 i abscissa estrictament
compresa entre ¥y, ;) 1 Tp). Es a dir,

si =MW, 1) € N | yos.6) <y < Tyw}, (9.52)
1 sigui
. 1, si ($@(i), 1) eN
Vi T { 0, si(zpm,1)¢N (9.53)

Notem que 7; = 0 si i només si el node (z,(;),0) és simple (té multiplicitat 1).
Per altra banda, donat que el tipus de N’ és (u;q), 9 = (qo, 1, ---,qu), 1 que els
nodes (y;, 1),t = 1,2, ..., u, sén els nodes de N que tenen derivaci6 1 i multiplicitat
senar ordenats per ordre creixent d’abscisses, resulta que el nombre de nodes de
N que tenen derivacié 1 i abscissa estrictament compresa entre vy, ;) 1 Y9,(i)+1 €S
exactament quy,(;). Aixo implica que 0 < 5; < gy, ;). A més a més, quan y; = 1 es
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verifica s; < qy,(;) puix que en aquest cas el node (2, 1), que és un node de N,
no queda comptabilitzat en s; (veure (9.52)).

Es defineix aleshores h; per
h;, =2s; +; (9.54)

A la segiient figura hi ha indicats els nodes (yg,iy, 1) 1 (Yg.(i)41,1), 1 també els
qy, (i) nodes que tenen derivacié 1 i abscissa compresa entre g,y 1 Yo, ()41 A la
part inferior d’aquesta figura s’hi troba el valor de h; en funcié d’on estigui situat
el node (x,(;),0) (marcat amb una creu).

s o1 Y0 0 ey M)
- o ° Ry /
\ ;
XK XX X 2)(
he ° 4244, L B0
: 1 3 5 2q, -1
Figura 9.2

Observem que
0 < h; < 2qy,() -

En efecte, si s; < qg,(;) aleshores 0 < h; < 2qy,; — 1, i si s; = qg,(;) aleshores
7; = 0 i per tant h; = 2qy, ().

Donat que aquest procés es pot anar repetint per a cada i = 1,...,d, obtenim un
element
h = (hy, hy,..., hy) € N

tal que 0 < h; < 2qy,;) si 1l <7 <d. Es a dir,
h e H(u;q);r (955)
Quan d = 0 definim h = 0, de manera que en aquest cas també es verifica (9.55).

De (9.50) i (9.55) es deriva que el parell (r;h) pertany al conjunt B,.q). A més a
més el parell (r;h) no depén del representant N de E escollit. En efecte, consi-
derem un altre representant N* € E isigui ¥ = Wy y- la identificacié natural entre
N i N*. Si(x3,0),k =1,2,...,d + |p|, sén els nodes de N* que tenen derivacié
zero ordenats per ordre creixent d’abscisses, i x5 = —o0, 1} Hpl+1 = 09, aleshores
tindrem W[(zg,0)] = (23,0), £ = 1,2,...,d + |p|. Utilitzant que ¥ conserva 1-
abscisses 1 en particular també multiplicitats, resulta que el nombre r} del lema
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9.17 per a la configuraci6 N* és

r, = #{(z,1) e N*| 2} <2 <aj,,, multy-[(x,1)] senar}
= #{(z,1) € N |z < 2 < 241, multy[(z,1)] senar} =ry .
Aixo implica que el multi-index r* associat a N* és igual a r. Siguin ara (y;, 1), t =
1,2,...,u, els nodes de N* que tenen derivacié 1 i multiplicitat senar, ordenats per
ordre creixent d’abscisses. Posem també y5 = —oo iy, ; = +00. Es compleix que

Ul(y, D] = (yf,1), t =1,2,...,u. Tenint en compte que r* = r, les desigualtats
(9.51) per a N* estableixen

Yde()) < Tty < You(i)+1 -
El nombre sf de (9.52) associat a N* és
si =8y, 1) € N | yj) <y <zt =W 1) €N | yo.) <y <oy} = si

ja que W[(yg, ), )] = (U5, 1), Ul(p@),0)] = (27;),0) i ¥ conserva l-abscisses.
Per altra banda, donat que ¥[(z,(;),0)] = (2%;): 0) 1 que ¥ conserva multiplicitats,
obtenim v} = ~;, on v ¢és el nombre (9.53) associat a N*. De tot aixo es dedueix

que h? = h; i conseqiientment h* = h.
Per tant el parell (r;h) no depén del representant N de E. Definim aleshores
T(E) = (r;h).

Aquesta correspondéncia és valida per a qualsevol esquema E € Ag, i per tant
defineix una aplicacié
T : Ag — Bua)

que en el que segueix veurem que és bijectiva.

Pas 2. T és exhaustiva

Considerem un parell (r;h) € By,.q). Aixo és, r € F, i h € H(y,q)r- Hem de veure
que existeix un esquema F € Ay tal que 7 (F) = (r;h). En el que segueix posem
r = (I‘O,I‘l, R 7rd+|p\) ih= (hl, hg, e ,hd).

Considerem un representant N de E, i sigui Ny la configuracié obtinguda d’aug-
mentar la derivacié dels nodes de N en una unitat. Es a dir,

No={(z,j+1) | (z,j) € N}.
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La configuracié Ny no té nodes de derivacié zero i N = N. Siguin (y;,1), t =
1,2,...,u, els nodes de Ny que tenen derivacié 1 i multiplicitat senar, ordenats per
ordre creixent d’abscisses. Posem també yy = —00, y,41 = +00. Observem que en
efecte u és el nombre de nodes de Ny que tenen derivacié 1 i multiplicitat senar,
ja que el tipus de N és (u;q) i N} = N. D’aquest fet també es desprén que per al
multi-index q = (qo, q1, .- ., qy) €s té

a=0{(y, 1) e No |y <y <wys1}, t=0,1,...,u (9.56)

A continuacié es defineixen nombres x, k = 1,2,...,d + |p|, per casos. Sigui
1 <k <d+ |p|. Aleshores,

1. Cas k # ¢(i) per a tot i =1,2,...,d. En aquest cas es verifica 1 < (,(k) <
u. En efecte, per una banda tenim que r € F,, i per tant (,.(k) < |r|+|p| = v,
i per altra banda, donat que k # ¢(i) per a tot i = 1,2,...,d, es compleix
que ix = ix_1, on els nombres iy, ix_1 s6n els nombres definits a (9.35). D’aixo
i de (9.36) obtenim que (,.(k) — (.(k —1) =r,_1 +1 > 11, en conseqiiéncia,
(k) > 1.

Es defineix aleshores

r

Tk = Yc, (k) (9.57)

2. Cas k = (i) per a algun i = 1,2,...,d. En aquest cas es té ( (k) =
C.(0(i)) = 9:(i). Siguin

(Zz'ly 1)7 (212, 1), ) (Zz’,ww 1)

els nodes de Ny que tenen derivacié 1 i abscissa estrictament compresa entre
Y9:(i) 1 Yoe(i)+1. Posem també zig = Yy, (i) 1 Ziw,4+1 = Yo.(5)+1- Els nombres z;,
els podem suposar ordenats de manera que

Yor (i) = Zio < Zin < Zig < 0 < Ziaw; < Ziwi+1 = Yop(i)+1 -

D’aplicar (9.56) al nombre ¢t = ¥,(i) es dedueix que w; = qy,(;). Considerem
ara la component h; del multi-index h, la qual es descompon en la forma

h; =2s; + 7,

on s; > 0 és un nombre natural i v, € {0,1}. Donat que 0 < h; < 2q9,.(i) =
2w, tindrem 0 < 's; < w;, i si s; = w; aleshores v, = 0.

Es defineix llavors el nombre xj;, segons les dues possibilitats segiients:
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2.1 Cas v; = 1. Amb altres paraules, h; és un nombre senar. En aquest
cas es defineix
Tk = Zjs;+1 (958)

2.2 Cas v; = 0. En aquest cas es defineix x;, com qualsevol nombre complint

Zigr < Tk < Zisii1 (9.59)

Observem que en qualsevol d’aquests dos casos es compleix que

Yoo (k) = You(i) < Tk < Yop(i)+1 = Y¢,(k)+1 (9.60)

En efecte, quan v, = 1 forgosament és s; < w;, d’on s; +1 < w; i per tant el
nombre z; 11 de (9.58) pertany a U'interval (yg, (i), Ys.(i)+1). En canvi, quan
7v; = 0 aleshores (9.60) s’obté immediatament de (9.59).

Peracadak =1,2,...,d+|p| hem definit un nombre ;. Posarem també xg = —oo
i Zgypl+1 = +o0. De (9.57) i (9.60) és facil veure que els x3, K =1,2,...,d+ |p|,
estan ordenats en forma creixent. Es a dir,

—00 =29 < X1 < Ty <+ < Xgplp| < Tatlp|+1 = T .

Definim la configuraci6 N com la configuracié obtinguda d’afegir a Ny els nodes
de la forma (z4,0), k =1,2,...,d + |p|. Es a dir,

N = NoU{(2x,0) | k=1,2,....d+]pl}.

Clarament N té longitud n i N’ = N} = N. A més a més verifica les propietats
segiients:

(a) Els nodes de N que tenen derivacid zero i multiplicitat senar son els nodes
de la forma (x,,0), i =1,2,...,d.

En efecte, per ai =1,2,...,d, la definicié de x; quan k = ¢(i) correspon al
cas 2. Quan v; = 1, és a dir, quan es verifica el cas 2.1, tindrem (z,;),1) =
(2is;41, 1), pero com que v, = 1 i conseqiientment s; < wj, el node (2; 5,41, 1)
té multiplicitat parell en Ny, i per tant la multiplicitat en N de (x,(;), 0), que
ésigual a 1+multy, [(2s,+1, 1)], és senar. Quan v, = 0, de (9.59) obtenim que
(243, 1) = (zr, 1) ¢ No, d’on multy[(x,),0)] = 11 per tant la multiplicitat
en N del node (z,(;),0) torna a ser senar.
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(c)

Sigui ara (z,0), k = 1,2,...,d + |p|, un node de N tal que k # (i) per
atot i =1,2,...,d. La definici6 de x; correspon al cas 1, implicant que
T = Ye, (k- Ara, com que el node (yc (), 1) té multiplicitat senar en N, la
multiplicitat en N de (zy,0), que és igual a 1+multy, [(yc, k), 1)], és parell.

Si k=0,1,...,d+ |p|, el nombre de nodes de N que tenen derivacid 1,
multiplicitat senar i abscissa estrictament compresa entre Ty © Tyy1 €s iqual
a ry. Es a dir,

r, =t{(y,1) € N |z <y < xpy1, multy|(y, 1)] senar} (9.61)

En efecte, considerem el conjunt
Ry ={(y,1) € N | 2 < y < 41, multy|[(y, 1)] senar}.

Hem de veure que el cardinal de Ry és igual a ry. De (9.57) i (9.60) es
dedueix que tant en el cas 1 com en el cas 2 de la definicié de xy, es verifica
Ye.k) < T < Y (k)+1- Per al nombre k + 1 tindrem i1 = ye (r41) Si

k+1#0(i),i=1,2,...,d, 1 Y¢,(hr1) < Thr1 < Yeu(kr1)+1 Stk + 1= (i) per
aalgun i =1,2,...,d. De tot aixo es desprén que

Ry = {(ye, ()41, 1)y (W, 042 1)s (Weotky35 1)y -+ o (Yoo (-1, 1)}
sik+140@),i=12....d1
Ry = {(ye,+1: 1), We,twy+2: 1)y We, 43 1) - (e orny)—15 1), (e, (hrny» 1)}
sik+1=¢(i) peraalgun i =1,2,...,d. Per tant,

R Gk+1)—=C(k)—1, sik+1#¢(i),i=1,2,...,d
Aty = C(E+1)— (. (k), sik+1=¢(),i=1,2,...,d

Utilitzant ara (9.36), d’on (.(k + 1) — (. (k) = v + 1 — (igr1 — ix), 1 que
ikr1 =dp siinomés si k+1# (i), i =1,2,...,d, resulta §R; = ry i ja hem
acabat.

Si 1 <17 <d aleshores

s =t#{(y,1) € N | Yo (i) <Y < %a(z‘)} (9.62)

1, si(zyp),1) €N
%:{ 0 H 0 1) (9.63)
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on s; >0 1, €{0,1} son els nombres tals que h; = 2s; + ;.

En efecte, sigui & = (7). La definicié de x) correspon al cas 2, i tenint en
compte que tant si es presenta el cas 2.1 com si es presenta el cas 2.2 es
verifica z; 5, < T < 25,41, resulta

ﬂ{(ya 1) eEN ‘ Yor(i) <Y < xw(i)} = ﬁ{(zila 1)7 (Zi2> 1)7 R (zl}sw 1)} = 5 -

Hem vist (9.62). Anem a veure (9.63). Si 7, = 1, de (9.58) obtenim que
Ty = Zis41 1 conseqiientment (zyy, 1) = (2, 1) = (25,41, 1) € N. En canvi,
si v; = 0 aleshores de (9.59) obtenim z;,, < o < 2541, d'on (T, 1) =
(zx,1) ¢ N.

N és completa.

En efecte, com que N és completa i N' = N = N, per demostrar que N és
completa és suficient veure les dues propietats segiients:

(i) Tot grup interior (resp. tot grup exterior) de N que tingui derivaci6 1,
esta format per un nombre senar de nodes (resp. un nombre parell de
nodes).

Aquesta propietat prové de (9.61) i de tenir en compte que r € F,, d’on
rogrdﬂp‘ %Oirk%) lperak=12,...,d+ |p|— 1.

(ii) Simpy(0) = 0 aleshores my(1) > 11iel grup atipic de N que té derivacié

1 esta format per un nombre senar de nodes.

Aquesta propietat és conseqiiéncia de que si my(0) = 0 tindrem d +
|p| =0, i com que (d, |p|) € Vj,, aixo implica d =0 2 1 resultant que n
és parell. Per tant, com que (u,|q|) € V;,_1, u és senar i en particular
u > 1. Ara, com que els nodes (y;,1), t = 1,2,...,u, sén els nodes de
N que tenen derivacié 1 i multiplicitat senar, és my(1) > u > 11, a
més a més, la paritat del nombre de nodes del grup atipic de NV que té
derivacié 1 és igual a la paritat de u, essent per tant un nombre senar.

Concloem aixi que N és completa.

El tipus de N és (d;p).

Aix0 és una conseqiiéncia immediata de la propietat (a). En efecte, els
nodes de N que tenen derivacié zero i multiplicitat senar sén els de la forma
(243),0), © = 1,2,...,d. Per tant en total hi ha d nodes de N que tenen
derivacié zero i multiplicitat senar. A més a més, per a ¢ = 0,1,...,d, els
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nodes de N que tenen derivacié zero i abscissa estrictament compresa entre
Ty() 1 Tp@r1) sOn els de la forma (x5, 0) amb k = (i) +1,0(i) +2,..., (i +
1) — 1. En total d’aquests n’hi ha ¢(i + 1) — (i) — 1 = p;, resultant que el
tipus de N és (d; p).

De les propietats anteriors es dedueix que N és una configuracié completa de
longitud n, amb tipus (d;p) i amb N’ = N} = N. Aixo implica que 'esquema E
tal que N € F, pertany a Az. A més a més, per construccié es té

T(E) = (r;h).

En efecte, a I’hora de construir la imatge 7 (E) podem escollir la mateixa configu-
racié N com a representant de F. Aquesta construccié porta directament a que
7 (F) = (r;h) si es tenen en compte les propietats (c) i (d) anteriors.

Pas 3. 7 és injectiva

7(E*). Hem de veure que F = E*. En

Siguin E, E* € Ay tals que 7 (FE)
T(E*) = (r;h), r = (ro,r1,...,Tqpp), h =

el que segueix posem 7 (F) =
(hlv h27 s >hd)-

Considerem dos representants N i N* de F/'i E* respectivament. Les configuracions
N i N* tenen longitud n i tipus (d; p). Les seves derivades N’ i N* tenen tipus
(u; q) i satisfan N’ ~ N*. Aixo prové de que E' = E* = E. Clarament F = E*
si i només si N ~ N*. En els paragrafs segiients demostrem que N ~ N*.
Donat que N’ ~ N*¥  també és Ny ~ Nj on Ny i Nj sén les configuracions
obtingudes de suprimir els nodes de derivaci6 zero de N i de N*. Es a dir,

No={(z,j) e N[j =1}, Ng ={(z,j) e N" | j = 1}.

Sigui ¥ la identificacié natural entre Ny i N, la qual conserva 1-abscisses. Siguin
també

(21,0), (x2,0),. .., (44ip, 0)

els nodes de N que tenen derivacié zero ordenats per ordre creixent d’abscisses.

Analogament, suposarem que els nodes (z7,0), (z3,0),..., (z} ol 0) s6n els nodes
* . ., * * *

de N* que tenen derivaci6 zero, x] < a3 <--- < g, .

L’aplicacié ¥ : N — N* definida per

V(z, )] = ol(z,j)] si(z,j) € N,j =1



238 CAPITOL 9. NOMBRE D’ESQUEMES COMPLETS

U[(w, 0)] = (21,0), k=1,2,...,d +|p|

és bijectiva i conserva derivacions. A més a més, conserva ’ordre entre les abscisses
de totes les parelles de nodes a, o’ de N tals que les seves derivacions respectives
Jo 1 jor compleixen alguna de les dues condicions segiients: (i) jo, = jo = 0, o (ii)
Jo =1, jor > 11 |jo — Jor| < 1. Aixo implica que per demostrar que ¥ conserva
1-abscisses és suficient veure que ¥ conserva l'ordre entre les abscisses de tota
parella de nodes formada per un node de derivacié zero i un node de derivacié 1.
En el que segueix demostrem aquest fet.

Siguin (x,0) i (y,1), respectivament, un node de N de derivaci6é zero, k =
1,2,...,d+ |p|, i un node de N de derivaci6 1. Hem de veure que ¥ conserva
lordre entre les abscisses de (xx,0) i (y,1). Per definicid, la imatge de (xy,0) és
(x3,0) = U[(x,0)]. Per al node (y, 1) posarem (y*,1) = ¥[(y, 1)].

Siguin

(yla ]->a (927 1)7 R (yua ]-)7 (I'GSp. (yi(a 1)7 (y;7 1)7 ceey (y:a ]-) )

els nodes de N que tenen derivacié 1 i multiplicitat senar (resp. els nodes de N* que
tenen derivacié 1 i multiplicitat senar), ordenats de manera que y; < ya < -+ < Y,

iy <y < -+ <y Com que ¥y conserva l-abscisses, i en particular també
multiplicitats, tindrem Wo[(y;, 1)] = (y;, 1), t =1,2,...,u, i per tant

\D[(yt7 1)] = (y:7 1)7 t: 1727 A 7u‘

Per tal de veure que ¥ conserva 'ordre entre les abscisses dels nodes (z,0) i (y, 1),
procedirem per casos.

1. Cas k # (i) per a tot i = 1,2,...,d. Aplicant el lema 9.16 a les configu-
racions N i N* obtenim que els nodes (z,0) i (z},0) tenen multiplicitat
parell en NV i N* respectivament. Aixo implica que els nodes (zy,1) i (27}, 1)
pertanyen a N i a N* respectivament, i a més a més tenen multiplicitat
senar. Ara, com que 7 (E) = 7T (E*) = (r;h), de Papartat (ii) del lema 9.17
aplicat a N i a N* s’obté que (,(k) és el nombre de nodes de N que tenen
derivacié 1, multiplicitat senar i abscissa més petita o igual que xj, i també
és el nombre de nodes de N* que tenen derivacié 1, multiplicitat senar i
abscissa més petita o igual que ;. D’aixo i de que els nodes (z,1) i (z,1)
tenen multiplicitat senar, resulta

T = Yo, (k) Th = YC. (k) (9.64)
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A partir d’aqui és trivial veure que ¥ conserva 'ordre entre les abscisses
dels nodes (x,0) i (y,1). En efecte, si y < zx, y = ok, 0 y > 1z}, aleshores
tindrem y < ye k), ¥ = Y, (k)» O Y > Ye (k) TeSPectivament, ja que T = ye_(x)-
Com que W, conserva 0-abscisses, i en particular conserva l’ordre entre les
abscisses dels nodes (y,1) i (ye k), 1), obtenim que y* < Yy Y=Y, )s ©
y* > yzr(k) respectivament, i conseqiientment, de (9.64) resulta que y* < z},

y* = xj, o y* > xj respectivament. Hem vist doncs que en aquest cas ¥
conserva l'ordre entre les abscisses dels nodes (zy,0) i (y, 1).

2. Cas k = (i) per a algun i = 1,2,...,d. Com que k = (i), hem de
veure que W conserva l'ordre entre les abscisses dels nodes (z,;),0) i (y,1).
Observem primer que la multiplicitat dels nodes (x,(;),0) i (x(*p(i), 0) és senar,
i que les desigualtats (9.51) per a N i per a N* estableixen, respectivament,

Yor (i) < Too(s) < Y9e(i)+1> y&(i) < 55:;(1‘) < y;;r(i)—i-l .
Siguin
(zi1,1), (zin, 1), .., (Ziw,;» 1), (resp. (27, 1), (25, 1),..., (Zwa 1))

els nodes de N que tenen derivacio 1 i abscissa estrictament compresa entre
Y9e(i) 1 Y9e(i)+1 (resp. els nodes de N* que tenen derivacié 1 i abscissa estric-
tament compresa entre ygr(i) i y;;r(i) +1). Notem que w; és igual a qg,(;), ja
que el tipus de N’ i de N* és (u;q). Posarem també ziy = yy, (i), 25y = Y. (i)
Ziwit1 = Ye(i) 1> Zraal = ngr(i) +1- Els nombres z;, 1 2, els podem suposar

ordenats de manera que

Yoy = Zio < Zin < Zig < 0 < Zia; < Ziwi+1 = Yo, (i)+1
Yoy = %o <2z < Zip <0 < Zlu < Ziwr1 = You(i)+1
Clarament és ¥[(zs, 1)] = (25,1), s = 1,2,...,w;, ja que ¥, conserva 0-

abscisses. Per altra banda, donat que 7 (E) = 7 (E£*) = (r; h) i en particular
que la component h; del multi-index h és la mateixa per a N que per a N*,
obtenim que els nombres s; 1 v, de (9.52) i (9.53) també han de ser iguals
per a N i per a N*, ja que s; i vy, no sén més que el quocient i el residu de
dividir per dos la component h;. Aixi, per a s; resulta

si=8(Y, 1) € N | yo.) <y <zemy} =H(y, 1) € N" | ys.) <y <z}
i, conseqiientment,
Zisi < Toli) S Zisitl s Zis < Ty < Zhsit (9.65)

Per a «; hi ha dues possibilitats:
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Cas v; = 1. De (9.53) es dedueix que (zyz),1) € N i (2};),1) € N*, i
emprant ara (9.65) obtenim que

_ * _ *
Lop(i) = Zi,si+1s Loi) = Zisi+1 -

En aquest cas ¥ conserva l'ordre entre les abscisses dels nodes (z,(;),0) i
(y,1). En efecte, si y < 243), Y = Ty@), 0 Y > Ty(i) aleshores y < 2; 5,41,
Y = Zis;+1, O Y > Zis,+1 respectivament, i com que ¥, conserva 0-
abscisses sera y* < 27 4, y* = 2], 11, 0 y" > 2], 1, 1 conseqlientment
yr < x;(i), Y= :L’:;(Z-), oy* > l’:;(i) respectivament. Per tant en aquest
cas ja hem fet.

Cas ; = 0. De (9.53) es dedueix que (), 1) € N 1 (2};),1) ¢ N*, i
tenint en compte (9.65) resulta

Zisi < Top(i) < Zisitls Zhgy < x;(i) <21 (9.66)
Anem a veure que ¥ conserva l'ordre entre les abscisses dels nodes
(43),0) i (y,1). En efecte, observem primer que el cas y = x,(;) no es
pot donar, ja que (Z,(), 1) ¢ N. Per tant només hi ha dues possibilitats:
Y < Ty, 0 Y > Typ). De (9.66) es deriva que aquestes possibilitats es
presenten siinomés siy < 2,5, 0y > 2; 5,41 respectivament. Utilitzant
ara que W, conserva 0-abscisses obtenim que y* < 27, o y* > z
respectivament, i per tant, emprant de nou (9.66), tindrem y* < :13:;(1.),
oy > x;(i) respectivament. Conseqiientment en aquest cas U també

conserva l'ordre entre les abscisses dels nodes (z,(;),0) 1 (y, 1).

*

2,5;+1

Aixo completa la demostracio, ja que ¥ conserva 1-abscisses, d’on N ~ N* i per
tant £/ = E*. U

Una conseqiiéncia de la proposicié anterior és el segiient resultat.

Corol-lari 9.21. El cardinal de £ (d;p) és

Eidip)= > | > (ﬁgi_l(U; Q) Y (1+2aq5,0) - (1+ 2q19r<d))>

(u,q)€Vp—1 | qeNvt1 reFy

u>d+2|p|-1 | |a|=¢

amb el conveni que si d = 0, aleshores el producte (1 + 2qy, (1)) - -+ (1 4+ 2qy,(q)) és
tqual a 1.
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Demostracio. Donat que g;‘ (d;p) és la reunié disjunta de tots els Az, E € 5;;_1, i
que si E és un esquema complet de longitud n — 1 amb tipus (u; q) i amb Az # ()
aleshores u > d + 2 |p| — 1, obtenim que

€:(dip) = Y tAp= Y S 4
Ecé* ueN,qeN" 1 Fef*  (u;q)

1
" (uvlql)ev’ﬂ—l
u>d+2|p|—1

= 2 2 )

(u,)€Vn—1 qeNuvt! EES*,l (u;q)
u>d+2|p|-1 |q|=¢

Utilitzant ara la proposici6 9.19 tindrem que §A5 = 8B(,,q), 1 per tant

€:dp) = > > Y #Bug

(w,Q)€Vn—1  qeN"t! Fef*  (u;q)
uzd+2|p|-1  |q|=¢

= > Y € (4)Bua (9.67)

(u,q)EVn—1 qeNutl
u>d+2|p|-1  |q|=¢

Aquest 1ltim pas és degut a que el conjunt B(,,q) depén de u i de q, pero no de E.
El nombre de nodes de B(,;q) és

iB(wq) = Z H wa)e = Z (1+ 2q19r(1))(]‘ + 2‘11%(2)) (14 2q'l9r(d))'

reFy, rcFy

Substituint aixo en (9.67) s’obté 'expressié de 'enunciat i ja hem fet. O

A continuacié demostrem el teorema 9.13.

Demostracié del teorema 9.13. Es suficient veure I’apartat (i). Procedirem de-
mostrant que #€*(d; p) = en(d, |p|) per induccié en n > 1. Si n = 1 hem de
veure que ﬂé\'f(d; p) = ei(d,|p|) per a tot parell (d;p), d € N, p € NI+l tal
que (d,|p|) € V1. Donat que V; = {(1,0)}, I'inic parell (d; p) possible satisfent
(d,|p|) € Viésquand =11ip = (0,0) € N2, i per tant tot es redueix a provar que
BEx (1 7(15(0,0)) = e1(1,0) = 1. Aquest fet s’obté emprant la descomposici6 (9.26) per

an =1, don & =£ *( (0,0)). Aplicant cardinals i utilitzant el corol-lari 3.19,
resulta jjé'*( (0,0)) = ﬁS* = 1. Per tant quan n = 1 ja hem fet.

Suposem ara que n > 2 i que ﬁa’fb_l(u; q) = e,—1(u, |q|) per a tots els parells (u; q),
u €N, q € N“" tals que (u, |q|) € V,,_1. Hem de veure que $E€*(d; p) = e,(d, |p|)
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per a tot parell (d;p), d € N, p € N1 tal que (d,|p|) € V,. Sigui doncs un
parell (d; p) amb (d, |p|) € V,.. Utilitzant el corol-lari 9.21 i la hipotesi d’inducci6
obtenim:

tEx(d;p) = > > <€n—1(u7 la) Y (1 +2q0,) - (1 + 2ap,(0))

(u,q)€Vn-1 | qeNvt! reF,
u>d+2|p|-1 | |q|=¢

— Z en_1(u,q) Z Z (1 +2q9,)) -~ (1 + 209,(a))

(u,q)EVn—1 reFy quu+1
u>d+2|p|-1 | lal=q

Observem ara que

> 1+ 2ap,m) - (14 2a0,0) = Faura(g) (9.68)
qeNut1
lal=q
En efecte, els nombres ¥,(1),7,(2),...,0:(d) no depenen de q, i a més a més

V(1) < 9p(2) <--- < Vp(d) jaquer € F,ienparticularry > 1sik =1,2,...,d+
|p| — 1. Per tant, si d > 1 aleshores es compleix (9.68). Quan d = 0 els dos costats
de (9.68) coincideixen amb el nombre combinatori (71"). En efecte, per al primer
costat només cal tenir en compte que (1 + 2qy,(1)) - - (1 + 2qy,(q)) = 1 i després
utilitzar (9.1), mentre que per al segon cal emprar (9.3). Per tant quan d = 0
també es compleix (9.68).

De tot aix0 obtenim que

idip) = > (enl(an)ZFd,wl(Q))

(u,q)E€Vn—1 reF,
u>d+2|p|—1

_ Z en—1(1, @) Fius1(q)iF

(u,q)€EVi—1
u>d+2|p|-1

_ Z en—1(t, q) Faut1(q) (

(u,q)€V—1
u>d+2|p|—1

= en(d> ’p’)

L iltima igualtat s’obté canviant u per d’, ¢ per p’ i despreés tenir en compte (9.16).
Per inducci6 el teorema 9.13 queda demostrat. 0

d+ |p| + u+1§l2|p>
d+|p|
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Per demostrar el teorema 9.14 farem us del segiient corol-lari. Sigui d > 0 un
nombre natural fixat tal que d € V5. Per a un esquema E € £°,, posem

A ={E e &*d) | E' =FE}.

Clarament £*5(d) és la reuni disjunta de tots els A E € SA;fl.

Corol-lari 9.22. Si E € £, (u), on u € V5_,, aleshores A és no buit si i només
siu>d—1. A més a més en aquest cas el cardinal de ASF és

d_i_qulfd
4-(3)

Demostracio. Considerem el conjunt Az quan p = 0. Es a dir,
Az ={E € £'(d;0) | E' =FE}.

Afirmem que A% = Ag. En efecte, la inclusi6 A% C Az és una conseqiiéncia
immediata de que el tipus d'un esquema simple E € £5(d) és (d;0). Anem
a demostrar ara que Az C AL, Sigui £ € g;(d; 0) amb ' = E i hem de
veure que E € gﬂ*’s(d); o equivalentment, hem de veure que E és simple, ja que
ES(d) = £ NEX(d;0). Donat que E és simple i E' = E, E’' també és simple.
Sigui N un representant qualsevol de E. El tipus de N és (d;0) i N’ és simple
puix que N’ € E’. Aixo implica que N és simple, ja que en cas contrari, si no fos
simple, tindria nodes de derivacié zero i amb multiplicitat igual a 2 (de nodes de
derivacié zero i amb multiplicitat més gran o igual que 3 no en pot tenir donat
que N’ és simple). Aixo es contradiu amb que el tipus de N és (d;0). Per tant N
és simple, d’on F és simple i conseqiientment F € A%. Hem vist que A% = Ag.

Aplicant la proposicié 9.19 al parell (d;p) quan p = 0, i tenint en compte que el
tipus de E és (u;0), resulta que el conjunt Ax = A és equipotent a

B0y = {(r;h) | r € Fy, h € Huo)r}-

Ara bé, quan q = 0 és H(y,0),r = {0}, 1 per tant A% és equipotent a F,,. Finalment,
aplicant 'apartat (a) del lema 9.18 obtenim que A% és no buit si i només si
u>d+2|p|—1=d—1,iamés amés en aquest cas

. d+u+1—d
ﬁ-AE:ﬂfu:( d2 )

Aixo completa la demostracio. 0
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Demostracié del teorema 9.14. Igual que abans, veurem I’apartat (i) per induccié
enn. Sin =1 tenim V{ = {1}, i per tant & = Udens E°(d) = £(1). Utilitzant
el corol-lari 3.23 resulta 1€;°(1) = #€;° = 1 = e;(1). Aixf, si n = 1 ja hem fet.
Suposem n > 2 i que ﬂé\;_sl(u) = e,_1(u) per a tot nombre natural u tal que
u € V?_,. Aleshores, si d € V? tindrem

t(d) = > pAE= > Z ﬂAS

Ee&rs, ueVy_ 1EeS -
u>d—
d + 5=
— g* 58
> (T )Enw
ueVy_ 1
u>d—
d+ utl—d
= > (T et =)
ueVy_y
u>d—1
Liltima igualtat s’obté canviant u per d' i utilitzant (9.23). O

9.4 Nombre d’esquemes complets de longitud n <
100

En aquest apartat donarem la taula del nombre d’esquemes complets i del nombre
d’esquemes complets i simples de longitud 1 < n < 100.

Sobre la implementacié en un ordinador dels calculs corresponents ja esta prac-
ticament tot dit. En el cas del nombre d’esquemes complets de certa longitud
no, ng > 2, primer s’'emmagatzemen els nombres Fy,,(q) tals que (d,m,q) € A,
on A és el conjunt de (9.18). Aixo es pot fer seguint l'algorisme 9.8 i emma-
gatzemant en una matriu M de tres arguments els valors M(d, j,q) = Fya+2(q),
d+ 2j 4+ 2q < ng. En segon lloc es procedeix a iterar. Per comoditat es treballa
amb els nombres €,(i,p) = e,(n —2i,p), 0 <i<p < [%}, els quals es poden anar
calculant recurrentment en n mitjangant ’expressié (9.17). Més exactament, si
n=16¢(0,0)=¢€(1,0)=1,isin=2,3,...,mpi0<i<p< [g], aleshores

i—p 4 . .
n—it—1
= Fo2in—2i ,_n— ./7 ).
)29 D SR LT N

/=0 p’=0

Un cop calculats els nombres €,(i,p), 0 < p < i < [%}, aquests es poden aprofitar
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per obtenir el nombre d’esquemes complets de longitud n. En efecte, de apartat
(ii) del teorema 9.13 resulta

1y = %Z <n ;EZ;; p)én(i,p)-

=0 p=0
Per tant, un cop completades totes les iteracions n = 2, 3, ..., ng, haurem obtingut
el nombre d’esquemes complets de longitud n per a tot n =1,2,... nyg.

Observem que durant els iterats només és necessari treballar amb dues matrius S
i T. Aix0 és, la matriu S conté els nombres S(7',p') =€,_1(i,p/), 0 < p/ <’ <
["T’l], mentre que a 7' s’hi van emmagatzemant els valors T'(i,p) = €,(i,p). A la
iteraci6 segiient (iteracié n+1) ja no sera necessari utilitzar els nombres g, 1 (7', p'),

0<p << [”T’l] Es redefineix aleshores S(i,p) = T'(i,p), 0 <p <i < [%]

La taula 9.1 conté el nombre d’esquemes complets de longitud n per a1 < n < 100.
Per als valors de n > 12 aquest nombre es déna arrodonit a tres xifres significatives.
Donat que R = ﬁg;:, n > 1, obtenim per exemple que els polinomis de grau 5
queden classificats en 169 classes, els de grau 10 en 1771615 classes i els de grau
100 en 1.65 x 10° classes. La magnitud d’aquests nombres posa de manifest que
la classificacié dels polinomis via I’equivaléncia ~ és molt fina.

En el cas del nombre d’esquemes complets i simples de certa longitud ng, la seva
implementacio en un ordinador és més senzilla. Només cal considerar els nombres
definits per €, (i) = e,(n — 2i), 0 < i < [£], els quals es calculen recurrentment
en n emprant I'expressié (9.24). Es a dir, ,(0) = e;(1) = 1,isin=2,3,...,n9 i

0<:< [%}, aleshores

2n(i) = ZO <"n__z ;iil)anl(z").

Un cop calculats tots els nombres €,(i), 0 < i < [5}, el nombre d’esquemes

complets i simples de longitud n ve donat per ﬁg‘?;’s = Zz[z](] €,(7). Observem que
ara només cal treballar amb dos vectors s i t. En el vector s hi ha emmagatzemats
els valors s(i') = €,_1(), 0 < ¢ < [251], mentre que en el vector ¢ els valors

t(i) =e€,(i), 0 <i < [%]. ’

La taula 9.2 conté el nombre d’esquemes complets i simples de longitud n, n =
1,2,...,100. A partir de n = 16 es déna aquest nombre arrodonit a tres xifres
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significatives. Tenint en compte que R} = ﬁg;?s, n > 1, obtenim per exemple
que el nombre de classes de polinomis obertes de grau 5 és 30, de grau 10 és 22031
i de grau 100 és 7.51 x 10%2.
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n ﬁg;j n tig;; n tig,’; n ﬁg',j

1 |1 26 | 427 x 1022 51 9.83 x10°2 76 | 2.33 x 1086
2 271 5.65 x 10 52| 1.93 x 10°* 77 | 5.53 x 10%7
3 28 | 791 x 10** 53 | 3.74 x 10%® 78 | 1.35 x 10%
4 |39 29 | 1.09 x 10%6 54 | 7.49 x 10°® 79 | 3.24 x 10
5 | 169 30 | 1.59 x 10*" 55 | 1.48 x 108 80 | 7.98 x 10
6 | 943 311228 %102 56 |3.02x10% 81 |1.94x 10%
7 | 5225 32 | 3.43 x 10%° 57 | 6.09 x 10%° 82 | 4.86 x 10
8 | 34927 33 5.10 x 103 58 | 1.27 x 1052 83 | 1.20 x 10%
9 | 230841 34 | 7.95 x 103! 59 | 2.60 x 10% 84 | 3.03 x 107
10 | 1771615 351.22x10% 60 |5.52x10% 85 | 7.59 x 10%
11 | 13410761 36 | 1.97 x 10 61| 1.15 x 10% 86 | 1.94 x 1000
12| 1.15 x 108 37 13.12x10% 62249 x 1057 87 | 4.92 x 100!
13 9.71 x 108 38|5.17x10% 63530 x10% 88 | 1.28 x 10'%
14 | 9.13 x 10° 39 | 8.44 x 10%" 64 | 1.16 x 107 89 | 3.27 x 10!
15| 8.46 x 10 40| 1.44 x 10 65 | 2.52 x 10™ 90 | 8.57 x 10'%
16 | 8.60 x 10! 41 | 2.42 x 10%° 66 | 5.60 x 107 91 | 2.22 x 1017
17 | 8.61 x 1012 42| 4.23 x 10% 67 | 1.23 x 10 92 | 5.90 x 1018
18 | 9.39 x 1013 43 | 7.30 x 10*2 68 | 2.79 x 10™ 93 | 1.55 x 10110
19 | 1.01 x 10 44 [ 1.31 x 10¥ 69 | 6.25 x 10" 94 | 4.15 x 10"
20 | 1.17 x 106 45 | 2.32 x 10 70 | 1.44 x 10" 95 | 1.10 x 103
21| 1.33x 10" 46| 4.26 x 10% 71 [3.26 x 107 96 | 2.99 x 10**
22 | 1.62 x 10" 47 | 7.72 x 107 72| 7.61 x 1080 97 | 8.02 x 10®
231 1.95%x 10" 48 |1.45x10* 73| 1.75x10%2 98 | 2.20 x 107
24 1251 x 102 49 | 2.70 x 10°° 74 [ 4.15 x 10% 99 | 5.96 x 108
25 | 3.18 x 10% 50 | 5.18 x 10! 751 9.71 x 103 100 | 1.65 x 10120

Taula 9.1. Nombre d’esquemes complets de longitud n, 1 < n < 100.
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n | g€ n | 1€ n | & no | &

1 |1 26| 3.26 x 106 51| 7.05 x 10%* 76 | 1.04 x 10%
2 27 12.30 x 1017 52 | 7.15 x 10 77 | 1.27 x 10%7
3 28 | 1.70 x 10'® 53 | 7.18 x 10% 78 | 1.58 x 1058
4 |11 29| 1.25 x 10" 54 | 742 x 10*2 79 | 1.95 x 10%
5 |30 30 | 9.56 x 10" 55| 7.60 x 10** 80 | 2.46 x 107
6 | 101 31(725%x10%  56|8.00x10* 81 |3.07x10™
7 | 336 32 | 5.75 x 10% 57 | 8.35 x 10% 82 | 3.92 x 107
8 | 1310 33451 x10*2 58 |895x10% 83 |4.97 x 107
9 | 5039 34(3.69x10% 591|951 %107 84 |6.42x10™
10 | 22031 351298 x10*  60|1.04x10% 85 |[8.23x107
11 | 94973 36 251 x10%  61|1.12x10° 86 | 1.08 x 10”7
12 | 456038 371209 x10% 62| 1.24 x 10% 87 | 1.40 x 107
13 | 2158805 38| 1.81 x10%  63|1.36x10°%2 88 |1.85x 107
14 | 11220637 39 | 1.55 x 10%® 64 | 1.54 x 10°3 89 | 2.42 x 10%
15 | 57500313 40 | 1.37 x 10 65| 1.72x10°* 90 | 3.24 x 108!
16 | 3.20 x 108 41 1 1.21 x 103 66 | 1.96 x 10°® 91 | 4.30 x 1082
17 | 1.76 x 10° 42 | 1.10 x 1031 67 2.23 x 10°® 92 | 5.82 x 10%
18 | 1.04 x 1010 43 1 9.90 x 103 68 | 2.59 x 10°7 93 | 7.82x 10%
19 [ 6.06 x 1010 44| 923 x 10% 69 | 2.98 x 10°® 94 | 1.07 x 108¢
20 | 3.78 x 101" 45 [ 851 x 103 70 | 3.51 x 10°® 95 | 1.45 x 10%7
21 (233 x 102 46 [ 8.12x10* 71 [4.10x10% 96 | 2.00 x 10%
22 | 1.53 x 103 47| 7.66 x 103 72| 4.90 x 1050 97 | 2.75 x 10%
231 9.86 x 103 48 | 7.46 x 10%¢ 73 | 5.81 x 1052 98 | 3.84 x 10%
241 6.76 x 10" 49 | 7.20 x 1037 74 | 7.05 x 10 99 | 5.32 x 10™
25 | 4.57 x 10% 50 | 7.15 x 1038 75 | 8.47 x 10%4 100 | 7.51 x 10%2

Taula 9.2. Nombre d’esquemes complets i simples de longitud n, 1 < n < 100.
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Conclusions

En la introduccié del treball s’havien concretat els objectius, que es poden sin-
tetitzar en els punts segiients:

(1) Establir que tot esquema complet és representable per un polinomi. A més,
si és possible, determinar quan aquest polinomi es pot escollir satisfent altres
condicions addicionals.

(2) Classificar els polinomis en base a l'ordenacié de les arrels de derivades con-
secutives. Un cop obtinguda aquesta classificacid, assolir els dos objectius
segiients: (2a) trobar el nombre de classes en que queden classificats els
polinomis de grau n, i (2b) caracteritzar les classes de polinomis obertes.

(3) Veure que quan n > 4 existeixen ordenacions entre variables, més exigents
que la de derivades consecutives i compatibles amb el teorema d’ordenacié,
que no sén representables per polinomis. En aquest objectiu també hi entra
estudiar qué succeeix en el cas n < 3.

L’objectiu (1) s’ha assolit en el capitol 8; l'objectiu (2) en els capitols 3 1 9; i
'objectiu (3) en el capitol 3.

En el capitol 1, seccié 1.1, s’ha presentat la terminologia fonamental del treball.
En aquest sentit, s’han introduit els nodes com parells de la forma (x, j), on x € R
i j € N. Els nombres x i j s’anomenen, respectivament, abscissa i derivacid
del node. També s’han introduit les configuracions com els conjunts finits de
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nodes i s’ha vist la manera natural de representar les configuracions en el pla.
Posteriorment s’han donat conceptes relatius a configuracions com el de longitud
d’una configuracié i el de multiplicitat d'un node en una configuracié. Finalment
s’ha presentat el concepte d’espectre d’'un polinomi P, denotat Z(P), que és la
configuracié formada per tots els nodes de derivacié més petita o igual que n — 1
i anul-lats per P, on n denota el grau de P. Es a dir,

Z(P) ={(z,j) e RxN| PY(z) =0,j <n—1}.

La informacio referent a les arrels del polinomi P i les arrels de les seves derivades
esta continguda en l’espectre de P.

En les altres seccions del capitol 1 s’han establert resultats, la major part d’ells
coneguts, que s’han necessitat més endavant. En la seccié 1.2 s’ha presentat el
problema d’interpolacié de Birkhoff en la seva forma original [3], i s’Than traduit
alguns dels resultats classics sobre regularitat de configuracions que en la literatura
es troben escrits en termes de matrius d’incidéncia. Aixi, s’han presentat conceptes
com el de configuracié Pdlya i el de configuracio conservativa o quasi-conservativa.
El teorema 1.4, degut a K. Atkinson i A. Sharma [2], és un dels resultats més
importants sobre regularitat que per facilitar la referéncia I’enunciem a continuacio.

Teorema 1.4. Tota configuracio Pdlya i quasi-conservativa és reqular.

Conseqiiéncia d’aquest resultat és que tota configuracié Pdélya i conservativa és
regular. Un altre resultat que ha estat fonamental en el transcurs del treball és el
teorema 1.5, que essencialment estableix el segiient.

Teorema 1.5. Sigui A una configuracié reqular de n nodes. Aleshores, existeix
L. . . . . . . 1 5
un unic polinomi de grau n, amb coeficient principal igual a —, que s’anul-la sobre

A.

Aquest teorema permet definir un polinomi a partir d’una configuracié A (regular).
L’espectre d’aquest polinomi conté la configuracié A i, en particular, els nodes de
A s6n nodes de I'espectre coneguts. Per tant, si el que es vol és controlar tots els
nodes de I'espectre del polinomi, només cal controlar els que no sén de A. A la
seccié 1.3 s’han estudiat les propietats de les funcions nivell, que han estat una
eina important en els capitols 4, 51 6. Finalment, en la seccié 1.4 s’ha estudiat
la relacié existent entre I’espectre d’un polinomi i ’espectre dels seus pertorbats.
Aquesta relacié esta continguda en el teorema 1.23.

En el capitol 2 s’han vist les propietats fonamentals de les configuracions completes
i quasi-completes. Primerament, en la seccié 2.1 s’han classificat els nodes d’'una
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configuracié en col-leccions de nodes anomenades grups. Aqui el mot grup no té
cap mena de connotacié algebraica. En la seccié 2.2 s’ha introduit el concepte
de configuracié quasi-completa com aquella que no entra en contradiccié amb el
teorema de Rolle, i el de configuracié completa com la que no entra en contradiccié
amb el teorema d’ordenacidé, en termes de la cardinalitat dels seus grups. Un
resultat equivalent al teorema d’ordenacié és el teorema 2.12, que estableix que
tot espectre és una configuracié completa. En la seccié 2.3 s’ha provat la formula
de la longitud, que relaciona la longitud d’una configuracié quasi-completa amb
la cardinalitat dels seus grups. Aquesta férmula es troba en el teorema 2.13.
Finalment, en la seccié 2.4 s’ha vist que tota configuracié indueix un signe sobre
els nodes que no pertanyen a la configuracié. El teorema 2.18 conté la influéncia
d’aquest signe en la determinacié dels signes de les derivades d’un polinomi en un
punt x € R.

En el capitol 3, secci6 3.1, s’han presentat tot un seguit de relacions d’equivalencia,
definides en el conjunt de configuracions, de manera que les classes d’equivaléncia
de configuracions produides per aquestes relacions d’equivaléncia es corresponen
amb les ordenacions entre variables presentades en la introduccié del present tre-
ball. Aixi, per a p = 1 s’obté la 1-equivaléncia o equivaléncia, i que produeix com
a classes d’equivaléncia els esquemes (ordenacions entre variables de derivacions
consecutives). En general, per a p = 0,1,2,... resulta la p-equivaléncia, i que
produeix com a classes d’equivaléncia les ordenacions entre variables que tenen
derivacions que difereixen com a molt en p unitats. També s’ha considerat el cas
p = +00, que es correspon amb 'ordenacié tipica (totes les variables lligades). En
la secci6 3.2 s’ha vist que la gran majoria dels conceptes definits en els capitols 1
i 2, tals com el de longitud d’una configuracié, el de multiplicitat d’un node o el
de configuracié completa, sén invariants per la 1-equivaléncia.

En el teorema 3.12 s’ha establert que tota configuracié completa de longitud n,
1 < n < 3, és oo-equivalent a un, i només un, dels espectres que s’expliciten en
I’enunciat del teorema. Quan n = 1 hi ha explicitat un tnic espectre, quan n = 2
n’hi ha tres, i quan n = 3 n’hi ha tretze. En termes de variables aquest teorema
diu dues coses. Primera, que totes les ordenacions tipiques amb 1 < n < 3 i
compatibles amb el teorema d’ordenacié sén representables per polinomis. Segona,
que el nombre d’ordenacions tipiques compatibles amb el teorema d’ordenacié és
igual a 1,31 13 per an = 1,2 i 3 respectivament.

A continuacié s’han classificat els polinomis de grau n, 1 < n < 3, en funcié
de quin dels espectres de ’enunciat del teorema 3.12 es correspon amb 1’espectre
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de cada polinomi, i s’han explicitat les classes d’equivaléncia en funcié dels coefi-
cients. Amb altres paraules, s’ha determinat quina ordenacié tipica presenta cada
polinomi de grau n, 1 < n < 3, en funcié dels seus coeficients.

En la proposicié 3.15, estudiant les arrels de PY), n —3 < j <mn —1, on P és el
polinomi P(z) = (x + 1)*(x — 1)V, u + v = n, s’ha provat que per a n > 4 existei-
xen configuracions completes de longitud n que no sén 2-equivalents a un espec-
tre. Aixo té la conseqiiéncia immediata que per a tot n > 4 existeixen ordenacions
entre variables de derivacions que difereixen en una o dues unitats, i compatibles
amb el teorema d’ordenacid, que no es poden representar per polinomis. Estudiant
les arrels de PY), k < j < k + 2, del mateix polinomi P, es pot veure que exis-
teixen ordenacions entre variables de derivacions consecutives, compatibles amb el
teorema d’ordenacié, de manera que si s’afegeix un lligam convenient entre una
variable de derivacié k i una de derivacié k + 2 aleshores 'ordenacié resultant ja
no és representable per polinomis.

En la secci6 3.4 s’han estudiat els esquemes, és a dir, les classes d’equivaléncia de
configuracions produides per la l-equivaléncia. Classificant els polinomis segons
I’esquema que presenten s’ha obtingut una classificacié dels polinomis en base a
com estan ordenades les arrels de les seves derivades consecutives. En la proposi-
ci6 3.25 s’han caracteritzat les classes de polinomis que sén obertes a partir dels
esquemes simples. Aixo s’ha obtingut com a conseqiiéncia del lema 3.24, que déna
una condicié necessaria i suficient per a que totes les pertorbacions d’un polinomi
inicial tinguin el mateix esquema que el del polinomi inicial.

El nostre objectiu especific (3) s’ha assolit en el capitol 3, concretament en el
teorema 3.12 i la proposicié 3.15. També s’ha assolit 'objectiu (2) en la secci6
3.4, classificant els polinomis en base al seu esquema. D’aquest objectiu (2) s’ha
assolit el punt especific (2b) caracteritzant les classes de polinomis obertes.

En el capitol 4, seccié 4.1, s’ha presentat el concepte d’esquelet. Si N és una
configuracié quasi-completa, un esquelet seu és un subconjunt A de N escollit
d’una manera molt especial. Els nodes de N que no pertanyen a l’esquelet es-
tan continguts en una configuracié anomenada configuracié de nodes veritables
del parell [N|A]. Aixi que, essencialment, la configuracié N es recupera a par-
tir de l'esquelet i de la configuracié de nodes veritables. En el teorema 4.5 i en
els corol-laris 4.6 i 4.7 s’ha vist la influéncia dels esquelets en les configuracions
quasi-completes. En la seccié 4.2 s’ha introduit una nova classe de configura-
cions completes, les B-configuracions, i s’ha estudiat la dualitat existent entre
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les B-configuracions i les configuracions Pélya i conservatives. Aquesta dualitat
esta continguda en la proposicié 4.12, que estableix que una configuracié quasi-
completa és B-configuracié si, i només si, admet un esquelet Pélya i conservatiu.
A continuacié s’ha establert el resultat més important del capitol, el teorema 4.13,
i que enunciem tot seguit.

Teorema 4.13. Sigui A una configuracié Pdlya i conservativa de n nodes. Sigui

P(z) [inic polinomi de grau m, amb coeficient principal igual a %, que s’a-

nul-la sobre A. Aleshores A és un esquelet de Z(P) i, en particular, Z(P) és
B-configuracio.

Observem que el polinomi P d’aquest teorema estd ben definit en virtut dels
teoremes 1.4 1 1.5. El fet que A sigui un esquelet de Z(P) permet obtenir moltes
propietats de Z(P) sense necessitat de conéixer explicitament Z(P). Aquestes
propietats provenen de la influencia dels esquelets en les configuracions quasi-
completes.

El capitol 5 ha estat dedicat a analitzar el moviment de les abscisses dels nodes
d’una configuracié. Aixo s’ha fet a la seccié 5.1 considerant certes funcions m; :
N — {0,1},7=1,2,...,h, que determinen les derivacions dels nodes dels quals es
mouen les abscisses. Cada vector /' de R” determina una configuracié, denotada
Ext(7), que és la formada pels nodes que tenen derivacions iguals a les derivacions
especificades en les funcions m;, i abscisses iguals a les components del vector 7 .
Variant 7y s’obté tota una familia de configuracions, {Ext(y)}yegn, totes elles
amb un mateix nombre n de nodes, i de manera que les unes a les altres només
es diferencien en els valors concrets que prenen les abscisses dels seus nodes. Per
solucionar els problemes que apareixen quan algunes de les components del vector
7/ sén iguals, s’ha necessitat de les funcions nivell, estudiades anteriorment en la
secci6 1.3. En la proposicié 5.5 s’ha caracteritzat el cas Pélya i conservatiu, és
a dir, s’han donat les condicions necessaries i suficients que han de verificar les
funcions m; per tal que totes les configuracions Ext(7y’), i € R", siguin Pélya i
conservatives.

En el cas Pélya i conservatiu es pot considerar el polinomi de grau n, amb coeficient
principal %, que s’anul-la sobre Ext(7%’). Aquest polinomi depén de 3/ i es denota
P(;-). Aixi, per a z € R el valor d’aquest polinomi en el punt = és P(y;x).
Pel teorema 4.13 la configuracié Ext(7’) és un esquelet de l'espectre d’aquest
polinomi i, en conseqiiéncia, queden determinades certes propietats de ’espectre
del polinomi. En el teorema 5.7, seccié 5.2, s’ha provat que aquest polinomi
varia continuament amb 3. Finalment, en la seccié 5.3 s’han estudiat les arrels
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veritables i latents. Essencialment, les arrels veritables i latents sén les abscisses
dels nodes veritables del parell [Z(P(;-))|Ext(y)], només que afegint algunes
arrels noves (arrels latents). En el teorema 5.16 s’ha provat que les arrels veritables
i latents varien continuament amb 7. Aquest fet és important perque d’ell es
desprén que les abscisses dels nodes veritables del parell [Z(P(’;-))|Ext(%)] sén
funcions continues de 7/ .

En el capitol 6, seccié 6.2, s’ha enunciat i demostrat el teorema de representacio
per a les B-configuracions, teorema 6.4, i que estableix que tota B-configuracié és
equivalent a ’espectre d’un polinomi P i que, a més a més, aquest polinomi es pot
escollir satisfent certes condicions addicionals. Aquestes condicions addicionals
vénen definides per uns parametres o graus de llibertat introduits préviament en
la secci6 6.1. Basicament, de graus de llibertat n’hi ha de dos tipus: els que
determinen les abscisses d’alguns nodes de ’espectre de P, i els que determinen
les proporcions existents entre les abscisses de certs nodes de 'espectre de P.
Observem que aix0 determina algunes arrels de derivades de P, i proporcions
entre certes arrels de derivades de P. La demostracié del teorema 6.4 ha estat
basada, d’'una banda, en el moviment de les abscisses dels nodes d’una configuracio,
estudiat anteriorment en el capitol 5, i d’altra, en localitzar un vector v € R”
de forma que I'espectre del polinomi P(7;-) tingui les propietats demanades en
I’enunciat del teorema. En la localitzacié d’aquest vector ha estat fonamental el
teorema del punt fix de Brouwer. Tanmateix, per poder aplicar el teorema del punt
fix de Brouwer s’ha necessitat de la continuitat de les funcions d’arrels veritables
i latents, establerta anteriorment en el teorema 5.16.

En la secci6 6.3 s’ha fet un recompte del nombre de graus de llibertat obtinguts
en la determinacié del polinomi P del teorema 6.4, resultant que en total n’hi ha
tants com el grau de P. Com que un polinomi monic depén de tants coeficients
com el seu grau, aixo significa que el nombre de condicions addicionals que permet
escollir el teorema de representacié per a B-configuracions és el maxim nombre de
condicions addicionals que a priori es pot esperar trobar. Finalment s’ha discutit
la unicitat del polinomi, veient la unicitat en casos parcials, i s’ha deixat oberta
la qiiestio de determinar la unicitat en el cas general.

En el capitol 7 s’ha estudiat 1’existéncia de pertorbacions d’un polinomi inicial,
denotat P*, de manera que I'espectre d’aquestes pertorbacions s’obtingui eliminant
(suprimint) uns quants nodes de Z(P*). El resultat més important en aquest sentit
és el teorema 7.16, que per facilitar la referéncia I’enunciem a continuacio.



CONCLUSIONS 255

Teorema 7.16. Un subconjunt de Z(P*) és eliminable si i només si és parell.

En aquest teorema, un subconjunt de Z(P*) és eliminable si els nodes d’aquest
subconjunt es poden eliminar per pertorbacions tan proximes com es vulgui a P*.
D’altra banda, un subconjunt és parell si els seus nodes tenen multiplicitat parell
en Z(P*). En el teorema 7.17 s’ha generalitzat el fet que tot subconjunt parell és
eliminable, establint que tot subconjunt parell es pot eliminar per una pertorbacié
de P* que verifica, a més a més, altres propietats.

En el capitol 8, seccié 8.1, s’ha vist com afegir nodes a una configuracié completa
N fins arribar a transformar-la en una B-configuracié. Aquesta B-configuracié es
denota N* i s’anomena saturacié de N. En la seccié 8.2 s’ha establert el teorema
de representacio, teorema 8.5, i que enunciem tot seguit.

Teorema 8.5. Tota configuracio completa és equivalent a l’espectre d’un polino-
mi.

D’acord amb la terminologia utilitzada en la introduccié del present treball, un
enunciat equivalent d’aquest teorema és el segiient.

Teorema 8.5. Tot esquema complet és representable per un polinomi.

La demostracié d’aquest resultat ha estat basada en aplicar primer el teorema de
representacié per a B-configuracions a la saturacié N*, d’on s’obté un polinomi tal
que el seu espectre és equivalent a N*, i després aplicar el teorema 7.16 a aquest
polinomi, eliminant d’aquesta forma els nodes que s’havien afegit a N per construir
N*.

Posteriorment, en el teorema 8.6 s’ha generalitzat el teorema de representacié
establint que tota configuracié completa és equivalent a ’espectre d’un polinomi
P i que, a més a més, aquest polinomi es pot escollir satisfent altres condicions
addicionals. Aquest resultat, anomenat teorema general de representacid, produeix
condicions addicionals en la determinaci6 del polinomi de quatre tipus: (i) les que
permeten fixar algunes arrels de derivades del polinomi P, (ii) les que fixen les
proporcions existents entre algunes arrels de derivades de P, (iii) les que fixen el
valor de P i d’algunes derivades de P en determinades abscisses, i (iv) les que
determinen 'ordenacié entre certes arrels de P®*) i certes arrels de P*+2). Les
condicions d’aquest 1ltim tipus relacionen algunes arrels de derivades no consecu-
tives del polinomi. Posteriorment s’han donat alguns exemples d’aplicacié del
teorema.
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Com a conseqiiéncia del teorema general de representacio, s’ha obtingut un resultat
que només té en compte algunes de les condicions addicionals de tipus (i), i que
enunciem a continuacio.

Teorema 8.12. Tota configuracié completa és equivalent a [’espectre d’un polino-
mi. Les arrels reals d’aquest polinomi es poden prefizar per endavant.

D’acord amb la terminologia utilitzada en la introduccié del present treball, el teo-
rema anterior estableix que tot esquema complet és representable per un polinomi
i que les arrels d’aquest polinomi es poden prefixar per endavant.

Siguin [a,b] un interval tancat de R i P(z) un polinomi de grau n a coeficients
reals. Denotant m(j) el nombre d’arrels reals diferents de PY) en I'interval [a, b],
0 < j < n—1, del teorema de Rolle es dedueix que m(j) > m(j — 1) — 1 per
aj=12...,n—1im(n—1) <1 (observem que aqui m(n — 1) no és cap
producte, siné que és el valor de m(j) quan j = n — 1). Mikusinski [39], any
1949, va demostrar una mena de reciproc d’aquest fet establint el segiient resultat.

Teorema ([39]) Sigui [a,b] un interval tancat de R i siguin m(j),j =0,1,...,n—
1, nombres naturals verificant m(j) > m(j —1) — 1 pera j=1,2,...,n—1, i
m(n — 1) < 1. Aleshores, existeix un polinomi P(x) a coeficients reals de grau
n—1+m(n—1) de manera que cada derivada PU) 0 <j<n—1, té exactament
m(j) arrels reals en linterval [a,b], totes elles simples.

Com a conseqiiéncia dels teoremes de representacié, en el corol-lari 8.13 s’ha
obtingut una generalitzacié del resultat anterior en el sentit que té en compte
totes les arrels del polinomi i de les seves derivades (no només les contingudes
en l'interval tancat [a,b]) i que, a més a més, inclou condicions addicionals en la
determinacié del polinomi. L’enunciem a continuacié.

Corol-lari 8.13. Es verifiquen els apartats segiients:

(a) Sigui P(x) un polinomi a coeficients reals de grau n tal que totes les seves
arrels reals, i arrels reals de les seves derivades, son simples. Sigui m(j) el
nombre d’arrels reals de PY), 0 < j < n — 1. Aleshores, m(n — 1) = 1 i
m(j)=m(j—1)—1+p;peraj=12....,n—1, on p; >0 és un nombre
parell.

(b) Siguin m(j), j = 0,1,...,n — 1, nombres naturals tals que m(n — 1) =1 i
m(j) =m(j—1)—14+p;, j=1,2,...,n—1, on p; > 0 és un nombre parell.
Aleshores, ezisteiz un polinomi P(z) a coeficients reals de grau n tal que
totes les seves arrels reals, i arrels reals de les seves derivades, son simples, 1
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de manera que el nombre d’arrels reals de cada derivada PY,0< j <n-—1,
és exactament m(j). A més, les m(0) arrels del polinomi P es poden prefizar
per endavant.

Tot seguit a aquest corol-lari s’ha comentat com fer complir noves condicions al
polinomi P de lapartat (b). Es a dir, no nomeés les que fixen les arrels de P.

Finalment, en la seccié 8.3 s’ha fet un recompte del nombre de condicions ad-
dicionals que produeix el teorema general de representacié en la determinacié del
polinomi P, obtenint que en total n’hi ha tantes com el seu grau. Aixo significa que
el nombre de condicions addicionals obtingudes és el maxim nombre de condicions
addicionals que a priori es pot esperar trobar.

En aquest capitol, establint els teoremes de representacié, s’ha assolit el nostre
objectiu especific (1).

En el capitol 9 s’han trobat férmules recurrents per al calcul del nombre d’esquemes
complets de longitud n i per al calcul del nombre d’esquemes complets i simples
de longitud n. En virtut del teorema de representacio, teorema 8.5, el nombre
d’esquemes complets de longitud n coincideix amb el nombre de classes de poli-
nomis de grau n segons la classificacié dels polinomis establerta en la seccié 3.4, en
base al seu esquema. També en virtut del teorema de representacié i de la caracte-
ritzacié de les classes de polinomis obertes, proposicié 3.25, el nombre d’esquemes
complets i simples de longitud n coincideix amb el nombre de classes de polinomis
obertes de grau n. En les seccions 9.1 i 9.2 s’han donat alguns conceptes neces-
saris per poder enunciar els resultats principals del capitol, teoremes 9.13 i 9.14,
els quals estableixen, respectivament, que

= 2 (M3 ek, i = e

on ﬁé\,’; i ﬁg;S denoten el nombre d’esquemes complets de longitud n i el nombre
d’esquemes complets i simples de longitud n respectivament, i els nombres e, (d, p)
i e,(d) s6n nombres definits recurrentment en n, introduits préviament en la seccié
9.1. Finalment, en la secci6 9.4 s’ha donat la manera._ de programar les férmules
anteriors en un ordinador i s’han donat les taules de ﬁE* i jjS* S peral <n<100.

En aquest capitol s’ha assolit el punt especific (2a) de objectiu (2).



258 CONCLUSIONS I FUTURES LINIES DE RECERCA

Futures linies de recerca

El teorema de representacio per a les B-configuracions, teorema 6.4, estableix que
tota B-configuracié és equivalent a l’espectre d’un polinomi i que, a més a més,
aquest polinomi es pot escollir satisfent certes condicions addicionals. En la seccié
6.3 s’ha provat la unicitat d’aquest polinomi en casos parcials, deixant oberta la
qiiestié de determinar la unicitat en el cas general. En el cas del teorema general de
representacié, teorema 8.6, també resta oberta la qiiestié de determinar la unicitat
del polinomi. Aixi doncs, I'estudi de la unicitat és una futura linia de recerca.

En el capitol 9 s’han trobat férmules recurrents per al calcul del nombre d’esquemes
complets de longitud n i per al nombre d’esquemes complets i simples de longitud
n. Una linia de recerca és obtenir férmules explicites d’aquests nombres.

El teorema general de representacioé produeix condicions addicionals en la determi-
nacié del polinomi que relacionen algunes arrels de derivades no consecutives del
polinomi. Aquest pot ser un bon punt de partida per estudiar ordenacions entre
variables més exigents que la de derivades consecutives.

Una altra linia de recerca és 'extensioé del treball al cas complex. L’estudi de tots
els zeros d’'un polinomi i dels zeros de les seves derivades presenta 1'inconvenient
que no hi ha una ordenacié natural en el pla complex i, per tant, tampoc entre
els zeros. Per contra, en el cas complex es té 'avantatge que es disposa, d'una
banda, del Teorema Fonamental de I’Algebra, el qual permet considerar sempre
els n zeros d’un polinomi de grau n, i d’altra, de les férmules de Cardano-Vieta
(Girard [17], 1629). D’aquestes férmules es desprenen totes les relacions entre
els zeros d’un polinomi i els zeros de les seves derivades. Alguns dels resultats
classics que proporcionen regions contenint zeros de la derivada d’un polinomi, i
en conseqiiéncia que podrien tenir un paper similar al del teorema de Rolle o al del
teorema d’ordenaci6, son el teorema de Gauss-Lucas (Lucas [36], 1879), el teorema
dels cercles de Jensen (Jensen [22], 1913) o el teorema de Grace-Heawood (Grace
[19], 1902; Heawood [20], 1907). També seria interessant veure si els resultats
obtinguts en aquesta linia contribueixen en la conjectura de Sendov-Ilyeff [38].

Dintre de la matematica aplicada, els resultats obtinguts es poden utilitzar en el
camp de la interpolacié de Birkhoff. El procés d’afegir nodes a una configuracié A
fins a transformar-la en completa (trobar una completacié de A) i després aplicar
el teorema de representacid, sembla que permet:

1) Obtenir fites inferiors del nombre r(E), on r(E) és el rang més petit possible
de les matrius de Vandermonde obtingudes al variar les abscisses d’una ma-
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triu d’incidéncia E. Fites d’aquest estil s’han estudiat en ([6],[30],[33]) essent
I'obtinguda en [33] la millor fita. Hem observat que utilitzant el procés de
completacié s’obtenen sovint fites millors que la de [33]. Aixi que l'estudi de
fites inferiors per a r(FE) és una futura linia de recerca.

Refinar el teorema de Lorentz [28] sobre ordre-regularitat. Aquest refinament
passa per utilitzar les condicions addicionals que déna el teorema general de
representacio.

Estudiar problemes d’interpolacié més generals que els dictats per matrius
d’incidéncia. Les matrius d’incidéncia determinen unes families molt con-
cretes de configuracions. Tanmateix, I'estudi de la regularitat o singularitat
d’una familia qualsevol de configuracions, és a dir, el de determinar si totes
les configuracions de la familia admeten interpolacié unica, ve motivat perqué
sovint pot ser més interessant disposar de graus de llibertat per fixar altres
lligams que no pas el lligam que representa ’ordre entre abscisses de nodes
de derivacions no consecutives. Sembla que les completacions i el teorema
de representacié permeten determinar, en alguns casos, la regularitat o sin-
gularitat de families qualssevol de configuracions.






Index de notacions

A continuacié es relaciona la notacié emprada, la major part de la qual és original
i ha estat establerta en aquest treball.

Stmbol Pagina
N 15 nombres naturals
R 15 nombres reals
R[] 15 polinomis a coeficients reals
R, [x] 15 polinomis reals de grau menor o igual que n
R} [x] 15 polinomis reals de grau n
deg(P) 15 grau del polinomi P
11X 15 cardinal del conjunt X
fla] 15 valor de f en el node «
ly 16 longitud de la configuracié A
ab 16 conjunt de les abscisses dels nodes de A
€A 16 épsilon de A
mult 4[] 16 multiplicitat de o en A
peuy[al, cap 4]a] 17 peu i cap de o en A respectivament
ma(j) 17 nombre de nodes de A amb derivaci6 j
Ma(7) 17 nombre de nodes de A amb derivacié menor
o igual que j
ma 17 funcié de valors ma(j), j >0
My 17 funcié de valors M4(j), 7 >0
Z(P) 17 espectre del polinomi P
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matriu de Vandermonde de A

determinant de Vandermonde de A

matriu de Vandermonde de A amb m columnes
7_,m(k), on m és una funci6 finita

part positiva de x

funcid nivell de m funcié finita

é:o m?(k)
coeficient de col-lisié de m
funcio nivell de m 4
seqiiencia de tipus (k,p)
nombres complexos
multiplicitat de la funcié f en z
grup d’una configuracié
node o nodes que delimiten un grup g de A
nombre de grups interiors de la configuracié N
87 €10,1,2,....4x — 1} | mn(j) = 0}
conjunt dels grups interiors, exteriors i atipics de N
respectivament
conjunt dels grups de N
nombre de nodes de N amb derivacié j comptant mul-
tiplicitats
si a és un node, indica la derivacié d’aquest node
derivacio del grup g
signe de av en A
conjunt de configuracions
configuracions de longitud menor o igual que n
configuracions de longitud n
conjunt de configuracions completes
configuracions completes amb longitud menor o igual
que n

configuracions completes de longitud n
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81

85
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87
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en general denota aplicacié entre configuracions
imatge d’un node « i d’'un conjunt A

identificaci6 natural entre A i B

configuracions p-equivalents

p-equivaléncia

1-equivaléncia o equivaléncia

conjunt d’esquemes, d’esquemes de longitud menor o
igual que n, i d’esquemes de longitud n

esquemes complets, esquemes complets de longitud
menor o igual que n, i esquemes complets de longi-
tud n

esquema del polinomi P

polinomis a coeficients reals no constants

classes de polinomis, classes de polinomis de grau
menor o igual que n, i classes de polinomis de grau
n

injecci6é natural de R en g

classes de polinomis obertes, classes de polinomis
obertes de grau menor o igual que n, i classes de poli-
nomis obertes de grau n

esquemes complets simples, esquemes complets sim-
ples de longitud menor o igual que n, i esquemes com-
plets simples de longitud n

node suprimit al grup g per formar un esquelet

resta de conjunts

conjunts que particionen un esquelet A de N

parell format per una configuracié quasi-completa N
i un esquelet A de N

configuracié de nodes veritables del parell [N|A]
quan N és B-configuracié, tnic node de g amb la

derivacié de g i multiplicitat senar
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97

103
103
103
104, 106
104
105,111
105
105
105
106
106
106
106
115
117,119
117,119
117
119
129
129
130, 132
132
133
157
158
158
158
161

INDEX DE NOTACIONS

funcions reals derivables n cops amb continui-
tat a l'interval [a, b]

suport de la funcié m

{(v,5) 1 €N, m(j) =1}

Ui St

extensi6 en ¥

aplicaci6 extensio

polinomi que anul-la Ext(7%)

pot denotar el conjunt d’indexs {1,2,...,h}
vectors de R" amb components diferents

{y eR"| S¥ NSy, =0sii#d}

relacié d’equivaléncia en I determinada per 7
element del conjunt quocient I/ =

valor comi de les components y;,7 € ¢

suma de les funcions m;,7 € ¢

Zz‘el MZ<] - 1) —J

arrels veritables i latents

funcions d’arrels veritables i latents

nombre auxiliar associat a 7/, j i

vector de les arrels veritables i latents

conjunt dels peus de la configuracié N
conjunts que particionen Py

tria inicial d’abscisses per a Y

nodes de N determinats per un node o € T’
proporcio inicial per a T'

pot denotar un polinomi inicial

subconjunt de Z(P*)

subconjunt de N? determinat per Z(P*)
subconjunt de y determinat per A*

nombre de peus suportats de A amb multiplici-

tat senar i derivacié menor o igual que j + 1
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) 162 pot denotar el defecte quasi-Pélya de A

(i) Gi.g)ex 165 vector de components z;;

14 176 subconjunt de R?' determinat per A*

W 177 vectors de W amb components amb valor absolut

menor que ¢

Ry 181 nodes de g amb derivacié j, i multiplicitat senar
Tq 181 cardinal de R,

2 182 congruencia de nombres enters modul dos

Sy 182 conjunt determinat pel grup g

N~ 184 saturacié de N

Y1 U* 188,190 conjunts que particionen P«

v+ [ 188 tria inicial d’abscisses per a Y*

t*[-] 188 proporcié inicial per a T*

p,q,Tr 209 multi-indexs amb components p;, q;, r;

ql 209 G+ Q+ o+ A

Fun(q) 210 nombre auxiliar associat a d,m i ¢

[x] 213 part entera de x

V., 213 {((d,p) eN? | d+2p<n,d=n}

en(d,p) 213 nombre auxiliar associat an >1ia (d,p) € V,
Vs 218 {deN|0<d<ndZn}

en(d) 218 nombre auxiliar associat an >1liad e V?
g;(d; p) 220 esquemes complets de longitud n i tipus (d; p)

& “5(d) 221 esquemes complets simples de longitud n i tipus (d; 0)
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