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Introduccion

La necesidad, cada vez mayor, de disponer de sistemas de cdlculo con un
alto grado de paralelismo, en los que la red que posibilita la conexién entre
sus distintos elementos es una parte muy importante en la arquitectura del
sistema, asf como la creciente complejidad de las redes informaticas hace que
el disefio de redes de interconexién adquiera cada dia mayor relevancia.

La Teoria de Grafos permite modelar sistemas fisicos en los que se pueda
describir una relacién binaria entre elementos del sistema. Por ejemplo, una
red de interconexién puede ser modelada mediante un grafo, tal que los vértices
representen los nodos o procesadores de la red, las ramas los enlaces de comu-
nicacién entre nodos, €l grado de un vértice corresponda al nimero médximo
de enlaces incidentes a un nodo y el didmetro represente el nimero méaximo
de enlaces utilizados para transmitir un mensaje ([13, 14]}. Si hay un gran
numero de procesadores, o bien la distancia entre ellos es grande, es impen-
sable que podamos tener una conexidn entre cada par de procesadores. Por
tanto, la informacién que se transmita de un procesador a otro tendrd que
pasar por algunos nodos intermedios, que actuaran como repetidores. Para
que la comunicacién se realice eficientemente, es necesario decidir adecuada-
mente cémo se sittian los procesadores y entre qué procesadores se establecen
los enlaces. Ademds, para minimizar los retrasos en la comunicacién entre
nodos, los caminos deben ser tan cortos como sea posible. Asf pues el disefio
de la red es de gran importancia.
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El grafo es dirigido si las conexiones son unidireccionales y no dirigido si son
bidireccionales. Si el {di}grafo representa una red en la que hay dos clases de
nodos ésta se modela mediante un (di)grafo bipartito. Los principales concep-
tos de la Teoria de Grafos que utilizaremos en esta memoria estén definidos en
el Capitulo 1. El disefiador de redes de interconexién debe prever el hecho de
que nodos o lineas de comunicacién puedan deteriorarse o dejar de funcionar,
y permitir que los restantes nodos puedan seguir trabajando, a pesar de que
la eficiencia del sistema decrezca, cuando se producen fatlos. Por esta razdn,
la fiabilidad de la red es una de sus caracteristicas mas importantes.

Entenderemos que una red es fiable, si permite el reencaminamiento de los
mensajes manteniendo la comunicacién entre los procesadores activos cuando
se producen fallos. Entre los pardmetros que miden dicha fiabilidad destacamos
la conectividad del digrafo que modela la red. El clasico Teorema de Menger
constituye la piedra fundamental del estudio estructural de la conectividad.
La conectividad mide el nimero méximo de nodos o enlaces que pueden fallar
sin que la red se desconecte. Uno de los objetivos en este punto es, pues, la
obtencién de redes con valores 6ptimos para dicho pardmetro.

Uno de los problemas mds estudiados es caracterizar los digrafos maximal-
mente conectados, es decir, aquellos que tienen conectividad igual al grado
minimo. En este contexto, se han dado diferentes condiciones suficientes sobre
el nimero de vértices, el didmetro o el grado gue indican ¢uando la conectivi-
dad es maxima. El primer resultado de este tipo fue dado por Chartrand en
[17). Desde entonces, han sido propuestas por otros autores diferentes genera-
lizaciones.

Resaltamos los siguientes tipos de condiciones para alcanzar éptima conec-
tividad:

Tipo (a).- Dado el didmetro y el grado maximo, que el mimero de vértices
sea suficientemente grande.

Tipo (b).- Para girth dado—o en el caso de digrafos, el pardmetro {— que
el didmetro sea pequeno.

Tipo (c).- Dado el didmetro, el grado méximo y el girth—o en €l caso
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- de digrafos, el parametro /— que el nimero de vértices sea suficientemente
grande.

Las condiciones de Tipo (a) muestran que a mayor orden mayor conec-
tividad. Algunas de estas condiciones pueden encontrarse en [24, 42, 52, 53].
Para el caso bipartito dichas condiciones estdn dadas, por ejemplo, en [1]. Por
otro lado las condiciones de Tipo (b) intuitivamente demuestran que a menor
didmetro mayor conectividad, [21, 26, 43, 48, 52, 53]. Finalmente, las condi-
ciones de Tipo (¢} son condiciones de tipo mixto respecto de las dos anteriores,
ya que en ellas se requiere que el orden sea grande en relacién no sélo a una
funcién del didmetro y del grado méximo sino también del girth o el pardmetro
£ en el caso dirigido, (25, 7). Para el caso bipartito no se conocen condiciones
de este tipo.

El objetivo de esta memoria es el estudio de condiciones suficientes que
aseguren conectividad éptima tanto para grafos como para digrafos, profun-
dizando en la linea de trabajos anteriores. Los digrafos bipartitos han merecido
una atencion especial, ya que se conocen para ellos un menor niimero de condi-
ciones suficientes que aseguren conectividad éptima. También se han tenido
en consideracién otras medidas de conectividad que pueden resultar de interés
en el disefio de un red de interconexion.

El Capitulo 1 de esta memoria estd dedicado a dar algunas definiciones y la
notacién que utilizaremos, asi como a mostrar los resultados conocidos sobre
los temas que desarrolla este trabajo. En la Seccién 1.1 encontramos definidos
los conceptos bdsicos de Teoria de Grafos que aparecen en esta memoria. Los
problemas clasicos de optimizacién (A, D) y (A, n) estdn desarrollados en la
Seccion 1.2. Las definiciones y algunas propiedades del método del digrafo
linea las encontramos en la Seccién 1.3, donde se pone de manifiesto que todos
los digrafos que son digrafos linea iterados para un orden de iteracién suficien-
temente elevado son maximalmente conectados. En la Seccién 1.4 definimos
los pardmetros ¢, y s, que han jugado un papel de capital importancia en
esta memoria. Intuitivamente hablando, podemos decir que el valor de £;
mide cuanto nos podemos alejar de un conjunto desconectador de cardinal
no déptimo. La ultima seccién de este capitulo esta dedicada a los conceptos
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de conectividad asi como a los principales resultados sobre este tema que se
presentaran de forma més exhaustiva en los capitulos siguientes.

En el Capitulo 2 damos condiciones de Tipo (b) para la llamada t-distancie
conectividad de un digrafo. Este concepto fue introducido por Fiol y Fibrega
en [29] y mide la fiablilidad de la red en funcién de la distancia entre nodos.
La Seccidn 2.1 estd dedicada a desarrollar los resultados conocidos sobre este
tema, asi como a introducir un nuevo concepto que denominaremos t-grado,
que acota el valor maximo de las {-distancia conectividades de un digrafo. Enla
Seccidn 1.5 construimos digrafos que tienen una secuencia de distancia conec-
tividades dada. Adem&s mostramos la independencia de los tres pardmetros,
generalizando asi la construccién dada por Watkins en [56] para la conectividad
estandar. En la tercera seccién ponemos especial atencidén en la obtencidn de
condiciones suficientes para alcanzar distancia conectividad éptima. Cuando
estemos tratando con grafos, los resultados estardn dados en términos del girth.
Para tratar con el caso general de digrafos, serdn usados el pardmetro £ y la
condicién de que el digrafo sea s-geodético. El caso particular £ = 1 recupera
los resultados conocidos para las conectividades « y A. En la Seccién 2.4 dare-
mos resultados andlogos para el caso de (di)grafos bipartitos, y en la iltima
obtenemos cotas inferiores, que involucran al pardmetro ¢,, para la ¢t-distancia

conectividad de digrafos. Los resultados de este capitulo se encuentran en
[4, 5, 6].

En el Capitulo 3 estudiamos condiciones de Tipo {c) para el caso de di-
grafos bipartitos. Hasta ahora se conocian condiciones de Tipo (&) y (b),
ver (1] y [29], respectivamente. Siguiendo las ideas de [25] hemos encontrado
condiciones suficientes de tipo mixto para que un {di)grafo bipartito alcance
conectividades éptimas. En la Seccién 3.2 damos estas cotas para el caso
dirigido, demostrando que las condiciones obtenidas son las mejores posibles
para algunos valores del didmetro y del grado. Tomando £ = 1 en las co-
tas obtenidas mejoramos las condiciones de Tipo {a) conocidas. De nuevo la
técnica del digrafo linea se muestra una herramienta potente para la obtencién
de digrafos con conectividades méaximas, ya que si el orden de iteracién es sufi-
cientemente elevado los digrafos linea iterados son maximalmente conectados.
En la Seccién 3.3 desarrollamos un trabajo paralelo para el caso no dirigido.
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El didmetro condicional o P-didmetro constituye una generalizacion del
concepto estandar de didmetro. En ¢él se refleja el méximo de las distancias
‘entre cualquier par de subdigrafos de un digrafo que verifiquen una propiedad
P dada. Utilizando este nuevo concepto, introducido en [10], se presentan en el
Capftulo 4 nuevas condiciones de Tipo (b) que generalizan y en algunos casos
mejoran las ya conocidas. Por ejemplo D < 2¢ — 1 es una condicién suficiente
para que un digrafo tenga conectividades éptimas. Si tenemos en considera-
ci6n el girth del digrafo el Corolario 4.2.5 demuestra que d(z,y) < 2¢—1, para
todo z,y € V\ S, donde § C V,|S| = g — 1 es también una condicién sufi-
ciente para obtener médxima conectividad. Por tanto esta condicidn constituye
una generalizacion de la anterior, ya que se permiten en el digrafo vértices de
excentricidad mayor que 2¢. En la Seccién 4.1 definimos los nuevos conceptos
y presentamos algunas condiciones de Tipo {(b) dadas por Plesnik y Zndn en
[49] que resultaran ser corolarios de los resultados obtenidos en las secciones si-
guientes. El resultado principal de la Seccidn 4.2 demuestra que al desconectar
un digrafo con pardmetro £, mediante un conjunto desconectador de cardinal
no 6ptimo la distancia entre los fragmentos que se producen estd acotada por
2¢, v ademds éstos tienen grado suficientemente grande. Utilizando algunos
didametros condicionales obtenemos corolarios que resultan ser condiciones de
Tipo (b}. En el caso no dirigido y cuando el girth es par obtenemos una mejora
de los resultados conocidos. Concretamente, si § < 4, las cotas obtenidas mejo-
ran en una unidad a las dadas en [53]. Como consecuencia obtendremos que
para grado minimo mayor que 5 las conectividades estdn acotadas inferior-
mente. En la Seccién 4.3 desarrollamos un trabajo paralelo al anterior para el

caso de digrafos y grafos bipartitos obteniendo como corolarios los resultados
dados en [49)].

Eliltimo capitulo de esta memoria estd dedicado a obtener condiciones su-
ficientes para alcanzar conectividades éptimas que podriamos considerar con-
trarias a las de Tipo (a) y (c), ya que en ellas las cotas obtenidas son cotas
superiores sobre el nimero de vértices que estin dadas como una funcién del
orden, el grado minimo y el parametro s. Estas cotas son una extensién de la
condicién de Chartrand n < 26 que asegura maxima conectividad. De hecho
esta cota se obtendra como un corolario de los resultados de la Seccién 5.2. La
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primera seccién estd dedicada a definir los conceptos de fragmento y frontera
de un subconjunto de vértices de un digrafo. También definiremos la profun-
‘didad de un fragmento inspirada en el concepto de vértice interior definido por
Hamidoune en [35]. El primer resultado de la Seccién 5.2 demuestra que la
profundidad de un fragmento estd inferiormente acotada por el parametro s.
Utilizando este resultado obtenemos las cotas mencionadas. En la Seccién 5.3
presentamos cotas superiores sobre el nimero de vértices que aseguran maxima
conectividad para el caso de digrafos bipartitos. La mejora de las cotas se basa
en que para un digrafo bipartito con pardmetro s podemos contar el nimero
minimo de vértices que distan s + 1 de un vértice dado, ver Lema 5.3.1. En
particular obtenemos la cota dada por Volkmann en [55].

Las Secciones 5.4 y 5.5 estdn dedicadas al estudio de cotas superiores sobre
el ndmero de vértices que aseguran que el digrafo es superconectado, tanto
para el caso general como para el caso bipartito. La superconectividad es una
medida mas fuerte de conectividad que la estindar, ya que en ella se tiene en
cuenta la estructura de los conjuntos desconectadores. De nuevo el hecho de
que la profundidad de un fragmento no trivial este acotada por s—1, en el caso
general, y por s, en el caso bipartito, nos permitird obtener las condiciones
suficientes mencionadas.



Capitulo 1

Teoria de grafos

1.1 Definiciones y propiedades basicas

Definimos a continuacién los principales conceptos de Teoria de Grafos que
utilizaremos en este trabajo. Bisicamente las notaciones utilizadas son las que
se encuentran en los libros de Chartrand y Lesniak [18] y Harary, Norman y
Cartwright [37].

El trabajo se desarrolla sobre conjuntos finitos. Un grafo dirigido o digrafo,
G = (V, A}, es un par ordenado de conjuntos disjuntos (V, A} tales que A C
VxVyV #{. Elconjunto V es el conjunto de vértices y A es el conjunto
de arcos. Si el conjunto A es un conjunto de pares no ordenados de vértices,
denominados ramas, diremos que G es un grafo. El resto de las definiciones
seran dadas para digrafos y trabajaremos sdlo con digrafos simples, es decir,
dados dos vértices de G, z e y, sélo existe un arco (z,y), desde z a y. En este
caso decimos que y es adyacente desde T y que ¢ es adyacente hacia y. Dos
arcos distintos con un vértice comun se llaman adyacentes. Un autolazo es un
arco de la forma (z,z). Llamaremos digono a un par de arcos de la forma
(z,¥) e (y,z). El niimero de vértices de un digrafo &, llamado orden, serd
denotado por n = |V|. El tamasio de G es el niimero de arcos y sera denotado
por m = |A}. '

Un digrafo G es simétrico st dados z,y € V(G) se tiene que (z,y) € A(G)

1
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si y sblo si (y,z) € A{G). De esta manera, un grafo G se puede representar a
través de su digrafo simétrico asociado G* obtenido al reemplazar cada rama
“del grafo por dos arcos formando un digone.

Algunos digrafos destacados son el digrafo simétrico completo, K, (asocia-
do al grafo completo K,,) que tiene orden n y sus arcos son todos los pares de
vértices {z,y), z # y. El conjunto de vértices del ciclo dirigido con n vértices,

Ch, €8 Zy. Los arcos de C, son los pares de la forma (z, z+ 1}, donde la suma
se realiza mdédulo n.

Un digrafo G' = (V’, A') es un subdigrafode G = (V,A)siV CVy A C A
En este caso escribiremos G’ C G. 8i W C V, llamamos subdigrafo inducido
por W, denotado por (W), al digrafo (W, AN (W x W)). Un tipo simple de
subdigrafo de un digrafo G es el que se obtiene suprimiendo un conjunto de
vértices o arcos. Si V' C V, entonces G — V' denota el subdigrafo con conjunto
de vértices V\ V' y cuyos arcos son los arcos de G que no son adyacentes desde
ni hacia ningin vértice de V', Si A’ C A, entonces G — A’ es el subdigrafo que
tiene como conjunto de vértices V' y como conjunto de arcos A\ A'.

El conjunto de vértices adyacentes desde un vértice z, o vecinos de salida
de z, se denota por I't(z) y 8+{z) = | (x)| es el grado de salida del vértice
z, andlogamente se define I'"(z)} como el conjunto de vértices adyacentes a z,
o vecinos de entrada de x, y el grado de entrada de z, §~(z), es su cardinal.
Si no esta suficientemente claro cual es el digrafo subyacente, ponemos éste
como subindice. Asi, si H es un subdigrafo inducido de G y x € H entonces,
Th{z) = TH{z) NV (H). El grade minimo de G, 6, es el minimo entre ¢l grado
minimo de salide de G, 67 = rzréig{é"'(x)}, y €l grado minimo de entrada de
G, 6 = E:Iéiél{é_(x)}. Andlogamente el grado mdzimo de G, A, es el méximo
de los grados méximos de salida y de entrada de G, A*, A~. Siéd=A=d
decimos que G es d-regular.

Sean z,y € V. Un x — ¥y recorrido es una sucesion,

(x = zo)T172  Tae—1 (T = Y},

de vértices de G, no necesariamente distintos, tales que {z;, Z;4+1) €s un arco
de G. Ademds k es la longitud del recorrido y serd denotada por |z — y|.
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Llamamos ¢ — ¥ camino a un z — y recorrido en el que todos los vértices
sean diferentes. Si z = y el £ — z camino se denomina ciclo. El girth de
‘un digrafo G, denotado por g9(G) = g, es la longitud de un ciclo de longitud
minima. Dados dos z — y caminos, diremos que son internamente disjuntos
si los tinicos vértices que tienen en comuin son precisamente los vértices z e y.
De forma similar, diremos que son arco disjuntos si no tienen arcos en comun.

La distencia d(z,y) desde z a y es la minima de las longitudes de los z — y
caminos de G. El méximo de las distancias entre cualquier par de vértices
del digrafo es el didmetro, D = D(G) = ﬂ%{d(x’ y)}. Dados Fy, F, C V, la
distancia desde Fy a F3, denotada por d(F;, F3), es la minima de las distancias
d(f1, f2), donde f, € F1 y f, € F5. Si F] o F, consiste de un sélo vértice z
denotaremos estas distancias por d(z, F3) o d(Fy, z).

Un digrafo bipartito es un digrafo G = (V, A) tal que existe una particién
del conjunto de vértices en dos partes, V = VoUW, Vo NV, = B, de tal forma
que los arcos del digrafo G unen sélo vértices que estdn en diferentes partes, es
decir, A C (Vo x V1)U{(V] x V). Denominaremos conjuntos de partes de G a los
conjuntos Vp vy V). Las partes del digrafo simétrico bipartito completo K, (&
sociado al grafo bipartito completo K, ;) son un conjunto V4 con p elementos y
un conjunto ¥ con g elementos. Dos vértices de este digrafo son adyacentes si
y s6lo si estan en partes diferentes. Un emparejamiento en un digrafo bipartito
es un subconjunto M de A{G) con la propiedad de que dos arcos de M nunca
tienen un vértice en comin. Diremos que M es un emparejamiento completo
desde V4 a V) cuando todos los vértices de Vj son vértices iniciales de arcos de
M y todos los vértices de V; son los finales.

Un digrafo G estd conectado si para cada par de vértices z,y de G exis-
te un £ — y camino. En otro caso diremos que & estd desconectado. La
conectividad (también llamada conectivided fuerte o vértice conectividad ) de
un digrafo G, k& = k{G}, es el minimo nimero de vértices que hay que suprimir
del digrafo para que el digrafo resultante esté desconectado o sea un vértice.
Anidlogamente, la arco conectivided de G, A’ = A(G), es el minimo nimero
de arcos que hay que suprimir del digrafo para que el digrafo resultante esté
desconectado o sea un vértice. Equivalentemente, x[A] es el mayor entero
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para el cual, entre cualquier par de vértices z,y € V, existen «[A] caminos
internamente disjuntos [caminos arco disjuntos] desde z a y. Geller y Harary en
{32] demostraron las siguientes desigualdades que relacionan les conectividades
del digrafo con el grado minimo

k<ALb (1.1)

Si la cota superior para las conectividades es alcanzada decimos que G es ma-
zimalmente conectado; cuando A = § diremos que G es mazimalmente arco co-
nectado. En este trabajo obtenemos condiciones suficientes para que un digrafo
tenga conectividades 6ptimas, es decir, con conectividad lo més cercana posible
a 6. Imase, Soneoka y Okada [42] y Fiol [24] demostraron que para digrafos d-
regulares este problema no es independiente de los problemas (A, D) y (A, n);
- intuitivamente podemos decir que, para n y d dados, a menor didmetro mayor
conectividad. En la siguiente seccién desarrollamos brevemente los problemas
mencionados.

1.2 Digrafos densos

Los problemas (A, D) y (A, n) consisten en optimizar la relacidn entre el orden,
el grado y el didmetro.

El problema (A, D) para digrafos consiste en encontrar digrafos con grado
maximo A y didmetro D tales que su orden sea el mayor posible. El orden
de un digrafo (A, D), es decir, un digrafo con grado méximo de salida A y
didgmetro D, estd acotado superiormente por la cota de Moore, M(A, D). Asi,
si G es un digrafo (A, D) con n vértices se verifica

D+1 si A =1,

n<1+A+A%+--+AP=M(A,D)=1 ,pu_,

AT siA>2

va que desde cualquier vértice de G podemos alcanzar como mucho A* vértices
mediante un camino de longitud ¢, 1 < i < D. Por lo tanto el nimero méaximo
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de vértices que pueden ser alcanzados a través de un camino como mucho de

D .
longitud D es a lo sumo ¥} A’
i=0

Los digrafos (A, D) que tienen orden igual a la cota de Moore se llaman
digrafos de Moore. Si D = 1, el digrafo simétrico completo K3, es un digrafo
de Moore, ya que su orden A+ 1= M(A,1). §i A =1, el ciclo dirigido con
D + 1 vértices Cp4y es un digrafo de Moore. Plesnik y Znan [48] probaron
que la cota de Moore no se puede alcanzar para A > 1y D > 1. Por lo tanto
los estudios en este campo se han concentrado en la busqueda de digrafos
(A, D) con orden lo més cercano posible a lo cota de Moore, estos digrafos se
denominan digrafos densos.

El problema andlogo para grafos no dirigidos, el problema (A, D), ha sido
considerado por diveros autores, ver [13] y sus referencias. En este caso el
niimero maximo de vértices a distancia i desde un vértice dado es A{A —1)*"L,
1 < i < D, de donde la cota de Moore para este caso es

2D +1 siA=2;

M(A,D)=¢ A(A-1P-2 '
> 3.
A9 siA>3

En el caso no dirigido la igualdad se alcanza para pocos valores de A y D.
SiD>2y A > 2 no existe ningin grafo de Moore. Aparte de los grafos
completos y los ciclos de longitud impar, se conocen otros dos grafos de Moore.
Son el grafo de Petersen, para A = 3y D = 2 y el grafo de Hoffman-Singleton,
para A =7y D =2. Para A =57y D = 2, la existencia es posible, aunque
no ha sido probada.

El problema (A, n) para digrafos consiste en encontrar digrafos con grado
maximo A y orden n que tengan didmetro minimo.

Si G es un digrafo con grado méximo A > 1 y orden nn > A + 1 se cumple
D > Dpin(A,n) = [loga(n{A - 1)+ A)] - 1.

En la Seccién 1.3 veremos algunas familias de digrafos que se han propuesto
como solucién de este problema.

Fiol y Yebra en [31] estudiaron los problemas (A, D) y (A, n} para el caso
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bipartito. Asi mismo dieron une familie de digrafos bipartitos densos, los
digrafos BD(d, n} que describiremos en el Capitulo 3.

Para obtener una cota del orden de un digrafo bipartito (A, D), asi como
algunas de las cotas que se dan en el Capitulo 3 es 1itil tener presente la siguien-
te propiedad del diametro. La demostracion del resultado puede encontrarse
en [31). Sea G un digrafo bipartito conectado. Entonces, G tiene didmetro D
st y solo si D es el menor entero tal que, para cuelquier vértice z € V, todos
los vértices de uno de los conjuntos de partes de G estdn ¢ distancie < D —1
desde x.

Sea G = (V,A), V = VUV, un digrafo bipartito conectado con grado
méximo A y didmetro D. En funcién de la paridad del diémetro, el nimero
méximo de vértices en un conjunto de partes que estan a distancia < D -1
desde un cierto vértice dado esta acotado por

1+ A2 4. 4 A%, si D=2k+1;
A+A3 4. . + A% i D=2k,

Por lo tanto, para A > 1, el orden de un digrafo bipartito (A, D) estd acotado
superiormente por

AD+1 -1 ) )
2—A—2-—-_-T st DD es impar;
n< MB(A: D) =
AD-i-l -A )
2—'&3‘-:'1— si Des par.

SiA=1, Mp(1,2k+1) = 2k+2y Mp(1,2k) = 2k. Los ciclos de longitud pear
Cyg42 son ejemplos de digrafos bipartitos de Moore para A = 1, mientras que
la segunda cota no puede ser alcanzada, ya que los unicos digrafos bipartitos
conectados de grado méxime de salida 1 son los ciclos de longitud par. Lo
mismo ocurre para aquellos digrafos bipartitos en los que D > 4, ver {31].

En el caso no dirigido la cota de Moore para el niimero de vértices estd
dada por
2D si A =2
Ms(A, D) = A-1)P -1

( .
>
2 A5 si A>3
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Los grafos bipartitos de Moore existen en los siguientes casos:

e A =2, son los ciclos de longitud 2D.
e D = 2, son los grafos bipartitos completos Ka a.

¢ D=23,406,y A —1 es una potencia de un niimero primo, ver {12].

Una cota inferior para el didmetro de un digrafo bipartito con grado maximo
A y orden n es

D 2 Dnin(Ayn) = [logA (g-(A2 - 1)+ 1)-| X

1.3 Definicién y propiedades del digrafo linea

En la seccién precedente hemos visto que la solucién al problema (A, D), en la
mayoria de los casos, consiste en encontrar digrafos con orden lo méas cercano
posible a la cota de Moore, es decir, familias de digrafos densos. Una de las
técnicas empleadas para ello es la técnica del digrafo linea.

En el digrafo linea LG de un digrafo G = (V, A), cada vértice representa
un arco de G. Asi, V(LG) = {uv : (u,v) € A}; y un vértice uv es adyacente al
vértice wz si y sélo si v = w, es decir, cuando el arco (u, v) es adyacente al arco
(w, z) en G. Por lo tanto el orden del digrafo linea es |V(LG)| = |A(G)|. Para
cada uv € LG, §t(uww) = §1(v) y 6~ (uwv) = 6~ (u), de donde §{(LG) = §(G).
Ademads si G es d-regular, LG también. As{ pues,

n(LG) = dn(G) (1.2)

La siguiente proposicién que encontramos en Fiol, Yebra y Alegre [30] y
también en Reddy, Kuhl, Hosseini y Lee [50] describe el comportamiento del
didmetro de un digrafo respecto del digrafo linea para el caso de digrafos
d-regulares. En Aigner [2] encontramos €l mismo resultado para digrafos dife-
rentes de un ciclo.
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Proposicién 1.3.1 Sea G un digrafo conectado diferente de un ciclo dirigido.
Entonces, el didmetro del digrafo linea de G, LG, es una unidad mayor que el
didmetro de G. Es decir, D(LG) = D(G} + 1.

Demostracion. Sean uv y wz dos vértices diferentes de LG. Consideremos
un camino de v a w en G, vy ... 0.1, con longitud minima k = d{v,w) <
D(G). A partir de este camino encontramos un camino de uv a wz en LG,
el camino uv, vvy, vivy, . .., Up1W, w2, que tiene longitud k + 1 < D(G) + 1.
Como todos los caminos de uv a w2 han de ser de esta forma, tenemos que
d{uv,wz) = d(v,w) + 1, si uwv # wz. Asi pues, D{LG)} < D{G) + 1. Para
probar que D{LG) = D(G) + 1, solo queda encontrar dos arcos diferentes de
G, (u,v), (w,z2), tales que d{v,w) = D(G). Podemos asegurar su existencia
siempre que (G no sea un ciclo dirigido. =

Como se sefialé en [30] este resultado es cercano al éptimo ya que desde la
cota de Moore se obtiene M{(d, D+ 1) = dM (d, D)+ 1. La técnica del digrafo
linea estd basada en considerar, para un digrafo G, el digrafo linea k-iterado de
G, L*G, el cual esté definido recursivamente como L*G = L{L*1G). Entonces
L*@ tiene d*n vértices si G es d-regular y didmetro

D(L*G) = D(G) + k. (1.3)

En este contexto las familias de digrafos densos de de Bruijn B{d, D) y de
Kautz K{d, D) pueden ser definidas como el digrafo linea iterado LP-1K] y
LP-1K3, ., respectivamente, donde K denota el digrafo obtenido desde K
afiadiendo un lazo en cada vértice y K3 ; es el digrafo simétrico completo con
d + 1 vértices. Como K tiene didmetro 1 de las ecuaciones (1.2} y {1.3) se
sigue que el digrafo B(d, D) tiene orden dP y didmetro D. Anélogamente, el
digrafo K(d, D) tiene didmetro D y orden d~}(d+1), el cual es %3—1 veces la
cota de Moore.

Si G es un digrafo bipartito con partes V5 y Vi, entonces LG también es
bipartito y sus partes estan formadas, respectivamente por los arcos de Vj a
Vi v por los arcos de V) a V.
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Si G es un digrafo con arco conectividad A, la vértice conectividad del
digrafo linea LG es la arco conectividad de G, es decir, k(LG) = A(G).

Por otra parte los digrafos de de Bruijn y Kautz tienen conectividades
éptimas. Todos los digrafos que son digrafos linea iterados tienen esta propiedad
para un orden de iteracién suficientemente elevado. Esto fue probado por
Fabrega y Fiol en [21] utilizando un pardmetro asociado al digrafo, denomi-
nado parametro £, que estd relacionado con el numero de caminos cortos.
Definimos este pardmetro en la siguiente seccién.

1.4 El parametro ¢, y digrafos s-geodéticos

Para estudiar la conectividad de digrafos se introdujo en [21] (ver también
Fiol, Fabrega y Escudero [26]), un nuevo parédmetro relacionado con el nimero
de caminos cortos, que recibe el nombre de pardmetro £, y que definimos a
continuacion:

Definicién 1.4.1 Sea G = (V, A) un digrafo con didmetro D, grado minimo
§ > 2, yseam un entero, 0 < 7 < 6~2 (7 > 1 si G tiene autolazos). Entonces
£y = £,(G), 1 € £, < D, es el mayor entero tal que, para cualquier z,y €V,

1. sid(z,y) < £, hay un dnico T — y camino corto y a lo sumow z — y
caminos diferentes de longitud d(z,y) + 1;

2. sid(z,y) = €x, s6lo hay un dnico T — y camino corto.

Obsérvese que este pardmetro estd bien definido para digrafos sin autolazos si
7 = 0 y para cualquier digrafo si # > 1. Cuando 7 = 0 escribimos simplemente
£(G) en lugar de £3(G). El pardmetro £, es una de las herramientas principales
en la resolucién de los problemas planteados en esta memoria.

En |21} se probd que cuando se considera el digrafo linea de cualquier digrafo
G diferente de un ciclo el pardmetro £, también satisface una igualdad como
(1.3). Concretamente,
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Proposicién 1.4.1 Sea G un digrafo diferente de un ciclo dirigido. Si G no
tiene autolazos cuando m = O, entonces £,(L*G) = £,(G) + k.

Demostracién. Como L*{(G) = LL*1(G, basta considerar el caso & = 1.
Sean x = xyx;, ¥ = Yoy dos vértices cualesquiera de LG. Sid(z,y) < 4, (G)+
1, entonces d(z1,y0) = d(z,y) — 1 < £,{G). Asi pues, el camino corto de
Z; a Yo €8 Unico, y por tanto, también es 1inico el camino corto de z a2 y. Si
d(z,y) < £:(G) + 1, entonces d{z),y) = d{z,y) — 1 < &(G). Por tanto,
existen en G a lo sumo 7 caminos diferentes de longitud d(z),y) +1de 2, 2
yo. Luego tenemos a lo sumo 7 caminos diferentes de longitud d(z,y) + 1 de
z ay en L¥{(G). Si £,(G) = D(G), entonces D(LG) = D{G) +1, ya que G no
es un ciclo dirigido, y por tanto es imposible que £,(LG) > D(LG). =

Cuando el digrafo considerado es bipartito hemos de tener presente que
entre dos vértices cualesquiera s6lo hay caminos de igual paridad, y por tanto
la definicidén del pardmetro £ puede ser simplificada como sigue:

Definicién 1.4.2 Dado un digrafo bipartito G, sea £ = £(G), 1 £ < D, el
mayor entero tal que para cualesquiere z,y € V a distancia d{x,y) < ¢, hay
un unico x — y camino corto.

Un pardmetro mis restrictivo que el que acabamos de definir es el pardmetro
s, es decir, el mayor entero tal que el digrafo es s-geodético.

Definiciéon 1.4.3 Se dice gue un digrafo G es s-geodético para algin entero
1 < s € D, si entre dos vértices cualesquiera, a lo sumo hay un camino de
longitud menor o igual a s.

Si s = D, el digrafo se llama fuertemente geodético. Ver Bosak, Kotzig y Zndm
[16] y Plesnik y Zném [48].

Nétese que s < min{f,g — 1}, donde g designa el girth del digrafo G.
Ademis, si G es s-geodético entonces L*G es s'-geodético con pardmetro &' =
min{s + k,g — 1}, donde g denota el girth de G.
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Ambos pardmetros constituyen una generalizacién para el caso dirigido del
concepto de girth. De hecho, un grafo es siempre LFE—IJ-geodético, es decir,

5 = [9;—1J Por otra parte, cuando G es un grafo, considerando el digrafo
simétrico asociado, se tiene que £(G) = s(G) = [ G;_IJ.

Los tres pardmetros definidos en esta seccién han sido utilizados por diver-
sos autores para obtener condiciones suficientes para que un digrafo o grafo sea
maximalmente conectado, o para tener otras medidas de conectividad éptimas.
En la siguiente seccién hacemos un breve repaso de algunas de estas condi-
ciones.

1.5 Conectividad

Un digrafo estd conectado cuando entre cualquier par de vértices existe un
camine que los une. Esta es, de hecho, una de las propiedades bédsicas que
puede poseer un digrafo. Existen diversas funciones que pueden ser utilizadas
para medir la conectividad de un digrafo, asi como distintas medidas de conec-
tividad.

Dos de estas funciones son la vértice conectividad local k(z,y) y la arco
conectividad local A{z,y). La primera de ellas es el minimo ntimero de vértices
cuya supresién desconecta z de y, la segunda es el minimo nimero de arcos
que son necesarios suprimir para desconectar z de y. Las minimas de las
conectividades locales reciben el nombre de vértice conectividad, x(G), y arco
conectwidad , A(G), respectivamente. Estas definiciones son equivalentes a las
dadas en la Seccidn 1.1, la equivalencia estd dada por el Teorema de Menger:
Dados z,y € G,z # y el nimero mdximo de £ — y caminos internamente
disjuntos [arco disjuntos] es igual a s(z,y) [A(z,¥)].

El principal objetivo de la teoria de conectividad en digrafos es producir un
conjunto de teoremas que describan las propiedades de los digrafos conectados
o arco conectados. En particular, el estudio de los digrafos maximalmente
conectados o arco conectados ha sido objeto de un gran interés en los tiltimos
afios. Ver, por ejemplo, el trabajo que recoge informacién sobre el tema de
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Bermond, Homobono y Peyrat [14]. La mayor parte de estas condiciones
son establecidas en funcién del grado de los vértices, del didmetro y el orden -
‘del digrafo. El primer resultado de este tipo que conozcamos fue dado por
Chartrand en [17]:

Si G es un grafo con n vértices y minimo grado § > [gJ, entonces G
presenta rama conectividad méxima, es decir, A = §.

Desde entonces, diversos autores han propuesto diferentes generalizaciones.
{Ver, por ejemplo, Lesniak [44], Goldsmith y White [34], Goldsmith y En-
tringer [33], Volkman [55]). Otras generalizaciones son de diferente naturaleza
y usan otros parametros. Asi, Jolivet en [43] mostré que cualguier digrafo con
didmetro 2 es mazimalmente arco conectado. Hamidoune da en {35] mna de-
mostracién sencilla de este hecho. Plesnik en [47] probé independientemente
el correspondiente corolario para grafos. Fabrega, Fiol vy Escudero probaron
en [21, 26] una generalizacién del tecrema de Jolivet, tanto para grafos como
para digrafos, a través del pardmetro £. Concretamente en [21] se probé el
siguiente teorema.

Teorema 1.5.1 Sea G = (V, A), un digrafo sin lazos, grado minimo § > 1,
pardmetro £, didmetro D, y conectividades k, A. Entonces,

fa) k=26, si D <20 -1,
(bj x=26,s1D<2¢

Este teorema junto con su demostracién es el principal punto de partida
del trabajo desarrollado en esta memoria. La demostracion puede verse como
un caso particular del Teorema 2.3.1 y del Corolario 2.3.2 del Capitulo 2 con-
siderando £t = 1 y s = 1. Intuitivamente este teorema muestra que a menor
didmetro mayor conectividad. De la demostracién se deduce que el parametro
¢ mide el alejamiento maximo de los vértices a un conjunto desconectador.
Concretamente, supongamos que F' C V es un conjunto desconectador de or-
den minimo tal que |F| = & < §. Entonces V \ F est desconectado, es decir,
existe una partiéién de este conjunto en dos conjuntos disjuntos no vacios,
VANF =V UV?* Seanpu= irel?}o_{d(:r,F) yu = ;relg.)id(F,:z). De la de-
mostracion del teorema se deduce que py ¢’ 2> £si k < 8. Por lo tanto €]
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pardmetro £ acota la mixima de las distancias de los vértices de V- y V' al
conjunto desconectador cuando el digrafo se desconecta mediante un conjunto
‘de cardinal no 6ptimo.

En el caso de grafos, considerando el digrafo simétrico asociado, el teorema
anterior se escribe en términos del girth, ya que en este caso £ = ls;_lj Este
resultado fue dado por Sonecka, Nakada, Imase y Peyrat [53].

Aparte de la conectividad esténdar, también se han considerado otros
tipos de medidas de conectividad. Asi, Harary defini6 en [38] la conectivi-
dad condicional con respecto a una propiedad P o P-conectividad como el
minimo nimero de vértices cuya supresién desconecta el digrafo en compo-
nentes conexas de manera que todas gozan de la propiedad previamente fijada
P.

En e} Capitulo 2 estudiamos una nueva clase de conectividad que podria ser
considerada como un tipo de conectividad condicional. La diferencia consiste
en que la condicidn no se impone sobre las componentes, sino sobre la distancia
entre vértices dados de G. Otra medida mds fuerte de conectividad es la
llamada superconectividad que definiremos en el Gltimo capitulo. Oftras clases
de conectividad pueden encontrarse en [23, 11].

En el desarrollo de la memoria utilizaremos la siguiente notacién. Dado
G = (V, A) un digrafo y F un conjunto desconectador, el conjunto V\F puede
ser dividido en dos subconjuntos disjuntos no vacios V—, V* tales que G—F no
tiene arcos desde V'~ a V*. Llamaremos & estos conjuntos fragmentos. Pode-
mos considerar a su vez una particién de los conjuntos V~ y V* en conjuntos
ViyV/,donde 1 <4< g, 1 <5 <y, de acuerdo con sus distancias a F' y
desde F, es decir, Vi = {z € V™ : d(z, F} =i} y V] = {z € V* : d(F,z) = j}.
Para unificar la notacién consideraremos Vp = Vj = F. En cuanto a arcos,
dado £ un conjunto de arcos desconectador, consideramos los dos conjuntos
disjuntos de vértices F' = {f : (f,f) € E}Yy F" = {f' : {[,f) € E}.
En este caso, el conjunto de vértices V = V(G — E)} puede ser dividido
en dos conjuntos, que denotaremos también por V~ y V+, denominados a-
fragmentos. Entonces definimos V, = {z € V™ : d(z,F') =i} Cc V™ y
Vi={reV*¥:d(Fz)=34}CV* donde0<i<v,y0<j<v.






Capitulo 2

Distancia conectividad en
digrafos

2.1 Introduccion

La conectividad condicional es una generalizacién de los conceptos de conec-
tividad estdndar que fue introducida por Harary en [38], definiéndola como
el minimo cardinal de un conjunto de vértices, cuya supresién desconecta el
digrafo, y cada una de las componentes conexas que se producen satisface una
condicién dada. En este capitulo estudiamos una generalizacién de los concep-
tos de conectividad y arco conectividad, los cuales, de alguna forma, pueden ser
considerados como conectividades condicionales. La diferencia es que, ahora,
la condicién no se impone en las componentes, sino en la distancia original de
los vértices que han sido desconectados. Precisando mds, requerimos que los
conjuntos desconectadores separen vértices que estaban suficientemente aleja-
dos en el digrafo original. Esta clase de conectividad fue introducida por Fiol y
Fabrega en [29], y puede ser una herramienta Gtil para medir la fiabilidad de la
red como una funcién de la distancia entre los nodos que queremos comunicar.

El resto de esta seccidén esta dedicada a recordar algunos conceptos y re-
sultados ya conocidos, as{ como a introducir los nuevos. En la Seccién 2.2
construimos digrafos que tienen una secuencia de distancia conectividades
dada. En la tercera seccidn ponemos especial atencién en la obtencién de

15
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condiciones suficientes para alcanzar distancia conectividad dptima. Para con-
seguir los resultados serdn utilizados el parametro £ y la condicién de que el
digrafo sea s-geodético. En la peniltima seccién daremos resultados andlogos
para el caso de digrafos bipartitos, y en la dltima obienemos cotas inferiores
para la t-distancia conectividad de digrafos. Estas cotas estan dadas sobre el
didgmetro.

Sea GG un digrafo conectado. La excentricidad positive de un vérticez € V
se define como e*(z) = mea‘.;c{d(:r, y)}. La excentricidad negativa e~ () se define
¥

andlogamente. El radio positivo de G es r* = n&ig{eﬂ&:)} y similarmente se
I

define el radio negativo, r~. El redio v de G es el minimo entre el radio negativo
y el positivo. Nétese que el didmetro es D = n}ea‘.;({e“"(x)} = mea‘gc{e‘ (x)}.
T z

Dados z,y € V tales que (z,y) ¢ A, un conjunto S = S{z,y) C V\{z,y}
se llama un x — y conjunio separador si no hay ningin z — y camino en
G — 8. La conectividad local de x a y es

){z,y;,G) = k{z,y) = min{|S| : S es un £ — y conjunto separador}.

Por el teorema de Menger, (z,y) puede ser también definida como el
nimero méximo de caminos internamente disjuntos desde z a y.

Definimos a continuacién los nuevos conceptos de conectividad que serdn
estudiados en este capitulo. Estos conceptos fueron introducidos por primera
vez en [29].

Definicién 2.1.1 Dadot, 1 <t < D, lo t-distancia conectividad de un digrafo
G, denotada por k(t;G) o simplemente k(t}, se define como

k(t) = min{x(z,y) : z,y €V, d(z,y) > t}, sit > 2,

y £{1) = &(G) = & siendo » la conectivided estdndar de G.

De la anterior definicidn se verifica facilmente que

k= k(1) =x(2) < k(3) £ --- < x(D), (2.1}
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yva que los conjuntos sobre los que se toma el minimo forman una cadena
decreciente con respecto a la inclusién de conjuntos.

Obsérvese que si para algin ¢, 1 <t < D, «(t — 1) < (¢}, al suprimir
k(t — 1} vértices del digrafo desconectamos vértices que se encuentran a una
distancia < ¢t — 1, pero no vértices a mayor distancia. Asi pues, el estudio
de las secuencias de t-distancias conectividades puede ser una informacion util
sobre la cone_xiéh de los vértices atendiendo a la distancia entre ellos. Nuestro
objetivo sera conseguir condiciones suficientes para que un digrafo tenga t-
distancias conectividades optimas.

En lo referente a arcos podemos definir los siguientes conceptos. Dados
z,y € V, un conjunto ' = S'(z,y) C A se llama un z - y conjunto de arcos
separador si no existe ningiin r — y camino en G — &'. La arco conectividad
local de z a y es

AMz,y;G) = A(z,y) = min{|5’]| : § es un z — y conjunto de arcos separador}.

También la conectividad local se puede definir a través del teorema de Menger
como el niimero méximo de z — y caminos internamente arco disjuntos.

Definicién 2.1.2 Dado t, 1 <t < D, la arco t-distancia conectividad de un
digrafo G, denotada por A(t; G} o stimplemente A(t), se define como

At) = min{Mz,y) : z,y €V, d(z,y) > t}.

En este caso tenemos

A=A1) € A2) <--- < A(D), (2.2)

donde A = A(G) denota la arco conectividad estandar de G.

Si nos preguntamos por relaciones entre la t-distancia conectividad y la
arco {-distancia conectividad, que sean andlogas a las ya conocidas para el
caso estandar, una de las primeras que podemos verificar es la siguiente. Para
cada t, 1 <t < D, k() < A(t). El caso ¢ = 1 da la desigualdad « < A, ya
conocida, ver Geller y Harary [32]. La tltima desigualdad se puede completar
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con el grado minimo, cumpliéndose que, £ < A < §. En general, no es cierto
que A(t) £ 6, pero A(t) verifica claramente A(t) < §%(z) para cualquier z € V
tal que e¥(z) > t, v At) < 6 (z) para cualquier £ € V con e~ (z) > &
Entonces, para cada t, 1 £t £ D, es 1til considerar un nuevo pardmetro, que
lamaremos t-grado, el cual fue introducido en [4].

Definicion 2.1.3 Pare cada t, 1 < t < D, llamamos t-grado, denotado por
&(t), al minimo entre 61(t) y 6 (t), donde §*(t) = n]ei‘l}{6+($), et{z) >t} y
6~ (t) = min{6~(z), e7(z) > t}.

Como consecuencia immediata de la definicién, los t-grados forman una
secuencia creciente, cuyos primeros términos son iguales hasta el radio de G.

§=6()=---=6(r)<b(r+1)<--- <8D). (2.3)

Ahora, para cualquier ¢, 1 <t < D,
k(1) < Mt) < 6(0). (2.4)

Un digrafo G se llama mazimalmente t-distancia conectado si k(t) = A(t) =
5(t), y mazimalmente arco t-distancia conectado si A(t) = 8(t). Nétese que
si G es maximalmente conectado, entonces (7 es maximalmente t-distancia
conectado para cualquier 1 <t <r.

En cuanto al comportamiento en el digrafo linea LG de un digrafo G de

los nuevos conceptos definidos podemos comprobar que

k(t+ L LG = A4G) st 1<t D -1, (2.5)

St+ 1L, LG)=6(t;G) si 1<t < D. (2.6)

Esto es debido a que los vértices de LG corresponden a arcos de G, y por lo
tanto cada camino en LG de longitud t+1,con 1 € t+1 £ D+1, corresponde
a un camino en G de longitud £. La 1iltima igualdad es debida, ademss, a
gue el grado de salida de cada vértice en el digrafo linea coincide con el grado



Introduccién 19

de salida del vértice final del arco en G que lo define, y el grado de entrada
coincide con el grado de entrada del vértice inicial del arco que lo define.

Finalmente, vamos a enunciar algunos de los resultados ya conocidos so-
bre el tema que nos concierne, estos resultados se encuentran en [29]. En
este articulo se dieron condiciones suficientes para que un digrafo tuviera t-
distancias conectividades iguales hasta un cierto valor de ¢. El resultado prin-
cipal es el siguiente.

Si k<4 entonces D >2{ y«k=x(20),
si A< dentonces D>204+1 yA=A(204+1).

Como consecuencia de este resultado y recordando las desigualdades (2.1)
y (2.2), se demostré la siguiente caracterizacién de los digrafos maximalmente

conectados.
k=~06sii D<20—10 k(20 >6; (2.9)
A=6bsii D<2l0A20+1) 26 (2.10)

Nétese que, como k(t) ¥ A{t) estdn definidas sélo para ¢t < D, las dos condi-
ciones suficientes sobre el didmetro y la distancia conectividad son complemen-
tarias.

En particular, como £ > 1, la ecuacién (2.10) implica que cada digrafo
con didmetro 2 es maximalmente arco conectado. Esto fue probado en [43].
Ademds, se tiene que cada digrafo con distancia conectividad A(3) > § tiene
mdxima arco conectividad.

Consideramos ahora el caso de grafos (no dirigidos). En este caso se
pueden definir conceptos andlogos al caso de digrafos obteniendo resultados
similares. Para conseguir nuestro propdsito sélo trataremos con grafos simples
G = (V, A), considerando sus digrafos simétricos asociados G* = (V, A*). El
razonamiento basico es que k(t; G) = k(¢; G*) para cada 1 < ¢ < D y, debido
a que un conjunto de arcos desconectador no puede contener digonos, también
Alt; G) = A(t; G*). Por otro lade £ = £(G) = 4(G*) = [gg—lj, donde g denota
el girth del grafo G.
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Sea G un grafo con girth g. Aplicando las condiciones (2.7) y (2.8) a su
asociado G*, tenemos las siguientes condiciones.

. D>g—-1y k=k{g—1), g impar
Si & < & entonces { D>g-2y k=x(g—2) g par (2.11)
, D2gy A= XMyg), gimpar .
si A< & entonces {ng_l y A=A(g—1), g par. (2.12)

De nuevo como consecuencia de este resultado podemos obtener la siguiente
caracterizacion de grafos maximalmente conectados.

e D<g—-20k{g—1)> 86 gimpar

k=6 sii {D<g—30fc(g—2)>6,gpa.r, (2.13)
e D<g-10A(g) >4, gimpar

A=osi {D<g—2o)\(g—1)>5,gpa.r (2.14)

En particular, estos resultados contienen las condiciones suficientes de So-
neoka y otros [52, 53], sobre el didmetro y el girth, para que un grafo sea
maximalmente conectado o rama conectado. Notese que, como g > 3, cada
grafo con didmetro 2 tiene méxima rama conectividad. Esto fue probado en
[47). También puede deducirese el resultado de Jolivet [43]. Ademds, se ve-
rifica que cada grafo con distancie conectividad A(3) > 6 tiene mdzima rama
conectividad.

En lo referente a digrafos bipartitos, los resultados conocidos se encuentran
en el articulo anteriormente mencionado. La diferencia en los resultados es
debida al hecho de que en un digrafo bipartito entre dos vértices cualesquiera
no existen caminos cuya longitud difiera en una unidad.

El préximo resultado es el andlogo a (2.7) y (2.8) para el caso bipartito.
Como se puede observar todas las cotas se han incrementado en una unidad.

Si k<bentonces D>20+1yr=x(20+1) (2.15)
si A< entonces D>20+42 y A= A20+2). (2.16)

El siguiente corolario caracteriza aquellos digrafos bipartitos que poseen
conectividad 6ptima. La condicién sobre el didmetro D y £ fue estudiada
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también por Fabrega y Fiol en [22]

k=404sli D<20 o0 k(20+1) 26 (2.17)
A=6sii D<2+10 A20+2)26. (2.18)

Teniendo en cuenta que el pardmetro £ verifica £ > 1, tenemos ademads los
siguientes resultados.

{a} Todo digrafo bipartito con 3-distancia conectividad x(3) > é tiene conec-
tividad méxima.

(b) Todo digrafo bipartito con didmetro 3 o distancia conectividad A{4) > §
tiene arco conectividad maxima.

Teniendo presente que para grafos bipartitos el girth es siempre par las
condiciones (2.15) y (2.16) pueden reescribirse de la siguiente forma.
Si k<bentonces D>¢g-—-1y xk==x(g—1) (2.19)
si A< dentonces D 2>gy A= Ag). (2.20)

En particular, tenemos la siguiente caracterizacion de los grafos bipartitos
con conectividad méxima.

k=6 sii D<g—20k(g—1)26; (2.21)
A=6sii D<g-—10A(g) 26

Ademss, como en un grafo bipartito g > 4, podemos enunciar las siguientes
condiciones para que un grafo bipartito tenga conectividades Sptimas.

(a) Todo grafo bipartito con distancia conectividad x(3) > & tiene conectivi-
dad méxima.

{b) Todo grafo bipartito con didmetro 3 o distancia conectividad A(4) > §
tiene rama conectividad mdaxima.

El resultado que contiene la condicién sobre el didmetro, en el anterior caso
(b), fue probado por Plesnik y Znam {49], independientemente.
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2.2 Construcciones

En esta seccién construimos un digrafo G que tiene como t-distancia conectivi-
dades una secuencia dada de D) — 1 enteros positivos ¢ € ¢3 € +++ < ¢p. Del
mismo modo demostramos que, para un ¢ dado, los pardmetros &(t}, At} y
5(t} son independientes, es decir, dados tres enteros positivos a < b < ¢ existe
un digrafo G con estos nimeros como t-distancia conectividad, arco t-distancia
conectividad y f-grado, respectivamente. Para el caso de conectividad, arco
conectividad y grado minimo, Geller y Harary dieron en [32] una construccién
que muestra la independencia de estos pardmetros.

El siguiente lema nos proporciona cotas superiores para la -distancia conec-
tividad como una funcion del orden, el tamaiio y el didmetro de un digrafo,
las cuales seran utiles en nuestro estudio. Esta cota puede verse también como
una cota inferior para el ndmero de vértices de un digrafo en términos de su
didmetro y su distancia conectividad.

La primera cota fue dada por Watkins {56] para la conectividad estdndar,
k = k(1) de un grafo. Ademds, se probé que la desigualdad obtenida es la
mejor posible construyendo, para dos enteros positivos dados, D y &, un grafo
G de orden n = k(D —1}+2 con didmetro D y conectividad x. La construccién
de estos grafos es como sigue. Sean Hj,...,Hp.; D - 1 copias disjuntas de
Kp. Construimos G de la siguiente forma: unimos cada vértice de H; a cada
vértice de H;,1 por una rama, 1 < i € D —2; ademés unimos un nuevo vértice
u a cada vértice de H; por una rama y similarmente unimos un vértice v a
cada vértice de Hp_;. El grafo resultante claramente satisface las condiciones
preescritas.

Lema 2.2.1 Sea G un digrafo con grade minimo & > 1, didmetro D, orden
n, tamanio m y i-distancia conectividades «{t) y AM(t). Entonces,
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tales que d(z,y) > t, vy k(z,y) la conectividad local desde z a y. Como «(z,y)
es el maximo nimero de £ — y caminos internamente disjuntos, el orden del
digrafo debe satisfacer x(z,y)(d(z,y)—1)+2 < n. Entonces, «{t){t—1)+2 < n,
y de aqui que x(t) < [2=2]. Cuando t = D tenemos «(D) < I_%:—";J, y el
resultado se sigue desde (2.1).

(b) Teniendo en cuenta que n{LG) = m(G), deducimos de la ecuacién
(2.5) y del caso (a) que A(f) = k(t +1;LG) < [Z52],1 <t < D—1. Sean
z,y € V tales que d(z,y) = D y Az, y) la arco conectividad local desde z a
y. Como A(z,y) es el méximo nimero de £ — y caminos internamente arco
disjuntos, el tamafio del digrafo debe satisfacer: Az, y)d(z,y) < m. Entonces,
MDD <m,ydeaquique \(D) < |5]. =

Nétese que un razonamiento directo para el caso de la arco t-distancia
conectividad nos llevarfa a la titima cota dada, A(t) < [F], la cual es peor
que la obtenida razonando mediante el digrafo linea.

Cuando ¢ = D, un razonamiento similar nos permite obtener una cota
mejor que la anterior para la ¢t-distancia conectividad.

Lema 2.2.2 Sea G un digrafo con grado minimo § > 1, didmetro D, orden n,
tamafio m, pardmetro £ = D yt-distancia conectividades (t) y A(t). Entonces,

(o) k(t) < |251], 1<t < D;

() At) < | B3], 1<t<D -1 M(D)< | BH ]

Demostracién. Basta tener en cuenta que al ser £ = D, entre dos vértices a
distancia D sélo existe un camino de longitud minima D, los caminos restantes
deben ser de longitud > D+1. Por lo tanto en este caso el orden debe verificar
(D—1)+2+ (k(z,y) — 1)D £ n, para cualquier par de vértices z,y € V tales
que d(z,y) > D. =

En el siguiente teorema demostramos la existencia de digrafos que tienen
una cadena de t-distancia conectividades dada. Como consecuencia de este
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teorema obtendremos que las cotas dadas en el Lema 2.2.1 son las mejores
posibles.

Teorema 2.2.3 Dados D — 1(> 2) enteros positives ¢; < c¢3

- < ep,

Co, 5(3) =

[N

existe un digrafo G cuyas t-distancia conectividades son £(2)
¢, -, k(D) = ¢p.

Demeostracion. Sabemos que si n es el orden del digrafo buscado y D el
didmetro se debe verificar k(D) < |£=%]. Entonces, el orden del digrafo
debe satisfacer n = |V| > ep{D ~ 1) + 2. Por lo tanio, construiremos un
digrafo G con n = ¢p{D — 1) + 2, y denotaremos sus vértices como gy, Vij,
1<i<D-11<j <c¢pyvp:. Consideramos una particion de V en los
siguientes subconjuntos By = {vn}, Bi = {va, - Vi, 1 1< D -1y
Bp = {vp}. Las adyacencias del digrafo son las siguientes:

. F+(‘001) = By;

e Seaw € B;, 1 <1 < D-2. Sus vecinos de salida son I'*{w) = By, w #

Ui, ¥ T (o) = {vis1,00 - Vitren_, } C Bitns
o I'(w) =V \ {w}, para cualquier w € Bp_y;

b r+(U131) = Bp_1.

Procedemos a verificar que el digrafo descrito satisface las condiciones re-
queridas. En primer lugar, calculamos el didmetro de G. Cualquier w € Bp_;,
posee et(w) = 1, ya que estos vértices son adyacentes a cualquier vértice del
digrafo G excepto a si mismos, y e*(vp) = 2 ya que I'*(vpy) = Bp.;. Para
cualquier w € B;, 1 £ ¢ < D — 2, d{w,vp-12) = D — 1 — ¢, y de aqui, que
d{w,y) < D — 1, para cualquier y € V. Por lo tanto, et {w}) =D -i< D - 1.
Finalmente, e*{vg;) = D, porque d{vey,vp1) = Dysiv € V, v # vp,
d{va:,v) < D. Asi, D(G) = 13’168‘.3{{6'!'(‘!))} =e*{uy) = D.

Como sdlo los vértices vy ¥ vp; estan a distancia D, y hay exactamente ¢p,
vg1 — Vp) caminos internamente disjuntos en G, entonces k(D) = k{vo1, ;1) =
¢p. Para estudiar las otras t-distancia conectividades calculamos primero
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las conectividades locales k{z,y) para cualesquiera z,y € V. En primer
lugar, nétese que para cualquier ¥ € V, I''(vpy} C T'(y), y de aqui que
k(vpr,y) = 6 (vpy) = ¢p. Six = vy, 1 € 1 £ D — 2, recordemos que
T*(va) = {visrr - 1 Uis1ep_;} C Bis1- (A modo de ilustracién considérese
por ejemplo = = vp-31, ver Fig. 2.1). Distinguimos tres casos diferentes en
funcién del vértice y € V, teniendo en cuenta que para cualquier y € B;y,,
1<3<D—-1,0bien B; CT{y) o B;\ {vpn} CI' {y).

(i) Cuando y = v;1, 1 € j € D — 1, tenemos que B;_, C I'"{v;;), y por lo
tanto podemos encontrar los siguientes v;; ~ v caminos intermanente
disjuntos: v Vig1r - Vit S1E+1 << D=1, 0 Uji¥igar - Vp_1r¥1
sil<j<i+l j#£idondel <7 < cp_y. De aqui w(viy,v5n) =
5+(’Uﬂ) = CD—j-

(ii) Cuandoy € B,y # v;1, 1 € j £ D-2, en el peor de los casos tenemos que
vj_13 € T (y). En este caso podemos encontrar los siguientes vy — y
caminos internamente disjuntos: vVt - Y.y sit+1< i <D -1,
O Ui Vipir - Up_1,y 81 1 € § €4+ 1, donde en ambos casos 2 < r <
¢p—;- Ademds, tenemos el siguiente camino desde v; a y, el cual es
internamente disjunto con los anteriores vgviti1 - - - Vp-1,1Y- De aqui que
w{va,y) = 6% (vy) = cp—y, paracualquiery € By, y #v;, 1 <j < D-2.

(iii) Cuando y = v, 0 ¥ = vpy, tenemos que I'~(y) = Bp_3 y por lo tanto
podemos encontrar los siguientes v;; ~— y caminos internamente disjun-
08! ViiVip1y - - Up-1y Para 1 <1 < cp_y, y de aqui x{vi,y) = cp_i-

Finalmente, si x = vgy 0 2 € By, z # vy, 1 € ¢ < D — 2, entonces
I*(z) = By y es facil verificar que k{z,y) = ¢p para cuelquier y € V.

De los anteriores resultados obtenemos que £(2) = min{«{z,y) : d{z,y) >
2} = ¢, 6(3) = min{«(z,y) : d(z,y) > 3} = ¢3,..., k(D) = min{x(z,y) :
diz,y) 2 D}=cp. =

Procedemos ahora a demostrar que los tres pardmetros x{t}, A(t) y 6(t) de
un digrafo son independientes.
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Up-13,

|
\k * \ Todo G

Bp_» Bp.1
Figura 2.1: Proceso de construccién de un digrafo con 4(t) = ¢, 2<t < D

Teorema 2.2.4 Dados tres nidmeros enteros positives satisfaciendoa < b<c
y 3 <t < D, eziste un digrafo G = (V, A) con didmetro D > t, en el cual
k(t)=a, Alt) = b, y 6(t) = c.

Demostracién. Construimos un digrafo con orden n = |V| = s(D — 1) + 2,
5 > ¢, y denotamos sus vértices como en la demostracién del Teorema 2.2.3, es
decir, V = ByU...UBp, siendo By = {va1}, Bi = {var,-..,Uis}, 1 L4 < D1,
Bp = {vp1}. Describimos ahora las adyacencias:

T+ {v) = V\{v}, para cualquier v € Bp._;.

F+(’UD1) = BD—I‘

Para cualquier v € B;, 0 < i< D-t—-10D-t+2<i< D2,
I‘+('U)=B§+].

Censtruimos un digrafo completo simétrico K7 ., con los primeros ¢ —
a+1 vértices de Bp.., y todos estos vértices tienen también los siguientes
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K. ,.1 a vértices b vértices

. ry) rol, [7° .
: IR ¥ | :
: s H—1 1 ! .
: L*) I I :
: e L -4
Vo1 : 1 * r:i\\ [ | :
— . I o NG| . —Todo G
: (5 Lo = :
: cial o i *
: < I :1
. Il I
: I Lol
. e ! e ! . .
Bp_. Bp-tv1 Bp-iwe2
Figura 2.2: Un digrafo con «(t) =a, A(t} = by 6(t) =c¢
vecinos de salida: {vp_s411,---sUp-t41a} C I (vp-ti), 1 £ i < c—a+l.

Ademés, para cualquier v € Bp., diferente de tales vértices, Tt (v} =

Bp_t41.
e Para cualquier v € Bp_yy1, v € [ (vp_i1), 't (v) = Bp_t42.

e Para cualquier v € I (vp_¢ 1) N Bpts1, [T (Up—t414) = VD24, 1 £ <

a—1,y F+('”D—t+l,a) = {UD—:+2,m “ee ,'UD—:+2,b}-

El digrafo obtenido se muestra en la Figura 2.2. Veamos que satisface el
teorema. Nétese que cualquier vértice z € V, 2 £ vp_ys, 1 i< ec—a+1,
tal que e*t(z) > t, verifica §7(z) = s > cy 67 (z) = 25 > ¢, y también es
ficil probar que s(z,y) = A{z,y) = s para cualquier ¥y € V. De aqui que,
§(t) = §H{up_ys) = ¢, 1 €i < c—a+1, yaque et(vp_y;) = t. Ademss,
para cualquier y € V, tenemos x{vp_s4,¥) = @, ya Que existen exactamente
a caminos desde vp_;; a y internamente disjuntos. Por ejemplo, para i = 1
tales caminos son vp_¢1Up_t+1,° - Up-1,4¥, 1 < ¢ < a. Por lo tanto, x(t) = a.
Por otro lado, tenemos los siguientes b caminos desde vp_;; a cualquier y € V
internamente arco disjuntos: vp_¢1Vp—1+1iUp—t42i- - Up-1.%, 1 S 1 < a; ¥y



28 Distancia conectividad en digrafos

UD—t,1¥D—1,jUD—t+1,aUD-142,; " * UD-15¥, a + 1 < j £ b. De donde se deduce,
AMty=5b m

Observamos que si t = 1, k(1) = &, A(1) = A, §(1) = 6. En este caso una
construccién de un digrafo verificando el Teorema 2.2.4 fue dada en {32].

En €l caso de grafos tenemos un resultado similar al Teorema 2.2.3. Ahora,
recordemos que el radio y el didmetro de un grafo G estin siempre relacionados
por las siguientes desigualdades: r < D < 2r. Ademas, si ¥ = 6 se satisface

k=x(1)=k(2) = =k(p)=--- =k(r) donde p= | 2.

Teorema 2.2.5 Dados D — p+ 1 enteros positivos ¢, < ¢piy < --- < ¢p,
conc, 2 2 yt >4 existe un grefo G = (V, A) con didmetro D > t y cuyas
t-distancia conectividades son k(2) = .-+ = k(p) = ¢,, k{p+ 1) = Cps1, -+,
!G(D) =Cp.

Demostracién. Construimos un grafo G = (V, A) con orden n = |V| =

ep{D — 1) 4+ 2, y denotamos los vértices como en la demostracién del Teorema
2.2.3. Las adyacencias son las siguientes (ver Figura 2.3):

e D(vgy) = By, y lwp) = Bp_y;

e Todas las ramas entre los conjuntos: B; y Biy, 1 <i<p—-2, B,y
(Bo\ {va}) ¥ (B = {vn}) ¥y (Bisa \ {vjs1}), p<i<D -1

o T(v;1) = {wig1a} U {los¢; — 1 primeros vértices de B;_;}, para todo
p<i<D—1.

Para probar que el grafo anteriormente descrito satisface las condiciones

requeridas seguimos las mismas lineas que en la demostracién del Teorema
223 =
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ot Um

Bl Bp—l Bp Bp+1 BD—l

Figura 2.3: Iustracién del Teorema 2.2.5

2.3 Digrafos maximalmente distancia conec-
tados

En esta seccidn damos algunas condiciones suficientes para que un digrafo
sea maximalmente ¢-distancia conectado. De ahora en adelante supondremos
6(t) > 1, va que si 8(¢} = 1 el digrafo es obviamente maximalmente ¢-distancia
conectado. El siguiente resultado muestra que para un digrafo s-geodético
con pardmetro £, la distancia conectividad «(2¢) iinicamente determina las
conectividades «(t) para cualquier ¢ < 2s, y andlogamente para la arco -
distancia conectividad.

Teorema 2.3.1 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro £,
t-distancia conectividades x{t) y A(t) y t-grado 6(¢). Entonces,

(a) k(t) = min{b(t), «(2£)}, pora cualguier t < 2s;

(b) A(t) = min{é(2), A(2¢ + 1}}, para cualquiert < 2s+ 1.
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Demostracién. Probaremos en primer luger {a). Sea F un conjunto t-
distancia desconectador de G = (V, A) de cardinal minimo, es decir |F| = «(2).
Entonces, existen dos vértices u,v € V\F tales que d(u, v) > ¢ de manera que
no hay caminos desde u a v en G — F. Consideramos los conjuntos V=, V+, V;
y Vj,donde 1 <i < p, 1 <j <y, definidos en la Seccién 1.5. Como cualquier
camino desde V'~ a V* debe atravesar F, la distancia desde un vértice en V,
a uno en V,, es al menos p + ¢’ y de aqui que D > p + /. Sin perdida de
generalidad, supongamos que g <y’ (si no, usamos el digrafo inverso de G).

Sabemos que x(t) < §(t). Ademds, debido a que t < 25 < 27 se sigue que
() < k(2£), por lo tanto «(t) < min{é(¢), x(2£)}. Para probar la desigualdad
inversa distinguimos dos casos:

(a.1) u > ¢. Entonces, si z € V,,, y € V,,, tenemos d(z,y) > u+4' > 2¢. De
“aqui, k(t) = |F| > s(2¢).

{a.2) p < ¢—1. Consideramos dos subcasos:

(i} p <s~1. Seau €V, i< p, el vértice anteriormente mencionado, y
sean uy, g, . . ., Usq), O(t) de sus vecinos de salida. Para cada u;, sea
[i el vértice de F' a minima distancia desde u;. Si f; = f; para algin
i # j, entonces deberian existir dos u — f; caminos de longitud a lo

sumo u + 1 < s, contradiciendo que G es s-geodético. Por lo tanto,
k{t) > 6(t).

(i) s < p. Sea z € V,,, tenemos que e*(z} > t ya que, para cualquier
yeVy, dlz,y) 2 u+u > 2 >t Sean z1,%s,...,Zsy), 6(t) de
sus vecinos de salida. Como en el caso (i), para cada z;, sea f;
el vértice de F' a minima distancia desde z;. Ahora, si f; = f;,
para algin ¢ # j, deberfan existir dos z — f; caminos diferentes
de longitud u# o p + 1 contradiciendo la definicién del pardmetro
¢, yaque p < dlz, ;) < 1+d{zy, fi) £ 14+ p < ¢ Por lo tanto,
k(t) > 8(¢).

(b} En este caso, sean E un conjunto de arcos t-distancia desconectador
de cardinal minimo y los conjuntos de vértices F', F", Vi y V/ definidos en
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la Seccién 1.5. Ahora la distancia desde un vértice en V, a uno en V), es al
menos ¥ + ¥ +1ydeaqui D > v+ ¢+ 1. Ademds, tenemos que A(t) <
min{6(¢), A\(2¢ + 1)}. Para completar la demostracién consideramos de nuevo
dos casos:

{(b.1) v > £. Entonces, siz € V,,, y € V), se verifica d(z,y) 2 v+v' +12>
2 + 1. De donde, A{t) = |E| > A(2¢+ 1).

(b.2) v < £-1. Siv > 1, podemos razonar como en ¢l caso (a.2). Cuando
v = 0, tenemos que V~ = F’. En este caso, sea u € F' con e*(u) > ¢, y sean
Uy, Us, ..., Use), 6(t) de sus vecinos de salida. Si I'"(u) C F” es claro que
6(t) < |F"} £ |E| = A(t). De otra forma, supongamos que u;, ug,..., ux € F’
Y Ukt1, Uk+2, - -, Use) € F”. Entonces, E contiene los siguientes arcos (u;, w),
1<i<k,weF' y(uw), k+1<i<§(t). Como G no tiene lazos, todos
estos arcos son diferentes y, de aqui, 6{t) < |E[=A({). =

Este teorema nos proporciona condiciones suficientes para que un digrafo
s-geodético con pardmetro ¢ sea maximalmente ¢-distancia conectado. Es-
tas condiciones estin dadas sobre el didmetro del digrafo en términos del
parametro £.

Corolario 2.3.2 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro £,
t-distancia conectividades «(t) y A(t), y t-grado §(t). Entonces,

(a) k(t) = 8(t) para cualquier t < 2s, siD<2-1;
(b) A(t) = 6(t) pare cualguiert <2s+1, si D <2¢.

Demostracién. (a) Como D < 2¢ — 1, usando la misma notacién que en el
Teorema 2.3.1, tenemos que 2u S p+ ' < D<2—1. Deaquiquep < €—1
y estamos en el caso (a.2) de la demostracién anterior, entonces k(t) = &(t).

(b} Usamos el mismo razonamiento que en ¢l caso (a). =

Como s > 1, para t = 1 el corolario anterior da una condicién suficiente
para que un digrafo G tenga mdxima conectividad, esta condicién fue ya for-
mulada en [21], [26] y [29]. '
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Un digrafo se llama mazimalmente distancia conectado si k(t) = A(t) = 6(t)
para todo 1 < t £ D, y mazimalmente arco distancia conectado si A{t) = §(t)
para todo 1 < ¢ < D. El siguiente corolario da una condicién suficiente para
que un digrafo sea maximalmente distancia conectado.

Corolario 2.3.3 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, t-distancia
conectividades k(t) y A(t), y t-grado 8(t). Entonces,

(o} k(t) =6(t) para todo t < D, si D < 25~ 1;

(b) Mt)=6(t) paratodot < D,siD<2s =

Si k es suficientemente grande, el digrafo linea k-iterado L*G satisface las
condiciones sobre el didmetro del Corolario 2.3.2 ya que, de la propiedad (1.3)
y la Proposicion 1.4.1, '

D{L*G) < 26(L*G) — 1 & k > D(G) - 2¢(G) + 1;
D(L*G) < 28(L*G) & k > D(G) — 2¢(G).

Ademds, si G es s-geodético entonces L*G es s'-geodético con s’ = min{s +
k,g — 1}, donde g denota el girth de G.

Corolario 2.3.4 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro £,
girth g, y t-grado 6(t). Sea s’ = min{s + k, g — 1}. Pntonces,

a) kit; = &({t; para cuolquiert < 2¢', stk>D—-2041;
LFG 8(t: LEG { 2¢' k> D 4

(b) Mt; L*G) = 6(t; L*G) para cualquiert <2s'+1,sik>D-20. =

2.4 Digrafos bipartitos con distancia conec-
tividad éptima

En esta seccién estudiaremos el caso en el que el digrafo G es bipartito. Como
hemos observado en la introduccién el hecho de que en un digrafo bipartito
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entre dos vértices no existan caminos cuya longitud difiera en una unidad
permite simplificar la definicién del pardmetro ¢, y da lugar a la obtencion de
resultados similares a los del caso general, pero aqui todas las cotas mejoran
en una unidad. El siguiente resultado es andlogo al Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.1 Sea (G un digrafo bipartito s-geodético con didmetro D, pard-
metro £, t-distancia conectividades k(t) y A(t), y t-grado 6(f). Entonces,

(e) «(t) = min{é(t), x(2¢ + 1)}, para todo t < 2s;

(b) A(t) = min{é(t), A(2¢ + 2)}, para todo t < 25+ 1.

Demostracién. Sea G = (V, A), V = U; UU; un digrafo bipartito. Usamos
la misma notacién que en la demostracion del Teorema 2.3.1. Asf, como antes,
para probar (a) distinguimos dos posibilidades:

{(@.1) p> £ Si u> £+ 1, hemos finalizado ya que d(z,y) > d(z, F) +
d(F,y) > 2+ 2y, de aqui, k(t) = |F| > x(2¢ + 2) > x(2¢ + 1). Por otro lado,
si k& = £ necesitamos considerar dos subcasos:

(i) V,NU; # & paracada i = 1,2. Entonces existen dos vértices
z € V,NU,, 2’ € V,NU, tales que d(z,y) > g+ p' > 2¢ y, similarmente,
d(z’,y) > 2¢. Por tanto, como z y z’ pertenecen a diferentes conjuntos de
partes, al menos una de las distancias anteriores debe ser superior a 2¢ + 1.
Entonces, x(t) = |F| > x(2£+1). |

(i1} V,NU; = @ para, por ejemplo, ¢ = 2. Entonces, todos los vecinos
de salida de z € V), deben estar en V,,_;. Como e*(z) > 2¢ > ¢, podemos
considerar 6(t) de sus vecinos de salida y, como antes, si f; = f; para algin
i # 4, deberfan existir dos z — f; caminos diferentes de longitud 7, lo que es
una contradiccién. Entonces, &(t) > 8(t).

(@.2) p<f€—1. Como en el Teorema 2.3.1. =

Este resultado contiene las siguientes condiciones suficientes para que un
digrafo bipartito s-geodético sea maximalmente t-distancia conectado.
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Corolario 2.4.2 Sea G un digrafo bipartito s-geodético con didmetro D, po-
rdmetro ¢, t-distancia conectividades k(t), A(t) y t-grado 8(t). Entonces,

{a) (t) = &(t) para todo t < 2s, st D < 2¢;

(b) Mt)=06(t) paratodot <2s+1,si D <20+ 1.

A partir de aqui, se obtienen las siguientes condiciones suficientes para que
un digrafo bipartito s-geodético sea maximalmente distancia conectado.

Corolario 2.4.3 Sea G un digrafo bipartito s-geodético con didmetro D, t-
distancie conectividades (1} y Mt), y t-grade 6(t). Entonces,
{a) x(t) = 6(t) paratodo 1 <t £ D, si D € 2s;
(b) Mt)=46(t) para todo 1 <t < D, si D <2s+1.

De nuevo en este caso, probaremos que el digrafo linea k-iterado tiene
t-distancia conectividades 6ptimas si el orden de iteracién es suficientemente
grande. Para ello recordemos que un digrafo G es bipartito si y sélo si su digrafo

linea LG lo es. Ademas de nuevo L*G es s'-geodético con s’ = min{s+k, g~1},
donde g denota el girth de G, que en el caso bipartito es siempre par.

Corolario 2.4.4 Sea G un digrafo bipartito s-geodético con didmetro D, pard-
metro £, y t-grado 8(t). Entonces las t-distancia conectividades de L*G  satis-
facen:

(o) k{t; L¥G) = 6(t; L*G) para todo t < 2s si k > D — 2¢;
(b} Mt; L¥G) = 6{(t; L*G) para todo t < 25+ 1si k> D — 20+ 1.

2.5 Cotas inferiores para la distancia conec-
tividad en digrafos

Las ideas de las secciones precedentes pueden utilizarse sin cambios significa-
tivos para obtener cotas inferiores sobre la ¢-distancia conectividad de cualquier
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digrafo. Para conseguir este propésito debemos considerar el pardmetro £;
definido en el Capitulo 1.

Teorema 2.5.1 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro £,
t-distanciae conectividades x(t) y A(t), y t-grado 6(t). Entonces,

{a) x(t) > min{é(t) — 7, k{2€;)}, para cualquier t < 2s;

(b) A(t) > min{6(t} — =, A(2¢, + 1)}, para cualquier t < 2s+ 1.

Demostracién. Utilizamos la misma notacién que en la demostracién del
Teorema 2.3.1. Para probar (a) distinguimos dos casos:

(a.1) u > £,. Entonces, paracadaz € V,, y € Vo, d(z,y) 2 p + ' > 2¢,.
De aqui que x(t) = |F| > &(2¢,).

(a.2) p<¢ —1. Estudiamos dos posibilidades:

(i1} p < s—1. Aqui podemos utilizar un razonamiento similar al del
caso (2.1) del Teorema 2.3.1.

(ét) s < p. Elegimos un vértice z € V,, tal que el conjunto F de vértices
de F' a distancia exactamente u desde z tenga cardinal minimo. Para cada
f € F a distancia a lo sumo u + 1 desde z consideramos el (tinico) z — f
camino corto. Sea Y el conjunto de vecinos de salida de £ que no estin en
ninguno de estos caminos. Luego §{(t) < §*(z) < |[Y|+ |F|. Seay € Y. El
vértice ¥ no puede distar g hacia un vértice f € I — F,. En caso contrario
d(z, f) = p+ 1 y habria dos £ — f caminos internamente disjuntos (a saber,
el camino conteniendo al vértice ¥ y el z — f camino corto considerado antes).
Como |F;| es minimo, y € Y debe estar unido a cualquier vértice f € F; por
un camino de longitud u. Nétese que ¥ no puede estar a distancia 4 — 1 de F,,
ya que de lo contrario habria dos £ — f caminos cortos de longuitud p para
algin f € F.. Pero para cualquier f € F,, por la definicién de ¢., existen a
lo sumo m, x — f caminos de longuitud g + 1. Entonces, |Y| < 7 y de aqui,

K(t) = |F| > 6(t) — .

(b) La demostracién usa un razonamiento analogo al caso (b} del Teorema
231 m
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Nétese que para 7 = ( tenemos una prueba ligeramente diferente del Teo-
rema 2.3.1.

Corolario 2.5.2 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro £,
t-distancia conectividades x(t) y Mt) y t-grado §(t) > 1. Entonces,

(o) k(t) 2 6(t) — 7 para cada t < 2s, 61 D < 2, —1;

{e) Mt} > 6(t) — 7 para cade t <25+ 1, si D < 24,.

Demostracién. {e¢) Como D < 2¢, — 1, usando la misma notacién que en
el Teorema anterior, tenemos 2u < p+ ' < D < 2¢;, — 1. Por lo tanto,

# < €; — 1y estamos en el caso {a.2) de la demostracién anterior, entonces
k{t}) > 6(t) — 7, paracadat <25. =

Corolario 2.5.3 Sea G un digrafo s-geodético. con didmetro D, t-distancia
conectividades k() y A(t}, y t-grado 6(t) > 1. Entonces,

(a} (t) > 8(t) — =, para cualguiert < D, si D < 25— 1;

(b} A(t) 2 6(t) — 7, para cualquiert < D, siD<2s5. =

De la ecuacién {1.3) del Capitulo 1 y de la Proposicién 1.4.1 concluimos el
siguiente corolario del Teorema 2.5.1.

Corolario 2.5.4 Sea G un digrafo s-geodético con didmetro D, pardmetro
¢y, t-distancio conectividades «(t) y A{t), y t-grado 6(t) > 1. Entonces, las
distancia conectividades del digrafo linea k-iterado L*G  satisfacen:

(e} x{t; L*G) > 6(t; L*G) —  para cualquier t <25’ sik > D — 20, +1;

(b} Mt; L*G) > 6(t; L*G) — 7 para cualquier t <25’ +1 sik > D ~2¢,,
donde s = min{s+k,g—1}. =



Capitulo 3

Conectividad de digrafos y
grafos bipartitos densos

3.1 Introduccién

En este capitulo realizamos un estudio de la conectividad de aquellos digrafos
y grafos bipartitos que tienen gran nimero de vértices para grado maximo y
didmetro dados. Concretamente, damos cotas inferiores sobre el numero de
vértices, suficientes para asegurar que el digrafo o grafo alcance conectividades
6ptimas. Estas cotas suponen una extension de las conocidas para el caso de
digrafos bipartitos, ya que en ellas se tiene en consideracion los grados méaximo
y minimo, el didmetro y el pardmetro £, o en el caso de grafos bipartitos, el
girth. Hasta ahora se conocen cotas superiores sobre el didmetro que involucran
al pardmetro ¢, o al girth en el caso no dirigido, Fiol y Fabrega [29], y por
otro lado, cotas inferiores sobre el niimero de vértices que sélo estdn dadas en
términos del grado y del didmetro, Aider [1}.

En este trabajo unimos las ideas subyacentes en los trabajos mencionados
anteriormente obteniendo una extension de éstos, probamos ademds que las
cotas obtenidas son las mejores posibles al menos para digrafos bipartitos de
determinado grado y didmetro. La idea bésica en la obtencidn de la primera
de las cotas es demostrar que si desconectamos un digrafo bipartito medi-
ante un conjunto de vértices con cardinal no éptimo existen vértices en los

37
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diferentes fragmentos que estan suficientemente alejados del conjunto desco-
nectador. La distancia de estos vértices al conjunto desconectador estd dada
por el pardmetro ¢, o por el girth en el caso no dirigido. Intuitivamente el
pardmetro £ nos dice cuan alejados estdn los vértices de un fragmento del
conjunto desconectador. Por otra parte, para obtener la cota dada en [1] se
demuestra, bajo las mismas hipétesis, que el nimero de vértices debe ser su-
ficientemente pequefio dado el grado y el didmetro, ya que en caso contrario
existen en el digrafo o grafo vértices suficientemente alejados del desconectador
que permanecen unidos a cualquier vértice del digrafo o grafo. Agrupando estas
ideas demostramos que un digrafo o grafo bipartito que no alcance conectivi-
dad maxima tiene orden acotado superiormente por una funcién de los grados
méximo y minimo, el didmetro y el parémetro £ o, en el caso no dirigido, €l
girth.

Estudios andlogos a éstos han sido realizados para el caso general de di-
grafos y grafos. Estos estudios fueron motivados por la necesidad de conocer
digrafos con gran nimero de vértices, didmetro pequeiio y/o conectividades
optimas. Los primeros resultados trataban la conectividad y el didmetro inde-
pendientemente, por ejemplo en Bruijn [19] e Imase y Itoh [40], [41] podemos
encontrar métodos de construccién de digrafos con didmetro pequefio o en
el caso de grafos en Akers [3] y Memmi y Raillard [45]. Imase, Soneoka y
Okada [42] fueron quienes por primera vez realizaron un estudio que clarifica
la relacién entre el didmetro y la conectividad de los digrafos (A, D), es decir,
de aquellos digrafos que tienen gran nimero de vértices para grado méximo
A y didmetro D dados . Las condiciones dadas alli prueban que, cuanto mds
grande es el orden, mas altas son las conectividades. Por ejemplo,

k<§=>n<s{p(A,D-1)+A}; (3.1)

A<bé=>n< A{p(A,D-2)+A+1}. (3.2)

De estos resultados deducimos las siguientes condiciones suficientes para que
un digrafo GG sea maximalmente conectado:

r=6sin> (6 -1)}{p(A,D-1)+ A} (3.3)

A=6sin> (- V{p(A,D-2)+A+1}. (3.4)
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Por otra parte, Fabrega y Fiol en [21] formularon los siguientes resultados
en términos del pardmetro £ y que relacionan el didmetro del digrafo con la
conectividad del mismo. Ver Teorema 1.5.1 del Capitulo 1.

D<2-1= k=4§; (3.5)
D<2 = A=6 (3.6)

Intuitivamente, podemos interpretarlos en el sentido de que cuanto més
pequeno sea el didmetro, mds altas son las conectividades, como era de esperar.
Estos resultados tienen algunos corolarios interesantes, tanto para el caso de
grafos como para el de digrafos. Dos de ellos, concernientes a digrafos, son los
siguientes. |

(a) (Jolivet [43]). Cada digrafo con didmetro 2 es maximalmente arco
conectado.

(b) (Fabrega, Fiol, Escudero [26]). Sea L*{G) el digrafo linea k-iterado de

un digrafo G con grado minimo § > 1, didmetro D, y £ = ¢(G). Entonces,
kK(L*G)=6si k> D 2041, (3.7)
MLFG) =6si k> D — 2 (3.8)

Este resultado nos dice que los digrafos linea iterados son maximalmente
conectados si la iteracién es suficientemente grande. En particular los digrafos
de Kautz lo son ya que £ = D y son digrafos linea iterados.

Fiol [24, 25) agrupé las ideas de los anteriores resultados dando condiciones
de tipo mixto (sobre el orden n y el pardmetro £), para alcanzar conectividades
dptimas. En ellas se tiene en cuenta la distancia de los vértices al conjunto
desconectador para acotar el orden.

k=06 si n> (6-1){p(A, D-0+p(A,€-1) =2} + Al+1; (3.9)
A=6sin> (6-1){p(A, D-£-1)+p(A, -1} +AL (3.10)

Como un caso particular de los anteriores resultados, tomando £ = 1, se
obtienen las siguientes condiciones suficientes,

k=46 si n>(6—1{p(A,D-1})-1}+A+1, | (3.11)
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A=6si n>(6—D){p(A,D—2)+1} +A, (3.12)

que mejoran las dadas en (3.1) y (3.2). Ademsds, si G es d-regular se obtiene
que

k=d si n>dP+1; : {3.13)
A=d si n>dPly2d-2. (3.14)

El resultado para la vértice conectividad es el mejor posible, al menos para
didmetro impar, como demuestran los digrafos de Kautz generalizados o los de
Imase y Itho, I1(d,n). Estos digrafos son d-regulares si n > d y su didmetro
es D = [log,n] o D = [logyn] - 1. En particular, cuando n = d2 + d°! el
digrafo I1{d, n) es el digrafo de Kautz K{d, D). Con respecto 2 la conectividad
de 1I{d,n), Homobono y Peyrat [39] mostraron que « = d—1 si d+1 no divide
a n (en este caso I7{d,n) no tiene lazos) o m.cd.(d,n}) = 1, y k = d en otro
caso (suponiendo D > 5). Considerando el digrafo I7(d,n)conn=d?+1y D
impar, de los anteriores resultados se deduce que estos digrafos tienen didmetro
[log,n] = D, pero su conectividad es k =d — 1 ya que m.c.d.(d,n) = 1.

Con respecto a la arco conectividad se conocen algunos ejemplos particu-
lares que muestran también que el resultado anterior es el mejor posible. Por
ejemplo, en la Figura 3.1 se muestra un digrafo 3-reguler con diametro 3, el
cual tiene orden n = dP~1 4 2d — 2 = 13 y arco conectividad A = 2. (Los
vértices con la misma etiqueta estdn identificados y el digrafo de la derecha es
el digrafo de Kautz K(2,2)).

En la Tabla 3.1 reflejamos las diferentes condiciones suficientes que hemos
expuesto a lo largo de esta introduccién, pare alcanzar maxima conectividad.
Todas ellas estdn dadas para el caso de digrafos d-regulares.

Respecto al caso de digrafos bipartitos, existe menor mimero de trabajos.
No obstante, como hemos mencionado al principio de esta introduccién, se
conocen algunas cotas. Por ejemplo, las cotas sobre el niimero de vértices
involucrando al grado y al didmetro fueron dadas por Aider en {1) para el caso
de digrafos bipartitos d-regulares.

k=d si n>2d”! - 1) (3.15)
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K=d A=d
Imase y otros [42]
(3.3) y (3.4) n>dP+d*—d-1 n>dP 4+ d? -2
Fiol [25], n>dP-t 124 —2d+1 | n>dPt + 240 — 2
(3.13) y (3.14) n>dP+1 n>dPt+2d-2
Fabregay Fiol [21]: [ D<2£~1 D<o
Fiol {25]: D < €+1logy{n—2d%) —1 | D < £+ logy(n — 2df)

Tabla 3.1: Condiciones suficientes para que un digrafo d-regular tenga conec-
tividades Optimas

A=d si n>2d°2 (3.16)

En [29] se dieron cotas superiores sobre el didmetro para que un digrafo
bipartito alcance médxima conectividad. Estas cotas son andlogas a las dadas
en (3.5) y (3.6).

D<2U =>k=6§ (3.17)

D<2A+1=A=6 (3.18)

La mejora de la cota es debido a que entre dos vértices de un digrafo bipartito
no hay caminos cuyas longitudes difieran en una unidad, asf la definicién del
parametro £ se puede simplificar diciendo que es el mayor entero tal que para
cualquier par de vértices z,y € V a distancia d{z,y) < £, inicamente hay un
£ — ¥y camino corto. '

En este capitulo, G = (V| A), V = Uy U U}, denotard un digrafo bipartito
(simple y finito) siendo U, U; los conjuntos de partes de vértices y A el
conjunto de arcos (dirigidos}, los cuales representan elementos diferentes de
Uy x Uy o Uy x Uy. Recordemos, para finalizar, que el niimero maximo de
vértices, Mp(A, D), de un digrafo bipartito con grado méximo A y didmetro
D (cota de Moore ) es :
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01 01
¢12
20
0 SN
-0 10 21 02
~ 21 12 20

Figura 3.1: Un digrafo 3-regular de 13 vértices con didmetro 3 y arco conec-
tividad 2

(D41 si A =1y D esimpar,
D si A=1y D es par,
Mg(A/D)=<¢ AP _
AD'H—A ]
L2ﬁ, si A>2y D par.

En [31] se probd que esta cota sélo puede ser alcanzada cuando D < 4.
Cuando A = 1, los digrafos bipartitos de Moore son los ciclos de longitud 2p
si D = 2p—1, pero cuando D es par la cota no puede ser alcanzada, ya que los
inicos digrafos bipartitos conectados de grado uno son los ciclos de longitud
par por lo que su didmetro es impar. Para D = 2, son los digrafos bipartitos
completos de grado A. En [31], se presenté ademds la construccién de una
familia que da lugar a digrafos bipartitos densos. Concretamente, dados d, n,
enteros positivos con d € n, el digrafo bipartito BD{d, n), tiene como conjunto
de vértices V = Z3; x Z, = {(o,i); € Z3,1 € Z,}, y cada vértice (o, 1) es
adyacente a los vértices del conjunto

(a,2) ={(m,(-1)%d{i+a)+t}; t=0,1,...,d -1}
donde0=1y1=0.
Cuando D = 3,4y n=dP"!+dP"3, el digrafo BD(d, n) tiene didmetro D
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Figura 3.2: Digrafo BD(2,5)

y de aqui que su orden alcance la cota de Moore |V| = 2n = Mpg(d, D).
En la Figura 3.2 hemos representado el digrafo bipartito BD(2,5). Para
D > 5 se obtienen digrafos bipartitos densos, ya que el orden de los digrafos
BD(d,dP! 4 dP~3%) es mayor que (d* — 1)/d* veces la cota de Moore como
se comprueba en {31]. Ademss estos digrafos son maximalmente conectados,
otras propiedades de estos digrafos pueden encontrarse en Padré [46].

Los resultados que exponemos a continuacién pueden encontrarse en (7).

3.2 Digrafos bipartitos densos

Esta seccion estd dedicada a derivar algunas nuevas condiciones de tipo mixto
que nos aseguren altas conectividades en digrafos bipartitos. Estas condi-
ciones unifican y mejoran los resultados conocidos de Alder [1] y también los
contenidos en [29]. En primer lugar, vamos a considerar el caso de la vértice
conectividad.

Teorema 3.2.1 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, or-
den n, grados mdrimo y minimo A y & respectivamente, y conectividad .
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Entonces, st k < &,
(B) n < k{p(A, ) +p(A, D -0 -1)~2} +2, st82>3;

(@) n < p(A, 0 +p(A,D—0—-1) -1+ J{AH - AP} gi5=2.

Demostracion. Sea G = (V| A), V = Uy U U}, un digrafo bipartito. Para
probar (2) sea F un conjunto desconectador de orden minimo de G, i.e. |[F| =«
y V \ F estd desconectado. Sean V-, V*, V,, 1<i<, y Vi, 1<ji <y, los
conjuntos definidos en la Seccién 1.5. Notese que |V < AVl 1<i<y, y
|Vl < AV, 1 £ j < ¢/, Como cualquier camino desde V™~ a V7 atraviesa
F, la distancia desde un vértice en V,, a uno en V), es al menos ¢+ 4’ y por lo
tanto D > p+ ¢, Sin pérdida de generalidad, supongamos que g < g’ (si no,
usamos el digrafo inverso de G).

Bajo las anteriores condiciones, se probé en [21] y también en [29] que si
p < £ —1 entonces |[F| = k > 4, contradiciendo nuestras hipétesis. Luego
podemos suponer que g > £y, en consecuencia, p < (W < D—pu< D- ¢

(@) p>{¢+1 Entonces ' <D—p<D-£-1 8iV,_, , =0, ésto es, si
p <D —£€-2 el orden n = |V| de G debe satisfacer
[ s
n= S+ 5 V- 1P < slp(0,0) +p(8, ) - 1) <
i= =
w{p(A, 1) + (A, D —£-2) - 1} = &{p(A, &) + p(A, D — £ - 1) — 2}+
k{ 3 A'— AP-E1 41} < w{p(A,0) +p(A, D — £ — 1) — 2},
i=E41
puesto que 1 + %ﬁ‘m — AP < — AD-E-182 % < 0, ya que
D~¢-1>70+1.

Si Vj_,_, # @ podemos considerar un vértice y € V5,_,_,. Como todos los
caminos desde z € V), a y atraviesan F, se verifica d(z,y) > d(z, F)+d(F,y) =
p+D—8-120414+D~f~1=D. Porlotanto, u=£¢+1. Ademds, para
todo ¢ € Veya, [T(z) C Vi en caso contrario, sea ' € I'{(z) N V3. Como
antes, todos los caminos desde 2’ a y atraviesan F, y de nuevo d(z',y) = D.
Entonces, existirian dos caminos diferentes desde z a y, uno de longitud D y el
otro, zz’' — y, de longitud D + 1, lo cual es imposible en un digrafo bipartito.
Luego, para todo z € Vpyy, I'H{(z) C V, lo cual implica que |Vpyaf < %|Vg|. De
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un modo similar, se prueba que para cualquier vértice y € V_,_;, () C
Vi _4_s: ¥ POT consiguiente |V5_,_1} < 2|V}_,_,]. De esta manera obtenemos
que

£ D—£-2
n= R Wl+ L V= P+ Vel + Vel <

k{p(A,8) + p(A, D — £ = 2) = 1} + ${A# + AP~41} =
K{p(D, ) + p(A, D — £—1) — 2} + S{AB 4 APV} 4 {1 — AP} <
w{p(8,0) +p(A,D—E—-1) -2} +2,

puesto que L{A#1 4 AD=6-13 41 AD-E-1 - A (5. 1A 41 <

A (6~1)A +1=(2-8§A" +1<0,yaque D>20+2y 6> 3.

(b) 4 = ¢. Entonces, ' £ D—¢, D > 20+ 1. Ahora, para todo x € V,
I'*(x) NV, # B; en caso contrario sean Zy,...,ZIs O vértices adyacentes desde

z,y fi € F el vértice a minima distancia de z;, 1 £ 7 £ 4. Entonces, como
|F| < & habria dos caminos diferentes de longitud ¢, a saber, zz; — fi y
zx; — f;, donde ¢ # j, f; = f;, lo cual contradice la definicién del pardmetro
2. Este hecho implica que Vj_, = @ puesto que G es bipartito. Ademsds, el
maximo cardinal de Vy U V},_,_, se puede reducir en al menos « — 2 unidades.
En efecto, dado z € V, sea x,,...,x5 6 de sus vecinos de salida. Algunos de
ellos deben estar en Vj, lo que significa que existe un f; € F tal que d(z, f;) =
£+1,yun f; € F tal que d(z, f;) = £. Porlo tanto, Fop = FNUy #£ @y
F=FnU, #0. Sea Fp = {f1,..., fu}» Fr = {fas1,---, fx} ¥y consideremos

los dos casos siguientes.

(b.1) Si el didmetro D es impar, sabemos que los vértices de la misma parte
estan a lo sumo a distancia D — 1. De aquf que, los caminos cortos f; — fi,
t=2,...,0,¥ fi = fe,t =a+1,...,k — 1 deben ser de longitud < D — 1.
Estos caminos deben tener algiin arco (;, ;) con su vértice inicial 3; en algin
V;,, 0 £ 3. £ D—£—1, y su vértice terminal en algin V;,, 0 < 4; < £. De hecho,
debeser 0< j; < D—¢—-200<4 £¢~1, delo contrario, si ;€ V,_,_, ¥
oy € Vi, tendriamos que D —1 > d(f;, ) = d(fi, B) + 1 + d(e, f) > D, donde
f=fiobien f = f., lo cual es una contradiccién. Vamos a considerar los
siguientes casos: '
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e Si, paraalgint, 8, € Vj, 0 < jy < D—£-2, entonces |V}, ;| < sARF1—1,
asi pues, |Vh_,_| £ wkAD-¢-1 _ 1

e Si, para algin ¢, B, € Vj_,_,, entonces oy € V;,; con 0 < i < £ -1y,
como antes, |[V;| < kAf — 1.

o Si, existen t1,...,%, tales que By, = --- = B, = P € Vp_,_;, entonces
a €V,0< i< 0—1,y|Vh oy < &APE — (b— 1), de aqui que
Vel + VD _pal < w(A8+ APy —p,

Por lo tanto, de lo anterior concluimos que, para cada G;, t = 2,...,a,a +
1,...,& ~ 1, el méximo cardinal del conjunto V; U V,_,_; puede reducirse en
al menos uno. Asi,

£-1 D—¢-2 , y
n= T V4 5 W1 = P14 Vil + Vol <

k{p(A L~ 1)+ p{(A, D~ €—=2) =14+ A+ AP-E1} (k= 2) =
k{p{A, ) +p(A,D—€¢—-1)-2} + 2.

(b.2} Si el didmetro D es par, los vértices de diferentes partes estdn a
lo sumo a distancia D — 1. Por eso, ahora consideramos los caminos cortos
L= hyt=a+1l.. ., k=1L Vv fi>o f.t=2,...,a Entonces, razonando
como antes, obtenemos el resultado deseado.

(i2) Cuando § = 2, sea F = {f} un conjunto desconectador de orden
minimo. Entonces p > £+ 1; de otro modo, si g = ¢ debe ser ' (z) NV, £ @
para todo z € V}, porque hay un tinico camino corto desde z a f de longitud £.
Pero en este caso sea ' € 'Y (2)NV,, entonces d{z’, f) = £ y habria un camino
desde z a f de longitud Z, y otro camino zz' — f de longitud £+1, lo cual no es
posible en un digrafo bipartito. Porlotanto, {+1 < p <y < D—p < D—-€-1,
D > 2¢+2. Ademaés, para todo z € V,,, debe ser ' (z) NV, = &; de otro modo
tendriamos un camino desde z a f de longitud p y otro de longitud u+ 1, lo
cual es imposible en digrafos bipartitos. Entonces |V,| £ 5—;. Anslogamente,

para todo y € Vi, T~ (y) NV, = B, y de aqui que [V| < %”—-. Asi pues,

p—1 -1
n=T Vil+ Z IVI-1Fl+ Vil + 1Vl <
1= i=
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A¥ AD—p
p(A,p—1)+p(A,D—p—1) - 1+_+_2_.__ _
A;“ —_ A8+1 AD—Z _ AD—p A’u + AD_"“
- <
A-1 A-1 T 2 =
p(A, 8 +p(A, D —£—1) — 1+ 1{A%! — AD-¢1}

donde la dltima desigualdad es debida a que la funcién f(u) = A* + AP# es
decreciente en el intervalo [{+1,D—¢—1]. =

p(A, 0 +p(A, D—£-1)—1+

En el siguiente corolario damos una condicién suficiente sobre el nimero
de vértices para que un digrafo bipartito G tenga méaxima conectividad.

Corolario 3.2.2 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro €, didmetro D,
orden n, grados mdzimo y minimo A y 6 respectivamente, y conectividad k.
Entonces, k =6 s '

(i) §>3yn> (6—D{p(A L) +p(AD—£—1)—2} +2;
(i) 6 =2yn>n(A0)+p(A,D—E—-1)— 14+ H{AM - AP} =

Ademis, si G es d-regular obtenemos la siguiente condicién para que G sea
maximalmente conectado.

Corolario 3.2.3 Sea G un digrafo bipartito d-regular con pardmetro £, did-
metro D, orden n, y conectividad k. Entonces,

(i) k=d sid>3yn>dPt4+d4 —2d+2;
(i) =2 sid=2yn>3(2+20°2~1). =m

Nétese que cuando £ = 1, el resultado anterior mejora la condicién de Aider
(3.15). Disponemos de algunos ejemplos particulares que muestran que este
resultado es el mejor posible. Por ejemplo, la Figura 3.3 muestra un digrafo
bipartito 3-regular con didmetro D = 3, cuyo orden es n = dP~1+d%?—2d+2 =
14 y tiene conectividad xk = 2. Otros ejemplos de digrafos bipartitos 2-regulares
se muestran en la Figura 3.4.
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(=

yd N

N
AN/
da=an

Figura 3.5: Un digrafo bipartito 3-regular de 16 vértices con didmetro D = 4
y arco conectividad A = 2

A=d st n>dP 13 g% -2, &

Cuando ¢ = 1, el resultado anterior mejora la condicién de Aider (3.16). La
Figura 3.5 muestra un digrafo bipartito 3-regular con didmetro D = 4, orden
n =dP? 3 d% — 2 = 16 y arco conectividad A = 2, lo que demuestra que este
resultado es el mejor posible.

Sea G un digrafo bipartito d-regular {d > 1) de orden n, didmetro D, y
¢(G) = £. De los resultados anteriores deducimos las siguientes condiciones
suficientes para que el digrafo linea k-iterado sea maximalmente conectado.

Corolario 3.2.6 Sea G un digrafo bipartito d-regular, d > 1, con pardmetro
¢, didmetro D, orden n, vértice y arco conectividad Kk y A respectivamente.

Entonces,
L _ dPt— 24 +2
(1) n(L"G) =d si k > logy W:’
dD—e—l -9
(i1) )\(L"‘G) =dsik>logy————. ®

n— d€+1
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De este corolario deducimos los siguientes resultados que deben ser comparados
con {3.17) y (3.18).

k(L*G) = d si k > D — £ — logy(n — d+1);
MLFG) =dsik > D —£-1-logy(n — d).
Para cualquier digrafo bipartito G con arco conectividad A < é podemos

obtener una cota superior sobre el nimero de vértices usando un razonamiento
directo similar al empleado en la demostracién del Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.7 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, or-
denn, grados mdzimo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco conectividad
d. Entonces,

A<éd=>n < A{p(A0) +p(A,D—-E¢-2)}.

Demostracion. Sea E un conjunto arco desconectador de orden minimo de
G, ie. |E| = Ay G — F estd deconectado. Consideremos los conjuntos de
vértices K, F'\V=, V*, V, 0 <i < v,y V[, 0 < j <V, definidos en la
Secién 1.5. Luego v + V' + 1 < D y podemos suponer v < ¢/. Como en el
Teorema 3.2.1, se demuestra (ver [29]) que si ¥ < £— 1 entonces |E| = A > §,
contradiciendo nuestra hipdtesis. Es decir, podemos suponer que v > £ y, por
lotanto, v <V < D—v-1<D-¥¢-1.

(a) y>£+1 Entonces vV < D—-v—-1<D—-£-2. SiV},_, ,=0, ésto
es, si ' < D —£—3, el orden n = |V| de G debe satisfacer

n= 5 Wi+ £ IV < A8 + 08} <

Mp(A,v)+p(A,D—£-3)} =

Mp(A,0) +p(A,D—€—2)} + M % A —AP¢2} <

Mp(A,€) +p(A, D —2-2)},
ya que ___“_____&"*;:?‘*‘ ~ AD--2 ¢ ZZAAD-E2 % < Q.

Si Vj_,_o # @ podemos considerar un vértice y € V},_,_,. Como todos los

caminos desde z € V,, a y, deben atravesar E, debe ser d(z,y) > d{z, F')+ 1+
d(F",y)=v+1+D—£-22> D. Por lo tanto, v = £+ 1. Ademds, para todo
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z € Vig, TF(z) C Vi; en caso contrario, séa 2’ € TH{z) N V1. Como antes,
todos los caminos desde 2’ a y deben atravesar E y también d(z',y) = D.
Entonces, deberiamos tener dos caminos desde z a y, uno de longitud D y el
otro, 2z’ — y, de longitud D + 1, lo cual es imposible en un digrafo bipartito.
Luego, para todo z € V,4, I'"(2) C V,, lo cual implica que |Vi,,| < %|Vg|. De
modo similar, probamos que para todo vértice y € Vi_, o, T () C Vi, 3 ¥
por lo tanto |V_,_o| € £|Vj_s_s]. De esta manera obtenemos que,

£ D23
n= EOIV:'| + Eﬁ Vi1 + [Vesa| + [Vh_e—a| £
i= i=

Mp(A,£) +p(D, D — £—3)} + 2{At+) 4 AD-#-2} =
MP(A, €) + p(A, D — £ — 2)} + 2{AH! 4 AD~£-2} _ xAD-t-2 <
Mp(A, 0 +p(A, D —2-2)},

ya que A% — (§ — 1)AP~2 < (2 - §)A™! < 0, porque D > 2¢ +3.

{(b) v =£. Entonces ' < D—£€—1, D > 2{+ 2. Ahora, para todo z € V,,
T*(z) NV, # B, de otro modo contradeciriamos la definicién del pardmetro
¢. Este hecho implica que V},_,_; = 0, puesto que si existiese un vértice y €
Vh_s.1, tendriamos que, para todo z € Vp, d{z,y} > d{z, F'}+1+d(F",y) = D.
Considerando z' € T'*(z) NV, y puesto que todos los caminos desde z’ a y
deben atravesar F, obtendriamos que d{z’,y) = D, lo cual contradice el hecho
de que G es bipartito.

[4 D-£-2
n=3 WVil+ ,go Vil < Mp(A, ) +p(A,D-€-2)}. =

Es interesante observar que, ya que n > T, el teorema anterior también
implica los resultados del Corolario 3.2.4 y en consecuencia también los del
Corolario 3.2.5. El préximo corolaric da una condicién suficiente sobre el
nimero de vértices para que cualquier digrafo bipartito tenga méxima arco
conectividad.

Corolario 3.2.8 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro £, didmetro D,
orden n, grados mdzimo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco conec-
tividad A. Entonces,



Grafos bipartitos densos 53

kK=d A=d

Alder (1] n>2(dP-1-1) n > 2dP-2
Capitulo 3: | n > dP~ 4+ d%1 ~2d+2yd>3 | n>dP-t1 4 481 -2

n>3204+20 42— 1) yd=2

Fabrega
y Fiol [21): | D <2¢ D<20+1
Capitulo 3: | D < D <

£+ logy(n — dt*1) £+ 1+ logy{n — d**1)

Tabla 3.2: Condiciones suficientes para que un digrafo bipartito d-regular tenga
conectividades dptimas '

A=6 sin>(6-1{pA+p(A,D—-E(-2)}). =

Finalizamos esta seccién con la Tabla 3.2 en cuyas entradas figuran tanto
los resultados conocidos en cuanto a digrafos bipartitos mencionados en la
introduccidn, como los que hemos ido obteniendo en este capitulo. Obsérvese
la. mejora obtenida en cada uno de los casos.

3.3 Grafos bipartitos densos

Sea G = (V, A) un grafo bipartito con orden n, grado méximo A, grado minimo
6 > 1, didmetro D, girth g, conectividad k, y rama conectividad A. Recuérdese
que, en este caso, la cota de Moore para el nimero de vértices es

2D, A=2

Ms(A, D) = LB -1)P -1

A-2
En el caso que nos ocupa, es decir grafos no dirigidos, los estudios llevados

A>3
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a cabo sobre la conectividad en funcidn de pardmetros tales como el orden, el
grado minimo y maximo y el didmetro han sido realizados por diversos autores.
Por ejemplo en [20] Esfahanian probd las siguientes condiciones suficientes para
obtener éptimas conectividades.

k=6sin>(6-1){p(A-1,D~1)+1}; {3.19)
A=ésin>{(6—V){p(A-1,D-2)+A}. (3.20)

Sonecka, Nakada, Imase y Peyrat en [53) mejoraron estas condiciones probando
las siguientes.

k=6sin> (6§ - 1}{A-1)Pt 42 (3.21)
A=8sin> (6-1){p(A-1,D-2)+1}+A-1. (3.22)

También demostraron que estas condiciones son las mejores posibles, al menos
para A = kK = & y valores pequefios del didmetro. Teniendo en consideracion
otro parametro basico del grafo, como es el girth g, los mismos autores pro-
baron en [52] y [53] condiciones suficientes sobre el didmetro que se describen
a continuacion para alcanzar méxima conectividad y que pueden verse como
un corolario de {3.5) y (3.6).

D <g—-2, gimpar;

Kk =4 si
D<g-3, gpay

D <g-—1, gimpar;

A=4dsi

D<g-2, gpar.

Asimismo demostraron que estas condiciones son las mejores posibles para
girth 4 y 6 > 5, y para grafos con girth impar. En el Capitulo 4 veremos que
estas condiciones pueden ser ligeramente relajadas y que la cota para girth par
y & < 4, puede ser mejorada.

En [24] se agruparon las ideas anteriores relacionando todos los pardmetros
mencionados para obtener las siguientes condiciones suficientes que implican
maxima, conectividad.

k=8sin>(6-1H{p(A-1,D-8+p(A-1,f~-1}}; (3.23)
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A=6sin> (- D{p(A~1,D—£—1)+p(A—1,8)}, (3.24)

donde ¢ = [9;—1 |. Noétese que como cualquier grafo simple tiene girth g > 3,
(3.23) y (3.24) implican los resultados de Esfahanian (3.19} y (3.20) respecti-
vamente. En [25] se mejoraron estos resultados para grafos con girth g > §,
(£ > 2). En este caso las condiciones suficientes pueden ser escritas como sigue.

k=8sin>{(6—D{p(A-1,D-0+p(A—-1,0~2)}+ (A -1)7; (3.25)
A=6sin>(6-D{p(A~1,D—f-1)+p(A-1,0-1)}+{A-1). (3.26)

En cuanto a grafos bipartitos d-regulares Aider [1] probé los siguientes
resultados.

k=dsin>2d{d—1)"? cuandoD > 3; (3.27)
A=d sin>2({d-1)°"?+d—d), cuando D > 5. (3.28)

Como un corolario de (3.17} y {3.18) se obtienen las siguientes condiciones
sobre el didmetro para alcanzar conectividades éptimas, ya que en el caso de
grafos bipartitos el girth es siempre par.

D<g-2 = k=46
D<g-1= A=4

El resultado principal de esta seccién es el siguiente teorema que propor-
ciona una cota superior sobre el nimero de vértices de aquellos grafos bipar-
titos que no poseen maxima conectividad. Como un corolario de este teorema
obtenemos condiciones suficientes de tipo mixto para alcanzar conectividades
6ptimas.

Teorema 3.3.1 Sea G = (V, A), V = UgUU,, un grafo bipartito con pardmetro
¢, didmetro D, orden n, grados mdximo y minimo A > 3 y é respectivamente,
y conectividad k. Entonces,

k<é=>n<kf{p(A-1,¢—-1)+p(A-1,D—-£-1)}.

Demostracién. Sea F, V™, V*, V, y V] como en el Teorema 3.2.1. Con-
sideremos también la siguiente notacidén: sea F = {f1,...,fx}, 1 L a(f;) =



56 Conectividad de digrafos y grafos bipartitos densos

IT(f)nV-] < A1 <d(f;) = [T(f;INV?H| < A, donde a(f;)+a'(f;) < A, ésto

es, a'(f;) € A —a(f;). Para cada f; € F se definen los siguientes conjuntos,

Vij = {:z: € V]d(m fiy=1} 1< 37 <& 1<1< u Entonces, tenemos

Vi| < EJV,-A < _Ela(fj)(A — 1)1, Anslogamente, para cada 1 < ¢ < z/,
j= 3=

V< 5@ (8 -1 < (A -a(ia -1

Bajo las condiciones anteriores, se prueba en |21] y también en [29] que,
si p < €—1, entonces |F| = k > 8, contradiciendo nuestra hipétesis. Luego
podemos suponer p > {y, porlotanto, u< ' < D—-u<D-L

(@) u>8+1, Vi, =0, éstoes, f < D —¢—2. Entonces el orden
n = |V} de G debe satisfacer

) I
n= S Vi+EIV+F <
= 1=

!

=

Y a(f)A-1)"1+ T S (A—e(fi)d -1+ k=

j=1 =1 j=1

0P8 ~ 1= 1)+ £(A = alf)p(A ~ L = 1) + 5 <
n-i-nAn(A— 1,D—£¢-3)<k{plA-1,¢-1)+p(A-1,D—-£¢-1}}

M*::

i "

-
il
A

M;

L
il

puestoque p <y < D—-¥—-2,¥
An(A-1,D-0-3)<{A-1*n{A-1,D-£€-3)<n(A-1,D-£-1),
porque A > 3.

Si V) _,_; # 8, del mismo modo que para digrafos considerando y € Vj,_,_,,
obtenemos que d(zr,y) = D para todoz € V, y asi u = £+ 1. Es decir,
U(z) C Ve, T(y) C Vh_;_,. Este hecho implica que

[Vera| < éf*l‘“/zh WVp el £ %Wf}-z-ﬂ'
Por lo tanto,
¢ D2 ,
= ZIIVH + 21 VI +1F| + Vel +1Vhoey] £
= 1=
-2

S Y alA-1) 4 5 B (A—a(fiA -1

i=1j=1 i=1 j=1
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s+ HEZ o)A - D+ (A - a(f))(A -1,
El lado derecho de la desigualdad anterior es méximo cuando a{f;) = 1,
debido a que £ < D — £ — 2. En consecuencia,
n<s{p(A-1,6-1)+p(A-1,D—-£-2)} +#{(A-1)*+(A-1)P-1} <
k{p(A-1,~1)+p(A-1,D~-£-1)},
ya que _
PA=1D =29+ H(B -1+ (A=D1} =
pA-1,D—L-1)+H{(A-1)}¥-(6-1)(A-1)P*1}
<p(A-1,D-2¢-1)}.

(b} Cuando u = ¢, igual que en digrafos, tenemos ['(x) NV, % @ y entonces
Vp_g = 0. Por lo tanto,

n<n Balma-0m+ T E@-a)A - e s
j%“(ff)?’m —-1¢-1) +§:1(A —a(f;))p(A~1,D~€-2) +«.

Esta expresién es maxima cuando a(f;) = 1, puesto que ahora £ < D~ ¢ — 1.
Entonces,

n<k{plA-1,-1)+p(A-1,D-¢-1)}. =

Como para grafos bipartitos 2f + 2 = g, el teorema anterior puede ser
reescrito en términos del girth como

n<6=>n§n{p(A—l,9;—4)+p(A—1,D—%)}.

Corolario 3.3.2 Sea G un grafo bipartito con girth g, didmetro D, orden
n, grado mdzimo y minimo A > 3 y § respectivamente, y conectividad k.
Entonces,

k=6 si n>@F-1{p(d-1,5)+p(A-1,D-2)}. =

El siguiente teorema da una cota superior sobre el nimero de vértices para
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un grafo bipartito G con rama conectividad A < 4, cuya demostracion es
andloga al Teorema 3.2.7.

Teorema 3.3.3 Sea G un grafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, orden
n, grados mdzimo y minimo A > 3 y 6 respectivamente, y rama coneclividad
A. Entonces,

A<d=2n< AMplA -1,0+p(A-1,D~¢-2)};

Este resultado puede ser también reescrito en términos del girth del siguiente
modo.

Corolario 3.3.4 Sea G un grafo bipartito con girth g, didmetro D, orden n,
grados mdzimo y minimo A > 3 y & respectivamente, y rama conectivided A.
Entonces,

A=6 sin>(6-1){pA-1,5) +pA-1,D- 22} m



Capitulo 4

Conectividad y diametro
condicional en digrafos y grafos

4.1 Introduccion

Las condiciones de Tipo (b) descritas en la Introduccién general demuestran
que si el didmetro D de un grafo ¢ es suficientemente pequeflo en comparacién
con su girth, entonces es maximalmente conectado, 'y lo mismo ocurre para
digrafos. Precisando mas, si el didmetro D de un digrafo G satisface D < 2¢—1
entonces G tiene méaxima conectividad ; y si D < 2¢, entonces alcanza maxima
arco conectividad. En este capitulo estudiamos condiciones similares para que
un digrafo alcance conectividades dptimas; estas condiciones estdn dadas en
términos de lo que Hamaremos didmetro condicional o P-didmetro de G. Este
pardmetro mide cusn alejados puedeh estar dos subdigrafos de un digrafo dado
satisfaciendo una propiedad P, por lo tanto el didmetro condicional generaliza
el concepto de didmetro estdndar. Ademsés en la dltima seccién veremos que
estas condiciones pueden ser ligeramente relajadas cuando los digrafos son
bipartitos. Los resultados para el caso no dirigido se obtienen como corolarios
del caso dirigido. En particular, cuando ¢ = 3, obtenemos algunos resultados
dados por Plesnik and Zndm, [49]. Por tiltimo obtenemos una cota inferior para,
las conectividades de un grafo con girth par y grado minimo suficientemente
grande,

a9
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El trabajo que desarrollamos en este capitulo extiende los estudios realiza-
dos por Plesnik y Znén en [49] para grafos y por Fabrega y Fiol en [21] en el
siguiente sentido. Los primeros mostraron que la condicién de Tipo (b) dada
por Plesnik en {47]

D<2 = i=6§ (4.1)

podia ser ligeramente debilitada, es decir, algunas distancias podian ser mayo-
res que 2. Concretamente demostraron que si en un grafo conectade no existen
cuatro vértices uy, ug, vy, U CON

d(wy, w2}, d{uy, v2), d(vr, up), d(v1,v2) 2 3 (4.2)

— 1

entonces A = 6. Ademds demostraron que esta condicién es la mejor posible,
dando el grafo de la Figura 4.1.

Figura 4.1: Un grafo con § = 2, A = 1 para el cual existen cuatro vértices a
distancia 3

Consecuencia inmediata del anterior resultado es que si un grafo conectado
G contiene un vértice vy tel que d{z,y) < 2, para todo z,y € V(G) \ {wo},
entonces A = 4.

La demostracién del resultado (4.2} es por contradiceidn, es decir suponiendo
A < 6 se demuestra que a distancia uno del desconectador deben existir, en
cada uno de los fragmentos, mds de dos vértices, lo que contradice la suposicién
sobre las distancias. En vista de estos resultados nos planteamos estudiar si la
condicién
D<g—-1 = A=, (4.3)
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se podia debilitar, ya que la condicién (4.1) es un caso particular para el girth
minimo de un grafo, g = 3. Mds ain, nos planteamos si se podia debilitar la
condicién

D2 = A=, (4.4)
que corresponde al caso general de digrafos, teniendo en cuenta ademds que el
pardmetro £ acota las distancias de los vértices de cada uno de los fragmentos
al desconectador, y por lo tanto el caso distancia uno estudiado por Plesnik y
Znam corresponde al pardmetro £ = 1. La repuesta es afirmativa, tanto para
el caso de arcos como para el caso de vértices. Desarrollaremos estos estudios
en la segunda seccion de este capitulo, Corolarios 4.2.5 y 4.2.8.

Por otra parte el resultado {(4.1) implica las condiciones suficientes debidas
a Chartrand [17]

5> [g [ (4.5)
y a Lesniak [44]
b(z)+6(y)=2n—-1 (4.6)
para todo par de vértices x,y no adyacentes.
Goldsmith y Entriger [33] observaron que para alcanzar conectividades

4ptimas es suficiente que para cada vértice de grado minimo, la suma de grados
de los vértices de su vecindad sea suficientemente grande.

(31— [3] paratodon pary
S by) = para n impar n < 15, (4.7)
yel(x) [2]2 -7  paran impar n > 15

Las relaciones que existen entre todas estas condiciones son las siguientes:
{(4.7) implica (4.5) pero es independiente de (4.6) y (4.1). De hecho, el grafo
de la Figura 4.2(a) verifica (4.6} y (4.1), pero no (4.7); por otro lado el grafo
de la Figura 4.2(b) verifica (4.7) pero no (4.1} ni (4.6).

Bollobas en [15] demostré un resultado referente a la secuencia de grados
de un grafo, este resultado es uno de los més tipicos: si la secuencia de grados
dy>dy>...>d, =68 de un grafo G con n > 2 verifica

k
S (di+dei) 2 kn—1 (4.8)

i=1
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& =

Figura 4.2: Relacién entre (4.1), {4.6} y (4.7)

para cada k con 1 < k < min{[%] ~ 1,6}, entonces A = 6.

Aunque el resultado {4.8) implica (4.5) si n es par, en general es indepen-
diente de (4.5)-(4.7). Esto puede verse con ayuda de los grafos de la Figura
4.3(a) y (b). La Figura 4.3(a) verifica (4.5}-{4.7}, pero no (4.8) y la Figura
4.3(b) verifica (4.8) pero no (4.5)-{4.7).

U =xx

(@)

Figura 4.3: Relacion entre {4.5)-(4.7} y (4.8)

Definimos a continuacién el didmetro condicional, introducido en {10], que
nos permitird obtener nuevas condiciones suficientes para alcanzar conectivi-
dades dptimas. Como se definié en el Capitulo 1.1 dados dos subdigrafos de
un digrafo G, G1,G» C G, la distancia de G, a G4 se define como

d(G1,G2) = min{d{z,y) ; z € V(G1), y € V(G2)}.

La distancia entre dos subconjuntos de vértices Vi, Vo C V, denoctada por
d{V1, Vs), se define andlogamente y, claramente, d(G,, G2} = d(V(G}), V(G3)).
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Si uno de los subdigrafos o conjuntos de vértices, por ejemplo G 0 Vi, consiste
en un vértice aislado z, escribiremos d(z, G3) o d{z, V;), respectivamente.

Definicién 4.1.1 Dada una propiedad P de un par de subdigrafos G,,G> de
G llamamos didmetro condicional o P-didmetro a

Dp = D(G,P) = cl,né?éc{d(cl’ G} : Gy, Gy verifican P}.

Por ejemplo, si P es la propiedad de que Gy, i = 1,2 sea trivial (es decir,
vértices aislados) el didmetro condicional Dp coincide con el didmetro estandar
D.

Similares notaciones y definiciones se aplican para el caso no dirigido.

4.2 Conectividad y diametro condicional

Como hemos explicado en la introduccién, algunas de las condiciones sufi-
cientes para alcanzar conectividades 6ptimas requieren que el digrafo tenga
un didmetro pequefio en comparacién con el girth o el pardmetro £. Asi
mismo se conocen cotas inferiores para las conectividades cuando se considera
el pardametro £,. Por ejemplo, en [21] y [26] se probé6 que si G es un digrafo
con grado minimo & > 1, didmetro D, parametro £, y conectividades x y A,
entonces

k>6—m st D<2,—1; (4.9)
A>6—7m si D<2¢,. (4.10)

Este resultado tiene corolarios interesantes tanto para grafos como para di-
grafos. Ver Jolivet [43], Plesnik [47], Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [52, 53],
y las referencias mencionadas anteriormente [21, 26]. Ademds, se pueden
obtener algunas mejoras de estos resultados si se tienen en consideracién otros
pardmetros relevantes asociados al digrafo G. Por ejemplo, en [25, 7] €] or-
den de G se tiene también en consideracién. En esta seccién mostramos que,
sin ninguna otra informacién més sobre G, las condiciones de (4.9) y (4.10)
pueden ser generalizadas usando algunos didmetros condicionales en lugar del
estdndar D. El resultado principal de esta seccidn es el siguiente teorema.
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Teorema 4.2.1 Sea G un digrofo con grado minimo § = min{é%,6} > 1,
pardmetro £.(G) = £, y conectividades k y X. Entonces,

(e} sik < 6—7 existen dos subdigrafos inducidos G1,G2 C G, con6*{(Gy) >
8§t — & y 6 (Gy) > 6~ — &, tales que d(G1, Gq) > 28,

(b} st A < §—7 ezisten dos subdigrafos inducidos G1,G2 C G, con §1(G,) >
&t — Ay 67 (Gq) > 8 —~ A, tales que d(G1,G3) > 20, + 1.

Demostracion. Sea G = (V, A) un digrafo. Podemos suponer que G # K
ya que, por definicién, x(K?) = 8(K2) = n — 1. Para probar (a), sea F un
conjunto desconectador de orden minimo de G, es decir |[F| = k y G- F
estd desconectado. Consideramos los conjuntos V=, V¥, V,, 0<i< u, ¥ Vi,
0 < 7 € g definidos en la Seccién 1.5. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer g < g (de otra forma, usamos el digrafo inverso de G).

Bajo las hipétesis anteriores, se demuestra en Teorema 2.5.1 del Capitulo
2 tomando s = 1 que si u < £, —~ 1 entonces k = |F| > § — =, lo que
contradice la hipdtesis. De aguf que podamos suponer que g > £,. Con-
sideramos el conjunto no vacio V(¢;) = {z € V™ ; d(z,F) > £,}. Afir-
mamos que cada vértice z del subdigrafo GG; inducide por V(£;) tiene grado
de salida 65 (z) > 65 — «. El resultado es trivial si d(z,F) > &, ya que
entonces I'*(z) C V(G,). Por lo tanto, podemos suponer que d(z, F) = £,. Si
6, (z) = THz)NV (Lr)| < 6&{z) — &, ¢l vértice x tiene al menos k+ 1 vecinos
de salida en V;,_;, denotémoslos por z;,%2,...,Z.s1. Ademds, para cada z;,
1 <i<k+1, sea f; el vértice de F a minima distancia desde z;. Como
|F| = & < &, debe verificarse f; = f; para algin ¢ # j, y por lo tanto exis-
tirfan dos caminos cortos diferentes z — f; de longitud £, lo gue contradice
la. definicién de este pardmetro. Por lo tanto, 6% (z) > 65(z) —x > 6% — &
como habifamos afirmado. Similarmente, como ¢’ > g 2> €., el subdigrafo G,,
inducido por el conjunto de vértices V'(€,) = {z € V* ; d(F,z) > ¢,}, sat-
isface 67 (G2) > 6~ — . Finalmente, como cualquier camino desde V™~ a vt
atraviesa F, d(Gy,G2) > d(V(G1), F) + d(F,V(G,)) 2 2¢,.

(b) Sea F un conjunto de arcos desconectador de G de cardinal minimo,
ésto es |E| = A y G — E estd desconectado. Consideramos los conjuntos V
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VW F SV, 02i<y, y V], 0< 7 £, supongamos v < /. De forma
analoga al caso de los vértices se demuestra que si v < £,—1 entonces A > §—m,
de donde podemos asumir v > £;. Entonces, usando la misma notacién que en
el caso (a), y razonando similarmente, se demuestra que los digrafos inducidos
Gy ={(V(€:)) y Go = {V'(£:)) satisfacen 6T(G,) > 6 — X, §7(Ge) > 6~ — A,
y d(G1,Gy) = 26, + 1, como habfamos afirmado. =

En este punto, para obtener nuevas condiciones suficientes que aseguren
conectividades dptimas, es 1itil considerar algunos didmetros condicionales. Sea
en primer lugar, D,, 0 < v < §, el P-didmetro, donde P es la propiedad de que
ambos digrafos G, G2, sean inducidos y con grados minimos 6% (G1), 6~ (G3) >
v. Con esta notacién, observemos que Dy = D vy, claramente, forman una
sucesion decreciente comenzando en D

D>»D,>D;>--- > D;. (4.11)

Corolario 4.2.2 Sea GG un digrafo con grado minimo 6, pardmetro ¢,, y conec-
tividades & y A. Entonces,

(a) k26 —m st Dppy 20, - 1;
(b) A\ 2 6—m si Dpyy < 245

Demostracién. (a) Supongamos que G tiene K £ § — 7 — 1. Entonces,
por el Teorema 4.2.1(a), existen dos subdigrafos inducidos Gy, G2 tales que
6Y(G) 26t —k 26t —b+m+12741,6(Gy) 2 n+1,y d(G),Ga) > 24,
contradiciendo la hipétesis sobre Dy ;. El caso (b) se demuestra similarmente
usando el apartado (b) del Teorema 4.2.1. m

Notése que, por (4.11), el Corolario 4.2.2 implica los resultados ya cono-
cidos (4.9) y (4.10). Consideramos ahora el caso # = 0. Debido a que cada
subdigrafo no trivial, §+ > 1 0 §~ > 1, contiene un ciclo dirigido, haremos uso
del didmetro condicional Dg = Dy, donde la condicién P es ahora ser un ciclo
dirigido.
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Corolario 4.2.3 Sea G un digrafo con grado minimo 6, pardmetro by = £, y
conectividades k y A. Entonces,

(e} k=06stDc 20— 1;
(b} rA=6siD; <2 =

Cuando el girth g del digrafo es conocido, el Corolario 4.2.2 conduce al siguiente
resultado, el cual muestra que la conectividad o arco conectividad es al menos
§ — m, incluso si existen algunos vértices con excentricidad mayor o igual que
24, 6 2¢, + 1, respectivamente. Precisande mds, dado un conjunto de vértices
S C V, sea Dg el P-didmetro, donde P es la propiedad de que los digrafos G;,
i = 1,2, sean un vértice de V' \ S.

Corolario 4.2.4 Sea G un digrafo con grado minimo 8, pardmetro €, girth g
y conectividades k y A. Sea S C V un conjunto de g+ —1 vértices. Entonces,

fe} k> 6 —msiDg <20, —1;
(6) > 6—m si Dg < 2¢,.

Demostracién. (a) Supongamos que ¥ < §—n—1. Entonces, por el Corolario
4.2.2(a), Dyyy 2 2¢;. Por lo tanto, existen dos subdigrafos inducidos G, G,
con §T{(G1) 2 w+1,67(Gy) 2 m+1, y tales que d(Gi, G2) > 2¢,. De aqui que
G;, i = 1,2, contiene un ciclo de longitud al menos g, ya que G tiene girth g.
Ademas, si z € V{G;) es un vértice de este ciclo, entonces, existen al menos
7 vértices adyacentes desde el vériice z en G; diferentes de los vértices del
ciclo. Por consiguiente, |Gi| 2 g+ 7, ¢=1,2. Seanz;ey;, 1 <j<g+7
vértices diferentes de G, y Gy, respectivamente. Entonces, d{z;,y;) 2> 24,
para cualquier j, y por lo tanto al menos un vértice de cada par {z;,1;} debe
pertenecer a S, lo que conduce 2 la contradiccién |S| > ¢ + 7. El caso (b) se
prueba anédlogamente usando el Corolario 4.2.2(b). m

Cuando 7 = ( obtenemos las siguientes condiciones suficientes para obtener
conectividades éptimas.
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Corolario 4.2.5 Sea G un digrafo con grade minimo § > 1, pardmetro £,
girth g y conectividades k y A. Entonces,

(a) k=6siDg<2—1paraalginSCV,|S|=¢g-1;
() A=06siDs<2¢ paraalpin SCV,|S|=9g-1. =

Obsérvese que este resultado extiende el dado en [49] como un corolario de
(4.2).

Para el caso no dirigido podemos obtener resultados analogos a los ante-
riores. Para ello recordemos que para un grafo G con girth g, se verifica que
¢ =4 = || Entonces, obtenemos de las ecuaciones {4.9) y (4.10) que

c=gsDs{ 97 o @12
A:ésiDg{g:;a ﬂg;f_ar (4.13)

Estas cotas fueron dadas por Soneoka, Nekada, Imase y Peyrat [53]. El Teo-
rema 4.2.1 nos proporciona los corolarios correspondientes al caso no dirigido,
con los cambios obvios. '

Corolario 4.2.6 Sea G un grafo con grado minimo 8, girth g y conectividades
Kk ¥y A. Entonces,
g—2, gimpar

(a)nzészDIS{g_S’ g par;

_ . g—1, g impar
(b))\—6szD1§{ 9~2 g opar,

donde el didmetro condicional [ mide la méxima distancia entre todos los
subgrafos inducidos no triviales, ya que en el digrafo simétrico asociado G* se

satisface 6T(G*} = §7(G*) = &(G).

Este corolario puede darse también en términos del diametro del grafo linea
LG donde cada vértice representa una rama de G, y dos vértices son adyacentes
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si y sdlo si las correspondientes ramas lo son en el grafo original. Consideremos
las ramas {z1, 11}, {22, 92} € E{G). Entonces, la distancia entre los correspon-
dientes vértices de LG satisface dig(ziy1, T2ye) = de{{z1, 11 }, {22, %2}) + 1, ¥
por eso, en términos del didmetro condicional, D{LG) = D, + 1. Utilizando
esta relacién podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 4.2.7 Sea G un grafo con grado minimo 8, girth g, y conectividades
& y A. Entonces,

L g—1, gimpar
(a)n_észD(LG)S{g—Z g par;

(b) A= 6 si D(LG) < { g’_ . ﬁ;’:ﬁ“" .

Estos resultados generalizan los dados por Sonecka, Nakade, Imase y Peyrat,
(4.12}) y {4.13), en términos de D(G) en lugar de D{LG) y en los cuales las co-
tas superiores son una unidad menor que en el Corolario 4.2.7. En particular,
como g > 3, obtenemos que cualguier grafo cuyo grafo linea tenga didmetro
< 2 (respectivamente < 3] tiene mdzima conectividad, (respectivamente rama
conectividad). El resultado referente a la rama conectividad generaliza e} dado
en [47], estableciendo que cualquier grafo con didmetro 2 es maximalmente
rama conectado. '

Para obtener el corolario correspondiente al didmetro condicional Dg debe-
mos tener en cuenta que dado un grafo G, el correspondiente digrafo simétrico
G* tiene girth ¢(G*) = 2 y pafametro £(G*} = Lﬂ%J Asi pues, sélo po-
dremos suponer que existe un vértice con excentricidad mayor o igual que 2/—1
o 24.

Corolario 4.2.8 Sea G un grafo con grado minimo &, girth g y conectividades
& y A. Entonces,

(a)fﬁ=5sz’D,,5{9"2: g impar

9—3 gpar para alginv € V;

(b)f\=533'DuS{‘g:;’ 3:{?” para elpinveV. =
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Como, para cualquier grafo, g > 3, el caso anterior (b) nos dice que si
existe un vértice v tal que d(z,y) < 2 para cualquier z,y € V' \ {v}, entonces
A = 6. Este resultado fue dado por en [49)].

El resultado anterior puede ser mejorado en el caso de girth g par, ésto es,
podemos considerar mas de un vértice con excentricidad mayor o igual a g— 2
0 g — 1. Ademds, probamos que las condiciones suficientes dadas en (4.12) y
(4.13) pueden ser también mejoradas para grafos con grado minimo § < 4y
girth par. De hecho Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [53] demostraron que
estas condiciones eran las mejores posibles para girth impar o § > 5.

Teorema 4.2.9 Sea G un grafo con girth par g, didmetro D y conectividades
K YA

(a.1) Sik <2yb=2, entonces D > g;

(a.2) sik <6 y&=23,4, entonces D > g—1;

(0.3) sik <8 yé>5, entonceso bien D > g—1, 0 D =g~ 2 y existen
dos subgrafos inducidos G1,G; C G, con 6(G1),8(G2) 2 6 — k + 2, tales que
d(G,G2) =g — 2.

(b.1) Si A <2 yb=2, entonces D> g+ 1;

(b.2) si A< 8 yb=3,4, entonces D > g;

(6.3) st A\ < 6 y& >3, entonces 0o bien D > g, 0 D = g ~ 1 y existen

dos subgrafos inducidos G1,Go C G, con 6(G1),8(Ga) 2 6§ ~ A + 2, tales que
d(Gl,Gz) =g—- 1.

Demostracion. {(a) Usando la misma notacion que en la demostracién del
Teorema 4.2.1, tenemos que u > £ = 9;—2 Siu>f+1oy > £+ 1, entonces
D > g—1. Por lo tanto podemos suponer que gz = g’ = £. En este caso
veremos que se verifican las siguientes condiciones:

(i) Para cada z € V, [T{z) NV,| > 2 y para cada y € V}, [T(y) N V]| > 2,
lo que implica que § > 3.

(ii) Si existen un vértice z € V; y un vértice f € F, tales que d(z, f) = ¢ y
d(z, F—{f}) > £+1, entonces D > g - 1.
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Para demostrar (i) sean z € Vg, 2;, 1 €1 < 4, 6 de sus vértices adyacentes
y f: el vértice de F a minima distancia desde z;. Como |[F| < §, existen dos
vértices f; = f; = f, para ciertos ¢ # j. Entonces se forma un ciclo de longitud
al menos |f «— z;22; «— f| > 2+ 2 = g, lo cual implica que d{f,z;} > ¢
y d(f,z;) = £. Por lo tanto |I'(z) N V;| > 2. El razonamiento sobre y € V{ es
similar. Por lo tanto si § = 2 debe verificarse u > €+ 1y ¢ > £+ 1, lo que
demuestra el caso {a.1).

Para probar (ii) supongamos que D = g — 2 y que existe un vértice z € V},
un vértice, por ejemplo, f, € F talesque d(z, i) =€¢y d{z, F—{fi}) =2 £+ 1L
Entonces, se verifica que para cada y € Vy, d(f1,y) = £. De otra forma,
d(z,y) 2 2+ 1 = g — 1, ya que todos los caminos desde z a y atraviesan
F y al menos una de las dos distancias, d(z, F) o d(F,y), debe ser > £+ 1,
lo que contradice nuestra suposicién sobre el didmetro. Ahora, consideremos
1 € Vi ysea yy € T{y) NV]. Tenemos que d(fi, 1) = £, i =1,2, lo que es
una contradiccién ya que g = 20+ 2. Por lo tanto D > g — 1.

Notése que si § = 3,4, (i) implica que existe un vértice en V; satisfaciendo
1a hipétesis (ii}, lo que demuestra el caso {a.2}.

Para probar el caso (a.3) consideremos el conjunto no vacio V, supongamos
D = g - 2. Entonces la hipétesis (i) implica que [T(z) NV £ k-1, ya
que T(z) NV, # §. Ademsds, (ii} implica [I'(z} NV,_y] £ & — 2, de otra forma,
IT{(z) N Vi_1] = k — 1 por lo que deberia existir un vértice y € I'(z) NV,
verificando la hipétesis (ii}, y de aqui D > g — 1, lo que es una contradicccidn.
Por lo tanto, |T'(z) N V| < & — 2. De donde, el subgrafo G, inducido por V;
tiene grado minimo 8¢, {z) = [T'(2)N V| > ¢ — x + 2. (El razonamiento sobre
Gy =<V} > es similar).

(b) Se demuestra de forma andloga al caso (a). ®

Como consecuencia de (i) obtenemos una cota inferior para las conectivi-
dades de un grafo con girth par y grado minimo é > 5.

Corolario 4.2.10 Sea G un grafo con girth par g, grado minimo & > 5,
didmetro D y conectividades k y A respectivamente. Entonces,
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(a) k>4 D<g-—2;
(b)) A>4siD<g—-1 =

Para grafos con girth par y grado minimo § < 4 cobtenemos la siguiente
generalizacién de las condiciones (4.12} y (4.13).

Corolario 4.2.11 Sea G un grafo con girth par g, grade minimo 6 < 4,
didmetro D y conectividades k y A respectivamente. Entonces,

(a.1) x=2s16=2yD<g-1;
(0.2) k=06s6=3,4yD<g—2;
(b.1) A=2si6=2yD<g.
(0.2)A=6s5i6=3,4yD<g—-1. n

Cuando el grado minimo de un grafo con girth par es § > 5, utilizando el
Teorema 4.2.9 en lugar del Teorema 4.2.1 y teniendo en consideracién algunos
didmetros condicionales podemos escribir las siguientes generalizaciones de los
corolarios anteriores. Por ejemplo, usando el didmetro condicional D, podemos
enunciar el siguiente resultado.

Corolario 4.2.12 Sea G un grafo con grado minimo & > 5, girth par g, y
conectividades k y A. Entonces, '

(o) k=6siD<g—-2yD;<g-3;
(b)) A=6siD<g—-1yD3<g—-2. =

Este resultado es independiente del dado en (4.12), ya que considerando
dos grafos bipartitos Ks416 ¥ Kss y ahadiendo a todos los vértices de Ky, s,
excepto uno del conjunto de partes de cardinal 6+1, todas las ramas desde estos
vértices a los vértices de K5 obtenemos un grafo que tiene D =2, D3 =1
y g = 4, ver Figura 4.4. Luego, ¢l grafo asi construido verifica la hipdtesis
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del anterior corolario pero no {4.12). Por otra parte el grafo de la Figura 4.5
nos proporciona un ejemplo particular que muestra que esta cota es la mejor
posible, ya que tal grafo tiene grado minimo 5, girth g = 4, conectividad « = 4
talque D=¢g—2=2y Dy=¢g-2=2.

Figura 4.4: Un digrafo satisfaciendo el Corolaric 4.2.12

En el siguiente resultado mostraremos que para un grafo con girth par g y
grado minimo & la conectividad y la rama conetividad son éptimas, incluso si
existe un conjunto de hasta 2p(2, 95_2) — 1 vértices con excentricidad mayor o
igual que g — 2 y g — 1, respectivamente. Para ello recordemos que el minimo

niimero de vértices de un grafo con estas caracteristicas es 2p{6—1, 9-}2), donde
p(,D)=14+6+---+6°.

Corolario 4.2.13 Sea G un grafo con grado minime 6 > 5, girth par g,
y conectividades x y A. Sea S un subconjunto de vértices tal que |S| =
2p(2, 52} — 1. Entonces,

(e)k=0siD<g-2yDs<g-3;
(b)) A=6siD<g—-1yDg<g-2

Demostracion. {a) Si D € g — 3 el resultado es cierto por (4.12). Entonces,
podemos suponer D = g — 2. Sean G, G, dos subgrafos inducidos de G con
8G1) 2 3y 6(Gy) > 3, y supongamos que estdn a distancia d{G,G3) 2 g—2.
Los grafos Gy, 1 = 1,2, tienen girth al menos g y grado minimo al menos 3,
ya que G tiene girth g. Por lo tanto, |G:| > 2p(2, 9;—2), i=1,2. Sean z; y ¥,
1 <7< 2p(2, 9;—2) vértices diferentes de G, y G respectivamente. Entonces,
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Figura 4.5: Ungrafocon 6 =5, D=2, D3 =2,k =4

d(z;,¥;) = g — 2 para cualquier j, y por lo tanto al menos uno de cada par
{z;,y;} debe pertenecer a S, lo que conduce a la contradiccion |S| > 2p(2, 9;—2)
Como consecuencia, Dy < g — 3 y el Corolario 4.2.12(a) se verifica. El caso
{b) se demuestra andlogamente usando el Corolario 4.2.12(b). =

4.3 Conectividad y didmetro condicional en
digrafos bipartitos

Parece natural preguntarse si los resultados de la seccién precedente pueden
ser mejorados con mas informacion sobre la estructura de los digrafos conside-
rados. En particular, los trabajos de Plesnik y Znédm [49], Volkmann [54, 55|
y los dados en [22, 7] sugieren que éste es €l caso en el que los digrafos son
bipartitos. Asi, en esta seccién usamos los resultados de la seccién previa para
obtener nuevos resultados sobre conectividad para tal caso.

Concretamente en el trabajo de Plesnik y Zndm mencionado en la seccién
precedente se did el siguiente teorema, que puede verse como una extension de
(4.2). 8i en un grafo bipartito se verifica una de las siguientes condiciones

(i) D < 4 y ninguno de los conjuntos de partes contiene cuatro vértices
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uy, Ug, V1, Vo tales que d{uy, ug), d(w, ve), d(vr, u2), d{vy, v2) = 4.
(22) Existe una parte U con d{z,y) < 2 para todo z,y € U, (4.14)

entonces A = 6.

Ademas demostraron que la hipétesis D < 4 no se puede suprimir; por otra
parte esta condicién no es suficiente si el resto de (i) no se verifica (ver Figura

AN b

Figura 4.6: Ilustracién de (4.14)

Como consecuencia immediata del anterior teorema se obtienen las siguien-
tes condiciones suficientes para que un grafo bipartito alcance rama conectivi-
dad Sptima.

e 51 D < 4 y en algin conjunto de partes U existe un vértice tal que
d(z,y) < 2 para todo z,y € U\ {w}, entonces A = 4.

e 5i D <3, entonces A= 6.

La condicién {4.14) (ii) implica también la condicién suficiente dada por

Volkmann [55]

6211—%—1

A=6. (4.15)

En esta seccién veremos que, usando de nuevo algunos didmetros condicionales,
las condiciones suficientes para que un digrafo bipartito alcance ptimas conec-
tividades dadas en [22]

k=46 si D2, (4.16)
A=6si D<2+1, (4.17)
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pueden ser relajadas sin modificar sus implicaciones. Notése que, en este caso,
las cotas superiores sobre el didmetro son una unidad mayor que las cotas
dadas en (4.9) y (4.10) para digrafos generales y m = 0. Esto es debido a que
entre dos vértices de un digrafo bipartito, no hay caminos cuyas longitudes
difieran en una unidad, por lo tanto sélo podemos considerar el pardmetro £,
con 7 = (.

Dado un digrafo bipartito G con conjunto de vértices V = Uy U U, sea
Dy g p,q € {0,1}, el didmetro condicional donde P es la propiedad de que
G y Gy sean vértices simples que pertenezcan a los conjuntos de partes U, y
U,, respectivamente, no necesariamente distintos. Asi, D, ¢ mide la mixima
distancia entre vértices de los correspondientes conjuntos de partes. Ademas,
D, 4 es par (respectivamente impar) si y s6lo si p = ¢ (respectivamente p # g).
También es facil verificar el siguiente lema.

Lema 4.3.1 Sea G = (V, A}, V = Uy VU, un digrafo bipariito. Entonces,

(i) |Dpp — Dqgl <2, |Dpg— Dypl €2, |1Dpg—Dpyl =1, p,0 € {0,1},
pF#q.

(it) D < ,min Dpo+2.
Demostracién. (i) Demostraremos uno de los casos, por ejemplo, |Dpp, —
Dyo| € 2. Sean z,y € Up, ¢ € U, NT*(z), ¥ € U, NI (y), entonces
d(z,y) < d{',y') +2 £ Dyq + 2. De donde para cada par de vértices de
U, existe un camino de longitud a lo sumo D;4 4+ 2, y por lo tanto Dy, <
Dy o+ 2. La demostracién de que Dy, < Dy, + 2 es similar.  Es decir, se

verifica |Dp, — Dy g < 2.

(ii) Sean z,y € G, supongamos por €jemplo que Iél{igll} Dy, = D1p. En-
p.ge{0,

tonces, si z € Uy, y € Uy tenemos que d{z,y) < Dyo. Siz € Uy, y € Uy, sea
y' € I (y), de donde d{z,y) < d(z,¥)+1 < D1o+1. Siz € Uy y y € Uy, sean
' €T (z) y v € ' (y), entonces d(z,y) < d(z',y)+2 < Dy o+2. Por iltimo
siz,y € Up, sea 2’ € T*(2), d(z,y) < d(z',y) + 1 < D;o+ 1. Por lo tanto,
para cada par de vértices del digrafo existe un camino de longitud a lo sumo

Dijp+2ydeaquique D < m{iéll} D, , + 2. Para los otros casos procedemos
piqe L



76 Conectividad y didmetro condicional en digrafos y grafos

de forma andloga. =

El grafo bipartito de la Figura 4.7 muestra que, en general, (ii) no es una
igualdad, ya que en este caso D = 3, D1y = Dgg = 2, Diy = Dy, = 3,

mientras que min D,,+2=4.
4 pgefol} 7

Figura 4.7: Un grafocon D=3, Dy = Doy =2, Dyo=Dp; =3

Proposicion 4.3.2 Sea G un digrafo bipartito con conjunios de partes Up,
p=0,1, grado minimo &, pardmetro ¢, y conectividades k y A\. Entonces,

(a) & =6 si D,y <20 — 1 pare elgin p,q € {0,1}, p#q;
(b) \=6siDpp <20  pare alginp € {0,1}.

Demostracion. Probaremos sélo (a}, el caso (b) se demuestra similarmente.
Supongamos que G verifica ¥ < § — 1. Entonces, por el Teorema 4.2.1 (a),
existen dos subdigrafos bipartitos inducidos Gi, G, tales que 6%(Gy) > 1,
6 (Ga) =2 1y d(G,,Gz) > 2£. Esto significa que ambos digrafos bipartitos,
G, v (9, contienen al menos un vértice de cada conjunto estable, gue deno-
tamos por z;, € V(G:)NU,, ¢ = 1,2, p = 8,1. Pero entonces, las distancias
d(z10,%2,1) ¥ d(21,1,Z20) deberian ser al menos 2¢ + 1 (ya que son vértices de
diferentes conjuntos de partes). De donde D,y > 2 + 1 para cualquier p, g,
p # g, lo que contradice la hipdtesis. =

Notése que las condiciones sobre el didmetro dadas en (4.16) y (4.17) im-
plican que Dy, < 2¢ — 1 para cualquier p,q, y Dpp < 2€ para cualquier p
respectivamente (pero no inversamente). Por lo tanto, la proposicién anterior
generaliza los resultados (4.16) y (4.17). '
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Como en el caso general, la conectividad o arco conectividad de un di-
grafo bipartito es maxima, incluso si existen algunos vértices con excentricidad
mayor o igual que 2£+ 1 o 2£ + 2 respectivamente. Para probar ésto, conside-
ramos de nuevo el didmetro condicional Dg, ésto es el P-diametro, donde P
es la propiedad de ser vértices de V' \ S.

Corolario 4.3.3 Sea G un digrafo bipartito con conectividades & y A, y girth
g. Sea § C V un conjunto de g — 1 vértices. Entonces,

(a) Kk =6 si Dg < 2;
(B)A=6siDg<2U+1.

Demostracién. Sean G; y G, dos subdigrafos inducidos de G con §Y(G;) >
1, §7(G,) > 1 y supongamos que d(Gy,Gy) > 2£. Como G tiene girth g, par,
tenemos |G; NU,| > £ para j = 1,2, p= 0,1. Sean z;;, € V{(G1) N Up,
vip € V(G2)NU,, para 1l < i < £, p = 0,1. Entonces, d(z;0,3:1) = 26+ 1
v d(zi1,%i0) = 2¢ + 1 para cualquier 2. De la hipdtesis deducimos que un
vértice de cada par debe pertenecer a S, lo que es una contradiccion, ya que
|S| = g — 1. Por lo tanto D; < 2¢ — 1 y podemos aplicar el Corolario 4.2.2{a}.
El caso (b) se prueba andlogamente nsando el Corolario 4.2.2(b). =

Si en lugar de aplicar simplemente el Teorema 4.2.1, que concierne a di-
grafos generales, demostramos un teorema andlogo aunque especifico de di-
grafos bipartitos, podemos obtener mds informacién de las caracteristicas es-
peciales de éstos.

Teorema 4.3.4 Sea G un digrafo bipartito con grado minimo 6 > 1, pardmetro
¢, didmetro D, y conectividades K y A.

(a) Si k < &, entonces o bien D > 20+ 2, 0 D = 20 + 1 y exzisten dos
subdigrafos bipartitos inducidos G1,Gy C G, con §7(G1) 2 6T —x+ 1y
5 (Gq) > 8 — k+1, tales que d(G1,G2) 2> 2¢;

(b) Si X < &8, entonces 0 bien D > 20+ 3, 0o D = 2¢ + 2 y existen dos
subdigrafos bipartitos inducidos G1,G2 C G, con §Y(G,) 2 6* — A+ 1 y
§7(Gs) > 6 — A+ 1, tales que d(Gy,G2) 2 2¢+ 1.
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Demostracién. {a) Sea G = {V, A), V = UyUU;, un digrafo bipartito. Usan-
do la misma notacién que en el Teorema 4.2.1, tenemos que p > £. Supongamos
primero que {¢' 2)p > £+ 1, entonces D > 2u > 2¢ + 2. Supongamos ahora
quep=C8yu >€+1 Seaz €V, entonces 't (z) NV # @. De otra forma,
sean z; € Vp_y, 1 <1 < &, 6 de sus vecinos de salida. Y sea f; el vértice de
F a minima distancia desde z;, 1 < i < 6. Como [F| < §, se verifica que
fi = f; para alglin ¢ # j, entonces deberian existir dos caminos diferentes
de longitud £ desde z hasta f;, contradiciendo la definicién del pardmetro £.
Asi pues, sea z; € VN I*(z). Tenemos que d(z,y) v d{z1,y) > 2¢ + 1,
para cualquier vértice y € Vi, por lo tanto una de las anteriores distancias
debe ser mayor o igual que 2¢ + 2, ya que z y z; pertenecen a diferentes
conjuntos de partes. De donde D > 2/ + 2. Finalmente supongamos que
pu=pu =Ly D =2¢+1. Consideremos el conjunto no vacio V;. Afirmamos
que cada vértice z del subdigrafo G, inducido por V; tiene grado de salida
6&.(z) 2 64 — s + 1. (El razonamiento sobre G, = (V}) es similar). Si
§&.(z) = [TH)N Vil < 84 (x)—r+1, el vértice z tendria al menos & vecinos de
salida en V;_,, denotémoslos por a1, T2, ..., Zx. Ahora, paracadaz;, 1 <i < &,
sea f; el vértice en F a minima distancia desde z;. Razonando como en el
primer caso obtenemos que V, NI (z) # 0. Asi pues,seay € V,NTH{(z) y
consideramos el vértice f € ' a minima distancia desde y. Se debe verificar,
f = fi, para algiin 1 < { < &, entonces deberan existir dos caminos diferentes
desde x hasta f, uno de longitud ¢ y el otro de longitud £+1, lo que es imposible
en un digrafo bipartito. Por lo tanto, 6% (z) > 68(x) —k+12> 6f ~k+1
como habjamos afirmado. Finalmente, como cualquier camino desde V'~ hasta
V1 atraviesa F, d(G1,G2) 2 d(V(Gy), F)+ d(F,V(G3)) > 2. =

De la demostracién del anterior teorema podemos deducir una cota inferior
para la conectividad de un digrafo bipartito.

Corolario 4.3.5 Sea G = (V, A) un digrafo bipartito con grado minimo § > 2,
pardmetro £, didmetro D y conectividades x y A. Enfonces,

(e} k2251 D<20+1;
(b)A>2s5iD<2+2. m»
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Cuando 6 = 2, el Corolario 4.3.5 proporciona condiciones suficientes para
obtener maximas conectividades. Ademés estas condiciones son las mejores
posibles. Para demostrarlo, consideramos dos ciclos de longitud par 2¢+2, y a
continuacién identificamos un vértice de cada ciclo. El digrafo obtenido tiene
diametro D = 2¢ + 2, pardmetro £, grado minimo § = 2 y conectividad x = 1.
Para el caso de la arco conectividad es suficiente unir los dos ciclos por una
rama entre dos vértices de diferentes conjuntos de partes.

Como un corolario del Teorema 4.3.4 y utilizando el didmetro condicional
D,, 0 < v £ 4, definido como en la Seccién 4.2, obtenemos un resultado
analogo al Corolario 4.2.2, para # = 0, pero en este caso la condicién esta
dada sobre el didmetro Dy, ya que en el teorema los digrafos inducidos que se
determinan tienen grados una unidad mayor que en el caso general.

Corolario 4.3.6 Sea G un digrafo bipartito con grade minimo 8, pardmetro
£, y coneclividades k y A. Entonces,

(a) k=0siD<2+1yDy<20—1;
(b)) A=6siD<2+2y D, <2

Demostracién. Probaremos sélo el caso (a). Si D < 27 el resultado se
deduce de (4.16), por lo tanto podemos suponer D = 2£ + 1. Razonamos por
contradiccion, supongamos que £ < § — 1. Entonces, por el Teorema 4.3.4(a),
existen dos subdigrafos inducidos Gy, G tales que 67(Gy) > 6t —x+1 2> 2,
§7(Ga) 2 2,y d(G1,G2) 2 24, lo que contradice la hipGtesis. =

Consideramos ahora un subconjunto de vértices, S(p,q) C U, U U, para
p.q € {0,1} y sea Dgyyq) €l P-didmetro, donde P es la propiedad de que
G\, G sean vértices de U, \ S{p,g) N U, y U, \ S(p, ¢) N Uy, respectivamente.
Entonces obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.7 Sea G un digrafo bipartito con grado minimo 8, pardmetro
¢, girth g, didmetro D y conectividades & y A, Sea S(p,q) un subconjunto de
vértices de cardinal 2. Entonces, '

k=0631D<20+1y Dgpg <2 ~1 para algiin p,q, p # q.
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A=88D<2+2y Dgyppy £ 2L para alginp =0,1.

Demostracién. Para probar {a) supongamos que la hip6tesis es cierta para
p=0yg=1, por ejemplo. Si D < 2/ ¢l resultado se deduce de (4.16), por lo
tanto podemos suponer D = 2¢ + 1. Sean G; y G5 dos subdigrafos inducidos
tales que §7(G,) 2 2, 67(G3) 2 2y d(G,,G2) > 2¢, entonces |G, NUg| > £+1
para p,q = 0,1 (no necesariamente diferentes), ya que G tiene girth g. Sean
Ti, ¥i, 1 <4 < § 41, vértices de Gy NUp y GaNUj respectivamente. Entonces
d{z;,y:) = 2£+1, ye que x;, y; pertenecen a diferentes conjuntos de partes. Por
lo tanto, al menos uno de cada par debe pertenecer a 5(0, 1}, lo que conduce
a la contradiccién {S(0,1)| > £ + 1. Luego el Corolario 4.3.6(a) se verifica y
Kk=24.

{b) Se demuestra de forma ansloga al caso anterior. @

Corolario 4.3.8 Sea G un digrafo bipartito con grade minimo 8, pardmetro
¢, girth g, didmetro D y conectividades k y A. Sea S un subconjunio de g + 1
vértices. Entonces,

() s=86siD<20+1yDg <20
() A=6siD<204+2yDsg<2{+1.

Demostracién. {a) Si D < 2¢ el resultado se sigue de {4.16), por lo tanto
podemos suponer D = 2£ + 1. Sean &) y G, dos subdigrafos inducidos tales
que §7(G,) > 2, 6 (Gy) 2 2y d(G,,G2) > 24, entonces |G;NUy| > £+ 1 para
F=1,2,q¢=0,1, ya que G tiene girth g. Sean z,, € Gy N, yip € G2 N,
1 <i<Z+1 p=01 Entonces d(Tip, %) = 2{ + 1, ya que Zip, Yig
pertenecen a diferentes conjuntos de partes. Por lo tanto, al menos uno de
cada par debe pertenecer a S, lo que conduce a la contradiccién |S| > g+ 2.
De donde el Corolario 4.3.6(a) se verifica y K = §. La demostracién de (b) es
anéloga utilizando el Corolario 4.3.6(b}. = '

Como en el caso general de digrafos, los resultados anteriores tienen también
sus correspondientes corolarios para grafos bipartitos. Recordemos en primer
lugar que en el caso no dirigido bipartito el girth es siempre par y que g = 20+2.
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Corolario 4.3.9 Sea G un grafo con grado minimo 8, girth g, y conectividades
k 4y A. Entonces,

{a) k=8 si Dyy < g— 3 para algin p,q € {0,1}, p# g;
(b)) A=6si Dpp < g—2para elpinp € {0,1}. =

Como g > 4 para cualquier grafo bipartito G, una consecuencia del caso {b)
es que, si para algtin conjunto estable U, la distancia entre los vértices de U no
es mayor que 2, entonces G es maximalmente rama conectado. Este resultado
fue probado por Plesnik y Zndm [49, Th.3.1(ii)], como ya mencionamos en
la introduccién, ver (4.14). Como corolario, estos autores demostraron que
cualquier grafo bipartito con didmetro D < 3 es mazimalmente rama conectado
(un resultado que puede ser obtenido también como un corolario de (4.17})).
Teniendo en cuenta que el girth del digrafo simétrico asociado es g(G*) = 2,
tenemos que:

Corolario 4.3.10 Sea G un grafo bipartito con grado minimo 6, girth g, y
conectividades k y A. Entonces,

(a) Kk =& sid(z,y} < g— 2 para todo z,y € V \ {v};
(b)) Ax=6sid(z,y) <g—1paratodoz,y € V\{v}. =

Los corolarios que se derivan del Teorema 4.3.4 son los siguientes.

Corolario 4.3.11 Sea G un grafo bipartito con grado minimo 6, girth g, y
conectividades £ y A. Entonces,

(e} k=06t D<g—-1yDy;<g—3;
(b})rA=6siD<gyD;<g—2. m

Corolario 4.3.12 Sea G un grafo bipartito con grado minimo 6, girth g, y
conectividades kK y A. Entonces,
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(a) k=63t D<g—1ydz,y) <g-3pare todoz € Up\ {v}, y € U,
P¥Fq

() Ax=6si D<gydz,y) £g-2 para todo z,y € U, \ {v}, para algin
pe{0,1}. =

Notése gue sustituyendo en la dltima condicién g = 4 obtenemos que si G
es un grafo bipartito con D < 4 y en algin conjunto de partes U/ existe un
vértice tal que d(z,y) < 2 para todo z,y € U\ {v}, entonces A = §. Esta
condicién generaliza la dada por Plesnik y Zndm como un corolario de {4.14),
ya que aqui se exigia la existencia de uno de tales vértices en cada uno de los
conjuntos estables.

Corolario 4.3.13 Sea G un grafo bipartito con grado minimo 6, girth g, y
conectividades x y A. Sea S un subconjunto de tres vértices. Entonces,

(e} k=6siD<g—1yDg<g—2
(b)r=6siD<gyDs<g-1 =



Capitulo 5

Conectividad en digrafos
s-geodéticos

5.1 Introduccion

En este capitulo nos proponemos obtener cotas superiores sobre el numero
de vértices para que un (di)grafo o (di)grafo bipartito alcance conectividades
6ptimas. Las condiciones obtenidas son condiciones contrarias a las de Tipo {a)
y (c), ya que en ellas las cotas sobre el nimero de vértices son cotas inferiores.
También estudiamos en la dltima seccién condiciones andlogas para que un
digrafo sea super-x o super-A.

Las nuevas cotas estdn dadas en términos del pardmetro s, es decir el
maximo entero para el cual el digrafo es s-geodético, y del grado minimo.
En primer lugar, daremos algunas definiciones que serdn de utilidad para el
desarrollo del trabajo, entre ellas la de fragmento y profundidad. Se tratard
después de contar el nimero minimo de vértices de un digrafo s-geodético con
conectividades no éptimas, teniendo en cuenta que en este caso la profundidad
estd acotada inferiormente por s.

Notése que la condicién de Chartrand [17],
52[%] = A=6 (5.1)

puede ser escrita como una condicién de este tipo, esdecirn < 2§ = =4

83
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Como corolarios del resultado principal obtendremos condiciones que hemos
denominado de tipo Chartrand para que un digrafo s-geodético tenga conec-
tividades Optimas, y en particular cuando s = 1, obtenemos la cota {5.1).

Introducimos a continuacion algunas notaciones y definiciones especificas
gue seréan utilizadas en este capitulo.

Para cualquier enteroc & > 0, sean

TiHz)={veV : dzv) <k}

Ni{zy={veV : duvz) <k}

el conjunto de vértices a distancia a lo sumo k desde un vértice z y hacia
un vértice z, respectivamente; y sean 87 (z) y & (z) sus cardinales. También
usaremos la siguiente notacion referente al conjunto de arcos cuyos vértices
iniciales estdn a distancia a lo sumo k desde z y al conjunto de arcos cuyos
vértices finales estdn a distancia a lo sumo k hacia z:

G (z)={{u,v) € E : d{z,u) <k},

5 (z) = {(w,v) € E : d{v,z) < K},
6 (@) = 1% @)] ¥ 5 () = |9 ()}

Dado un conjunto de vértices C, sean

reC)=UTr*z) yI'(C)= T ().
zel el

Definimos la frontera positiva y la frontera negativa de C y las denotamos por

0%C y 6-C, respectivamente, como 87C =THC)\Cy 8-C = T~(C)\ C.

Para el caso de arcos consideramos conceptos andlogos, definidos como la arco-
- frontera positiva y la arco-frontera negativa, w¥C={{z,y) € E : z€Cey¢€

VANC}yw C={(z,y) € E: z€V\Ceyce€ C}. Ademss denotamos por

F={zeC:(z,y)€wtC}ypor F'={yeV\C:(z,y) € w*C}.

Claramente, si CUGYC # V [CU3C # V] entonces 07C [8-C] es un

conjunto desconectador de G. Similarmente, si C' es un subconjunto propio no
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vacio de V, entonces w*C [w~C] es un conjunto desconectador de arcos de G.
Utilizando estos conceptos podemos definir la vértice conectividad y la arco
conectividad de un grafo dirigido como

k=min{|0*C| : CCV,CU*C#Vol|C|=1};

A=min{|lw*C| : CCV,C#8,V}

Observemos que en la definicién se introduce la condicién |C| = 1 para incluir
en ella a los digrafos completos, ya que en éstos los tinices conjuntos desconec-
tadores son los vértices adyacentes desde o hacia un vértice y por lo tanto
siempre se tiene que CUGTC =V,

Siguiendo las definiciones dadas por Hamidoune [35, 36|, un subconjunto
C de vértices de un digrafo conectado G con conectividad &, es un fragmento
positivo de G si |87C| = k y R7C # B, donde R°C = V \ (CUJ*C).
Anilogamente, C es un fragmento negative si |0C| =k y RYC # @, donde
ahora RYC = V \ (0-C U C). Nétese que por definicién C es un fragmento
positivo si y sélo si E~C es un fragmento negativo. Si G tiene arco conectividad
A, el conjunto de vértices C se llama un a-fragmento positivode G si |w™C| = A
y, andlogamente, C es un a-fragmento negativo si [(w~C| = A. En este caso,

sea R-C =V \C.

Un vértice = de un a-fragmento positivo {negativo| C se llama vértice inte-
rior si ninguno de los arcos adyacentes desde [hacia) z pertenece a w*C [w=C].
Hamidoune {35] demostré que cada o-fragmento positivo de un digrafo G con
arco conectividad menor que el grado minimo de salida 67(G) contiene un
vértice interior. Un resultado similar se verifica para a-fragmentos negativos
considerando el grado minimo de entrada. Este resultado implica facilmente
los resultados de Chartrand (5.1), Lesniak {44] y Jolivet [43].

En este capitulo utilizamos nuevos conceptos inspirados en el de vértice
interior que nos permitiran dar condiciones de tipo Chartrand para obtener
méxima conectividad y que fueron introducidos en [8].

Definicién 5.1.1 Liemamos profundidad de un fragmento positivo C, deno-
tada por p = p(C), a la mdzima de las distancias de los vértices de C a la
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frontera positiva de C,
p=u(C)= max d(z,87C).

Similarmente, la profundided de un fragmento negativo C es p = p(C) =
max d(6~C, z}.

Con respecto a los arcos definimos los siguientes conceptos.

Definicién 5.1.2 Le profundidad de un a-fragmento positivo C como
_ _ f
v=v(C)= max di{z,F").
Lo profundidad de un a-fragmento negativo C se define andlogamente como

v =v(C) = maxd(F’, z).
zeC
Notemos que con estas definiciones todos los a-fragmentos con profundidad
diferente de cero contienen un vértice interior.

El valle de un fragmento positivo C es el conjunto de vértices z € C tales
que d(z,87C} = pu(C). El velle de un fragmento negativo o a-fragmento se
define de forma similar.

5.2 Digrafos s-geodéticos maximalmente co-
nectados

En esta seccion daremos cotas superiores sobre el nimero de vértices de un
digrafo para alcanzar conectividad maxima. En primer lugar notemos que en
un digrafo s-geodético el niimero de vértices a distancia a lo sumo s desde un
vértice dado z, 6} (), estd acotado inferiormente por p($, s), donde '

6s+1 -1
p(6,8) =14+6+---+ & =51 §>1.
En el primer lema que presentamos se dan cotas inferiores para la profundi-
dad de un fragmento o a-fragmento positivo de un digrafo s-geodético cuando

éste no tiene conectividad éptima.
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Lema 5.2.1 Sea G un digrafo s-geodético con grade minimo 8 y conectividades
Kk ¥ A. Sea C un fragmento o un «-fragmento positivo de .

(a) Sik < 6, entonces p(C) 2 s yu(RC) = s;
(b) si A < 8, entonces v(C) > s yv(RC) = s.

Demostracién. (a) Supongamos que p(C) < 8 y sea z un vértice del valle
de C. Sean z,, ..., s, § de sus vecinos de salida. Para cada z; sea f; el vértice
en 0*C a minima distancia desde z;. Como C es un fragmento positivo de G,
se verifica que |87(C)| = k < § — 1. De aqui que, f; = f; para algin i # j, de
donde deberian existir dos z — f; caminos diferentes de longitud < 1 +1 < s,
contradiciendo la definicién de s-geodético. Considerando el digrafo inverso de
G, probamos que u(R-C)} 2 s.

(b) El caso de los arcos se prueba de forma similar teniendo en cuenta que,
bajo la suposicion A = [wrC| < &, ¥(C} no puede ser cero ya que claramente,
|C| > 1y si denotamos por 8 el ntiimero de arcos que tienen su vértice inicial
y final en C se satisface |C|(|C| — 1) 2 8 = Tpecdt(z) ~ [wtC]| = |C|6 - 6,
entonces [C| > 6. m

Como consecuencia del lema anterior podemos obtener el siguiente resul-
tado, el cual puede ser obtenido también de los resultados dados en [21]. Ver
Teorema 1.5.1 del Capitulo 1.

Teorema 5.2.2 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo 6, didmetro
D, y conectividades k y A. Entonces,

(o) k=635 D<2s—1;
(b) A=6si D < 2s.

Demostracién. (a) Razonando por contradiccién, supongamos que & < 6.
Sean C un fragmento positivo de G y z e y dos vértices pertenecientes al valle
de C y R~ C, respectivamente. Entonces, por el Lema 5.2.1 (a) y teniendo en
cuenta que 87C = 8~ R~C, D > d(z,y) > d(z,07C) + d(0*C,y) = u(C) +
u(R-C) > 2s, lo que lleva a contradiccién.
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(b) Este caso se demuestra andlogamente usando el Lema 5.2.1{(b}). =

En el anterior lema hemos demostrado que si el digrafo no tiene conectivi-
dad 6ptima la profundidad de cada fragmento estd acotada inferiormente por
s. Este resultado implica que en el digrafo tiene que haber un mimero minimo
de vértices, ya que los vértices del valle del fragmento estdn alejados de la
frontera del mismo.

Lema 5.2.3 Sea G un digrafo s-geodético con orden n y tamafio m, grado
minimo & y conectividades k y A. Sea C un fragmento o a-fragmento positivo
de G, y consideramos dos vértices x e y pertenecientes al valle de C y R~C
respectivamente.

{(a) Sik < 6, entonces n > §H{z) +6;(y) — &;
(b) si A < §, entonces m 2 €-(z) + €, (y) — A

Demostracion. Por el Lema 5.2.1(a), la distancia desde z a cualquier vértice
v € R™C verifica d(z,v) 2 d{(z,0YC)} + d(6+C,v) > s+ 1 y, similarmente,

d{u,y) > s+ 1 para cualquier vértice u € C. Por lo tanto, I} {z) c CUTC,
I';{y) COTCURCyTHz)NT;(y) C 87C. De donde,

n=|C|+[07C|+|R°C| = [I{{z) UT ()} =2 & (z) + &, (v) — .

La demostracién del caso (b} es andloga utilizando el Lema 5.2.1(b) =

El siguiente teorema extiende el Teorema 5.2.2 ya que si el didmetro D <
2s — 1 [D < 2], entonces no hay vértices a distancia mayor que 2s [2s + 1].

Teorema 5.2.4 Sea G un digrafo s-geodético con orden n, tamanc m, grado
minimo 6 y conectividades K y A.

(a) Si 63 {(z) + 67 (y) > n + & para cualguier par de vértices z,y tales que
d{z,y) > 2s, entonces k = §;

(b) si eX{(z) + €;{y) > m + & para cualquier par de vértices z,y tales que
d{z,y) > 28+ 1, entonces A= 4.
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Demostracion. Para probar el caso (a), supongamos x < §. Entonces, si z
e ¥ son vértices como en el lema anterior, tendriamos 6] () +6; (y) < n+k <
n + 6 — 1, contradiciendo la hipétesis. El caso (b) se demuestra de forma
andloga. m

Como, en un digrafo s-geodético, §F(z) y 6, (y) estdn acotados inferior-
mente por p(4, s) y, ademds, €F(z) > 661 (z) y ¢, (z) > 86, (z), se verifica el
siguiente teorema.

Teorema 5.2.5 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo 6, orden n,
tamano m y conectividades k y A. Entonces,

(a) k=6 sin < 2p(6,s) — 6;
(b) A= 06 sim < 26p(6,s) - 6.

Demostracién. Para probar {a) supongamos « < 8. De acuerdo con el Lema
5.2.3, n 2 §f(z) + 67 (y) — k = 2p(6,8) — 6 + 1, contradiciendo la hipétesis.
[

El resultado establecido en el caso (b) puede ser obtenido como una con-
secuencia del Teorema 5.2.2(b). De hecho, puesto que m > né, si m <
26p(8, s) — &, entonces n < 2p(6,8) — 1. Asi, dados cualesquiera =,y € V, tene-
mos que n < 2p(6, s)—1 < 6F(z)+6; (y) -1, lo que implica T} (z)NT; (y) # 0.
De donde, d(z, y) < 25 y el didmetro de G satisface D < 2s. Por lo tanto A = §.
De hecho, este argumento prueba que n < 2p(4, s)—1 es también una condicién

suficiente para alcanzar maxima arco conectividad.

Las siguientes consecuencias del Teorema 5.2.5 y de la condicién anterior

proporcionan condiciones de tipo Chartrand para asegurar méximas conectivi-
dades.

Corolario 5.2.6 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo &6, orden n,
tamano m y coneclividades k y A. Entonces,

[ é=2n-2, s=1,
(a)n=6sz{62[8%_1-|’ 8> 2
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b)x=6si62 [y
() A=8si6> [°+\1/%].

Demeostracién. Si§ > [,ﬂ/% -1 ], tenemos que n < 2(6° + 1) < 2p(6,s) — 6
suponiendo s > 2, entonces k = §. Esto prueba el caso (a). El caso (b) se
demuestra de la misma forma usando que n < 2p(8, s) — 1. Finalmente, el caso
(c) se puede ver como una consecuencia de m > né y del caso (b). =

Como cada digrafo es al menos 1-geodético, tomando s = 1 en el caso (b)

2
l%J, entonces el digrafo es maximalmente arco conectado. Este resultado

corresponde a la condicién de Chartrand para digrafos, v fue explicitamente
probado en [17]. Andlogamente, tomando s = 1 en el caso {c) obtenemos que
sid > [‘/% ], entonces €l digrafo es maximalmente arco conectado.

del anterior resultado, obtenemos que si el grado minimo satisface § > [”’—'1] =

Para el caso no dirigido todos los resultados anteriores se pueden estable-
cer con los cambios obvios. En primer lugar observemos que los concep-
tos introducidos de fragmento positivo, negativo o a-fragmento, se definen
analogamente, pero en este caso diremos simplemente fragmento y a-fragmento,
ya que ahora no existen direcciones en los arcos. En lo que respecta a los con-
juntos de vértices a distancia menor o igual que &, £ > 0, desde/hacia un
vértice dado, conjunto de ramas o sus cardinales los denotaremos sin signo,

Te(2), Se(z), Qulz) vy exlz).

El niimero minimo de vértices a distancia menor o igual que s de un vértice
dado, §,(z), estd acotado inferiormente por P(4, s), donde

P(§,s)=1+6p(6—1,5—1).

Y el niimero minimo de ramas a distancia menor o igual a s desde un vértice
dado estd acotado por
es(z) 2 6p(6 — 1, 5}.

La reformulacién del Teorema 5.2.2 es el resultado dado por Soneoka,
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Nakada, Imase y Peyrat [52, 53], y los andlogos del Teorema 5.2.4 y del Teo-
rema 5.2.3 son los siguientes teoremas.

Teorema 5.2.7 Sea G un grafo s-geodético con orden n, tamasio m, grado
minimo 6 y conectividades k y A.

(a) 8i 6,(z) + 8,(y) > n + & para cualquier par de vértices z,y tales que
d(z,y) > 2s, entonces k = 6;

(b) st es{z) + €5(y) > m + & para cualguier par de vértices z,y tales que
d(z,y) > 25+ 1, entonces A = 6.

Teorema 5.2.8 Sea G un grafo s-geodético con grado minimo 6, orden n,
tamanio m y conectividades k y A. Enfonces,

(a) k=06 sin <2P(6,s)— &
(b) A=168 sim < 26p(6—1,8) — 4.

Podemos obtener una condicion suficiente sobre el niimero de vértices para
obtener maxima rama conectividad razonando directamente sobre el niimero
de vértices a distancia menor que s desde un vértice del valle en la demostracién
del Teorema 5.2.1.

n<2P(6,s)—1 = A=4.

Tomando s = 1 en esta condicién obtenemos el resultado original de Chartrand
[17]. Esto es, si 6 > [%J, entonces el grafo es maximalmente rama conectado.
De forma similar, eligiendo s = 1 en el caso (b) obtenemos que el grafo es
maximalmente rama conectado si §(§ + 1) > m.

5.3 Conectividad en digrafos bipartitos s-geo-
déticos

En esta seccién realizamos un estudio andlogo al de la anterior para el caso de
digrafos bipartitos s-geodéticos. En primer lugar damos una cota inferior del
nimero minimo de vértices que se encuentran a distancia menor o igual que
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s + 1 de un vértice dado, en un digrafo bipartito s-geodético, denotamos este
nimero por pp{é,s+1).

Lema 5.3.1 Sea G un digrafo bipartite s-geodético, s < D — 1, con grado
minimo 8. Entonces, para cadaz € V,

6s+2 6 ) )
2ﬁ 5t § es impar;
bra(z) 2 pa(6,s+1) =
&2 -1 _
2W st s es par.

Demostracién. Sea G = (V, A), V = Uy U, un digrafo bipartito. Supon-
gamos que |67,,(z) NUp| > |67, (z)NT1]. Sis = 2m, sea y € U, tal que
165 1(y) N U1| sea minimo. El nimero minimo de vértices a distancia i desde
yes 8,0 <1< s, ya que el digrafo es s-geodético y por lo tanto todos estos
vértices deben ser diferentes. De aqui que
52(m+1) -1 55t2

-1 &-1
St s = 2m + 1, sea y € U tal que |6,(y) N U1| sea minimo. Igual que

ROLIAESE

en el caso anterior el nimero minimo de vértices a distancia 7 desde yes &,
0 < i < s. En este caso,
6 Am+l) _ 1 gt _§
-1 -1
Como |6F,,(z) NUs| > |6s+1(3:) N Uy obtenemos el resultado anunciado.

b5+1(y) N > E g+t =6

Obsérvese que la cota anterior también es valida para §;,,(z).

El siguiente lema es el andlogo al Lema 5.2.1. En él damos cotas inferiores
para la profundidad de un fragmento o a-fragmento de un digrafo bipartito
s-geodético con conectividades no dptimas.

Lema 5.3.2 Sea G un digrafo bipartitio s-geodético con grado minimo 6§ y
conectividades Kk y A. Sea C un fragmento o a-fragmento positivo de G.
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(a) Si x < 6, entonces u(C) > s y y(R~C) > s. Ademds para cada z,y
pertenecientes al velle de C y R™C respectivamente, existen u,v € 9VC tales
que d(z,u) 2 s+1, d(z,07C\{u}) > s, d(v,3) > s +1, dF*C\ {v},9) > s.

(b) §i A < 8, entonces v(C) 2 s y v(RC) > s. Ademds para cada z,y
pertenecientes al valle de C y R~ C respectivamente, existen uw € F', v € F”
tales que d(z,u) > s+ 1, d(z, F'\{u}) 2 s, d(v,y) > s+1, d(F"\{v},y) > s.

Demostracion. (a} Para demostrar que u(C) > s seguimos los mismos pa-
sos que en la demostracién del Lema 5.2.1(a). Para demostrar la segunda
afirmacién supongamos en primer lugar que u(C) > s+ 1. En este caso la
afirmacién es evidente. Por lo tanto sea p(C) = s. Supongamos que existe
un vértice z del valle de C tal que d{z, f} = s para todo f € 8*C, es decir
d(z,07C) = s — 1 para todo z € I'*(z). Sean x,2s,...,75, 6§ de sus vecinos
de salida y sea f; € 01C el vértice a minima distancia desde z;, 1 < i < 6.
Entonces existe un vértice z € I'*(z) que es del valle de C. En caso contrario,
sid(z;, F) =5—1,1<i<§, como |07C| < § deben existir dos caminos de
longitud s desde z a alglin vértice de 8+C, lo que contradice la definicién de
ser s-geodético. Supongamos que es x;. Entonces d{z, f1) = s+ 1, ya que si
d(z, f1) = s tendriamos dos caminos desde z hasta f) a saber, el corto z — f;
y zz; — f;, uno de longitud s y otro de longitud s + 1, lo que es imposible
en un digrafo bipartito. El razonamiento sobre el fragmento negativo R~C es
analogo.

(b) Se demuestra andlogamente mediante el Lema 5.2.1(b). m

Como consecuencia de este lema podemos obtener una condicién suficiente
sobre el didmetro para que un digrafo bipartito s-geodético alcance conectivi-
dades dptimas. Esta condicién puede ser obtenida de los resultados dados
en [22] teniendo en cuenta que el mayor entero para el cual un digrafo es
s-geodético esta acotado superiormente por el valor del pardmetro £.

Teorema 5.3.3 Sea G un digrafo bipartito s-geodético con grado minimo 6 y
conectividades & y A. Enlonces,

{a) k=6 si D <2s;
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(b)) A=6 si D<2s+1.

Demostracion. (a) Razonando por contradiccién supongamos que K < 8, y
sea C un fragmento positivo de G. Sean z e y vértices del vallede Cy R=C,
respectivamente. Ademas por el Lema 5.3.2 sabemos que existe un vértice
z € T (z) que es del valle de C, d{(z,y) > d(z,07C)+d(3*C,y) > 25 y
d(z,y) > 2s, por lo tanto una de las dos distancias debe ser mayor que 2s + 1.
Lo que contradice la suposicién sobre el didmetro.

(b) Este caso se demuestra analogamente usando el Lema 5.3.2(b). =

Cuando el digrafo bipartito no tiene conectividad dptima los lemas anterio-
res indican que los vértices del valle estan alejados del desconectador ademads
de proporcionarnos una cota de este alejamiento. Asi pues nos proponemos
evaluar cual es el minimo nimero de vértices que deben existir en el digrafo.

Lema 5.3.4 Sea G un digrafo bipartito s-geodético con orden n y temanio m,
grado minimo y mdximo & y A, respectivamente y conectividades k y A. Sea
C un fragmento o a-fragmento positive de G, y consideramos dos vértices x e
y pertenecientes al valle de C y R~C respectivamente.

(a.1) Sik < 8 ys>2, entonces n > 67.,(z) + 6., (v) — (A + 1);
(a.2) sik <8 ys=1, entoncesn > 3§ + 1.

(b.1) SiA< 6 ys>2, entonces m > €5 (z) + e, {y) — MA + 1);
(b.2) si A\ <6 ys=1, entonces m > 462 y n > 46.

Demostracién. (a.1) Por el Lema 5.3.2 (2), 4(C) y #(RC) > 5. Si u(C)
y p{R~C) > s + 1, entonces '}, ,(z) c CUITC, T;,,(y) CHCURCy
i (2)NT5(y) € 8+C, ya que en este caso la distancia desde z a cualquier
vértice v € R~ C verifica, d(z,v) > d{z,07C) + d{(87C,v) > s+ 2 y, similar-
mente, d(u,y) = s+ 2 para cualquier vértice u € C. De donde,

n=|C|+|07C| +|R™C| 2 IT51 (&) VT, {w)l 2 6744(a) + 85,0 (y) — &

Si, por ejemplo, x(C) = sy u(R~C) > s + 1. Entonces I['7,,(z) c CUF*CU
I o%0), T, {y) € 8¥C U R™C, ya que en este caso la distancia desde z a
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cualquier vértice v € R-C\I'*(8+C)} verifica d{z, v) > d(z, 8*C)+d(87C,v) >
s+ 2 y dlu,y) > s+ 2 para cualquier vértice v € C. Ademds, si T e y
pertenecen al mismo conjunto de partes,

Ih,(@)NT,(y) c T'UTHT),

donde T = {f € 0%C : d(z,f) = s}y T' = {f € 8*C : d(z,f) > s+ 1}.
Vamos a demostrar esta dltima afirmacién. Para ellosea z € TF, ()N, (y),
entonces d(z,2) = s+ 1y d(z,y) = s+ 1. En caso contrario, si d(z,2) < s, se
cumplirfa d{z,y) < d(z, z)+d(2,¥) < 2s+1, pero como z e ¥ estdn en el mismo
conjunto de partes, debe ser d(z,y) < 2s, lo que contradice el hecho de que z
e y estdn en el valle de C' yR™C, respectivamente. Luego, si z € 87 C tenemos
que d(z, z) = s+ 1, y por lo tanto los inicos vértices de 8+ C que pueden estar
en la interseccién son los que hemos denotado como T”. Calculamos ahora una
cota superior para 7' UT'H(T). Sea t’' = |T”|, entonces 1 < t' < k- 1, ya que
por el Lema 5.3.2 existe un vértice f € 9*C que verifica d(z, f) > s+ 1y
d(z,07C) =35,y |T| =k —t'. Asi pues,

T'UTH (D) <t'+(k—tA=t'(1-A)+ kA< A(k—1)+ 1.

Probamos a continuacion que si £ e y pertenecen a diferentes conjuntos de
partes, entonces

Lra{z)NTg,(y) cTUTHT).

Paraello sea z € 'Y, (z)NT,,,(y), entonces o bien d(z, z) = s y d(z,y) = s+1,
dedonde z € T, o bien d(z, z) = s+1y d(z,y) = s, en cuyo caso z € I'*(T). En
caso contrario, si d{z, z) < s—1, tendriamos que d(z,y) < 2s, lo que contradice
que x e y estdn en el valle de C' y R™C respectivamente. Si d(z,z}) = s
tendriamos que z € 8%C y por lo tanto d(z,y) = s+ 1. Sid(z,z) =s+1
y d(z,y) = s + 1 llegamos a contradiccién ya que z e y estén en diferentes
conjuntos de partes. Calculamos ahora una cota superior para TUI(T). Sea
t = |T|, entonces 1 < t < K — 1, ya que por el Lema 5.3.2 existe un vértice
f € 8%C que verifica d(z, f) > s+ 1y d(z,8YC) = s. Asi pues,

ITUTHT)| <t+tA=t(A+1) < (k—1){A+1).
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Observemos que este razonamiento es valido para § > 3, pero para § = 2
siempre se verifica u{C) y p{(R~C} > s+ 1.

Supongamos ahora que u(C) = g(R~C) = sy s > 2. Entonces, I'f,,(z) C
CUGrCuUTHETC) y T {y) € FCU R CUT(0FC), ya que en este
caso la distancia desde z a cualquier vértice v € R™C \ ' (0%C) verifica
d(z,v) > d{z,0"C) + d(07C,v) > s+ 2y, dlu,y) > s+ 2 para cualquier
vértice u € C\T7(3*tC). Ademss, si z e y pertenecen a diferentes conjuntos
de partes

T @) Ny cTUT' VI T)uI~(T).

Para verificar esta afirmacién sea z € 'Y, (z)NT,,,(y). Entonces, d{z,2) > s,
en caso contrario, d(z,y) < d(z,2)+d{(z,y) < 2s, es decir d{z,y) < 2s—1, ya
que z e y estdn en diferentes conjuntos de partes, lo que contradice el que z e
y sean del valle de C'y R™C, respectivamente. Sid(z,z) =sobien2€ Ty
dlz,y)=s+1,obien 2 T (T} yd{z,y) =s+1. Sid(z,z) =s+1, o bien
z€T,yd{z,y)=sobien z € TH(T), y d(z,y) = 5. Asi pues,

TUT' U (TYUTHTY < (s =Y+ + A+ (k~ YA = k(A + 1).

Si z e y estdn en el mismo conjunto de partes y 2 € I'},,(z) N T,y (y),
tenemos que si z € T, entonces d{z,y) = s. Ademds, como el camino corto
desde z hasta cada vértice de T es 1nico, y lo mismo ocurre para los caminos
cortos desde cada vértice de T a y, sdlo un vértice de la salida y otro de
la entrada de cada vértice de T pueden estar en la interseccién. Si z € TV,
entonces d(z,y} = s + 1, por lo tanto ningtn vértice de 'V (T") ni de T~ {T")
puede estar en la interseccion. De donde

Ton@) nlogW <t +(s—t) +2t' =3k - 2.
De todas las cotas obtenidas para el cardinal de la interseccién obtenemos que
n=|Cl+]0%C|+|R"C| 2 T3 (2)UT W)l 2 61(2) + 6,4 (y) — w(A+1).

(2.2) En este caso s = 1. Supongamos en primer lugar 4{C) = p{R~C) = 1.
Sean z € I'"(8%C), t = |0¥CNT*(z)|, 1 £t < k-1, entonces 6 — ¢
vértices deben pertenecer a C. Ademds cada uno de estos vértices no puede



Conectividad en digrafos bipartitos s-geodéticos 97

ser adyacente a los de 87C N I't(z), ya que el digrafo es bipartito, por lo
tanto en C tienen que existir al menos § — k + ¢ — 1 vértices diferentes de los
anteriores. De donde |C| > 14+6—t+6 —x+t—1=2§ - k. Andlogamente,
considerando un vértice y € I't(81C) tenemos que |R™C| > 26 — k. Asi pues,

n>|C|+|0YC|+|RC| 246 -k 23641

Si u(CY =1y pu(R~C) > 2, entonces razonando como antes |C| 2 26 — «.
Sea y en el valle de R~C, entonces d(8%7C,y) > 2, de donde I'"(y) C R™C.
Ademis estos vértices no pueden tener todas sus entradas en 8¥C, ya que el
digrafo es bipartito. De aqui tenemos que,

n>20—k+K+2+6=36+2.
Si u(C) y u(R~C) > 2, razonando como en el caso s 2> 2 tenemos que
n> |C|+|8YC|+ |R°C| > T (z)UT; (¥)] > 26 +26 —x > 36+ 1.

La demostracién del caso (b) es anédloga utilizando el Lema 5.3.2(b). =

Como consecuencia del lema anterior podemos deducir el siguiente teorema
que nos proporciona condiciones suficientes para que un digrafo bipartito s-
geodético, con s > 2, tenga conectividades dptimas.

Teorema 5.3.5 Sea G un digrafo bipartito s-geodético, s > 2 con orden n,
tamano m, grado minimo & y conectividades K y A.

(a) Si b5 (z) + 6;1(y) 2 n+ (6§ — 1)(A + 1) + 1 pare cualquier por de
vértices x,y tales que d(z,y) > 25+ 1, entonces & = §;

(b) si el (z) +egq(y) = m+ (6 — 1)(A+1) + 1 pare cualguier par de
vértices x,y tales que d(x,y) > 25+ 2, entonces A = 4.

Demostraciéon. (a) Supongamos que k < 4, y sean z e y como en el lema
anterior, tales que d{(z,y) > 25 + 1. Estos vértices existen por el Lema 5.3.2.
Entonces, 67,,(z)+6.,1(y) € n+k(A+1) < n+(6—1)(A+1), contradiciendo
la hipédtesis.
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(b} Se demuestra andlogamente utilizando el lema anterior caso (b) y el
Lema 5.3.2(b). =

Notése gue de nuevo este resultado extiende el Teorema 5.3.3, va que si el
didmetro D < 25 [D < 2s + 1] no hay vértices a distancia mayor que 23 + 1
[2s +2].

Para digrafos bipartitos s-geodéticos con s = 1 obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 5.3.6 Sea G un digrafo bipartito 1-geodético con orden n, temano
m, grade minimo § y conectividades k y A.

(e) Sin < 38, entonces x = &;
(b) sim < 482 — 1, entonces A = §;
(c)sin<46—1, entonces A=46. =

QObsérvese que la condicién (c) del lema anterior es la condicién dada por

Volkmann en [55],
n+1l

62— = A=4
- 4
Del caso (2} obtenemos una nueva condicién de este tipo para alcanzar vértice
conectividad éptima,

&> = K=29.

w3

Considerando ahora digrafos bipartitos s-geodéticos con s > 2 y teniendo
en cuenta que por el Lema 5.3.1 8], ,{(z) y 6,,:(y) estdn acotados por pg(6, s+
1), v, ademas, €f,,(z) > 887, ,1(2) ¥ €541(y) = 86.,,(y), obtenemos cotas supe-
riores del orden y el tamafio de un digrafo bipartito s-geodético que aseguran
méxima conectividad y arco conectividad, respectivamente.

Teorema 5.3.7 Sea G un digrafo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n,
tamanio m, grado minimo y mdximo & y A, respectivamente y conectividades
K Y A

(a) k=6 si n<2pp(s+1})—(6-1){A+1)-1;
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() A=6 st m<2pp(fs+1)—-(6—-1{A+1)—1.

Demostracion. Para probar (a) supongamos que £ < §. De acuerdo con el
Lema 5.34n > 85, (z) +6,,1(y) — (A +1) > 2pp(6,s+1) — (§ - 1)}(A+1),
contradiciendo la hipétesis. m

Los resultados anteriores se pueden establecer, al igual que para el caso
general, para grafos bipartitos. Utilizaremos la misma notacién que en el caso
no dirigido general. En primer lugar debemos tener en cuenta que ahora, el
nimero minimo de vértices a distancia 4, 1 < i € s, de un vértice dado es

8(6 — 1)1, de donde
Pg(8,8+1) =2+ 26pg(6—1,s),

y esn1{z) > 28pp(6 — 1,8). Los siguientes teoremas son los anslogos a los
Teoremas 5.3.5 y 5.3.9, y nos proporcionan condiciones suficientes para que un
grafo bipartito s-geodético con s > 2 alcance conectividades optimas. Cuando
s = 1, los resultados son iguales a los del caso no dirigido, salvo la cota para el
tamafio m que se divide entre 2, ya que cada digono se convierte en una rama.

Teorema 5.3.8 Sea G un grafo bipartito s-geodético, s > 2 con orden n,
tamafio m, grado minimo y mdrimo § y A, respectivamente y conectividades
Ky A

(a) St bs1{z) + bs41(¥) = n+ (6 — 1)A + 1 para cualgquier par de vértices
z,y tales que d(z,y) > 25+ 1, entonces k = §;

(b) si€g1{Z) + €s21(y) 2 m+ (6 — 1)A + 1 para cualquier par de vértices
z,y tales que d(x,y) > 25+ 2, entonces A=4. =

Teorema 5.3.9 Sea G un grafo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n,
tamano m, grado minimo & y conectividades Kk y A.

(a) k=6 si n<2Pp(d,s+1)—(6—-1)A—-1;
(b)A=6 si m<4bpg(6—1,8)-(6—1)A-1. m
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5.4 Superconectividad en digrafos s-geodéti-
cos

La superconectividad es una medida de conectividad més fuerte que la estdndar
cuyo estudio ha merecido una atencién particular en los 1ltimos afios, ya que en
ella se tiene en cuenta la estructura de los conjuntos desconectadores. Notése
que si G # K, es un digrafo maximalmente conectado cualquier conjunto de
vértices adyacentes a o desde un vértice z de grado minimo es un conjunto
desconectador de orden minimo. Similarmente si G es maximalmente arco
conectado, cualquier conjunto de arcos adyacentes a o desde un vértice de
grado minimo es un conjunto de arcos desconectador de orden minimo. En
este contexto, llamaremos conjunto trivial a tales conjuntos. Siguiendo las
definiciones dadas en [21], un digrafo G # K se llama super-x si en cada
fragmento positivo [negativo] C, existe un vértice z tal que 8+*C es o bien
It{z}o ' {z) [0"C es o bien I'*(z) 0 I'"(z)]. Esto significa que cada conjunto
de corte de orden minimo es trivial. Similarmente, un digrafo maximalmente
arco conectado es super-A si en cada o-fragmento positivo [negativo] C, existe
un vértice z tal que w¥C es o bien Qf(z) o 5 (z) [wC es o bien QF (z)
o Q5 (z)]; esto es, cada conjunto de arcos desconectador de orden minimo es
trivial. El estudio de digrafos super-A tiene una particular importancia en el
disefio de redes fiables, esto es debido a que en los digrafos super-) el nimero
de conjuntos arco desconectadores se minimiza, ver Sonecka [51].

En esta secidon damos cotas superiores sobre el nimero de vértices para que
un (di)grafo s-geodético sea super-x y super-A. Hasta ahora se han estudiado
diferentes condiciones andlogas a las condiciones de Tipo (a), (b) o (c) para
obtener estas implicaciones.

En M. Fiol [27] encontramos cotas superiores sobre el orden que aseguran
que ¢l digrafo es super-arco conectado. Estas cotas estdn dadas en funcién
de los grados de los vértices del digrafo. En esta seccién generalizamos éstas
teniendo en consideracién el pardmetro s. En el articulo mencionado anterior-
mente se dan también condiciones sobre el didmetro para que un digrafo sea
super-A. En el resultado principal se demuestra que, en la mayoria de los casos,
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Figura 5.1: Un digrafo 2K3

un digrafo con didmetro 2 es super-A. Las excepciones son digrafos denctados
por 2K que describimos a continuacion.

2K es cualquier digrafo obtenido uniendo dos copias disjuntas de Kj, con
conjuntos de vértices Vi y Vs, por medio de algunos arcos de tal forma que el
grado minimo de 2Kj sea 6, y §*(u) = 6 (v) = 6§ para cualesquiera v € V;
y v € V,. Notése que, en un digrafo construido de esta forma, cada vértice
u € Vi[v € V;] es adyacente hacia [desde| exactamente un vértice de V2[V]],
y equivalentemente, hay un emparejamiento completo desde V; a Vo. Notése
también que el digrafo inverso de 2K, obtenido invirtiendo las direcciones de
los arcos, es de nuevo un 2K7. Por ejemplo, en la Figura 5.1 se muestra un
digrafo 2K, donde cada arco no dirigido representa un digono.

Las condiciones dadas en [27] son las siguientes: un digrafo G es super-A si
se verifica una de las siguientes condiciones,

(i) D = 2, y G no contiene un digrafo simétrico K con todos sus vértices
de grado de salida § o todos sus vértices de grado de entrada §;

(ii) 6% (u) + 6~ (v) = n para todo par de vértices u, v tales que d(u,v) > 2,

y G es diferente de 2K );
(iii) 6 (u}+6~ (v} = n+1 para todo par de vértices u, v tales que d(u, v) > 2

La siguiente condicién es una simple consecuencia de (iii)
52> [g] +1 = G essuper-A (5.2)

Obsérvese que la cota es s6lo una unidad mayor que la dada por Chartrand
para alcanzar méaxima arco conectividad.

Otro corolario del resultado anterior, en este caso de (i), es que si G es
un digrafo con orden n, grado minimo §, grado médximo A y didmetro I = 2
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tal que n > 26 + A, entonces G es super-). Estos resultados fueron probados
también por T. Soneoka [51] como corolarios de condiciones suficientes de Tipo
(a). Allf se probd que para valores dados del didmetro D y del grado méximo
A si el orden n es suficientemente grande el digrafo es super-A.

G es super-A st n > 8{p(A,D—-2)+1} + AP, (5.3)
Obsérvese que para D = 2 obtenemos el corolario mencionado de la condicién
(i) descrita antes.

Podemos encontrar condiciones de Tipo (b} en {21, 26}, donde se dieron
cotas superiores sobre el didmetro en funcién del pardmetro ¢, para que un
digrafo con grado minimo & > 3 sea super-« o super-A.

G es super-« si D < 20— 2; (5.4)
G es super-Asi D <2(— 1. (5.5)

Las condiciones suficientes de tipo mixto para obtener digrafos superconec-
tados, es decir aquellas que involucran a los parametros D, §, A, £y el orden n,
pueden encontrarse en [24] y [28]. Las principales cotas que alli se demuestran
son las siguientes.

Gessuper-68i£>2,6>3y
n>6{p(A,D—1)+p(AL—1) -2} + AP 4, (5.6)
G es super-A si
n>8{p(A,D—¢-1)+p(A,0—1)} + AP (5.7)
Tomando £ = 1 en el vltimo resultado obtenemos la condicién suficiente dada

“por Soneoka (5.3).

Siguiendo las mismas directrices que en la seccién anterior podemos en-
contrar cotas superiores sobre el ndmero de vértices de un digrafo s-geodético
para que sea superconectado. El siguiente resultado es el andlogo para la su-
perconectividad al Lema 5.2.1, y fue probado en [26] considerando el pardmetro
£. Como s < £ el resultado también es cierto para digrafos s-geodéticos.
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Lema 5.4.1 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo 6 > 3 y conec-
tividades k y A. Sea C un fragmento o a-fragmento positive de G.

(a) 8§, s > 2, k =6 y 8YC es no trivial, entonces u(C) > s — 1 y para
cualquier u € 07C existe un vértice x en el valle de C tal que d(z,u) > s—1
yd(z,dtC\ {u}) > s;

(b) si A =86 ywtC es no trivial, entonces v(C) > s—1 y para cualquieru €
F' eziste un vértice z en el valle de C tal que d(x,u) > s—1 yd(z, F'\{u}) > s.

Demostracién. Supongamos que & = §, 9YC es no trivial y u(C) < s — 2.
Sea V;, 1 £ ¢ £ u(C), una particién de los vértices de C' de acuerdo con sus
distancias a 6C, es decir V; = {z € C : d{z,87C) =i}, 1 < i < u(C).
Sea z un vértice del valle de C. Sean zy,...,zs, 6 de sus vecinos de salida, y
fi € 81C el vértice a minima distancia desde z;, 1 < i < §. Notemos que estos
vértices son todos diferentes, en caso contrario si f; = f;, i # j, existirfan
dos caminos desde z hasta f; de longitud menor x{C}+1 < s — 1, lo que
contradice la definicién de s-geodético. Sean g, ..., ¥ys, & vecinos de un vértice
de I'*(z), por ejemplo ;. Sea g; € 0+ C el vértice a minima distancia desde y;,
1 < i< 4. Denuevo estos vértices son diferentes. En caso contrario llegariamos
a contradiccién desde z;. Como |07C| = 6, debe existir algin f; = g;; y en
tal caso existirian dos caminos desde z hasta f;, el corto zz; — f;, v el
camino zz y; — fi, de longitud € p(Cy+1<s-1y < p{C)+2 < s,
respectivamente. Lo que contradice de nuevo la definicién de s-geodético. Asi
pues, u(C) > s — 1. '

Para demostrar la segunda afirmacién supongamos primero que u(C) > s,
entonces ésta es evidente. Por lo tanto sea pu(C) = s — 1. Supongamos que
para todo z del valle de C se verifica que I't(z) C V,_;. Sea r un vértice
del valle. Sean zi,...,2s, 6 de sus vecinos de salida, y f; € tC el vértice a
minima distancia desde z;, 1 € ¢ £ §. Razonando como en el caso anterior
deducimos que estos vértices son diferentes. Sean y;, 1 < i < 8, § vecinos de
salida de z;, y g; € 87C el vértice a minima distancia desde y;, 1 < i < 6. 8i
y: € V2, como g; = f; para algun j, tendriamos dos caminos diferentes desde
T hasta g;, de longitud s— 1y s, contradiciendo la definicion de ser s-geodético.
Si dos vértices cualesquiera de los y;, por ejemplo y;,y2 € Vi_s, llegamos de
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nuevo a contradiccién. Por lo tanto como & > 3, debe ser, 4,92 € Vi_y. Por
la suposicién que hemos hecho I'*(y;) C Vi_g, ¢ = 1,2. Considerando ahora
los vecinos de salida de y; e y; y los vértices de d7C que se encuentran a
minima distancia desde ellos, encontramos dos caminos diferentes desde z; a
un vértice de 8tC de longitud < s, contradiciendo de nuevo la definicién de
ser s-geodético. De donde deducimos que existe un z € V,_; tal que T*(z) N
Vet # 0. Sea z; e TH{z) NV,_1, ¥ /i el vértice de §*C a minima distancia
desde él. En este caso se verifica que |I'*(z;) N V,_3] = 1. Supongamos que
IT*(z1) N Vo_g| > 2, sean y,yp estos vértices, sea g el vértice a minima
distancia desde y,. Entonces g, = f;, para algin ¢, 1 € ¢ < é. Por lo tanto
existen dos caminos diferentes desde z hasta g, de longitud < s, lo que es
una contradiccién. De estos razonamientos deducimos que existe un vértice
v € 0YC y un vértice z € V,_; tal que d{z,v) > s — 1y d(z,C\ {v}) = s.

Para finalizar la demostracion basta ver que el vértice v puede ser cualquiera
de 87 C. Para ello sea w € 9%7C. Sean z,,...,z5 € 't (2} NV,_,. Supongamos
que es z; el vértice tal que d(zo, w)} = s — 1. Entonces d{zs, f) > s para todo
f € 07C\ {w}. En caso contrario tenemos dos caminos desde z hasta f, el
corto zz; — f, y x5 — f de longitud s, lo que contradice 1a definicidén de
ser s-geodético. Por lo tanto d{zg,w} > s — 1y d(z3,07C \ {w}) > s, lo que
demuestra la ultima parte.

(b} La demostracién es andloga al caso (a). =

Un resultado similar se verifica para fragmentos negativos.

Lema 5.4.2 Sea G un digrafo s-geodético con grade minimo § > 3 y conec-
tividades & y A. Sea C un fragmento o a-fragmento negative de G.

(a) Si, s 2 2, kK = 6 y 8 C es no trivial, entonces u{C) > s — 1 y para
cualguier u € §~C existe un vértice z en el valle de C tal que d{u,z) > s -1
Y d(a_c \ {u}? 3:) > 8

(b} i A =8 ywC es no trivial, entonces V(C) > s ~ 1 y para cualgquier
u € F" existe un vértice z en el valle de C tal que d{u,z) 2 s — 1 y d(F"\
{ul,z)>s =
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Como consecuencia de los lemas anteriores obtenemos una cota superior
sobre el didmetro para que un digrafo s-geodético sea maximalmente super-
conectado.

Teorema 5.4.3 Sea G un digrafo s-geodético con grado minimo 6 > 3 y
didmetro D. Entonces,

(¢} G es super-x st D < 2s—2;
(b) G es super-\ si D < 2s—1.

Demostracién. S6lo demostramos el caso (a). Por el Teorema 5.2.2, sabemos
que £ = . Supongamos que & no es super-s. Sea C' un fragmento positivo de
G tal que 8% C es no trivial. Sean u y v dos vértices diferentes de 87 C. Sean z e
y dos vértices, pertenecientes al valle de C'y R~ respectivamente, tales que los
pares u, z y v,y verifican las condiciones de los Lemas 5.4.1 y 5.4.2. Entonces,
tenemos que D > d(z,y) > min{d(z,v)+d(u,y),d(z,v)+d(v,y)}, 25} > 251,
contradiciendo la suposicion sobre el didmetro. =

Tal y como hemos demostradoc en el Lema 5.4.1 la profundidad de un frag-
mento estd acotada inferiormente por s — 1. Este hecho implica la existencia
de un nimero minimo de vértices en un digrafo maximalmente conectado que
no sea superconectade y nos permite establecer las siguientes cotas sobre el
nimero de vértices para que el digrafo sea superconectado.

Teorema 5.4.4 Sea G un digrafo s-geodético con orden n, tamario m, grado
minimo & > 3 y grado mdrimo A.

(a) Si6F(z)+ 6, (y) > n+2A + 6+ 1 para cualquier par de vértices z,y
tales gque d(z,y) > 25 — 1, entonces G es super-x;

(b1) sief(z)+¢;(y) > m+ 24+ 8+ 1 para cualquier par de vértices z,y
tales que d(z,y) > 2s, entonces G es super-)A.

(b2) si 6} (z) + 67 (y) > n+ 3 para cualquier par de vértices x,y tales que
d(z,y) > 2s, entonces G es super-A;

Demostracién. (a) Por el Teorema 5.2.4, tenemos que k£ = §. Supongamos
que G no es super-x. Si z,u y v,y son vértices como en los Lemas 5.4.1 y
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5.4.2, entonces 7 {(z) C CUGTCUTHu), DJ{y) CT-(v)USTCURC, y
I'Hz)NT;(y) coCUTH{u) U (v). Asi,

n=|C|+[07Cl+|RC| 2 [[J(z) UT ()] 2 67 () + &, (v) — (6 + 24),

lo que contradice la hipétesis.

{(b1) La demostracién es andloga al caso anterior utilizando los Lemas 5.4.1
y 5.4.2 (b).

(b2) De la hipdtesis deducimos que A = 6. Supongamos que no es super-A.
Sea C un a-fragmento positivo de G. Sean u,z y v,y como en los Lemas 54.1
y 5.4.2 (b). Supongamos en primer lugar que »{C) y ¥(R~C) > s. Entonces
THz) cCyT;{y) C RC. Dedonde n > [THz)UT ()| > 8F(z) + 67 (),
lo que contradice la hipétesis.

Siv(C)=s8—-1yv(RC)>s. SeverificaqueI'; (y) CRCyTz)C
CU (TH{u)} N F"). Veamos que se verifica [Tt (u) N F”| = 1. En caso contrario
ITH{w) N F’| > 2, lo que implica [F'] < §—1. Comod(z,u) = s—1y
d{z, F' — {u}) > s, existen § — 1 vecinos de salida de z, za,...,Zs tales que
dlz;, F'—{u})=5-1,2<i<§, yd{z,u)=5—2. Sea fie F',1<i<§,
el vértice a minima distancia desde cada z;. Como |F'| < § — 1, deben existir
dos vértices f; = f;, i # 7. Entonces tenemos dos caminos diferentes desde z a
fi de longitud < s, lo que contradice la definicién de s-geodético. Por lo tanto

n2 TJ(z)UT(y)] 2 6 (2) + 67 (¥) - 1,

lo que contradicie de nuevo la hipétesis sobre el orden. Por 1itimo, si v(C) =
V(RC)=s—1tenemos que I'T(z) CCU(T*w)NF") yI';(y) C RCU
(T~{w)} N F"}. Razonando como en el caso anterior vemos que |I'(u) N F’| =
[T~ (v) N F'| = 1. De donde

n 2 Ti{z) VTS ()] 2 67(z) + 6, (v) — 2

Obteniendo una contradiccién con la hipotesis. =

Nétese que este resultado extiende el Teorema 5.4.3 ya que si el didmetro
satisface D < 25— 2 [D < 2s — 1}, entonces no hay vértices a distancia mayor
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que 28 — 1 [2s]. Ademss si en {b2) tomamos s = 1, obtenemos el resultado
dado por Fiol en [27], que se ha descrito en la introduccién, condicidn (iii).

Desde el Teorema 5.4.4 obtenemos las siguientes cotas superiores sobre el
nimero de vértices para que un digrafo s-geodético sea super-« o super-A.

Teorema 5.4.5 Sea G un digrafo s-geodético con orden n, tamaiio m, grado
minimo 6 > 3 y grado mdzrimo A. Entonces,

(a) G es super-x sin < 2p(d,s) —24—6—1;
(b1} G es super-X sim < 26p(d,8) —2A -6 -1;
(b2) G es super-A sin < 2p(6,s})—3. =

Como un corolario del caso (b2) obtenemos la siguiente condicién de tipo
Chartrand para que un digrafo sea super-arco conectado.

Corolario 5.4.6 Sea G un digrafo s-geodético con orden n y grado minimo
§ > 3. Entonces,

G es super-) si 8 > [“—21] »

n

Tomando s = 1, el corol}ario anterior da la condicion & > [%‘i ] = l§_| +
1 para asegurar que G es super-A. Esto es también una consecuencia del

resultado (5.2) dado en [27].

Como en ¢l caso de conectividad esténdar los resuitados anteriores pueden
ser establecidos para el caso no dirigido. Asi mismo los resuitados de la in-
troduccién también tienen sus analogos para el caso de grafos. Por ejemplo,
en [27] se dieron las siguientes condiciones para que un grafo G con orden n,
grado minimo é y didmetro DD sea super-A,

(i) D =2, y G no contiene un grafo K; con todos sus vértices de grado 6;

(i) &{u) + 6(v) > n para todo par de vértices u,v no adyacentes, y G
diferente de X nf2 X KQ;

(iii) 6(u) + 8(v) = n + 1 para todo par de vértices u, v no adyacentes.
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Las condiciones (i1} y (iil) fueron dadas por Lesniak en [44]. Una conse-
cuencia de (i) es la siguiente condicién de tipo Chartrand para que un grafo
sea super-A.

52 [g] +1 = G essuper— A (5.8)

Ademads desde (i) deducimos que si G es un grafo con D = 2 tal que n >
26 + A — 1 entonces, & es super-). Estas condiciones pueden obtenerse de las
siguientes condiciones de Tipo (a) que fueron dadas por Soneocka en [51].

G essuper-Asi n>8{p(A—1,D-2)+1}+(A-1)P"L (6.9

Condiciones suficientes involucrando el didmetro y el girth se pueden en-
contrar por ejemplo en {21]. Estas condiciones son las siguientes:

. | D<g-3, gimpar,

G es super-« si { D<g-4, gpar; {5.10)
.} D<g-2, gimpar,

G es super-) si { D<g-3 gper (5.11)

Para el caso no dirigido las condiciones de Tipo mixto {c}, es decir aquellas
que ademés del orden, el diametro, el grado minimo y maximo involucran el
pardmetro £, y concretamente en el caso de grafos el girth, han sido dadas por
Fiol en [24] y [28]. En este 1itimo articulo encontramos el siguiente resultado:
si G es un grafo con girth g, £ = l%lj, yé >3,

(1) Gessuper-k siD >3,£22(¢25)y
n>6{p(A-1,D—-0) +p(A—1,-2)+ (A1)t
o bien G es d—regular, D > 2y
n>(d-10)2+2(d—-1,D-2)+2.

(2) Gessuper-Asi D> 2y
n>6p(A—1,D—E0-1)+p(A—1,6—1)+ (A —1)P-L

Si en esta vltima condicién tomamos £ = 1{g = 3,4) obtenemos el resultado
de Soneoka {5.9)

El siguiente teorema es el andlogo al Teorema 5.4.4 para el caso no dirigido.
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Teorema 5.4.7 Sea G un grafo s-geodético con orden n, tamanio m, grado
minimo & > 3 y grado mdzimo A.

(a) Si bs(z) + 6:(y) 2 n+ 24 + 6 — 1 para cualquier par de vértices x,y
tales que d{z,y) > 25 — 1, entonces G es super-k;

(b1) si es(x) + €,(y) =2 m+2A 4§ — 1 para cualguier par de vértices z,y
tales que d(x,y) > 2s, entonces G es super-A.

(62) si 6s{x) + 6;(y) > n + 3 para cualguier par de vértices z,y tales que
d(z,y) > 2s, entonces G es super-A;

Demostracién. Demostramos sélo el caso (a). Por el Teorema 5.2.7, tenemos
que k = 4. Supongamos que G no es super-«. Consideramos la siguiente
notacién, a(f;) = |T(f;) N C| y &'(f;) = [T(f;) N RC|, para todo vértice f; €
0TC. Notemos que 1 < a(f;) SA-1,1<d{f;) <A-1lya(f;)+a(f;) <A
St z,u y v,y son vértices como en los Lemas 5.4.1 y 5.4.2, entonces [;(z) C
CuaCU{l'(u)NRC}, I'y{y) c Tw)uaCu{l{v)NC}, y Ty(z) NTu(y) C
ACU{T(w)NRC}U{T(v)NC}. Asi,

n = [Cl+]0C|+|RC| 2 |Ts(2)UTs(y)] 2 85(2)+8,(y) - (6+a'(w)+alv)) 2
bs(x) + 6,(y) — (6 + 2(8 - 1)),

lo que contradice la hipétesis. =

Desde este teorema obtenemos las siguientes cotas superiores sobre el nimero
de vértices para que un grafo s-geodético sea super-& o super-A.

Teorema 5.4.8 Sea G un grafo s-geodético con orden n, tamasio m, grado
minimo 6 > 3 y grado mdrimo A. Entonces,

(a) G es super-k sin < 2p(6,8) —2A —6+1;
(b1) G es super-A sim < 28p(6,8) —2A -6+ 1;
(82) G es super-A sin < 2p(6,s)—3. =m

2
suficiente para que un grafo sea super-A, lo cual es de nuevo una consecuencia

del resultado de Lesniak [44].

Si en (b2) tomamos s = 1 obtemos que § > ["—‘-*—1 ] es también una condicién
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5.5 Superconectividad en digrafos bipartitos
s-geodéticos

Utilizando las caracteristicas especificas de los digrafos o grafos bipartitos se
pueden obtener resulfados andlogos a los de las secciones precedentes.

Los resultados de [27] referentes a digrafos bipartitos muestran que la
mayoria de los digrafos bipartitos con grado 6 > 3 y D = 3 son super-A.
Concretamente en este articulo se demostré que un digrafo bipartito G es
super-A si una de las siguientes condiciones se verifica:

(i) D=3,y G es diferente de K3 ® Kj};

(ii) 8*(u)+6~ (v} > | %+t | +1 para todo par de vértices tales que d(u, v) > 3,
y G es diferente de 2K} _, ¢

(iil) 6*(u) + 6~(v) = [5] + 2 para todo par de vértices u,v tales que
d(u,v) 2 3,

donde K, denota el digrafo bipartito completo unidireccional con conjunto
de vértices V; UV;, |V3| = n, |Vo| = m y conjunto de arcos E = {{v1,v2) : vy €
Vi,v2 € Va}. Seans,t > 6—1,6 22, K3 = (LUUy, E) y Kj; = (VilV,, F).
Entonces el digrafo bipartito K ;@ Kj; con conjuntos de partes U, UV y DUV,
se obtiene afiadiendo algunos arcos a los digrafos K, K y uniendolos de tal
forma que,

(1) el grado minimo del digrafo resultante sea &;
(2) 6% {u) = 6 (v) = & para cualesquiera u € U y v € Vp;

{3) los tinicos arcos desde U, UU; hasta Vi UV, son los de un emparejamiento
completo (de & arcos) desde Us hasta V. '

Notemos que el digrafo inverso de K75 &K s: es el digrafo Kz @ K. Como
un ejemplo mostramos en la Figura 5.2 un digrafo K375 @ K33

Cuando s =t = 6§ — 1, el digrafo K, ;@ Kj;_, = 2K;_, ; puede obtenerse
uniendo dos copias de un digrafo bipartito simétrico K;_, ; de acuerdo con las
reglas anteriores, en este caso s6lo necesitamos tener en consideracién (3). Asi
en 2K;_, 5 cada vértice v de una de las copias tiene grado de salida 6 (u) = ¢,
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Figura 5.2: Un digrafo K33 ® K33

Figura 5.3: Un digrafo 2K3,

y cada vértice v de la otra copia tiene grado de entrada 6 (v) = 6. En la
Figura 5.3 mostramos un digrafo 2K3 .

Para el caso de grafos bipartitos se demostrd que: G es super-A si se verifica
una de las siguientes condiciones,

(i) D=3,y G es diferente de K, 5 ® Ks,;

(i1} 8(u) + 6(v) > | 2| + 1 para todo par de vértices tales que d(u,v) > 3,
y G es diferente de Ky s & Ks4-1;

(iil) 8(u)+6(v) > | 5] +2 para todo par de vértices u, v tales que d{u, v) > 3,

donde K, 5 @ K., 5,t = 6§ — 1, es el grafo bipartito obtenido uniendo los con-
juntos de partes de cardinal é de los grafos K, s y Ks; por un emparejamiento
completo.
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De los resultados anteriores, caso (iii}, se sigue que si G es un digrafo o grafo
bipartito con orden n y grado minimo § > |2#2] + 1, entonces G ¢s super-
M. En este contexto Volkmann [54] demostré que si 6 > %] + 1, entonces
G es maximalmente conectado. Otros corolarios de la condicién (i) dan cotas
inferiores sobre el orden para que un digrafo [grafo] bipartito con didmetro tres
sea super-A.

n>2(A+6)2(A+86—-1)] => G essuper-A (5.12)

Las condiciones de Tipo (b), es decir aquellas que tienen en cuenta el didmetro
del digrafo y el pardmetro £ o bien el girth en el caso de grafos se pueden
encontrar en Fabrega y Fiol [22] y en [9]. En ambos articulos se establecen las
siguientes condiciones para que un digrafo bipartito sea superconectado.

D<28—-1 = G essuper-«; _ (5.13)

D <2 = G essuper-\. {(5.14)

La demostracién de este resultado en el primer articulo es constructiva, y en el
segundo de ellos se obtiene ademés una cota para la profundidad de un frag-
mento o a-fragmento no trivial. Concretamente se demuestra que si G es un
digrafo bipartito maximalmente conectado o maximalmente arco conectado y
C es un fragmento o a-fragmento no trivial, entonces p(C) > sy p{R~C) > s.
Utilizaremos este resultado para obtener las cotas inferiores que aseguran su-
perconectividad en un digrafo bipartitc. También encontramos en este articulo
cotas de tipo mixto para que un digrafo o grafo bipartito sea superconectado.
Para un digrafo bipartito con grado minimo § > 3 las cotas son las siguientes,

(i) Gessuper-ksi£ > 2y n > §{p(A,{—-1)+p(A, D—-1)-2}+ AP L AL,
(i) Gessuper-k sif=1yn>2A+8{p(A,D—-2) - 1} +1;
(iii) G es super-A si n > 6{p(A,2— 1) +p(A, D — £ —2)} + AP 4 Al

Obsérvese que si tomamos £ = 1 en la iltima condicién se obtiene la
condicién dada en {5.12).

Mediante la cota obtenida en [9] para la profundidad podemos escribir
las sigunientes cotas superiores sobre el orden para que un digrafo bipartito s-
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geodético, con s > 2, sea superconectado. Estas cotas extienden los resultados
de {27} mencionados en la introduccién.

Teorema 5.5.1 Sea G un digrafo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n,
tamafio m, grado minimo 6 > 3 y grado mdzimo A.

(a) Si 6] ,(z) + 6, (¥) 2 n+ 8(A + 1) pere cualguier par de vértices z,y
tales que d{x,y) > 2s, entonces G es super-k;

(b) st ek, (z) + e, 1(y) > m + 6{A + 1) pare cualguier par de vértices z,y
tales que d{z,y) > 2s + 1, entonces G es super-A.

Demostracién. La demostracion es anédloga a la del Teorema 5.3.4 ya que
en este caso también u{C) > s, basta tener en cuenta que shora |07C| = 6.
(]

Considerando las cotas obtenidas para 87, ,(z) y é,5,{¥), asf como las cotas
para €5, ,(z) y €5,1(y) obtenemos las siguientes cotas superiores para que un
digrafo bipartito con s > 2 sea superconectado.

Teorema 5.5.2 Sea G un digrafo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n,
tamarnio m, grado minimo § y grado mdzimo A.

(o) Sin < 2pg{6,s+ 1) — 6(A + 1}, entonces G es super-x;
(b) sim < 28pg(8,s+ 1) — 6(A + 1), entonces G es super-A. ®

Para ¢l caso de digrafos bipartitos 1-geodéticos tenemos los siguientes re-
sultados.

Teorema 5.5.3 Sea G un digrafo bipartito 1-geodético con orden n, tamario
m y grado minimo 8. Entonces,

(2} G es super-x sin < 36 —1;
(b1) G es super-A sim < 462 —2;
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(b2) G es super-A sin<46—2. =

Despejando el grado minimo de la condicién (b2} obtenemos que si G es un
digrafo bipartito con grado minimo § > [1‘412] entonces GG es super-A. Esta
condicién coincide con la condicién obtenida por Fiol (5.2) salvo cuando n + 2
es un multiplo de cuatro, en cuyo caso se mejora la cota una unidad.

Para finalizar esta seccion enunciamos los teoremas analogos a los anteriores
para el caso de grafos bipartitos. Las demostraciones son totalmente similares
al caso dirigido, basta tener en consideracién que al no existir direcciones en
los arcos al menos un vértice adyacente a cada vértice de 67 C, para cada
fragmento, debe pertenecer 2 C y otro a R~C.

Teorema 5.5.4 Sea G un grafo bipartito s-geodético, s > 2, con orden n,
tamanio m, grado minimo § > 3 y grado mdzimo A.

(a) §i 8s41{x) + 8531{y) > n + A pare cualquier par de vértices z,y tales
que d{z,y) > 2s, entonces G es super-k;

(b) si €541(2) + €521{y) > m + A pare cualquier por de vértices z,y toles
que d{z,y) > 25+ 1, entonces G es super-A. ®

Considerando las cotas obtenidas para 8;.1(z) v 541{y), asi como las cotas
para €531(2) ¥ €,41{y) obtenemos las siguientes cotas superiores para que un
grafo bipartito con s > 2 sea superconectado.

Teorema 5.5.5 Sea G un grafo bipartito s-geodético, 5 > 2, con orden n,
tamafio m, grado minimo § > 3 y grado mdzimo A.

{a) Sin < 2Pg(8,s + 1} — 8AA, entonces G es super-«;

(b) sim < 46pg(6 — 1,8) — 6A, entonces G es super-A. B

Para el caso de grafos bipartitos 1-geodéticos tenemos los siguientes resul-

tados.
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Teorema 5.5.6 Sea G un grafo bipartito 1-geodético con orden n, tamano m
y grado minimo 8. Entonces,

{a) G es super-k sin < 36 —1;
(b1} G es super-\ sim < 262 —1;
(b2) G es super-A sin<46—2. m

Despejando el grado minimo de la condicién (b2) recuperamos la misma situacién
que para el caso dirigido.
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado condiciones suficientes para que un (di)gra~
fo o (di)grafo bipartito alcance conectividades éptimas. Los diferentes tipos
de condiciones que se conocen se enumeran en la Introduccién general. En la
mayoria de lo casos, para obtener dichas condiciones se razona sin tener en
cuenta las distancias al conjunto desconectador y por este motivo nos propusi-
mos, siguiendo las ideas de [21, 25, 26, 28, 29], el estudio de las condiciones
introduciendo un pardmetro, £, s o g, que acota las distancias al conjunto
desconectador segin ¢l caso. Dichos parametros se han mostrado adecuados
para el estudio de la conectividad de (di)grafos. El paso siguiente fue estudiar
condiciones suficientes para alcanzar éptima conectividad condicional. Con-
cretamente estudiamos la t-distancia conectividad y la superconectividad en
digrafos s-geodéticos.

Se conocen condiciones suficientes de Tipo {a) para que un digrafo bipar-
tito regular tenga conectividad igual al grado minimo [1], es decir se establecié
una cota inferior sobre el orden en funcién del grado y del didmetro sin tener
en consideracién ningun otro pardmetro. También se conocen condiciones su-
ficientes de Tipo (b) para que un digrafo bipartito tenga conectividad maxima
[29]. En nuestro trabajo se han unido las ideas contenidas en los precedentes
para obtener condiciones suficientes de Tipo (c¢). En lineas generales nuestras
demostraciones han usado el hecho de que la profundidad de los fragmentos
estd acotada inferiormente por £. Esto nos ha permitido contar el nimero
de vértices que deben existir en un digrafo bipartito mediante una funcién
del grado, el didmetro y dicho pardmetro. Cuando se toma ¢ = 1 las cotas
mencionadas mejoran las ya conocidas. Asi mismo se han proporcionado al-
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gunos ejemplos que muestran que las cotas obtenidas son las mejores posibles.
Para el caso de grafos bipartitos se han establecido resultados andloges. Estos
trabajos estén recogidos en [7] y en el Capitulo 3 de esta menoria.

En [29] fue introducida una nueva clase de conectividad llamada ¢-distancia
conectividad. Las propiedades de esta nueva clase de conectividad han sido
descritas en la Seccion 2.1. En este articulo se caracterizaron aquellos digrafos
cuya conectividad estdndar ignualaba las {-distancia conectividades para valores .
altos de {. Estos resultados estén dados en términos del pardmetro £ o, en el
caso de grafos, en términos del girth. Como consecuencia se obtuvieron algunas
condiciones suficientes para que un digrafo sea maximalmente conectado. En
esta memoria hemos profundizado maés en el estudio de las ¢-distancia conec-
tividades definiendo en primer lugar un nuevo parametro llamado t-grado que
proporciona una cota superior para éstas. Nos hemos planteado la existencia
de digrafos poseyendo una cadena de ¢-distancia conectividades dada, dando
asi sentido a la definicion de estos nuevos pardmetros. El concepto de excentri-
cidad de un vértice asi como el de radio han sido de gran importancia en el
trabajo. Ademas hemos demostrado la independencia de los tres pardmetros
&(t), AMt) y 6(t). Se han obtenido condiciones suficientes de Tipo (b) que ase-
guran t-distancia conectividad éptima. Para ello han intervenido el pardmetro
¢ y la propiedad de s-geodético. Como un caso particular tomando £ = 1 se
recuperan las condiciones conocidas para la conectividad estdndar [26, 21, 52].
Por ultimo mediante la utilizacidén del pardmetro £, se han obtenido cotas in-
feriores para las t-distancia conectividades. El trabajo ha sido llevado a cabo
tanto para {di)grafos como para (di)grafos bipartitos.

Se han obtenido condiciones de Tipo (b) que generalizan y en algunos casos
mejoran las ya conocidas, para ello se ha introducido el llamado didmetro
condicional o P-didmetro. Por ejemplo, considerando el didmetro condicional
Dg se ha demostrado que la condicién D < 2 — 1, que asegura maxima
vértice conectividad, puede relajarse, es decir, pueden existir en el digrafo
vértices cuya excentricidad sea superior a 2¢ — 1. Lo mismo ocurre con las
condiciones analogas para grafos, {di)grafos bipartitos y para el caso de la arco
conectividad. La consideracién de otros didmetros condicionales demuestra
que basta acotar las distancias entre subdigrafos de determinado grado para
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asegurar maxima conectividad, asi se ha obtenido una nueva condicion sobre
el grafo linea de un grafo que garantiza conectividad maxima. En particular,
como €] girth de un grafo es siempre mayor o igual a tres, se ha demostrado
que cualquier grafo cuyo grafo linea tenga didmetro menor o igual a dos [tres]
tiene méxima conectividad {rama conectividad]. Se ha realizado un estudio
detallado para grafos con girth par que demuestra que la condicién D < g — 3
se mejora en una unidad para grafos con grado minimo menor que cuatro, de
hecho en [53] se demostré que esta condicién era la mejor posible para girth
impar o grado minimo mayor que cinco, para este 1iltimo caso se ha obtenido
también una mejora de la condicién.

Se ha demostrado que en digrafos s-geodéticos con conectividad no éptima
la profundidad de un fragmento esté acotada inferiormente por s, ver el Coro-
lario 5.2.1, este hecho implica que en el digrafo deben existir un mimero minimo
de vértices, ya que por la definicién de digrafo s-geodético todos los vértices
a distancia a lo sumo 8 desde uno dado son diferentes. Por tanto, a partir de
este resultado, se obtienen cotas superiores sobre el numero de vértices que im-
plican maxima conectividad. Como corolarios se obtienen condiciones de tipo
Chartrand que aseguran conectividad éptima. Se ha desarrollado un trabajo
paralelo para el caso de digrafos bipartitos, obteniendo una mejora en los resul-
tados, ya que en el caso de digrafos bipartitos s-geodéticos se conoce el niimero
de vértices a distancia a lo sumo s + 1 desde un vértice dado. As{ mismo se
han obtenido condiciones del mismo tipo para la llamada superconectividad,
tanto en el caso general como en e] caso bipartito. Los resultados obtenidos
extienden los presentados en [27].
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