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INTRODUCCION

El intento de generalizar los funtores de homologia y de
cohomologfa, definidos en la categoria Gr de los grupos, a
otras categoriaé, data ya de los afos sesenta, con definicio-
nes mds o menos sofisticadas. Sin embargo, no es hasta 1970
cuando U. Stammbach da en (14) una definicidn de los funtofes
V y V como generalizacién de H2 y H2, respectivamente,
para el caso concreto de variedades de grupos.. La mayor parte
de las propiedades de H2 y H2 se generalizan sin dificul-
tad a V y v, incluyendo el teorema de los coeficientes uni-

versales y la sucesidn exacta de los cinco términos demostrada,

independientemente, en 1966 por J. Stallings y U. Stammbach.

Es un hecho bien conocido que HZ(Q,A) clasifica las ex-
tensiones del grupe Q por el Q-médulo por la izquierda A;
es decir, existe una correspondencia biyectiva entre el cﬁnjun—
to HZ(Q,A) y el cohjuhtn de clases de equivéleﬁcia de exten-
siones‘de Q por A, qué es, édemés, un isomoffismo respéctd
las correspondientes estructuras de grupo abeliano. Se demues-

tra, asimismo, que cuando Q es un grupo de una variedad V,
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si el producto semidirecto A4 Q estd en V, el grupo
U(Q,A) clasifica las extensiones de Q por A contenidas
en V . El caso en que A sea un Q-mddulo trivial da lugar

a las llamadas extensiones centrales, esto es, extensiones
E: Ap—nG —n0
tales que A estd contenido en el centro de G.

Para el caso particular de la variedad Ab de los grupos

abelianos, si A es un Q-mddulo trivial, se tiene
~ 1
V(Q,A) = ExtZ (q,A) ,
que tlasifica las extensiones abelianas del grupo abelianc Q-

por el Q-médulo trivial A. El1 teorema de los coeficientes

universales
V(Q,A) = Eth(Q,A)>————>H (Q,A)———-—-»Hom(HZQ,A)

nos da, entonces, el conlcleo de la inclusidén del grupe de las
extensiones abelianas de Q por A enel grupo de todas las
extensiones centrales de { por A, y nos dice, ademds, que

V(Q,A) es un sumando directo de HZ(Q,A).

En este trabajo me propongo generalizar la sucesidn de los

coeficientes universales, interpretada como caracteriracién del

conicleo

Ext;(Q,A))—-——-) HZ(Q,M ,
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a variedades de grupos V de exponente cero (es decir, tales
que V HAb ). Demuestro, para ello, que si VY es una varie~
dad de exponente cero, Q un gruho de V, y A un Q-médulo

trivial, la sucesidn
V(Q,A)HHZ(Q,A)——-)Hom(I,A)—-)Ext(VQ,A)——-)Ext(HZQ,A)-—-»Ext(I,A)

donde I = Ker (H2Q-——9VQ), es exacta y natural (teorema 3.2

del capituloc II).

A partir de este resultado estudio en el apartado 4 del
capftulo II diferentes casos particulares concretos. Los més
interesantes aparecen al considerar la variedad ﬂt de los gru-
pos nilpotentes de clase menor o iguai que c. Por ejemplo, si
Q € N. admite una presentacién libre S>—F—»Q tal que

5 c;Fc, ‘resulta que la sucesidn exacta anterior se reduce a
2
U(Q,A)>——H"(Q,A) —»Hom(1,A) .

Estos grupos R resultan ser, entonces, precisamente, las ex-
tensionés "stem" de los grupos nilpotentes libres de clase c-1

con tantos generadores como. Q.

También para la variedad ﬂc obtengo el siguiente resul-
tado: Si A es abeliano libre,'entonces ‘V(Q,A)‘ és un sumando
difecto de HZ(Q,A) (téorema 4.1. del capitulo II). |

Sih‘embargu, el que’ V(Q,A) sea un sumando directo de

HZ(Q,A)~ no parece ser cierto en general. Como primer paso para
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analizar los casos en que esto ocurre, estudic bajo qué condi-
ciones se puede afirmar que G(Q,A) sea un subgrupo puro del
grupo HZ(Q,A). El concepto de subgrupé puro, introducido por
H. PrUfer en 1923, resulta ser una nocidn intermedia entre la
de subgrupo y la de sumando directo. Un subgrupo puro es bajo
determinadas condiciones un sumando directo. As{ cbtengo algu-~
nos resultados que aseguran, en determinados casos, que V(Q,A)
es un sumando directo de HZ(Q,A). En particular, esto ocurre
si { es un grupo finito tal que Ext(VQ,A) = O (teorema 3.1
del capitulo II1I), o, también, si VQ es libre de.torSién y
HZ(Q,A) es suma de‘grupos ciclicos (teorema 3.3 del capitulo

S IIT) .

Esta memoria estd distribuida en tres capitulos. En el ca-
pitule I se agrupan las definiciones y resultados fundamentales
sobre variedades de grupos y sobre (co)-homologia de grupos, que
necesito a lo largo del trabajo. En el capitulo II desarrollo
la teoria de extenéiones,con nicleo abéliano en una variedad V,
demuestro, para variedades de exponente cero, la generalizacidn
del teorema de los coeficientes uﬁivgrsales, ya citado, y estudio
algunos casos particulares que de &1 se derivan. En el capitulo
III estudio, por Oltimo, las condiciones de pureza y descompo-
nibilidad de la inclusién  U(Q,A—3H°(Q,A), en conexién con

. los resultados del capitulo II.
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Capitulo I

MATERIAL PREVIO

En este primer capitulo incluyo los conceptos y teoremas
sobre variedades de grupos gue necesito a lo largo del trabajo,
asi»como,una breve introducciédn, sin demostraciongs, a la teoria
de homologia de grupos y su aplicacién’al estudio de las exten-

siones de grupos.

Para més detalles sobre variedades puede consultarse el
excelente libro de H. Neumann "Varieties of groups" (1l). Los
resultados de la teoria de homologia estdn. todos incluidos en el
libro»de P.J. Hilton y U. Stammbach "A course in homological al-
gebra" (5), o bien en el de U. Stammbach "Homology in group

“

theory" (15).



I.1. Variedades de grupos

Sea X un conjunto de letras. Designaré por F_, el gru-
po libre engendrado por X.

Una palabra es un elemento de Feo -

. . . -1 -1
Una sucesidn finita de letras xl,xz,...,x X, yeesgX
n 1 n
determina un elements v = v(x_ ,...,x ) en F reciproca-
» 1’ n © P

mente. Se dice, entonces, que v es una palabra en n variables.

5i, para todo homomorfismo f: F,—3 G de Fy, en un gru-
po G, f(v) = e, se dice que la palabra v es una ley en G.

En general, dado un homomorfismo f: f —~———G y una palabra

v = v(xl,...,xn), f(v) se llama valor de v para los valores
a, = f(xi), i=1,...,n, de las variables, y se escribe
flv) = v{a a ) .

1777775,

Una variedad de grupos V es una subcategorfa llena de la

categoria Gr 'de todos los grupos, cerrada al tomar subobjetos,

cocientes y productos cartesianos.

Dado un conjuntﬁ.de palabras V, los grupos para los que
_todas las palabras de V son leyes forman una variedad V ;
diré que V. define V. Ssgﬁn'un resultado de G. Birkhoff
kl935), el reciprdcovtambién es cierto: Toda variedad V pue-
devdefinirsé de esta forma a partir de un conjunto de palabraé

(véase (11)).



Teorema 1.1. '
Dada una variedad V , sea V el conjunto de todas las
leyes verificadas por los grupos de V. Cualquier grupo para

el que todas las palabras de V sean leyes estd en V.

Un cﬁnjunto V de palabras define una variedad V. El
conjunto V¥ de las leyes comunes a todos los grupos de V
contiene a V, pero, en general, no coincide con V. V* se
llama "clausura de V". El1 teorema anterior asegura que V vy

V¥ definen la misma variedad.

Ejemgios

Son variedades de grUpos:

a) La categoria Gr de todos los grupos. Esta variedad
estd definida por el conjunto vacib de leyes.

b) Los grupoé abelianos: Ab . Esta variedad estd defi-
nida por la ley [xl’XZ] , cuya clausura es [F,F] .

c) Los grupos nilpatentes de clase menor o igual que c:-

=

'ﬁb’-v La ley definidora esv [xl,[xz,[xa,...,[xc,xc+lJ”J]] Y

. su clausura es el (c+l)-ésimo término Fc*l‘ de la serie central

descendente de F = fn o
d) . Los grupos resolubles de longitud £ {7 .

e) Los grupos polinilpotentes de clase < (él,..},cn).

f) Los grgpoé de exponente q: Qq « Su ley es xi .

(Variedad de Burnside de exponente q.)
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La interseccidén de dos variedades es una variedad. En par-
ticular,
g) Los grupos abelianos de exponente q forman una va-

. N C e q
riedad qu = Ab N Eq , definida por la ley [xl,x2] X

Sea V un conjuntc de palabras que defina la variedad V,

y sea G un grupo arbitraric. Se llama subqrupé verbal del
grupo G asociado a V al subgrupo V(G) engendrado por los

eleméntos de la forma
flv) con veV y feHom(F, ,G).

‘Del razonamiento que sigue se desprende que V(G) no depende

en realidad de V sino Gnicamente de la variedad V .

V(G) es invariante por los endomorfismos de G, y, en
particular, es un subgrupo normal. Estéd claro que G/VG es
»de M, Aun més, se trata del mayor cociente de G que es de V.
M&s preciso: todo homomorfismo f de G en un grupo Qey
factoriza de manera Gnica a través de G/VG:

f
6 —— 0

/
’
4
/

G/VG

donde G—»G/VG es la proyeccién canénica.
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Eiemplos

a) Dado un grupo G, el subgrupo verbal de G asociado
a Ab es [G,G] y Eab = 6/{G,G] es el "mayor" cociente abe-
liano de G. |

b) El subgrupo verbal de un grupo G asociado a la va-

riedad ﬂc es el (c+l)-ésimo término de la serie central des-

d G
cendente GC y Y /Gc

1 es el "mayor" cociente de G nil-
+

+1.

potente de clase menor o igual que «c.

~

Un grupo F de V se llama V-libre sobre un conjunto
scf si, para toda funcidén f de S en un grupo G de V,

existe un dnico morfismo f: f—G6 que extienda f

A los grupos Gr-libres los llamaré gbsolutamente libres

o simplemente libres si no existe peligro de confusidn.

Sea F un grupo absolutamente libre sobre 5 y V(F) su
subgrupd verbal asociado a la variedad V. Dada una funcidn
f: S—G, existe, por definicidn, una {nica extensidn f' de

f a fF que, a su vez, factoriza de manera (nica a través de

FAVIF)
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F/V(F) es, pues, un grupo V-libre. Si f' es un epimorfismo,
también lo es f. Por lo tanto, todo grupo G de V puede po-
nerse como cociente de un grupo V-libre F. La correspondiente

sucesidn exacta corta

~

R)}ory F —» G

se llama una presentacifén V-libre de G.

En una variedad V existe siempre el coproducto (en la ca-

tegoria V) de dos grupos Gl y 62 de V, que no es otro que

G x G = °1*5
1V 2 e
V(Gl*GZ)

donde Gl *-Gé designa el coproducto en G&Gr .

I.2. stoz-Hdmologia de_grupos

Sea G um grupo multiplicativo. Designaré por ZG el

anillop qntefa sobre &, 'y llamaré G-médulos‘ (por la izquierda
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o por la derecha) a los ZG-médulos (por la izquierda o dere-

cha, respectivamente).

£l np-fsimo grupo de cohomologia del grupe G con coefi-

cientes en el G-mddulo por la izquierda A es el grupo abeliano
n n
H(G,A) = EthG(Z,A).

El n-ésimo grupo de homologia del grupo G con coeficientes

en el G-médulo por la derecha B es el grupo abeliano
G
H (G,B) = Tor_ (B,Z).
n n
En ambos casos Z estd considerado como G-médule trivial.
S5i A (resp. B) es el G-mbdulo trivial Z, escribiré

WG

LI}

H (6,Z) = HG H"(G,Z)
n n .

n

5i G es libre, HnG =0 y HG=0 para n22.

1t

De la definicidn se sigue que las sucesiones exactas cmrtag
de G-médulos dan lugar a sucesiones exactas largas de homoiogia
y cohomologia. Asimismo, se deducen sin grandes dificultades los
primeros grupos de (co?-homologia con coeficientes en G-médulos

triviales A y B :

;
>
L}
s}

Ho(G,A) = H (G,B)
o

-Hl(G',A) ®B .

o
it

HDm(Gab’A). | Hl(G?B) Gab

Més complicada es la demostracién del siguiente teorema bé&-

sico en el estudio de las extensiones centrales de grupos:
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Teorema 2.1. (Sucesidn exacta de los cinco términos)

Sea N> —3H —G una sucesidn exacta corta de grupos
y sean A y B G-mddulos por la izquierda y derecha respec-

tivamente. Las sucesiones

l R
0 H' (6, A)—s HY (H, A) —> Hom (Nab,A)——)Hz(G,A)—;HZ(H,A)

G

H2(H,B)—~>H (&E)-——)B@GNE —-)H.l(H,B)——aHl(G,B)-—-)U

2 b

son exactas y naturales. Nab se considera G-mddulo via
-1
y-(n[N,N]) = xnx [N, N]

donde yeG, neN y xeH es una antiimagen de y.

Corolario 2.2.

Si N»——H-—»G es una sucesidn exacta de grupos,

HH —3H,6 — N/ {H, N] —H  —G_ —0

b b

es exacta y natural.

Corolario 2.3. (Fdrmula de Hopf)

Sea R—F—»G una presentacién libre de G. Entonces

H',G . rRnlr,f
20 T TR

En efecto, aplicande el corolario anterior a la presenta-

cién libre de G, se obtiene

0 —HE — R/{F,R]— Fp—>6 0
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de donde resulta

ROTF,F]
HZG = Ker (R/[F,R}—F ) = .
ab [F.R]

Teorema 2.4. (De los coeficientes universales)

S5i C es un Q-médulo trivial, las sucesiones

D—>Ext(H

00— H"(Q,0) Do Hon(H 0,0)— 0

D-—éHnQ ®C ——éHn(Q,C)———>T0r(Hn 0,C)—> 0

-1

son exactas y naturales. Ambas descomponen aunque, en general,

no de manera natural.

Observacién.- Hay casos, como, por ejemplo, cuando C es uni-
vocamente 2-divisible, en que las sucesiones exactas de los coe-

ficientes universales descomponen de manera natural.

1.3.. Extensienes con nucleo abeliano

Uha de las primeraé y més importantes aplicaciones de la
cohamdlogia de grupos es la clasificacidén de las extensiones de
un grupo Q y un Q-médule A por el segundo g:upo de cohomo-
logfa. De hecho, este grupo es conocido desde bastante antes de

que se hiciera un desarrollo completo de la teorfa de grupos de
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homologia y cohomologia en el contexto del &dlgebra homoldgica

a partir de los funtores Tor y Ext.

Dados un grupo Q y un Q-médulo A, se llama extensidn

de @ por A a una sucesidn exacta corta

E: Astsg —Iyg

tal que h(y.a) = x.H(a).x”l y

donde yeQ, aeA, y xeG con gix) = y.

El que A sea (-mddulo trivial equivale a que h(A) esté
contenido en el centro de G, en cuyo caso se dice que la ex-

tensidn es central.

Dos extensiones
E: A —nQ
E': A>———>G'——4»Q
se llaman equivalentes si existe un homomorfismo f: G—3G!'

que haga conmutativo el siguiente diagrama

A>3 G ey

-

A>—yG'—n (
Obsérvese que, en tal caso, f es un isomorfismo.

La primera formulacidn de la clasificacidén de las extensio-
nes por HZ(Q,A) se basa en la idea de los sistemas de factores.

Consideremos una extensidn
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E:  Ay—3G—3»0

y un sistema s de representantes de Q en G, es decir,

una funcidn s: Q ——3 G tal que gs = Id. y s(e) = e.

Q

La funcidn

: Q0 xQ —>A

definida por @ (x,y) = s(x).s(y):s(xy)-l y %X,yelQ, se llama

un sistema de factores de E..

¢ puede ser interpretada como un elemento del grupo de
homomorfismos HomQ(Bé,A), donde B' wgesigna la resolucidn
standard normalizada no homogénea de 0§ (ver (5)). Aun més,»
@ es un cociclo y diferentes sistemas s de representantes
de Q dan lugar a cociclos que se diferencian de ¢ en un co-
borde (ver (%) pég. 111). La extensidn E determina, pues, de
manera Gnica una clase de cohomologia [0] € HZ(Q;A), Se es-
tablece asivuna aplicacién entre las clases de extensiones

equivalentés ¥ HZ(Q,A), que resulta ser una biyeccidn. (Véase

(15) pég. 24.)

El feﬁrema 2.1 permite estableéer esta biyeéciéﬁ‘ae otra
forma‘més il péra'este trabajo. La sucesidn exacta de los
cincobtérMinos en cohomologia coﬁ coeficientes en A asociada.
a la extensidén E:  A>—G —»Q , es‘

1 1 . 9 o 2
0—3H" (Q,A)—H (G,A)—~§HomQ(A,A)-———)H (Q,A)—H (G,A) ".
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La imagen por 5E de la identidad de A es precisamente la
clase cohomolégica correspondiente a E en la biyeccidn antes

establecida ((15) pigs 18 y sgts).

A continuacién doy sin demostracidn una serie de proposi-
ciones sobre la naturalidad de esta biyeccidn. Para las demos-

traciones detalladas ver (15).

Proposicidén 3.1.

El diagrama

E: A ey ——3 Q

A

E': A'—3G'—Q

es conmutativo si y sdlo si a*([¢]) = [¢‘] , donde

. 2(D,A') es el homomorfismo indﬁcido por a ,

a, : HZ(Q,A)-——iH
y [¢] ’ [¢'] son las clases cohomolégicas correspontientes
a E y E' respectivamente.

Obéérvese que, en tal caso, G' es el push-out dé los ho-
momoffismos A'——;)G' y @ . En adelante designaré'por Ea

la extensién E' "as{ construida.

Proposicidn-3.2.

€1 diagrama

£ A>-—-+E'-—+4;E
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es conmutativo si y sdlo si ﬁ*([¢]) = [ﬁ] , donde
* 2 2= . s . -
p* ¢ H (Q,A)—>H (Q,A) estd inducide por B sy [¢] 9[¢]
son las clases cohomoldgicas correspondientes a E y E res-
pectivamente.
Obsérvese que, en tal caso, E es el pull-back de los ho-
momorfismos G-—>Q y B . En adelante designaré por Eﬁ la

—

extensidn E as{ construida.

Proposicidn 3.3.

Dado

E': A—aG'—»0Q

existe f: E:——QG' que haga conmutativo el diagrama si y sélo
si o ([9]) = p*([9]) , donde ¢ y @' son las clases
cohomoldgicas de E y E' respectivamente. En esfe.caso, los
posibles homomorfismos f: G —G' estan en correspondencia bi-

2 N . »
yectiva con las derivaciones d: {-—3A.

La proposicién que sigue nos da informacidn sobre el homo-
morfismo 7 del teorema 2.4 de los coeficientes universales
en el caso n = 2, relacionindolo con la sucesién exacta de los

cinco términos.
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Proposicidn 3.4.
Sea E: No—G —»Q una extensidn central de Q. Sea

n como en el teorema de los coeficientes universales y

Ox
HZG-—~9H2Q > N %Gab ,Qab———>o

la sucesidén homolégice de los cinco términos asociada a E. Si

[?] € HZ(Q,N) es la clase cohomoldgica de E, se verifica

n(lel) = &, .

Para la demaostracidén ver (15},

Segln las propiedades de #n ({¢]) se definen varias clases

de extensiones centrales de [

- S5i n[e]=0, la extensiédn E se llama una gxtensidn

conmutadora.

- 5i #[p] es un epimorfismo, E se llama una extensidn

"stem"..

- 5i. n[¢] es un isomorfismo, E se llama un recubrimien-

to "stem".

La siguiente proposicidn es casi inmediata:
"Proposicidn 3.5.
Sea E: N>—G —»Q una extensidén central de Q. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

a)  E es una extensidn "stem",

B G B,
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c) N estd contenido en sl conmutador de G.

Para un tratamiento completo de estas extsnsiones puede

consultarse (15) capitulo V .



Capftulo ‘II

EXTENSIONES CON NUCLED ABELJAND EN UNA VARIEDAD

El intento de definicidn de los funtores V y g camo
generalizacidn de H2 y H2 a variedades de grupos arbitrarios
data de mediados de este siglo. Desde un principio se sabia
que las clases de extensiones con nlcleo abeliano de un grupo
contenidas en una variedad V formaban, con la suma de Baer,
un grupo abelianoc. Las priﬁéras definiciones de los funtores
V vy UV se encuentran en los trabajos de M. Gerstenhaber (3)

y J. Knopfmacher (6). Posteriormente, varios autores, J. Beck,
M. André, F. Bachmann, M. Barr, G.S. Rinehart, F. Ulmer, han
dado definiciones de teor{fas de homologia en categorias muy ge-
nerales que no sélo dan lugar a funtores V y V,‘sino a fun-
tores correspondientes a los grupos de (co)-homologia en dimen-
siones éuperiores. Ninguno de estos autores, sin embargo, ha;e
referencia al caso pa;ticular de las variedades de grupos. Por

~

primera vez U. Stammbach en (14) de una definicidn de V y V
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para variedades de grupos y C. Leedham-Green estudia en (8)
con detalle las teorias homoldgicas categoriales en el caso

de variedades de grupos.

I1.1. Los grupos V(Q,A) v V(g,B)

Sea V una variedad arbitrafia, @ un grupo de VNV vy
A y B Q-médulos por la izquierda y por la derecha respecti-
vamente. Sea f: F—»0Q una presentacién V-libre de Q. Se

definen

T(Q,A) = Ker (F%: HO(Q,A) —3H2(F,A))

i

V(Q,B) = Coker (f,: HZ(F,B)._)HZ(Q,B))

Demostraremos, ante todo, que estos grupos no dependen de
la presentacién libre f: F—Q considerada. En efecto, sea
f': F'—30Q otra presentacidén V-libre de (. Existen morfismos

h vy h' que hacen conmutativo el tridngulo
f‘—-—-—-——-F"
Por lo tanto, obtenemos un diagrama conmutativo de grupos de

cohomologia
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Q R)

AN

H (F A) -‘“————* H (F' A)
h*

de donde Ker f* = Ker h*f'* D Ker f'* y viceversa

Ker f'* > Ker f* , lo que demuestra la igualdad.

De la definicidn resulta inmediatamente que en la varie~

dad Gr de todos los grupos

(g,A) = H3(Q,A)

v(qQ, B)

HZ(Q,B).
También resulta claro que si f es V-libre, entonces
U(F,A) =0 y V(F,B) = 0.

Veamaos, ahora, el comportamiento de V y U respecto de
la primera y segunda variables.
Si a@: A—3A' es un morfismo de Q-médulos, el homomor-

fismo .t V(Q,A)——V(Q,A') estd definido por el diagrama
v * K

0 —V (@, A) —3H2(Q,A) —H2 (F, A)

| . .
: Ay l.a* l a,
¥ '

0 —3V(Q,A’ )—-)HZ(Q,A' )-—-)HZ(?.A')

© 514 g: Q——3Q' #8 un homomorfismo de grupos y

f: F—wQ, f': FremmsQ' son presentaciones V-libres de
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"0 y Q' respectivamente, existe h: ?-———)?‘ tal que el dia-

;
hl
F

es conmutativo. g*: V(Q',A) ——>V(Q,A) estd definido, entonces,

grama

.f‘
—»

1

0 &—— 0
[{=)]

f‘l
'——p

por el diagrama conmutativo

0 V(Q",A)—sHZ(Q',A)—3H2(FT,A)

|
g l o lh*
1

D——)\N/(Q,A) ——-)HZ(Q,A) ——-)HZ(F.A)

(ihdependencia de h! ).

V(-,~) es, por tanto, un funtor en dos variables. Razona-
‘ *
mientos andlogos demuestran que V(-,-) es, asimismo, un funtor

en dos variables.

Como en el casc ordinario, la sucesidn exacta de los cinco
términos para V y V es bésica en el estudio de las extensiod-

nes de la variedad V.

Teorema 1.1. (Sucesién exacta de los 5 términos)
- Sea N>—G —aQ una sucesién exacta de grupos con Ge V.
Sean "A y B Q-mbdulos por la izquierda y por la derecha respec-

tivamente. Las sucesiones
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D—-)Hl(Q.A)———)Hl(G,A)—-)HomQ(Nab,A)-—)V(Q,A)-——-)U(G,A')

V(G,B) —V(Q,B)—>B ®_N_ —H_ (G,B)—sH, (Q,B)—>0
Q ab 1 1

son exactas y naturales. N b estd considerado como Q-médulo
a

via la conjugacién (ver teorema 2.1 del capitulo I).
Demostracidn:
Sea F—»G una presentacion V-libre de G. La sucesidn
exacta de los cinco términos ordinaria junto con la definicién

de V da lugar al diagrama conmutativo

2FB)
| l

/’
V(G,B)—V(Q,B)

A partir de é1 es clara la existencia de la aplicacién
V(Q,B) ——B @DNab y la exactitud de la segunda sucesidn del

snunciado.

La demostracién de la existencia y exactitud de la'p:imera

sucesidn del enunciado es totalmente andloga.

En alycaso particular en qde V sea la variedad Ab de
los grupos abelianos, del teorema anterior se deduce que son

exactas las sucesiones
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0 —aV(Q,)~>C @R—LC @ F—3C @& Q—>0
0 —Hom(Q,C)—>Hom(F,C ) —>Hom(R,C) —V (Q,C) —>0

donde Q€Ab, C es un Q-mdédulo trivial y R>3F-—»Q es una
presentacion Ab-libre de Q. Por lo tanto, en Ab, cuando C

es trivial, se tiene

1"

7(Q,C) = Ext.(Q,C)

NN -

v(g,C) Tor_ (Q,C)

1

Demostraremos, por Gltimo, la sucesidén de los coeficientes

universales para una variedad V de exponente cero.

Teorema 1.2. (Teorema de los coeficientes universales)

Sea V .una variedad de exponente cero. Sean QeV y C

un Q-médulo trivial. Las sucesiones

8- Ext;(Qab,C)-—)\7(Q,C)-——->Hom(VQ,C) —30
Zz

0—»VQ ® C —»V(Q,C) '—-)Torl(Qab,C) —0

son exactas, naturales y descomponen, aunque, en general, no de

manera natural.

Demostracidén:
Sea F-—»Q. una presentacién V-libre de Q. Por la natu-
ralidad del teorema ordinario de los coeticientes universales

(2.4. cap. 1), el diagrama
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Ext( Qab C)>—..>H (Q,C) _»Hom(H Q,C)

- L0

Ext( F 2(F,C)-——4»Hom(H2F,C)

C) = 0, yaque F es libre en la

conﬁuta. En 61, Ext(f
ab

ab’

variedad VN Ab = Ab., En virtud de la "sucesidn exacta de ni-
cleos y conlcleos" ((5) pag. 99), los nicleos forman una suce-
sién exacta corta que es la primera del enunciado. Que esta
sucesidn deécompone resulta, ahora, de forma inmediata, de la
descomposicidn de las filas del diagrama.

De forma anélogé se demuestra la segunda sucesidn del‘

. enunciado.

11.2. Extensiones en V

" Una extensién E: A>—b—)G —gaam de un grupo Q€ YV por

un Q-médulo A se dice que es una extensidn de VY si G es

un grupo de la variedad V.

_Dbservamoé que si E es una extensién de V ,
i) toda extensién equivalente a E es, también, de V ,
ii) A€ ABNY .

-~

2 .
Sea [¢] €H (Q,A) la clase cohomoldgica correspondiente a
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la extensidn E. Me propongo ver en qué condiciones E es de
V¥ y clasificar dichas extensiones.
Sea f: F—»0Q una preséntacién !rlibra'de Q, y sea
. :
G el pull-back

E: A —n F

Il

E : Ar—36 ——» Q

5i Gey, también G x ?Ey_, Yy, por lo tanto pertenece a \

f ~ . -~
6 = {(x,y) € G x Fj- gix) = f(y)} . Ahora bien, como F wms
V-libre, la sucesidén Ef de V descompone; es decir, se tiene
Ef = A4 F eV (A4 ? = producto semidirecto de A por ?).

Se verifica, también, el reciproco:

roposicion 2.1.

La extensién E: A>——G —»Q con QeV es de V
siy 5616 si es del nicleo de f*s HZ(Q,A).___)HZ(F,A) y
Aﬁ‘F“ es de V .

f‘

En efecto, si G = A4F es de V, su imagen epimérfica

G también es de V.

Corol io 2 .
. S% E: A>3G —#0Q esde V, A4Q esde V.

. Basta observar que A4 Q es imagen epimScfica de A4 F,
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Sea Qel y A un Qfmédulo.
i) Si A9Q¢ ¥, ninguna extensién de Q por A esde V.
ii) si A4Q € V, existen extensiones de 0 por A en V

y éstas estén clasificadas por  V(Q,A).

Demostracidn:

i) es consecuencia del corcléfio anterior. Para ii) bas-
ta observar quen A>—A40Q —»0( es de V, Yy que, en virtud
de la proposicién 2.1., una extensidén es de V si y sélo si es

del grupo Ker f* = V(Q,A).

Sea QeV. Los Q-médulos A para los que existen extensio-
nes de [ por A en V, es decir, para los que A40Q es de

V, forman una categor{a llamada la cateqoria de los nicleos

abelianos.

Proposicidn 2.4.
Los Q-médulos triviales de la categorf{a de los nicleas

abelianos son precisamente los grupos de VANAb.

Demostracidn:
“Si A es nicleo de una extensidén central de V, entonces
Ae VNAb. Recf{procamente, si A € VAAb y tiene estructura

‘triviael de Q-médulo, A4Q = A x Q, que, naturalmente, es de V,
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¥, por lo tanto, en virtud de ii) del teorema 2.3., A es

de la categoria de los nlicleos abelianos.

11.3. Una sucesidn exacta

En este apartado supongo siempre que V es una variedad
de exponente cero, es decir que Ab ¢ V. Resulta, entonces,
como consecuencia inmediata del teorema 2.3. y de la proposi-

cién 2.4., la siguiente proposicidn.

Proposicidn 3.1.

En una variedad V de exponente cero existen siempre
extensiones centrales de un grupo G €V por un grupo abeliano
cualquiera A y dichas extensiones estdn clasificadas por el

grupo  V(G,A).

Por sjemplo, en la variedad ﬂt de los grupos nilpotentes
de clase menor o 1§ual que c, que es de exponente cersc, sabe-

mos que las sxtensiones centrales
Ay— E —» G

de Ge ﬁn por un grupo abeliano A, verifican que E es de
lé”ﬁiSMa'clasa r que G, o de classe r+l. Cuando r es

menor (estrictamente) que c todas las extensiones centrales
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estdn en ﬁt y podemos asegurar, por tanto, que
~ 2
V(G,A) = H (G,A).

Si r = ¢, las extensiones de clase‘ r+l no son de ﬂt.
En tal caso, V(G,A) clasifica las extensiones nilpotsntes

de clase c del grupo G por A, vy

~ 2
V(G,A) C H (G,A)
Afirmaciones andlogas se aplican, por ejemplo, a la varie-

dad de los grupos resolubles de longitud ¢l.

Me propongo estudiar la inclusidn
Y 2
V(G,A) >—>H (G,A).

Sea R>—3F-——»G una presentacién V-libre del grupo G.

Puedo escribir, sntonces, el diagrama

EXt(Gab'A)'_—_*EXt(Fab’A)

I

VG, Aty H2(G,A) sy HE(F,A) (&)

Lo

Hom(H,6, A)—Zs Hom (H,F, A)

cuya pppmutqtivida¢ resulta de la naturalided del teorema de

los coeficientes universales. Ahora bien, por ser V de expo-

”~

nente cero, Fab e3 un grupo abeliano libre, por lo que
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Ext(?ab:A) = 0 vy, ademds, HZ(E,A) E'Hom(HZF,A).

Por otra parte, en la sucesién exacta de homologia de los

cinco términos correspondiente a la presentacién R»F-»G

& —R/[F,R]— F_ —G_ —0

HoF H ab ab

2 2

se tiene que Coker (HZE-—éHZG) = VG es independiente de la

presentacién V-libre de G. Por tanto

I = Ker (H,6 —R/[F,R]) = Kex(H,G —VG)

es, también, independiente de dicha presentacién. Se tiene,

pues, un diagrama de sucesiones exactas

K —sHF —sH6 —sR/[F,Rl—F  —6 y 0

donde K = Ker (HZE——eHZG) depende de la presentacidn.

Aplicandd ahora el funtor Hom(-,A) a las sucesiones
exactas cortas
K>3 HF —»I

I>——4H25 —»VG

se obtiene el siguiente diagrama conmutativa:
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G,A)—sHom(I,A)—Ext(VG,A)—IExt(H._G,A)—pExt(I,A)

Hom(VG,A)-—;Hom(H2 5

Rt

V(6,A) 3 H2(G,A) Hom(HZE,A)
'
Ext(G  ,A)=Ext(G ,A) Hom(K A) (*)
ab ab
Ext(I,A)

l

donde las dos primeras columnas conmutan en virtud de la demos-
tracidn del teorema de los coeficientes universales para V°

(teorema 1.2.). Por otra parte, la aplicacidén

Hom(HéG,A)-—-——eHom(I,A)
~
~
-
~

3 -~
Hom(HZF,A)

no es otra que la aplicacién g en el diagrama (&). Existe,

IR

por tanto, una aplicacién de HZ(G,A) en HZ(?,A) Hom(HZF,A)

que hace conmutativo el diagrama

Hom VG, A)—sHom (H,G, A) —Hom (I, A)—>Ext (VG, A)=>Ext (HG, A)-»Ext(1,A)
I T

/}"
-7 j
i 2 -7 l

V(G,A)»—3H (G,A) ——~9Hom(H2?,A)

¥ ol

Ext Gab'A)zEXt(GabfA)
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Asi, pues,

Im (HZ(G,A)._;Hom(HZF,A>> — j Hom(I1,A)

y existe una aplicacidn de HZ(G,A) en Hom(I,A) de forma gue

la sucesidén

V(G,A)»—§HZ(G,A)—~9Hom(I,A)-)Ext(VG,A)-—aExt(H G,A)—-»Ext(I,A)

2
es exacta.

(Obsérvese que, por ser H2(G,A)-——)H0m(H G,A) exhaustiva,

2

Im (HZ(G,A)——QHom(I,A)) = Im (Hom(H_G,A)—>Hom(I,A)) =

2

1

Ker (Hom(I,A)—Ext(VG,A)),
Yy, por ser j injectiva,
. 2 2
Im i = Ker(H (G,A)«-éHom(HzF,A))z

- Kex (HZ(G,A)——»Hom(I,A)-i;Hom(HZ?,A)) )

He demostrado, as{, el

Teorema 3.2,

Sea V una variedad de exponente cero, GeV y A un

grupo abeliano. La sucesién

~ { 2 ' ‘

U(G,AD==2H"(6,A) —Ham(1,A) —Ext(VG,A)—> Ext(H,6,A)—»Ext(1,A) ,
donde I = Ker (HZE-—+VG),

es. exacta. y natural.



- 36 -

I1.4. Ejemplos y casos particulares

1) Existen algunos casos en gue se sabe gue HZG = 0.
Por ejemplo, cuando todos los p-subgrupos de Sylow de G son
ciclicos o (para p = 2) cuaternidnicos generalizados, G
tiene cohomologia periddica y, en particular, HZG‘=VU (véase
(1), cap. XII). Asimismo, para los grupos de nudos HZG = 0
((15) pdg. 90). En otros casos, aunque HZG # 0, se anula
Hum(HZG,A); por ejempla, siempre que G es finito de orden m,
HZG es de torsidn y m HZG =0 ((5) padg. 227) . Por lo tanto,
si A es libre de torsidén o de torsidnm prima con m, resulta.
Hom(H,G,A) = 0.

En todos estos casos
~ 2
V(G,A) 2 H (G,A) = Ext(Eab,A)

es decir, "las extensiones centrales de G estén todas en V\

y proceden todas, mediante pull-back, de extensiones abelianas
- "

de Gab .

2) Andlogamente, cuando Hom(VG,A) = O
V(G,A) = EXt(Gab’A)

es decir, "las extensiones centrales de G en V proceden to-

das, mediante pull-back, de extensiones abelianas de G ".

ab
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Este es el caso, paf ejemplo, de las extensiones de un
grupo G que admita una presentacidn con n+r generadores
Yy r relaciones, si Bab esté éenerado por n elementos,
siempre que»la Qariedad V verifique que todos los grupos
V-libres sean residualmente nilpotentes y’de exponente finito

p, para todo primo p. En efecto, en tal caso VG = 0 {(15)

pdg. 89) y, en particular, Hom(VG,A) = O.

Ejemplos de tales variedades V son Gr, Nt' los grupos

resolubles y los grupos polinilpotentes.

3) Si A es un grupo divisible {(inyectivo!),

~

V(G,A)>~—éh2(G,A) —~—»Hom(I,A)

es exacta. (Consecuencia inmediata del teorema 3.2.)

4) Consideremos, ahora, la variedad ﬂt de los grupos

nilpotentes de clase < c. Sea
S peed ey G

una presentacién absolutamente libre de G. El que G sea de

ﬂt equivale a decir que S :)Fc+ - Por otra parte, F/F

1° c+l

83 nilpotente libre y
R = S/f»‘Hl )—-—-}F/Fc+l —» G

es una presentacién N -libre de &



- 38 -

c+l c+l

:ZG—-"ﬂQ——-( -
o

D — ne—< T

Doty
P F —»G
c+l

De la fdrmula de Hopf, HG = snlF.fl ; se deduce
[F.5]

HZ(F/FC+1) - Fc+l/Fc+2

y este grupo es abeliano libre ( ver (10), pég. 342).

De

Kyt (F/F ) )—H G—-)R/[F/F L R]—F =6 —0

AN

S/([F,S].Fc+l)

resulta, entonces,

v¢3=1m(5"ﬂ["—’Fl y — ) . SR
[F,S} ’ [F’S];Fc+l [F’S]‘Fc+l

indapendienta de la presentacidn,

[ - keg [ SNIFF] . 5 ) [F,S].ch
: ( [F,5] “Fs]F,, ] [F,s]

ihdependiénta de la presentacién,
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K = Ker ( F(:+l 5 [F’SJ'Fcﬂ _ [F’S]nFc+l
\ Fc+2 ‘ [F’S} Fc+2

dbeliano libre.

~

Como ya observé en el apartado anterior (II.j), V(G,A)
coincide con H2(G,A) siempre que G es de clase r¢c.. Su-
ponge, por tanto, que G es de clase c¢, es decir que se ve-

rifica F_ & S.

S . F
y VG = Cc —=< £S5 un

F F
c+l c+l .

Entonces [F,S} (- Fc+l

grupo abeliano libre. Por tanto, Ext(VG,A) = 0 y del teore-

ma 3.2. resultas queg
(6, A)>——3>H>(G,A) —» Hom (I, A)
es una sucesidn exacta corta.

En este caso

F/S>—F/5 = & —»F/F_

y 'Gab = Fab' En otras palabras: G es una extensién "stem"

de un grupo ﬂt_l-libre. Por otra Qarte, puesto que G es ima-

ngh,ePimdrfica de - F/Fc+ G posee un sistema de generadores

li

con a lo sumo n = rango F elementos. Pero G = F

ab ab; por

‘tgntq,,Gv poses un sistema de generadores con exactamente n

- glementos.
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Rec{procamente: Sea G una extensidn "stem" de un

grupo ﬂt l—libre F/Fé de rango n. Supongamos que G esté

generado por exactamente n generadores. Entonces, existe
g: F——G tal que
F

]

A>—3 & —HF/F_

conmuta, y S>—3F -G es una presentacidn absolutamente

libre de G -con Sch.

Con otras palabras: Los grupos incluidos en este caso son

precisamente las extensiones "stem" de grupos ﬂt l—libres F

con rango f = nlmero de generadores de G.

Observacién:
Si FC+l :)[F,S], [S/Fc+l’F/Fc+1] =0 vy, por tanto,

S/F es del centro de F/Fc Este centro es, precisamente,

c+l +1°

Fc/F¢+l- {ver (10), pég. 347, ejercicie 5); asi, pues, resulta

S/Fcﬂc FC/F

, de donde SCF . Por tanto,
c+l c

SEF_ &= IF.slc Fvl.

-~

Este caso ocurre si y s6lo si I = 0, y también coincide

con el caso en que H2G = VG. Entonces,

o
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V(G,A) = HZ(G,A)

@5 decir: "todas las extensiones centrales de G quedan dentro

de la variedad".

Observacidn:

Parece légico suponer que FC+J.C:[F,S]‘deba’implicaf
Fc(: S para c>0. Sobre este problema ver (11) pég. 126.
En el estudio que hago de los diferentes casos que pueden pre-
sentarse, Fc+l Cj[F{S] y Fcc:S tienen para la relacidén en-

~

2 . .
tre V y H las mismas consecuencias,

Esta condicidn equivale a que K =0 y a que I = HZ(F[FC+1)

{abeliano libre). Entonces, la sucesidn exacta del teorema 3.2.

se reduce a

A) —>Ext (VG,A)—p»Ext (H

G(G,A)»—eHZ(E,A)~—;H2(F/F G,A).

c+l’ 2

£1 siguiente teorema es otro casoc particularmente interesante

Teorema 4,1.

Sea ﬂt la variedad de los grupos nilpotentes de clase <& c

y ‘A un grupo abeliano libre: Entonces, la sucesidn

~ i 2
U(6,A) 23 H“(G,A) —Coker i

descompone.
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En efecto, si A es abeliéno libre, el grupo abeliano

Hom(H_(F/F J,A) = Hom(F _/F A} es, también, abeliano
2 - c+l c+

1" e+2?

libre, asi como

Coker icHom(I,A)C_Hom(HZ(F/F ),A).

c+l

(Ver diagrama (&) del apartado 1I.3.)



Capitulo III

PUREZA. Y DESCOMPONIBILIDAD

La nocidn de subgrupo puro es un intermedio entre los con-
ceptos de subgrupo y de sumando directo, y refleja la manera en
que el subgrupo esté sumergido'en el grupo. Introducidos en el
aﬁb 1923 por H. Prifer (13), S.M. Yahya demostré en 1962 que
toda sucesidn exacta A>££§B<JZ»C de grupos abelianos, con
va(A) subgrupo puroc en B, es limite de sucesiones exactas
: A{———éBi——aoEi que descomponen. Los subgrupos puros se han
convertido Gltimamente en un instrumento muy dtil en el estudio
de los grupos abelianos. Su importancia estriba en el hecho de
que, bajo determinadas condiéiones, los subgrupos puros son su-
mandﬁs directos, y de aqui su interés en este trabajo: En el
caso d; la vériedad ¥,=>ﬁg de los grupos abelianos, la suce-
sidn del,teorema\3.é. del capifulo I1 no es otra que la del teo-

rema de los coeficientes universales

Ext(E,A))—é——éHz(G,A) -—-»Hom(HzG,A)
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en la que Ext(G,A) es sumando directo de HZ(G,A). Mi obje-
tivo es estudiar, para una variedad de exponente cero, cuéndo

el monomorfismo
~ ;‘. "2
V(@.A)>~——%H (G,A)
~ . v: 2 ,
sumerge V(G,A) como subgrupo puro de H (G,A) y cudndo como

sumando directo.

IIT.1. Subgrupos puros

En este apartado supondré siempre que todos los grupos son

abelianos.

Un subgrupo S de G se llama puroc si la ecuacifn
nx =g con geS tiene solucidén en S siempre que la tenga
sn G. Con otras palabras, S es sgbgrupo puro de G si y sb-
lo 5; 
nS=5NnG - para todo neZ.

k ' :
Si ka =35 n pG, para un p primo y todo entero k, se dice

que S es p-puro en G. Si S es p-puro en G para todo pris

mo  p, entonces S es puro en G ((2) cap. V).
Todo sumando directo de G es puro en G. Asimismo, son
puros en G los subgrupos trivial, todo G, la parte de torsidn

de Gy las p-componentes de G.
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Si G/S es libre de torsidén, S es puro en G.
51 S C...CSiC... eé una cadena de subgrupos pures en

; 1
G, LJ S, es puro en G.
i i

La siguiente proposicién es de fécil demostracidn

Propgsicidn 1.1.

Sean R y S subgrupos de G tales que R¢S. Entonces,
i) s8i R espuroen S y S es puroen G, R es puro en G,
ii) si S es puroen G, S/R es puro en G/R,
iii) si R es puré en G y S/R es puro en G/R, S es un sub-

grupo puroc de G.

Especial aplicacién en este trabajo tiemen los siguientes
resultados de L.Ya. Kulikov (7), cuya demostracidn puede consul=-

tarse en el libro de L. Fuchs (2):

Teorema 1.2,

Todo subgrupo purc acotado es un sumando directo.

Por subgrupo acotado entienda un subgrupo S para el que

existe un entero n tal qus nS = 0.

Teﬁrama 1.3,

Si S espuroen G y tal que G/S es suma directa de

gfupss ciclicos, entonces S es sumando directo de G.
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En particular,

orolario 1.4.

——

Si S es puroen G y G/S es finitamente generado, en-

tonces S es sumando directo de G.

La siguiente caracterizacidén de pureza es debida a H. Prii-

fer (13):

Teorema 1.5,
S es puro en G si y sélo si todo elemento a de G/S

tiene un representante en G del mismo orden que g-

111.2. Pureza del subgrupo V(G,A) en He (G, A)

V serd siempre una variedad de aprnente cern.

En este apartads me propongo estudiar cudndo el grupo
V(G,A) de las extensiones en una variedad V de exponente
ceré de un grupo & VM  por un grupo abeliano A, es un sub-
grupo purc del grupo HZ(G,A) de todas las ;xtensiones de G
pbr ‘A;

V(6,A) sty H2(G,A) (%)

y, en particular, cudndo es sumando directo.
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Un primer criterio de pursza nos lo da el siguiente teorema

de P.J., Hilton y A. Deleanu (4):

Teorema 2.1,

Sea J0—=R -5 —>T-—0 una sucesidén exacta de funtores
aditivos [ —3 Ab , donde L es la categorfa Ab de los gru-
pos abelianos o bien la categor{a Agz de los grupos abelianos

sin 2-torsidén. Si T es exacto por la izquierda, la sucesidn
0 —R(A) —35(A)— T(A)—3 0

es exacta y pura para todo- A€l.

El teorema se aplica, en particular, a la sucesidn de los

coeficientes universales para cohomologia

J65A)

. ,
Ext(Gab,A)>——;H (G,A) —» Hom(H
Por otra parte, sabemos aun més: la sucesidn, de hecho, dascom-

pone. Este caso incluye el monomorfismo (*) para ¥V = Ab ,

ya que, entonces, V(G,A) = Ext(G,A).

En el caso general, la situacion es la siguiente: Se tiene
una sucesidn exacta de funtores
~ : 2, ’
V(Go"))'—-')H (Gr-) "'"»T(") = CDkEI‘ i.(-‘).
HZ(G,-) .es aditivo, ya que se trata de un funtor derivado de
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Veamos que g(G;—)' es aditivo.

En efecto, por ﬁefinicién de V(G,-)
~ 2 2.
V(Go‘)H‘H (G:"‘)"‘—)H (F’"’)

es una sucesidén exag¢ta de funtores, donde F-—abG es una pre-
sentacién V-libre de G. Esta presentacién induce homomorfis-

mos de cohomologia

.
W (6,A B — 3 HI(F,A®B)

I I

c2 2,~ 2,2
e (6,A) @ H2(G,B) —— H2(F,A) @ H2(F,B)

La conmutatividad de este diagrama se deduce de la conmutativi-

dad de

Ham(PG,A ®B) —— 'Hom(P?,A e B)

SR

Hom(PG,A) ® Hom(PG,E) ;-——-)Hom(PF,A) ® Hom(PFt,B) ,

donde PG y PF son resoluciones G~ y F- proyectivas de Z,
respectivamente,

Del primer diagrama resulta, entonces,
V(6,A @ B) = T(6,A) @ V(6,B) .
El teorsma de Hilton-Deleanu se aplicarad, pues, siempre

que T spa exacto por la izquierda (lo que implica la aditivi-

&ad!f)@.iEsﬁavno e8, desgraciadamente, el caso general, pero
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sinquq T es exacto por la izquierda siempre que
Ext(VG,A) = O
ya que, entonces, el teorema 3,2. del capitdlo Il nos dice que
~ 2
V(G,A)»—3H (G,A) —mnHom(I,A)

es una sucesidn exacta y, por tanto, T = Hom(I,-) es un fun-
3

tor axactovpor la izquierda.

En particular,

Teorema 2.2.

Si G wes un grupo nilpotente de clase c que admite una
presentacién libre G = F/S con Sc_Fc R V(G,A)' es un sub-

grupoc puro de HZ(G,A), para todo grupo abeliano A.

En efecto, vimos en II1.4. que, en tal caso, VG es un
grupo abeliano libre; por tanto, Ext(VG,A) = 0 y puede apli-

carse el razonamiento anterior.

Otro criterio de pureza ss sl dado por el

~

Teorema 2.3.
Si VG es libre ue,tcfsién, entonces U(G,A) es un subgru-

po puro en HZ(E,A).

La #emostracién del teorema hace uso de algunos resultados

Lir

de III.1 y del siguiente lema
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Lema 2.4,

Si A>—g—*B —£L9C es una sucesidn exacta con A puro

en B, entonces en
* *
Hom(C, D) =2 Hom(B,D) —%3 Hom(A,D)
*
B (Hom(C,D)) es puro en  Hom(B,D).

Demostracidn del lema:

Sean ¢ € Hom(C,D) y ¢ €Hom(B,D) tales que

Obsérvese, en primer lugar, que a* p*(¢) = 0, es deciz
Ima € Ker¢p = Ker pn([; c Ker¢,

de donde p" a(A)C Kery .

Por otra barte, puesto que aA es puro en B, en virtud
de la proposicidn 1.1.(ii), resulta que aA / prA es purao en
B/ pqu ¥y, por ser ah / pqu un subgrupo acotado, es su-

mando directo (teorema 1.2.} :
B/paA = ah / plar ®B'/ plah .

Sean

- nm: B/ pnaA —3 B/ pqu‘ la proyeccién candénica
y  ¢'t B/ plaA——D  tal qus  y'(b'+p" A) = g (b').

¢' estd bien definida ya gue, seglin he visto anteriormente

pnaA C Kerd . ‘



Defino ®: B——aD
por ®(b) = ¢'n(b+ pnaA) .
Se tiane, entonces

pnfb = pn:/t y ah C Kero@ ,

lo que implica la existencia de una aplicacidn

®: L——D
tal que

Bre -6p - o .
Por tanto

p”(p*e) =

i
R
S

]
o
3
-
. H
™

*

©

con lo que queda demostrado el lema,

Demostracién der teorema 2.3.:

De la sucesién exacta corta

12 3H,6 Byve
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se deduce que si VG es libre de torsidén, I es puro en

(III.1.), y, en virtud del lema anterior, p*Hom(VG,A) es

ﬁuro en Hom(HZG,A).

~/...Consideremos el diagrama conmutativo

Hom(VG,A))—-é———) Hom(HZG,A)

f I

@A) —E s H2(G,A)

Ext(Gab,A) = Ext(Gab,A)

HZE
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vLas sucesiones verticales (teoremas de coeficientes universales
para U vy HZ) descomponeﬁ (teoremas 2.4, y 1.2 de los capi-
tulos I y II respectivamente), y, en.particulat, Ext(VG,A) es
puro en V(G,A) vy en HZ(G,A). La proposicidn 1.1.(iii) ésee
gﬁfa; entonces, que inG,A) ves purc en H2(G,A), con lo que

el teorema queda demostrado.

11I.3. (Lasos en gue 7(6,A) es sumando _directo de HZ(E;A)

Al final del capitulo II, en el teorema 4.1., demostré
que, en la variedad Nt de los grupos nilpotentes de clase .

T4 b, si A es abeliano libre, la sucesiédn exacta
~ . i 2 \
V(G,A)>——~=H (G,A) —»Coker i
descompona' para todo Ge‘ﬂc‘

Me prnpdngn, ahora, dar algunas condiciones sobre G en

las que la sucesidn exacta anterior.descompone.

Jegrema 3.1.

Si G es un grupo finito tal que Ext(VG,A) = O, 1la
sucesidn
- o4 2, :
V(G,A)>—=3 H (G,A) —» Hom(I,A)

@8 ‘#xacta y descompone.
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Demostracién:

Sea m el orden de G, Se sabs que, entonces, mHZ(G,A)
se anulé ¥, en particular, iV(G,A) es acotado. Por otra |
parte, en III.2. demostré que Ex£(VG,A) = 0 implicaba que
iV(G,A) era un subgrupo puro de HZ(G,A) y que la sucesién
del enunciado era exacta. Basta, ahora, aplicar el teoremé

102.

Teorema 3.2.
5i Ext{(VG,A) = DO y' HZ(G,A) es suma directa de grupos
ciclicus (en particular, si es finitamente generado), entonces
la sucesidn
o~ i 2 o :
V(G,A)>——3 H (G,A) — Ham(I,A)

es exacta y descompone,

Demostracidn:

Como en el teorema anterior, Ext(VG,A) = O implica qﬁa
la sucesiSn es exacta e iv(G,A) es puro en HZ(G,A). Ahora
bien, si HZ(G,A) .es suma directa de grupos ciclicos, también
lo serd Hom(I;A) (teorema de Kulikov) y, aplicando el teorema

1.3., resulta que la sucesidn descompone.

H;'ﬁéiﬁ{VE«‘asw;ibqq”da torsién y,'HZ(E;A) 'es suma directa de

' qﬁgpba'ciclicds (en particular, finitamente generado), entonces

Dy,
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la suﬁéaién
(6, A) sty H2(G,A)—sT (A)

es exacta y descompone.

111.4, Consideraciones finales

En el andlisis de la descomposicidn de la sucesidén exacta
~ 2
V(G,A)>———>H (G,A) —»T(A)

he estudiado, como primera aproximacidn, cuédndo iV(G,A) es
unvsubgrﬁpo puro de HZ(G,A); Una de las condiciones suficién-
tes pafé,ello era que el funtor T fuera exacto por la izquier-
da sobre todos los grupos abelianos o sobre los grupos abelianos
‘sin Z-fnr§ién (teorema de Hilton—Deleénu)‘ He hecho observar
que esto no es cierto para cualquier variedad de exponente cero.
.‘Un’ptﬁblema interesante a este respecto es estudiar para qué va-
ribdédes v el funtor T es exacto por la izquierda, o bien
(lo que "casi" es éﬁuivalénte), cudndo T es un funtor
Hom{J, =) péta un cierto J cociente de nuestro ‘I. Por ejem-
plo, péré;‘yfs AQ;' T es,-piaciSamahta, Hom(HZG,f) con
.%;§V§‘j;‘ Péracéiprdbabléiqué para \ = ﬁb este resultado pue-
%géhiaiiaiﬁiéfe;; bgiu, hasta ai momento, la cuestidén sigué
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Un grupo abeliano se llama inyectivo puro (o algebraica-
mente compacto) si, para todo monomorfismo A>3 —B con’

j(A)  puro en B, todo homomorfismo A -—3G puede extenderse

L%
\
\
A
\
s

A $— B

a B

- o " 2 ~
En los casos en que 1iV(G,A) es puro en H (G,A), si V(G,A)

es, ademds, inyectivo puro, la sucesién exacta

¥(6,A)—s H2(6,A) —mT(A)

descompone.

VériQS'Criteribs permiten determinar si V(G,A) es inyec-
tivo puro:

a) G(G,A), es inyectivo puro si y'sélo si es sumando di-
recto'da‘un'pruducto directo de grgposvcociclicos (Fuchs (2)).
Los grupos coc{clicos son los grupos Z(pk) con p primo y
k =1,2,... 0 0.

\b) 54 Q(G,A) es libre de torsidn, entances es inyectivo
pufc.si y 86lo si es de coforsi&n.

‘Un grupo abelianc C se dice de cotorsién si y sbélo si
Ext(Q,C) = 0. En la variedad de los grupos abelianos Ab
G(E;A)‘n Ext(G,A) es siaﬁpre de cotorsién. Un problema inte-
 resante es esfﬁdiar en qué variedades V(G,A) es de cotorsién

{parsce natural esperarlo para V = ﬂc)' En estas variedades,
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esAdecir, cuando' V(G,A) es de cotorsidn, puede utilizarse el
siguiente criterio:

hg(G,A) es inyectivo puro si y sélo si su primer subgrupo de
im () n U(G,A) es divisible".

En‘particular, para la variedad Ab, el primer subgrupo
de Ulﬁ,de V(G,A) = E#£(G,A) es, precisamanté, el‘subgrupo
Pext(G,A) de las extensiones puras de G por A (Nunke (12),
es<decir, de las extensiones

A ye Byg

donde A es un subgrupo puro de. E.

‘El concepto de pureza esté definido, dnicamente, para sub-
.grupqs‘de grupos abelianos, y, porlfanto, no puede hablarse de
extensiones puras sino dentro de la variedad Ab. Sin embargo,
una guheralizacién al caso de variedades nilpotentes Nc no
p:esenta'dificultades formales serias. El hecho de que las

extensiones puras en ﬂt coincidan con el primer subgrupo de

Ulm de G(G,A) no parece trivial.
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