
�������� ���	
��� �� 
���	���

����������� ������	���

����� ������	
	��� 
�

����� ���	�
��� 
�
��

�����
� ����	�
������������

������ �������� ��� ��� �� ������������ ���� ��	� ���!�����

��"��	���	 �! #����
 �����$ ��� 
���%�� �	����

&�������	�	 ��
�	' �� � �� 
�	�
%�$� (&�
)


��	�� �� ��
*�� �� ��
� ��%�� � ���� �� 
�	�
%�$� (
��
)

�����
� ��%�+���"��	� �%" ���

,-th �������� .--/



��



����� ����	�� 
�� �
�����	 ��	 ���� �	� �������� 
�� 	� ���� ���

� 
�� ������� � 
� ���
�	�� � � ��	����

���



��



��������

���� ������	
	��� �� ����	�� 	� 	�� 
�

���� �� �
������ 
	 	�� ������

 

��� �� ��
	��
�	���


��
	������ ��������
	����� ����� ���
��� 
 ��� ���� �� 	�
��	���

 	���������� �������� 	��

������ �� ���

�	�������

�	� �� 
�� �������� ���	����	��� �
� ���� ��	������
� �	����� �� �	���

��
�� ���� 
� ��������� ��  ���

  �������� !������ ��������� ���


� 
�� 
	 ��	���"��� 	��

	�	

 �������
���� ��	 ���� ��
	��
� ����� ���� ��	� �

�� 	�� ����


 ��	���"
	��� ����	 ��	

������
��
� �� 	�� ���	 	���� 	� ��� #�� ���	
��� �� ����
��� ���	���� 	�� ���� ��	� 
 �
� ��
���


�����	��� ����	 ��$�� 	�� ������������ ���� 	�� ��
��	��� ������ �
��� �� 	�� ���	
�	
�����

��
���
 ��

�	� �
�� �� 
 ���	�

�"�� ��	�	�� !� 	��� ������ 	�� ����
�� �
� ���� ��$����	

�������	����% 
�	���
 ����������� ����� 


��
	���� ��	 


��
	���� 
�� ������
	��� �� ��
��

�������	� & '()* ��	� ��
	��
� ����
������ &+#'(*�

,����� 	�� 	������

 ���	��	� 	�� 

����
�� ����� 	��� ������	
	��� �� ���	
���� �� ���������

�� ��	
�
� !� ����� 	� ��	 	�� �
��� ��� 	�� ��

����� ���-� 
 ������ �� ���
��
�	 
�� ��
	��
�


����� ��
���
� �� ������	��� ����� ������ ���� 
� 	�� ����	��� ��

�	� 
���� 	��� 
�� ��	����	���

��� 	�� ����
�����	 �� ��
	��
�	���
 	���������� (�������� ���	� �
��� ������� ����� 
		
���

	�� �
�
��	� ������ �� 	�� ���
��
�	 ��
���
� ��


 �� ��	 �� ���	��	� ����� �	 �� ����
��� 	� �	���

	�
��	���

 ������� �� 
 ��

����� ��
�	��� ����� 	�� 

	���
	���� ��� 	�� 	�
����	 ���������� 
��

���������� 
�	�� ����� 	�� ������
��� ����
�� �� 
��������� ����
��
� �������� �� ��� ��
	��
�


�	���
� ����	 
$��	 	�� ������
���� +��� 
 ��
	��
�	���
 �	�
	��� �� ������� ����� 
�� ��	




��
	��� �
� �� ���� �� ����� 	� 
�
�	 	�� ���	�� 	� 	�� ���	
�	
����� ��
���
 �����	����


�� ��	
�� 
 ���� �
��� #��


�� 
� �������� �� �
������ �� ������ �
����� ���� ������ ���	��
��

��
��	��� 	� 	�� .��� ����� 
� 
 ��
���� �� 	�� ������ �� �����

�	� �� 
 �������� 


��
	����

��� 	������

 ���	����	��� �� 	�� 
�	��� �	
�	� ��	� 	�� 
�

���� �� �
������ ������	�� ��	 ��
�

��� 	�
����	 ����������� ��	 

�� ��� 	�� ����� ����� 	�
	 ��������	� 	�� ������
	��� �	�
	���

��	���� 	�� 	�
����		�� 
�� 	�� ��������� ���  /0 
�

���� ��� "��� �������� ���	� �
���� 
��

	�� ������
	��� ������� �� �
��� �� ���	��
�� 	������ 
�� �
���


� ������	� �� 	�� �����	
	��� ��

	�� ��
� 
�� 	�� �
��
��� �� �
�� ������� !�	����	���
�� 
 ������ ��
� �������
��� �����


	 	�� ������� �� 
 ������ �
��
��� �� 	�� �������� 


��
	���� 1����
� �� 	���� 
�	���



��
� 	���������� 	�� �
������ �� ���
���	� �	 �� �
�� ���
���	 
�	���
��� �� 	�� ��
��	��� �� 


�



��������

����� 


��
	��� 	�������� ��	� 
 "��� ������� ��
��������� ��� 	�
��	���

 ��2��	��� ����	����


�
�

�
� �� 	�� 
�	��
	��� 
�� ���� ����
��� �� 	���� �� �
������� ���. ��	 ��
� 	�� ��
� �� ���

�

�� 
�� 
�

�"��� ��	 

�� 	�� ������� 
�� 	�� �
������ !	 �
� �� �	
	�� 	�
	 ��	���"���

	�� �
��

 �������
��� �� 
 ��

 &���. 
 ������� ��� ,�0 �� �
����� ��� �
	� 	���������*

����� 
	 	�� ������� �� 
� ������ ���	����	��� �� 	�� ��������� 
���� 	�� ������ +� 	�� �	���

�
��� �
����� 	��������� 	��� 	� ���	����	� 	�� ��������� ���� ���


� 
	 	�� ������� �� 
������

�� �
��

 �������
����

(�������� 	�� �
���	�����	�� ����� 


��
	��� �� ����
��� 	� 	�
��	���

 	���������� 
�� �	 ��

����� 	�
	 	�� ��������
� �	�
�	� ����	��� �� 	��� ���	��	 ���
�� 
� ��
����	
�
� ,�0� ����������

	�� ��	���"��� ���	����� ��


 �� �
����

� ������ 	� 
���� �������
�
� ����
	��� �������������

)��	��� ��	����	��� ����
�� �� 	�� 
�������� ���	��
� 	�
	 ��� 	�� ��
��	��� �� 
 �����	 �� ����� 	�
	


�� ������
�� ��� 	�
���������� 3��


�� 	��� ��
��	��� ��


 �� ���� ���
��� 	�� 4� ����������	�

�� 	�� ��������
	����� ���. �� 	���� �� ��

� �� ����� �
	�� ������	 


 	�� ����� ���� ����� �������

) ��� 

����	�� �� �������� 	�
	 �


���� ��	���� 	�� 	�
��	���

 	��������� �� 	�� ��	�����

�� 	�� �
������ 
���� 	�� ������� ����� 


��
	��� 
�� 	�� ���

 �
	� 
�� ,�0 �������

)�	�� 	�
	� 	�� �
������ 
�

���� �� ������	�� ��� 	�� ��	���� ��	 


��
	���� #���	� 	��

	�
��	���

 
����
�� �� 	�� �
����"
	��� �� 	�� ��� �
	� �� ������� 	� 	�� �
����"
	��� ��

	�� ������� �
	� 	��������� ����� �
	��
	�
� 
������ 
� ���

 ������ �� ��	� ��� 


 	�� ������

)�
��� 	�� ���	�

�"�� ���	��

�� ��


 �


��� ��	���� 	�� �
��

 �������
��� 
�� 	�� ��������



������ /����	��
���� 
� 

����	�� �� ��������� ����� ���
�� 
� ��	������
	� ���
���� 
���� 	��

�	��� 	�
��	���

 �������� ����� 
� ��	������ �� ����
���� �� ����� 	� ������� 	�� ��
	�



�������	� ��	� ��������� �������	�� 	�
	 ���  '()�+#'( ���	��� 
�� 
�

�"�� 
�� 	�� ���	�





����	��� ���  '() 
�� ��	����� ��� ���� 
 �
���  ���� 	�� ��2��	��� ����	���� 
�� /5�����
�	�


�� ���� �
�� 	� ��
�� ���� ��	� �����
	� ������ �� ����� 
�� 
�	���
�� �����

 �����	��



��
�	���� 
�� ��	��
	��� (�������� ��
�	��

 ������ ���� 
� ����

��� �� 
 �����	��� �� ����
���	�


�� �
��� ���� 
 �
�
� ����������� ����	 �� �����

��� ��

 ����
����� �� 	�
	 	�� ������� �� 
 ��
	��
�	���
 ��
	������ ����
��� ���	��� 
�� ��	

�	�
���	����
��� ����� 	���� ����	 �����

 	�
����$�� 
���� �	����% �������
��� ��. ����
���	��

�
��

 �������
��� ��. ��������

 ������ 
�� �������
��� ��. ����

���� ��� �
	��
	� ���
����

�� 	�� ���	�� ����
� ������� �� 	�� ������ �
�� �� 	�� �
���
�	������ ����� �� ��	 	����

�

(�������� 	����� ���
� ��	 ���� ���� ����
��
	�� �� 	�� ������ 

���� �� 	�� ���	���
 �	
�- ����

	
-�� ��	� 
�����	� ����� ����
� �� ���2��	 �� ���	��� ���-�

��



�����

)����	
 	��� �� �����
 
 
6
�7
��� �� 

 2��	8��
 
 

 �
�
 �8���
 �� ��	���� �� �������
����� 
��

�9
	��
�� 
�	���� � �������� ���
���� ���
 ��� ���
��
 �� ��� ���	 �� ���	
 ����� ����
����

	�
������

�� (

��
	 
��:� �
 ��
� �6����	
	 � ������

	
	 �� 

 ���	������; �� �������� �
 ��	
	

��	���
	 �� ��������	
	 �� 

	��� �
��� ��� �������
 � <�=�����  ���

�� �� �
 ����� �
 ���������

	�������� 
 ��	���"
� 
�� ����	
����� �
��

�� ���: ��
� �� �
 �9
	��
�� ���
��� �� �����
� 
���




��	���	"
��; �� >� ������7��
���	 

 ��

�� ����;� �� ���	���� �:��
�� ��� �����
�� 
6���
�� 
��

���� �

�� ���������� �� �
�

 ��	 �
	�� 
�� ������?=����� �6�� ���	��

��� ���	�

 ��� �
�� 
��

����� ��������� �� 

 ��

�� ��

�	
	 ���	
�	7��
 ��
 �
�

� �� 
����	 ���	�	� �
 ����
��
 �6���
�


��� �� ��
	�� �������	���� �������	�% �������
���	 �6
�	����� 
�����
��; �� ��	=���
� 
�����
��;

�� ��	�� � ������
��; �� �������	
	 �� ���
� & '()* 
�� �9
	��
�� ������	
����� &+#'(*�

)�
�� ��
 ���	����	 	=����� �� ������� �� ��	


 
6��	��� �� �6���
��
 
����	
 	���� 5��

	

 �� ���
� 
�� �
��� ��
 	���


 ���	������ �� �����	�� �
� 	��	� �
�
�	��8�	��� ��
� �
�

�

����	���� � �6
��>� �9
	��
�� 2
 ��� 	���� ��� 

 ��

�	
	 ����	��	 ��	�� �

� �;� ��	�����
�	�

��
 �������
��
���	 �� 	=������� ��
	��
�	��
� ) �>�� 

 ������
��; 	
��� ���
� �6�
 �� ���
�

�� ���	��	� ���
	 ��� 
���������� 

 �
�
��	
	 ��
 �
�

 ����	���� � �� ����
�
 
�� ��������

�>� 	�
������

� �� �� �
�8	�
 ���	������ '����>�� �� �����	����� 
�� 

	���
	���� ��������
�� 



	�
�������� 
��8 ��� �
 ����
��
 �� 
6
�����
��; �� ��������� �� 
6
�	�� �� ������	�
 �� �����

��� 
�� �9
	��
�� 
�	���� �
� �� 
���	��� 3� ��� �6�
 ��
������
	 ��
 	=����
 ��
	��
�	��
� �6�


�� ��� 

 ���	������; �� ��	=���
 � �� ��	� ��� 	

 �6
�
�	
���� 
 
�� ���������� ���	
�	7���� ��


�
�

 � ��	������� �� ��
� ��
��� #��

���	� 	
��> �� �
 ��
 ������; �� 

 2��	8��
� 
�
�	 ���

�� 

 ��
����; �� �
�	���� ��� 
 
68���� �� .��� ��� ��
 �����
 ��
 ��
� �� ������

	
	 �6��



�����
��; �� ���������

@
 ���	������; 	=����
 �� 
6
�	�� ��� 
 	

 �����A
 
�� 
6
�7
��� �� 

 2��	8��
 �� ���>� ��


�������
���	 

 	�
��������� ���: 	
��> ��
 
8��	 �������� ��� ��������	
 

 	=����
 ������
	��


��	�� �
 	�
�������� � �
 �����	��� @6
�7
��� ��  /0 ��
 ���A
��� �� "����� �
 	
��� ���
� �


6��	�
	=��
 ������
	��
 ��	�� 	�
�������� � �����	�� ��	7 �
�
�
 �� 

 	����
 �� �
�	����� �

������	��� �7���
���	 
 �

��

� 

 ��	2
 � 

 �
��7���
 �� �
�
 ������
� �� ��� ��� ��
 ��	2


�������� �� ���
�
 ��� ��
 �
2�� �
��7���
 �� 
6
�����
��; �� ��������� )��8 ��� 
 
����	��

���



�
���

	=������� �6
�	����� 

 2��	8��
 �� >� ���
8��	
� �� �
 	�	

���	 ���
8��	
 �� 

 	��
 �6��
 	=����


�� ���	������; �� ��	=���
 
�� �� �������
��� ���A
��� �� "����� @

����� 
�� �������� ��2��	��

	�
������

� 
 

 
�	��
	��
 �� ����
��� �� 	����� �� 2��	8��
� 
��: >� �� 	����� ��
 �7��� � �


�8���� 
 �>� �� 

 ��	2
 � 

 ���
� )��8 �� ��	 ����� ��� ��	���	"
� 
�� ����	
����� �
��

�

�6��
 ��
·

 &����. 	=������� �� �8���
 ���
 �� ,�0 � �7���
 ���
 �� ���
* ���
��
 ��


���	������; �>� ������

 ��
� �������� ��	�� �
� ���
���� 5�� ��
 

	�
 �
��
� 
�� 	=������� �
��

��� 	�������� 
 ��� ��
 ���	������; ��
� �������� �>� �
��	7��
 ��	�� �
� ���
���� 

���
 ���

������ �� ����	
����� �
��

��

) �>�� 
6
�����
��; �� ��	=���
 �
�
�
 �� 	����
 �� 2��� �� ����
�
 
 
�� 	=�������

	�
������

�� � �� ���	�
 ��� 

 �����; �6�	�
�	
	 7��
�
���	 �	�
�	"
�
 �� 
����	 ���	��	 	>

��
 	
�
 �6����� ��
����	
�
�� @

����� 

 �����; 
 ��	���	"
� �6�
 �� 	��
� �� ����
 
���
�
�

��� 	

 �6���	
� ������
�� ������?=����� ������	2
�
��� 3� 

	�� ����
��
 ��	�����
�	 >� �
 ���	��


�6
������;� >� 
 ���� 

 ��
����; �6�� ������2��	 �6���
��� ��� �
� �� ��� �����	� ����
	7��
���	�

/���

���	� �
 ���	��
 �6
������; >� ������
�� ��� ����
�� �
� ����������	� �� 
�� �������
������

�� 	����� �� ��	
�� � 	
�
 �6������ ��	�� �6

	���� �� ������
 �� ��� 

����	�� ��� ��	7 ��	�� ���

�� 
�� 	=������� 	�
������

� 
 
6��� �� 

 2��	8��
� 
6
�����
��; �������� �� ��	=���
 � 
6������


��� �;�
 ���

 ���
 � ,�0 
 	�	� �
� ���
����

'����>� �6
��:� 
6
�7
��� �� 

 2��	8��
 �� �
 ��� 
6
�����
��; �� ��	�� 5������ �
 ���	 �� ���	


	�
������

 �� 

 �
����	"
��; �� 

 ���
 �� ���
� �� ���	�
���
 
 

 �
����	"
��; �� 

 �8���


���
� ��� ��

���	 
�����
 
 	�	� �
 ���
��� �� �9���� ���

 �� ��	�� 3� 

	�� ���� �
 ���	��

���

���	�

 �
 �� �


���2
� 
�� �������	
	� ��������

� 
�� 
�� ����	
����� �
��

�� (

��
	 
��:� ��

������
 �� 

����	�� ��� 	> �� ������	
���	 ��	����� ��	�� �
� �������� 	�
������

�� ) �>��

�6��	����� ��
 ��	����; ��� 	

 �� ������
� 

 �������	
	 �� ���
� 
�� 

 ����?����

� ��� 	
�	�

�6
�

�	"�� ���	����  '()�+#'(� ��
� ��

� �6��	���� �
� 

����	��� �����

���	 �������
	�

���  '()� <�� ��� 
�� �������� ��2��	�� �;� /5�����
�	�� � ��
	 ���8��
� �� ����
��� ��� �

	�	 
�� �� ������ �����
	 �6���
��� � 
�	����� 
�� ��
������ ���:�	���� �;� �

�
���	 �����

�
����
	��� ) �>�� 	���� ��7�	��� ��� 

 ����

�	"
��; � 

 �������; �� ����
���	
	 �;� 	�
�	
	�

��� �6�� �

� ���	 �� ���	
 �6���������
�

@
 ����
���; ��

 >� ��� 
�� ��������� �� �;� 	����

� �� ���	���� �:��
� ��
	��
�	��


��
	�����
��� �����= ����	����� �
�	
�	� ������������ ��	�� �6

	���% ����	
����������
���	
	�

����	
����� �
��

���������	
	� ��������

�� � ����	
����������

�	"
��;� �
 ������	
���	 ��



��
 ���	��
 ���=� ���	
���	 ��
 ������� ��	 ��
 �
����
�	� ���
 ��� �� >� �7��
� ) �>�� 
�� 	����

�� ����
��
���� ���
�
 �>� �� �� 	��������� �� ����	� 
�� �
��� ��������� �� 

 ��

 �� ���	���
��

���: 
��: ����
 2
 �
�	 ��
 	���


 ��	���

����



������	���������

�� ������ 
��
� ���� ������
� �� �
��� 
��
��������	� 
 �� �����	��
 �� 	����� )�
 !� 5>��"

/���
� ��� �� ���	���� 
���� � ��	��
��;� ��� 
8��	��� ��� 
�� ��

�� �� �� �
��8
 

��
�� 


��	� ����
	
�� ��

� B

��� ���������	� ��� �����	
���� ��� �
� 

��
�� 
 ���� ����	� ��

���� �9��
� �� ���
� 
 ����� ��������
�
�� 0�

���	�� )�
� �
 ���� �� �

��� 	�
�
2
� 
 	�



�� ���
�	� ��	� 	������ � �� �;
� ��	�� ��
�" ��� 	� �

��
� 	>����
� ���� 	
���>�� � ���

������

���	�� ��� ���� ���� �� 

 ���	
 ���	
���
� �� �
 	�
	� ������

� ������ ��� 	9 	
���>�

�
�
� ������	
�� �� ��	� ��������

/� ����� ���	���
� ��� �����
� 

 <��<�� ��� �� 
����; �
�
 
�
�
� 

 	���� ���	��

�

@
� ��
��
� �� ������� �� ������ 
��
� 

 �����	�� (����
 C���
 @
���
� � 

 ��������	�� <
�
��

)�	;�� ��� ���	
� ������� �� �������
� ��
������ � �
��� 	����� ������� 

 ����	
 
����	


�
�
 ��

����� ���
�  �� 5
	����
� )����
� �� 

 <
��� 	��� ������
 ���� ����� �D� ����
��
���

)��
E	� >� �

�� �� ��	�� 
 	�	��� ��
 <��<� ���: �� ������

 

 F���� (�� 

 F���� <�� 
 



(
�	
� 

 (
�� 0�� 
 

 5
	����
 B�� � 

 F����� �
��> 

 F����  � � 

 0
?
� G ��> ������ 
��

�8
� ������
� ���� ����� �D� 
�������� ��� ��� ����
H���� �� ����
���� (����
� 0��
���� F��>

� ���� (�� � ��� �
 ���	� �� ���������� �������	��

�� #�
������� 5
��
� � @���� .�
��
� 	
���>�


 
�� ��
��
� �� ������	���  	���
�� (:���
� <����	�
�� � ,
����

4������
 	
���>� 
��
����� 
 ��� ������
� ���� ��� ���"D� �

�� �
���
�� 	����� ��
� �
�	� ��

����� �� ��� ��	
 	���� �� �
�
 �����	�� #���
� (
���>� �  ��
�	�7  


��	� )
 #���
�� �� ���>�

��� ��������
 
 ��
������� � 
 5
�8�� ���; 	
��> �����= ���
�	 
���

 ��� �� /������� ��


IJJJ� ��
� �	 �
�� ������	
� �� �� �
��
 �������
�	
	� �� �
��
� ���
� 	� �� �
� ������� 
 
6)�
�

! 

  ��
�	�7� ���
�	 
�� 	���� �

���� �� ���	��
	 �
�� �����A
� 
 ��	�����
���� ��
� 	���� ��

2��	8��
� �
��>� 
�:���
���	� ��	�� 
��
E	 

� ���� ���������� �6�������
� � 

  ��; )
�
�
�

��� 

����� ��������� ��
	 ����	8������ 
��8 ��� 
 
6)
���	  �	27�

F� ���� ��������� 
���� 	��	 
� ����� , �@ 7 (�	���

 @
��� ��� ���	 ��� ��=����� ��
��

�
�� 

 ���������� F� ���� 	�=� ������� �6
���� 	�
�
�

> 
��� 
� ����  �� �	 (
��� F� �� ����

�
� �6���
��� �� ���� 7 ��� 26
� 	����> �
�� ���
���� ������ ,��
�-�� �K��	� ��� ���� 
��� ���

����� �������	��
� �	� ���� 
	���	��� ��


���� �� ��� ���� 	�� �� ��� �	�	�	� �
�������� ����� ��	��

������ ������

��



�������
	�
�
���

#�
�- ����
�� ��� ������- #���� ��� ,���� ��
��������

3� 
��
��������	� ��� ������

 �
 	
���>� �
�
 ���� 5�� ����� ��� ����
���	

 �� 
��

�������� �
��� ��
 ���	��
��� ��� ��� �����2�� � 
����� )�������� 	
����� �� ����� �
���
�

�� �	��� ����
H���� �� ���
��� �
 ���	�� L
��� � ������	���	 �� ��� ����
���� 

 ����� '
��� F�

���� 
���� ��������� <����	���� 5
	���-� �	 @
����	 �� @��! ���� 

 	�=� ��	�����
�	 ��


���
	����

#��

���	�� 
��
��"�� 

 ��

���
��;� ��
 5�2�
� � ��
 <
�
�� B�
�


 �� @
  


�� 
�8 ���� 
 ���

����
	�� ������	��	
� ����� !��
�
� <
�
��� � ������	����	� F
�����

.�
��
� 	
���>� 
 	��
 

 ���	� �� 

 35<� �� ������

 
 
�� ����
H���� �� ����
���� �


'M�NNO� � ��
 
���� NNP� )���D�� �� �� ����� �
���
� �� 
�� ����
��	�� ����
H���� �� ��
2�

<
�
�� � ����� 
�8 ���� �� �� ���
�� 	
 �
��� (
����
� � @���� ! ��	7 �

�� F��
  �
>� ����� ���

��	
� ������ 


7� ��
�	� 
��� 2
� �
 ��� ��� �
���
	 ����� ����
� �� ��� ���

	����

'��� �
� ��
��
� 	
���>� 
 	��
� 

� ������
� ��� �
� ��	
�� ���
�	� 

 	���� �� 

�9� ����

�����	D������ � ��� 	���� �>��	�� 5��� 
 ��� ��� ��
��� ���� ��� 

������ ���� �
�	� �� 

�

�D���
� ��� ������� )
 ,����	� 

 B��
���� 
 

  ��� 
 

 (
�	
 @�� � 
 

 ���	
 �� ���	 ��


5���
���	� ) 

 ���	 �� 5
��� � ��
�������� 

� ����
��� �� �
����
 
 

 35<� 
 
�� �
�
��� ��

 
�
��

� 
 

 ����
 ��
 <
�
�

��
�� 
 
�� ����
�	�� �� 

  ��� �� B�

���
�


�� 
 

 ���	� ��


5!�� ) 
�� ������ 
����� �����
��� �� 

 ���������
�� ���� 
 ��� 

 ���
 �
�
 ��� ��� ��
���

����� �� ������% ���� F����� �>�	��� (
�� )
��
� L
�� ���"���� L
�� ����� B8�	��� Q��
�� (���

.���� #�
�-� � 

 �
�D 5���;�� @
 ���
 ����� �
� 
���� ������
 �
 ���	�	� ! 
 

 #
���� � 
 



(
����
� � 

 L
�� 5>��"� �� �����
����� � 
 

 �
 ���	��
 (
�	
 0
�
������ ���	� ����

 	�����

�� �� ���
� �����
���
	 ��	7 

 ���	 �� 

 ��


 ��  
�
��

� 	�	�� ���: �� ������

 �
 (
��� �


<
�
��� 
6+���
� 
6)
���	� �
 F��9�� �
 L
��� �
 F���� <
�

	� �
 0����� �
 Q��
�� �
 B�

��
�� �
 0����

��� � ����	��� 4�
�	� �����	� �����	� �
��
	�� � �
� ��� ������ ��� �
��
�� �� ��	���� 
����� ��

��
���
��� �>� �� �� �����	�� 

 ��� ����	� ! 	
��>� >� �

�� �
 G����� 
���
 �� /�� F������ ���

�
���	 ��
���� ��� ���� ! ���� ���� �
��

G �
 
�
�
�� �������� 
 	��
 

 
�2
�
 �
��
�
� ������� 	8��� 
���
��� ���� �� ������

� ���

	���� ��� �
����� �� ��
� � ���������

 ����
��� � ��� ����
 �� �8� (��	��� 

 ������
 ��

�����
��
 ����� 	�� �6��	���� �� �������

) 	���� ��	��� � 
 

 ���	
 �� ���	 ��� �
 ��	
	 
�� �� ��
 �
�8� �� ��
� 
��
"��

'���� ,
�	�
��>

�



��������

���� �� ���	
�� �


���� �� ������ �
��

��
����� ���

�������� �����

������
 � �� ���
�� ��� �����
�	�� �

N�N ) ������ �� ���
��
�	 ��
���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R

N�N�N #��� ����
������ (!(+ 	� ��
	������ (!(+ � � � � � � � � � � � � � � � � R

N�N�I +� ���
��
�	 
�� ��
	��
� 
����� ��
���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � M

N�N�S ,���� ������	� �� ���������
� 
���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � T

N�I (�
	��
�	���
 	�
����	 ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJ

N�I�N ) ��
�	��

 ������ �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJ

N�I�I +� ��	��

 	�
����	 ��
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NN

N�I�S U��� #������ 	��������� 
�� ��

	�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � NR

N�I�R <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NV

N�I�M ��	������� 	� (!(+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NT

N�S (�
	������ ������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NT

N�S�N +����	����	�� ��������
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJ

N�S�I  �����
��� �� 	�� ��
�������� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � II

N�S�S <�����
	��� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IR

N�S�R ,���� ������	� �� '@< 
����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IV

N�R 5���� 
�� ��	 


��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IV

N�R�N 5���� 


��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IP

N�R�I .
���	�����	�� ����� ���	��
 ��� <'() � � � � � � � � � � � � � � � � � � IP

N�R�S ,�	 


��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SJ

N�M ��� �����
��% 
� ������	 ��	� �
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SS

��



����
���

N�M�N #
������ �����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SS

N�M�I #
������ ������ 
	 	�� ������

 

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SV

N�M�S #��� 
� ����� �� �
������ 	� ���	��
�� ��
��	��� � � � � � � � � � � � � � � � SP

N�M�R ��� .��� ����� 
� 
 ��
���� �� �����

�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � SO

N�V +������� �� 	�� ������	
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�N <�
�	�� I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�I <�
�	�� S � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�S <�
�	�� R � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RN

N�V�R <�
�	�� M � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RI

N�V�M +	��� ���
��
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RI

������
 � ���
���� �� �	��� ������� �
�������� !"

I�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RV

I�I 5���
�� �	
	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RO

I�I�N <�����
	��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RT

I�I�I ��
����	���
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RT

I�S #
������ 
�

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MI

I�S�N <�����
	��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MS

I�S�I U��� #������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MR

I�S�S '��	� 5
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MR

I�R 0���
	� 
�� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MV

I�M <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MT

������
 # $�%�
 ���������� ��� ��������� ����
�� &�

S�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VI

S�I 5���� 


��
	��� 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VR

S�I�N 3������ 5���� )

��
	��� &35)* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VM

S�I�I ���

 0
	� 
�� ,�0 &�0,* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VV

S�I�S (
�����  �� 0
	� &( 0* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VP

S�I�R (������  �� ,�0 &( ,* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VT

S�I�M  ���

	��� ����
	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PN

S�S ��� �
�� �


���% 	�� ���

 5�����	���

  /0 &�5 * � � � � � � � � � � � � � � � � PM

S�S�N #
������ 
�

���� �� 	�� 35)� 	�� �0,� 
�� 	�� �5 � � � � � � � � � � � � PV

S�R ) ����
����� �� 	�� ���	 	�������� ��� �
�� ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�R�N (
�����  �� �� 3	�
�	��� &( 3* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�R�I  ���

	��� ����
	� 
�� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OI

S�M )�������� ���	��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OM

���



S�M�N ��� 
���	��� ��  /0 ����	�
��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OP

S�V <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TJ

������
 ! '������ ��� ���������� (�

R�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TN

R�I  �
	�

 ��	 


��
	��� �	�
	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TS

R�I�N (
����"
	��� �� 	��  �� �� 0
	�� &( 0* � � � � � � � � � � � � � � � � � � TM

R�I�I (
����"
	��� �� 	�� (������ 0
	� &((0* � � � � � � � � � � � � � � � � � TP

R�I�S (������ ((0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TT

R�I�R  ���

	��� ����
	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TT

R�S <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJR

������
 " $
������� ��� ������� ��
 � �	��� ������� �
������� )�*+ �,-

M�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJO

M�I 5���
�� �	
	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJT

M�S  �
������������ ��
	������ ������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�N /5�����
�	����� �� 	�� ��2��	��� ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�I +� 	�� ��	���� ���� �
��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�S ���
��� 
 ����
� ���� �
��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNS

M�S�R )  ���
� ��	 �W����	 ���� �
��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNS

M�R  �
������������ ����� 
�� ��	 


��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNV

M�R�N (�
	��
�	���
 (�
	��<
����� (
�����  �� 0
	� &(( 0* � � � � � � � � NNV

M�R�I 5���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNO

M�R�S 0������� 	�� ����

��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNO

M�M 5������
��� ��

�
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NIJ

M�V <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NIS

������
 & �����	����� ��� �	
���
 %�
� ��"

.������
���� ��(

����



����
���

���



���� �� �������

N�N �������� �� 	
� 	����
 	
�	 ���� �� ������� �� 	
� ���������� �
��	��� � � � � � � � � � I

N�I � 	������ 
�������
�� ���� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R

N�S � 	������ ���	���
�� ���� �� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M

N�R � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� �� �
�� 	
� ��������
 
��� � 
����� ��	����� P

N�M � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� ��� �
�� 	
� ��������
 
��� � 
����� ��	����� O

N�V !
��� �����
	 ����������
 �� 	
� ��	�� (HHH)−1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NR

N�P ��	���� �����
�	� �
. ���	���� ��� 	������" �� � 
�������
�� ���	����	���� 
�
	��� � � � NO

N�O !����	����� ���������
����� 
�
������� �
. 	
���������
����� 
�
�������� � � � � � � � � IN

N�T #��	�
 �� 	
� �����	���
	�� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � II

N�NJ !������ #$��%!$�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IM

N�NN ��
	 ��
���
� ����	���
 ��� &� �� � '�	�	���
 ���� ��	
 	�� ������
� � � � � � � � � � � IT

N�NI (	���	� 
����) *���	� �+����	 ����	���) ��� *���	� ������ �� ����������	 ���� � &�� � � SJ

N�NS !
� �,��������� ����	
 �� 	
� �������� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SM

N�NR ���� �
. �������� ���	 �� ���	����� 
����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SO

N�NM ����
	��	��� ���	 �� 	
� -��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ST

I�N � ����� �� �
�� ����� ��� � ������	� 
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MN

I�I �
���	�	�� ���� �� ������

 ��� 	
� 	
��� ���	����	���� 	��
��,��
� � � � � � � � � � � MV

I�S ���� �
. 
	������ �����	��� ���	 ��	
 ' �� ������ �� ��	����
 ��� ������� ������ ��

�
��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MP

I�R ���� �
. 
	������ �����	��� ���	 ��	
 ' �� ������ �� �
��
 ��� ������� ������ ��

��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MO

I�M ���� �
. 
	������ �����	��� ���	 ��	
 K/Q ��	�� ' �� ��� ������� ������ �� ��	����


.��� �
��
/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MT

S�N ��	��� ���� ��	� �
. #&0 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � � � � � � PI

S�I ��	��� ���� ��0 �
. #&0 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � � � � � � PI

S�S ��	��� ���� ��	� �
. 	
� ����� ���	��� �� 	
� 
	������ �����	��� ��� 	
� ����� ������	���

	��
��,��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PS

��



�
�� �� �
���
�

S�R ��	��� ���� ��0 �
. 	
� ����� ���	��� �� 	
� 
	������ �����	��� ��� 	
� �����

������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PR

S�M 1�����

 �����
 ��� 	
� ����

��� ���	��� ���
���
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�V ���� �	���	� ��� �
�� ��� 	
� ��	���� 	��
��,��
 ��� ���
 ��	���� � � � � � � � � � � � � OS

S�P ���� ��0 ��� �
�� ��� 	
� ��	���� 	��
��,��
 ��� ���
 ��	���� � � � � � � � � � � � � OR

S�O ���� 
�� ��	� �
. ������ �� �
��
 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � � OV

S�T ���� 
�� ��0 �
. ������ �� �
��
 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � OP

S�NJ ���� ������ �� 
����� �
��
 �
. 	
� #&0 ��,�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � OT

R�N !
� �"��	
 �� � 2��� 1������ ����������� �� 	
� �
�����
 ����
� � � � � � � � � � � � � TS

R�I � ����� �� � 	
����
	�� ��������� ��� � �� ���� ��	���3�	���� � � � � � � � � � � � � � TP

R�S � ����� �� � �����3�	��� ��� 	
� ��	 ������	��� 
	��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � NJJ

R�R !
����
��	 ��� 
��	 ��������� �� 	
� �
�
���� ����� �
. 	
� #&0� � � � � � � � � � � � � NJI

R�M ���� �
. 
	������ �����	��� ���	 ��� 	
� ��	 ������	��� 	��
��,��
� � � � � � � � � � � � NJS

R�V !
����
��	 ��������� �� 	
� �
�
���� ����� �
. 	
� ������ �� ��	��� �
��
 ��� 	
� ��	

������	��� 
	��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJR

M�N ����� ������� �� 	
� ���	���
�� ���	����	���� �1$� 
�
	��� � � � � � � � � � � � � � NNJ

M�I !
����
��	 �
. #&0 ��� 	
� �
�� ���
	����� 
�
���
 ��	
 ��#0 
��	��� ��	 ������	���� � NIJ

M�S �������
�� �� 	
� #$����1$� ��	 ������	��� 
	��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � NIN

M�R !
����
��	 �
. #&0 ��� 	
� �1$��#$�� ��	 ������	��� 
	��	����
 �� � ���� �����
	��

��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NII

M�M *���� �������	��� �� 	
� 
��������� ���
	����� ��� 	
� ��
�� �� 	
� 
����� ������	 ��	


�#0 
��	��� ��	 ������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NII

���



���� �� ���	��

I�N ���� ��� 
	������ �����	��� �� 	
� #&0 ��� 	
� �������� 
�
���
� � � � � � � � � � � MM

S�N #��	��� ��	��'����� ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VT

S�I �� ���3�	��� �� 	
� #�� �� (	���	��
 .�#(/ ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � OI

S�S #��	��� ����

��� ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OO

R�N �� ���3�	��� �� 	
� #�� �� 0�	�
 .�#0/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TV

R�I �� ���� ������� 0�	� .��0/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TO

R�S (������ *���� ������	��� ��	
 ��0 ���
	����	
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJN

M�N (
�� ���
	����� ��
�� �� 	
� 
����� ������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNM

M�I #��������,����� ��	 ������	���4 ��#0 ��� ���0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNP

����



�
�� �� ����
�

�����



�����
��

�*'� )�����	��� '���	

  ��������� @���

�$ )����� 5���	

�/0 )�	��
	�� 0���
	 ��4���	

�12� )���	��� 1��	� .
����
� /����

.� ,��
��
�	 <�
���


.23 ,��	 .���� 	� 	�� 3���

.��'� ,�

 @
�� @
�����  �
������� 
����	��	���

.' ,
��  	
	���

.32 ,��	 3��� 	� 	�� .����

�*� <���

	��� '����	� #���	���

�*+� <��� '������� (�
	��
� )�����

�'4 <�
���
  	
	� !�����
	���

*�5 '������� #����
�- ���

�"
	���

*�� '
	
 @��- <��	��
 @
���

*+� '�����	� (�
	������

*)� '����	��� �� )����



*$ '��	� 5
���

*$� '��	� 5
��� <�����

*/+ '���	

 0
��� (����

�

*' �*+� '����	  ������� <'()

*'� '���	

  ��������� @���

*6. '���	

 B���� ,��
��
�	���

5$' ���

 5�����	���

  /0

5/. ���

 0
	� 
�� ,�0

���' #���	 <��� #���	  �����

�*+� #�������� '������� (�
	��
� )�����

�� #���	 #�	

��� #
�	 #������ ��
������

���



��������

�'/ #�
��  ������ 0
	�

2$' .����

�"�� 5��������  �
����

2� .
�� ������

7*/ 4�

����6� ���� '
	
 0
	� ���	��

4555 !��	�	�	� �� �
��	���

 
�� �
��	������ ���������

4� !���� �� #
������

4��� !������ ##�

88� X
�����X�������-��

��� @��

 )��
 /�	���-

�07/ @����� 4���� ������ 0
	�

+�� (�
	��
� )����� <�
���


+� �*+� (�
	��<
����� <'()

+4') (�
	��
� !���	  ���
� +�	��	

+4+) (�
	��
� !���	 (�
	��
� +�	��	

+++/ (�
	���
����� (
����"
	��� �� 	�� (������ 0
	�

++/ (
����� (������ 0
	�

++'5 (������ (�
�  ��
��� �����

++'/ (�
	���
����� (
����"
	��� �� 	��  �� 0
	�

+/� (
����� 0
	�� <��������

+'. (������  �� ,�0

+'5 (�
�  ��
��� �����

+'/ (
�����  �� 0
	�

+'3 (
�����  �� �� 3	�
�	���

�5 /
�� ����
������

�$ /�����	�������	�� 5�
�����

�	���

)�*+ +�	�����

 #�������� '������� (�
	��
�����

)�*+� +�	�����

 #�������� '������� (�
	��
� )�����

$5/ 5
�-�	 ����� 0
	�

$� 5�����	���

 #
��

$79 5�����

 @
���

0�+ 4�
��
	��� )��
�	��� (���

	���

/� 0
��� #��������


�� ���	 ��
� ���
��

'��  �
	�

 )�������� <��	��


'*+�  �
�� '������� (�
	��
� )�����

'4�/  ���

 	� !�	��������� 
�� /���� 0
	��

'4/  ���

 	� !�	��������� 0
	��

��



'�/  ���

 	� /���� 0
	��

'6*  ����

� B

�� '��������	���

��$ ��
��������� <��	��
 5��	���


�** ���� '������� '��
��

�*+� ���� '������� (�
	��
� )�����

�7$ ���
����� �
�
����
 5��������

3$� 3������ 5���� )

��
	���

0�' 4�

�	� ��  ������

1��� 1���
��� @)/

:� U��� #������

���



��������

����



��������

a B��	���

A (
	����

[A]i,j �
����	 
	 ��� i	� 
�� ��
��� j	� �� A�

AT ,A∗,AH ��
������� ���2��
	�� 
�� ����
�� ���2��
	� 	�
������ ��

�
	��� A�

‖a‖ /����I �� ���	�� a� 	�
	 ��
√

aHa�

det(A), |A| '�	�����
�	 �� �
	��� A�

tr(A) ��
�� �� 	�� ���
�� �
	��� A�

1k )

�"���� ���	�� ��	 
	 ����	��� k	�� ����� �	 �� ����

diag(a1, . . . , an)  ��
�� �
	��� ��	� ��
���

 �
����	� ����� �� a1, . . . , an�

I !���	�	� �
	���� 
 ��������	 ����	 �����
	� 	�� ����������

λmax, λmin, λk (
������ �������� 
�� k	� ������

��� ������	���
��

C
n×m ��� ��	 �� n×m �
	����� ��	� ����
�� �
���� ��	�����

|a| )���
�	� �

�� �� a�

log(a) /
	��

 
��
��	�� �� a�

logc(a) ,
���� 
��
��	�� �� a�

a+ max(a, 0)�

Ex(c) �����	
	��� �� c ���� 	�� �
���� �
��
�
� x�

σ2
x(c) B
��
��� �� c ���� 	�� �
���� �
��
�
� x�

K  �	�

|K| <
����

�	� �� 	�� ��	 K�
∝ ���

 �� 	� 
 ��

��� �
�	���

∪ 3����

������ ����������	 
�� ����	��


� ���	����	���

∼ '��	����	�� 
�������� 	��

s.t.  ��2��	 	��

(·)∗  �
��	�� �

���

�����



�����
��

����



������� �

�� ������ ��� ����������

���� ������	
	��� �� �������� �� 	�� �����	
�����
	�� 	��� ���������
� 	
�
��� )�������� 	� YNZ� 	��

������

��� ���
������ ���
��� 
�
�	��� 	�� �������� 


��
	��� 	� 	�� ��
���
 �����	����� !� 


������ 	��� �
� 
�

����� 	� 	�� 	�
��	���

 
��
	���
 �����
�� �� 	�� ���
����	
	��� �� ������	��

)
	����� 	�� ������

��� ���
������ �������� 


 	�� 

���� �� 
�� ��������
	���� ���	��� ��

	��� ������	
	��� 	�� �
�� ����� �� 
	 	�� 	�� 
���� 

����� ���. 	�� 5�G 
�� 	�� '@<� 
�� ��

�����

 	�� ��	���"
	��� ���������� 
�� 
�
�	�� ���	
�	
�����
� 	� 	�� ��

�	� �� 	�� 
��-�� ����

	����� �	 ����� �
�
� 	�
	 	�� ������
��� 
	 	�� '@< ����	 �����	 ���� 	�� -���
���� �� 	��

���	
�	
����� ��
���
 �����	���� �	 �� ��	 

�
�� �� ������� 	�
	 
 2���	 ������ ��

 ��	�������

	�
��	���

 

����� 
����
���� YIZ� !	 �� 
����� 	�
	 	�� ����
�� ���������� ������� �� 	�� !�	����	

�� �
��
� ��� 	� 	�� 

����� 
����	��	���� ����� ���� ��	���-� ���� 

����� 
����	��	��

 ������

�

� 
 -�� ��
�� !� 
�� �
��� �� ����
��� ���	��� 	�� -���
���� �� 	�� ��
���
 �
� 
� ���
�	 ��

	�� ����
����� �� 	�� ������ 

���� 
�� ���� �� 	�� 	���� 

���� ���. ���	��� �	�
	����� �� 
�����

��	���-� YSZ� +������
�� 	���� 
�� ����	
�	�

 ��$������� ��	���� ����� 
�� ����
��� ��	���-��

���� 
� 	�� �
��
	��� �� 	�� ��
���
� ��	��� �� 	���� �� �
�	 �
���� �� 
����	��� �
	��
���� �����

����	 ������ 	�� �
�	 	�
	 	�� ������

��� ��	��
�	��� �� �������

 �� ����
���� )�

�����
� ��

������
	��� 	������ 	�� ������

��� ������ ������ 	� 	�� �
�	 	�
	 	�� �
�������� �� 	�� �
�-�	


����

� ��


 �� ���
���� �� 	�� ����
� 
�� �	� ���������� ����� ���� 
 
��� 	��� 
��� ��� YRZ�

)
	����� �	 �� ��	 	�� ����
�� ����� �� 	�� ������	
	���� �� 	�� ���������� �
��� YMZ �������

	����� �� �������� ��	� ������
	��� 	����� �� 
 ()<�

1�	� 
 ��������� �� 	�� �
�	 	�
	 
 ������

��� ������ ���
�	� �� 	�� ������ �� 	�� &����
���*

������
�� 
�� ����	 �� ���
���� �� ������
	����	�����	�� ����
�� �	��� ��
��
�	 	����� ��


 ��

�������� #�� ���	
���� 	�� ����������
���� ��������� �
�� �� ����
��� ��	���-� �
-�� �	 ������
�

	� ���
��� ���� 	�
� 
 ����
� 
�	���
 ��	 ��
� 
	 	�� , �� )5� ��	 

�� 
	 	�� �
		����

��
��� 	�����

�� !������ ��
	��
� 
�	���
� ����
� ���
��� 	�� ���	�� �������
��� YVZ� ��	

	�� 
�����
�
� �
�� ������� �� 	�� 	��� �� ��
���
 -���
���� 	�
	 	�
����		��� 
�� ���������

N



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

Broadcast and Multiple
Access Channels

Transmit Processing
Techniques

Power and Bit
Allocation

Multiuser Scheduling

GAMES

M
U

LT
I-A

N
TE

N
N

A

M
U

LTI
-U

SE
R

SC
H

ED
U

LIN
G

FAIRNESS
ISSUES

#����� N�N% �������� �� 	
� 	����
 	
�	 ���� �� ������� �� 	
�
 ���������� �
��	��� ��	�� � ������ ��


��� �����	��	 �������	����	
����	�� �
���	
) � 
����� �� ����	���� 	���
��	 �����

��� 	��
��,��
 �


����� !
�
 ����
 ��	
 	� 	
� � �����	��� �� 	��
��,��
 ��� ����� ��� ��	 ������	���) �
 ���� �
 ���	���
��


�
������� �	 	
� �
�
���� ������ 1������) ������

 ���
�����	���
 ��� � �������) 
���� 	
�� ����� ��� �
���	


�� 	
� ���� 	
�	 
�
 ���� ����������

�
��� )
	����� ��
	�

 �������	� �� 
 ��������� 	�������� 	� �����
�� 	�� �
�
��	� �� ����
���

��	���-� YPZ� 	�� �
��

 ����
���	� �� �����
��� &
�� 

�� 	�� ���	 �� 	�� �������*� #��	��������

	�� ������� �� ������� ��


 �� �W����	
� ���� ����� �� 	�� ���	�� ��	���"
	��� �� ��	 ������
�

�
��� 	�� ����


 �������
��� ����	 ���� ����
�� ��	� ������	 	� 	�� ��� �� 
 ����
� 
�	���
�

0�������� YOZ �
	���� �����	
�	 ����
	� 
�� ��	��� ��


����� ��� ��
	�

 �������	� �� ����� 	�

������� 4� � ��	��� 	�
	 	�� ��


���� 	��
� 
��� �� ��

�	��� 
��
��
	���� �� ��	����������

��	���-�� )���	���


�� ���������� ����
��� ��	���-�� 	�� ����
��� ��


����� ���	�� �� YTZ 
��%

������
��� ����
����� 	�
	 ��	��
�	 ��

 ��	� �<5 
	 	�� 	�
�����	 

���� ������
��� �� ��
	��

�
����� ���	���� ����
���	

 ����
��� �� ������	��� �� ��
	������ �������	�� �
�	 ���
�����	 ��

��� 

����	���� ��
	����� ��	���-�� 
�� ����
��� ��	���- �������
���� !� 	��� ������ ����
���

��
	���
����� ��������
	���� 
�� 	�� ���	�����	����� 	��������� ��	� �	� �
����� �
��
�	� ��	���

�� ����� �� ����
��� ����������	�� 
���� �	����� '�����	� (�
	������ &'(�*� 	�� +#'(

����

	��� �� 1���
��� @)/ �	
��
��� ���� 
� 	�� ��	 �����

��I �� !��� OJI�NN
� '���	



B���� ,��
��
�	��� &'B,*� �� 	�� �	
��
�� ��� ����	

 )( '���	

 0
��� (����

� &'0(*�

��� 
��
�	
��� ���
��� ����
���	� 
�� 	�� 
��
�	� 	� 	�
������ 	�� ������������
��	��� ��
���


I



����
�� �������� ��	� 
 ��	 �� �
�


�
 [
	��
���� �����
���
� YNJZ�

,����� ����� ������ ��	� ��	
�
�� 	�� ��2��	��� �� 	��� ��
�	�� �� 	� ��	 	�� �
��� ��� 	��

������	
	��� ���	
���� �� 	�� ��

����� ��
�	���� ���� 	
�- �� ��	 �	�
���	����
��� ���
��� 


����� �
�-������ �� ������
���  ���� ����
��� �� ������ �� ����
���	

 ������	��� �� ��
	��

���� �������	� 
�� ��
	���
����� ���	��� YNZ� 	�� �
��� 	���� �� 	��� ������	
	��� �� ��
	��
�	���


��
	������ ��������
	����� ��	� 
 ����� ���
����� ��	� +#'( ���	���� ���� ����� ��� �
������

�� ���� �� 	�� ������� �� ������� ���
���� �� 	�� 2���	 ������

 

��� 
�� '@< ��	���"
	��� ��

	�� �
�� ����� 	��������	 	�� ������	
	���� ��� 
����	� 	�
	 ��

 �� ������� 
�� �
���


� 	����

�����	�� �� #����� N�N� #���	� 
� �������� �� 	�� ������
	����	�����	�� ��
�����- �����
���� 	��

��
	��
�	���
 ���
��
�	 ��
���
 �� ������ ��� �
��� ���
� 
�� ������	��� 
� ��

 
� -�� ������	�

���� 
� ��

�	�� ����� ����� 	�� ��
��� ��	� �����	 ����
	� 	�
	 ����� 	�
	 ���	� �
��� ������

�	�
	����� 
������ ��	 ��
� 	�� ��� �
�
��	� ��	 

�� 	�� ���
� �
�
��	� ������ �� 	�� ���
��
�	

��
���
 YNNZ� )�	�� 	�
	� �	 �� ��	
���� ��� ��
�������� 	��������� ����	 �� ��

����	�� ��

��

��	�� ���
����	
	���� �� ��������
	��� ���	���� 
�� 	��� 	�� 

	���
	���� 	�
	 �
�� ����

�������� �� 	�� 
�	��
	��� 
�� ��������� �� ��	
�
� !� ��
	��
� ����� 
�� 
�	��� �� 	�� ��

� 	��

������
�� ����	 ���	����	� 	�� ��
��� ��������� 
�������� 	� 
 ���	
�� ���	������ !� 	��� ������

	�� ������
	��� ��	���� 	�� '@< 
�� 	�� ������

 

��� �

�� 
 ���� �����	
�	 ��
� �� ������	


�� ��	��� ����
��� ���	���� �����


�� 	�� ���	
�	
�����
������	�
���� ����� ��


 �� ��
���


���� ����� 
�������� 	� 	�� ����
�	
�
��
���� ������
��� ����� 

�� ���
�	� 	�� &��
	�

* ��	




��
	��� �� ��
�	��

 ����
����� !� 	��� ������ .
�� ������ YNIZ �� ��
��
�	 
� �	 �� ��������

�� 	�� �����	 
�	��
	��� �� <'() ���	���� +� 	�� �� 


 	���� �
������ ������ ��[����� 


 	��

������� 
�� ��

 �� 	�� �
�� ���������� 	���� 	��������	 	�� ������	
	����

#���	� 
 �	���
� �� 	�� ���	��	� �� 	��� ��
�	�� ��


 �� ������

• '������ �;� ��

� ��	� 	�� ��	���"
	��� �� 	�� 	�
����	 ���
��
��� �
	����� �� ������
	����

	�����	�� ����
� ���� 
� 	�� ,��
��
�	 <�
���
 &,<* �� 	�� (�
	��
� )����� <�
���


&()<*� ���� ����	�	�	�� 	�� �
�-������ �� 	�� 	������

 ���- ������	�� �� 	���

������	
	����

• ����� '������ �;� 
��-� ��	� 	�� ������ �� 	�� ��

��	�� 	�
����	 ��
�������� �
	������

 ���� 	�� 
��- ������� �� 	��� ������	
	��� �� 	�� ����
��-� 	�� 	����� 
�� 	�� ������ �� 	��

��������� ������� 
�� 	�� 	�
����	 ��
�������� �
	���� ��� &N�M*� !	 ��


 �� ��	�� 	�
	

	�� ��
�������� �� 
 ������ 
�����	��� ���� <�
�	�� S� �
�	���

�
� U��� #������ �
�

���� ��
��	��� !� 	��� ���	���� 	�� 
�	��
	��� �� �������� 	� 2��	��� 	��� ������	� �������

• )�	�� 	�
	� 	�� ������
��� ���������� �� '������ �;# 	�� 	� ��
��	 	�� ���	 �����	 �� �����

	�
	 ��


 �� ������ 
	 
�� 	��� ���	
�	� !� �	��� ������ �������� 
 ��
�	��

 ��
	��
�	���


	��������� 	�� ���	 �����	 �� ����� &	��� 	�� ������ �� �����* 
���� 	���� 	�
	 
�� 
�	���

��


 �� ��
��	�� �� ����� 	� ��	
�� 	�� ���	 ���	�� �������
����

S



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

Transmitter

1

Q

Wireless
Channel

Receiver

1

K

#����� N�I% � 	������ 
�������
�� ���� �
�����) �
��� 	
� 	���
��		�� �
 �������� ��	
 Q ��	����
)

��� 	
� �������� 
�
 K ��	����
� 5
�� 
��	��� �����
�	� �
 ��������) 	
� ���	����	
 ��
����	 �	 	
�

������

 �
����� ���
	 �� � ����'���� 
����� ��	
�� � ��
	��	����

• ��� �������� �
�
�����	 �� 	���� �� ����� 
�� ��	 


��
	��� �� ��������� �� ��	
�
 ��

'������ �;!� +��� 	�� ��
�������� 	�������� �� ��
��	��� 	�� ��
��� ��������� ���


� 	��

����� &
�� 	�� ������ �� ��	� ��� �����
*� ��


 �� ���	����	�� 
���� 	�� 
�	��� ������

• )�	�� 	�
	� �
������ ��������
	���� 
�� ��������� �� ��	
�
 �� '������ �;" ���
��� �	 ��

	�� �
�� 	���� 	��������	 	�� ������	
	���� #��


�� �� '������ �;&� 
� �������� �� 	��

������	
	��� �� ������ 	���	��� ��	� 	�� ����
��� ����
	� ���� 	�� 5��'� �������

��� � ������ 	
 ��	�
���� ���

���

!	 �� ���	� ���	������ 	�
	 ������
	��� 	����� �� ��	 	�� �
�� ��
� ����� 	�� ����
��� �� 	���

������	
	��� �
� ���� ������	��� ����� �� �
	��� �� 	�� ����

 ���������� �
�	� �������� �	

����� 	�
	 	�� ������
	����	�����	�� 
���	� 
�� 
 ������
�� �	�� ��	� ���� ��
�	��

 �	�
	������

����� ������	� ���� 
� ��
��-�����
��- ��

�	� 
�� 

�� ������	 �� ����

 ���������� 	����������

(�������� 	�� '��	� 5
��� �	�
	��� �
� ���� ����
��� 	� �	��� �

����

 ������� �� <�
�	�� I�

����� ���� ��	
��
���� ���� �� �����
���� ����

#���	 �� 


� �	 �� ������
�� 	� ���

�� 	�� ����

 ����
 ��� 
 ����
������ (!(+ ��
���
� �����

�� �����	�� �� #����� N�I� !� 	��� ����
� �	 �
� ���� ����� 	�
	 �
�
��	� ��

�� 
���
�
� ��	�

min(Q,K) �� 	�� ����  /0 ������� ����� 
�� 	�� ������ �� 	�
����	 
�� ������� 
�	���
�

������	���
� YNSZ� �������� 	� 
������ 	���� �
��� �	 �� �
��
	��� 	�
	 	�� ��
���
 �
	��� �
�

��

 �
�- 
�� ����������	 ��	����� ����������	 ����� ��	����� 
�� 	�
	 ������	 ��	��
	�� �� 	����

�
��� 
�� 
�
�

�
� 
	 	�� �������� YNRZ� !� ��
�	��

 ���	���� 	�� 
�	�

 ��������� ���
� �� 	� ���

	�� �����	�
� ����	�
��	 �
	��� �� ��������	��� �� 	�� ��
���
 �
	��� 
	 	�� 	�
����		������������


�� 	��� ������� 
 �

����

 �
	����

��� ���� 	�� ������

��� �� 	�� �����

��	 ��
���
� ��� ���.

YNMZ� �������� 	�� ������	 < ! 
�����	��� ����	 ��	 

�
�� ��
� �� ��
�	���� 
�� 	���� ����	� 


R



 ! ! � �
#

� �� ����	���� �����
��

Transmitter

1

Q

Multiple
Wireless
Channels

Receiver 1
1

Receiver 2
2

Receiver K
K

#����� N�S% � 	������ ���	���
�� ���� �� �
������ �� 	
�
 ��
�) Q ��	����
 ��� ��������� �	 	
�

	���
��		�� 
���) �
����
 	
� K ��������
 
��� � 
����� ��	���� .��	
���
 	
�� ����� 
��� ���� 	
�� ���

�� � ������� ��
�/� �� �����
��� 	
� ����
 �� 	
� 	���
��		��
 ��� ��������
) 	
� ��� �
����� ����� ��

�����	��� !
� �� ��� �	
 ������
 �� ������� ��� 	
� ����
 �� 	
�
 ��

��	�	����

�
�	 �
���	� �� ��	�
	���� ��������� �� 	�� ��

�	� 
�� ��
�	�	� �� ��
���
 �	
	� ������
	���� #��

��	
�
�� 
� ����

��	 ������ �� �
���� ��
���
� �� ������	�� �� YNVZ� ��	� ������ 	�� ������
	����

	�����	�� 
�� 	�� ��������
	��� ����	� �� �����

!� ��
	������ ����������	�� �����

 
���	���

 ����	���� 
����� ���
��� 	�� ��������� 
�� ��


����� 
 ����
� ��	�	�� ��	 �
	��� ���	����	�� �� 	�� ��
��� ��� #����� N�S ��� 
� ��
��
� �� 


���
��
�	 ��
���
 ����� 	�� ��������� �
�� 
 ����
� 
�	���
� #�� ���	
���� �� 	��� ����
��� �	 ��


��� �
	��

 	� 
����� 	�
	 	��� �
�� ��

 ��
���
 -���
����� ����� ��������
	��� 
���� 




	�� 	�����

� ���
� �� ������ �� ���� 
 �
��� ���� ���
� �����
�� 	�� ��

 
�
� 
�� ��������

����

���� �� 	�� 	��������	 ���
� �����
�� 
��������
�� #��	�������� ������ ��

	�� 	� 
 �
��

���	����	��� �� 	�� ��������� ����
� �� �
����

� �	������ ����� ���� ����� ����	 �� ���

�"��

��� 	�� �
-� �� 	�� �
��

 �������
���� ��� ����� �� 	�� ���
� ������	
	��� �� 	�� ,��
��
�	

<�
���
 &,<* �����	�� �� #����� N�S� �������� 	�� ��

 (�
	��
� )����� <�
���
 &()<* ��






�� �� ��������� ���
��� �� 	�� ����	��� ��

�	� ��	���� 	�� ,< 
�� 	�� ()<� ����� �� 
 -��

�	�� �� 	�� �����	 ��
�
�	���"
	��� �� 	�� �
�
��	� ������ �� 	�� .
����
� (!(+ ,< YNNZ� /�	�

	�
	 ��

�	� 

�� ����	� �� �	��� ��
��� ���� 
� 	�� ��
���
	�� ��

�	� ��	���� ����
��- 
��

��
��- ��
��������� ��� ���. YNPZ� !� #����� N�S� 	�� ��
	��
� 
����� ��
���
 �
� �� ��	
���� ��

��������� 	�� ��
�� ���� 	�� 	�
����		�� 
�� 	�� ����������

����� �	 ��������� �	� �������� ������ ���		���

���� ������	��� ��

 �� ����	�� 	� ���� �� 	�� �
���� �� ���
��
�	 
�� ��
	��
��
����� ��
���
��


 ��
� 	�
	 �
� ��
�
	��


� ���
��� ����� YNOZ� ����� 
	 	�
	 	��� �
�
�� 
��
���� �� ���
��
�	

��
���
� ���� ����������  �� ��
�� 

	��� 	�� �
�
��	� ������ �� 	�� .
����
� (!(+ ���
��
�	

M



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

��
���
 �� ��

� -���� YNNZ� ��� �����

 �
�� ���
� �� 
 ����
����

 ����
���� ����� �	 �� 
������

	�
	 	���� 
�� K ��������� ��	� T ≥ 1 
�	���
� �
��� 
�� 	�
	 	�� 	�
����		�� �� �������� ��	�

Q 	�
����	 
�	���
�� ��� ����

 ����
 ��� �
�� ���� k �� 	��� ,< �
� �� ��������� 
�

yk = Hkx + wk, k = 1, . . . ,K, &N�N*

����� 	�� ���
��
��� �
	��� �� 	�� 	�
����		�� ����

 x ∈ C
Q×1 �� Σx � E[xxH ]� ��� �
����	�

�� �
�� ��
���
 �
	��� Hk 
�� ����������	 
�� ����	��


� ���	����	�� ����
�� .
����
� �
����

�
��
�
�� ��	� "��� ��
� 
�� ���	 �
��
���� ��� T × 1 �������� ����

 ��� 	�� k	� ���� �� yk�


�� 	�� ����� �� �����

�
� �����	��� ����
�� .
����
�� ���. wk ∼ NC(0, I)� ��� )5 �� 


����

	� 	�
����	 ��	� 
 �
����� ����� �� PT � 	�
	 ��� tr(Σx) ≤ PT �

 ��� ���
�-� 
�� ������ ������ ����������� !� 	�� 	�
����		�� �
� 
 ����
� 
�	���
� 	��

.
����
� ,< �� ������


� ����
���� ���. 	�� ����� �
� �� 
���
�	�
� �
�-�� �� 	���� ��
���


�	����	�� ���������� �� 
 ����
� 
�	���
 ����
��� ���
��
�	 ��
���
 	�� �
����� 
�����
�
�

�
	� �� ��	
���� �� 	�
����		��� 	� 	�� ���	 ���� �� 	�� ���	��� 	�
	 ��� 	�� ��� ��	� 
 ������	

��
���
 �	����	�� �������� 	�� ��
	��
� 	�
����	 
�	���
 ,< �� ��������
���� ����� ��
��

	�
	 �
	����� �
� �� ��
� �
�	�


� ������� ���
��� 	�� ����� ������� ��$����	 ����

 �	����	��


	 �
�� 
�	���
 YNTZ� ���� �
� 
 ������ ����������� �� 	�� �����	
	��� �� 	�� �
�
��	� �������

����� 	���� ��	� 
 ���������� ����
���
� ��	���"
	��� ����
���

#�� 	�� �
�� ����� 	�� ��������� �
�� 
 ����
� 
�	���
� 
� 
�����
�
� ������ ��� 	�� (!(+

,< �� ����� �� YIJZ �� YINZ� 
�� �	 �� �
��� �� 	�� ��
�
�� �� 	
��� ���
� �������
�� ����� �� ���	

��������� �� YIIZ ��� 
 ����
� 	�
����		�� 
�� 
 ����
� �������� �� 
 .
����
� ��
���
� 

	����� �	

�
� �������� &
�� 
��� -����* ���	� 
�������� 	� 	�
	 �
���� ��� �
��� ���
 ������ '��	� 5
���

<����� &'5<* �� 	�
	 �� 	�� 	�
����		�� &��	 ��	 	�� ��������* �
� ������	 �����
��

 ��
���


�	
	� ������
	��� ���
����� 
� 
���	��� ��	��������� ������� 	�� �
�
��	� �� 	�� ��
���
 ���
���

	�� �
�� 
� �� 	���� �
� �� ��	���������� !� �	��� ������ 	�� �
�
��	� �� 	�� ��	��������� ��
���


�� ���

 	� 	�� ��	�������������� ��
���
� ��� -�� ����	 �� 	�
	 	�� 	�
����		�� ��


 ���	�
�	

	�
	 ��	��������� ����� 	� 	�� 	�
��������� �� 	�� ������� ����

� <��	
 �


�� �	 $�
�
�� �� %
���

���
� ���
��� �	 ����
� 
 	�
����		�� ����� 
		���	� 	� ������ ������
	��� �� 
 ����� �� �
���

�
�	�


� ������	�� �� ���	 	�
	 �� ���� 
	 	�� 	�
����		�� ��	 �	 �� ��	 -���� 
	 	�� ���������

@����


�� 	���� ����
	� �
� �� ��	����� 	� 	�� (!(+ ,<� #���	� 	�� 	�
����		�� �������


 �������� xK ��� �������� K� )�	�� 	�� �������� ������ ��� 	�� ������ ���� &K − 1*� 	��

	�
����		�� �
� ������� 
 �������	�
�	��� �� 	�� �
	
 ��
������ 	� 	�� ���	 ������� ����� ��

	�
	 	�� ������ ���� �� ���� �� ��	��������� ���� 	�� ���	 ����� ���� ��������� �� ����
	�� ��� 	��

K ������ 
�� �	 ����	 �� �������� 	�
	 	�� �������
��� ����
� ������� �� 	�� �������� ������

!� ���� π(K) �� ������� ���	� ��

���� �� π(K − 1)� 
�� �� ��� 	�� 
�����
�
� �
	� �� YISZ

R(π,Σi) = log
|I + Hπ(i)(

∑
j≤i Σπ(j))HH

π(i)|
|I + Hπ(i)(

∑
j<i Σπ(j))HH

π(i)|
, i = 1, . . . ,K,

V



 ! ! � �
#

� �� ����	���� �����
��

R1

R2

#����� N�R% � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� �� �
�� 	
� ��������
 
��� � 
����� ��	�����

�� 	�
	 	�� �
�
��	� �� 	�� ���	� �
��� ������� 
�� 

�� 	�� �
�
��	� �� 	�� ,<� �� ������ 
� 	��

������ ��

 �� 	�� ����� �� 	�� �
	� ���	��� ���� 


 ����	���������	� ���
��
��� �
	����� ����

	�
	 	�� ����� ����	�
��	 �� ��
�

��� 
�� ���� 


 �����	
	���� (π(1), . . . , π(K)) YISZ

CBC(PT ;H) � Co

⋃
π,Σi

R(π,Σi)

 ,

����� �	 ��


 �� ��	�� 	�
	 	�� �
	� ���
	���� 
�� �� �����

 ���	��� 
 ����
�� ��� 
 ������

����	��� �� 	�� ���
��
��� �
	������ 	��� 	�� �����	 �������

 ������ �� 	�� ���	� �
��� ������ ��

��W��
	� #�� 
 	�� ���� ��
���
 ��	� 
 ����
� 
�	���
 �
��� 	�� �
	� ������ �� �����	�� �� #�����

N�R� +�� �� 	�� ���	 �	��� 	��
��� 	�� ����
�	� ��
�
�	���"
	��� �� 	�� �
�
��	� ������ �� 	��

���
��
�	 ��
���
 �
� �� ����� �� YIRZ� ����� �� ��	����� �� YIMZ� ��� ���	 �����	
�	 ������	

��� 	�� ����� �� 	��� ������	
	��� �� 	�� ��

�	� ��	���� ,< 
�� ()< �� ������
	��� 	������ ����

���
	
� ����
���� 	�� �����	
	��� �� 	�� ��W��
	 ,< �
�
��	� ������ �� &N�I*� ���
��� 	�� ()<

���������� �� ���� ���� ����
�� 
� �	 �� ����� ���	� !� �
�	� 	�� ��

�	� ���� 	�
����		��� 
��

��������� ��	����
��� 	���� ��
�� �
� ���� ��������
� ����� �� 	�� 
�	��
	��� �� ��$����	 ��
���

#�� ���	
���� YNSZ ����� 	�
	 	�� �
�
��	� �� ����
���� ���� 	��� ��
� ��	����
��� �� ���� �� 


����
������ (!(+ ��
���
� !� 	�� ���	��	 �� 
 ����
��- �� 
 ��
	��
� 
�	���
 ���	�� ���
�����

����
� 
���
� ��
�������� �	�
	����� ��

���� �� ����
������ ���������� YIVZ 
�� YIPZ ���� 	�
	

	�� ��	��

 ������ �� 	�� 	�
����	 ��
����	��� �� �
���
� ��

	�� 	� 
 ���	�

 ��
��- ����
��� ���

���	 ���	��� ��� ��	
�
�� (�������� 	�� ��
��� �� 

�� �������� 	� �	��� ����	��� ��

�	��� �� 	��


�	��
	��� ���� 
� ���
�� ����� 
�� "��� �
���� +#'(� �� (<�<'() 
�� ' �<'()�

,����� ���������� ���	���� 	�� �������� ����

 v ��� 	�� ()< �� 
�

����� 	� &N�N*� ���.

v =
K∑

k=1

HH
k uk + n = HHu + n, &N�I*

����� 	�� 	�
����		�� ����

 u = [uT
1 uT

2 . . . uT
K ]T �� ��� ������ �� �	
�-��� 	�� 	�
����		��

���	��� ��� 	�� K ������ ��� ��
���
 �
	��� �
	���� 	�� ��������

 ��
���
 �
	����� ��� 	�� �����

P



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

R1

R2

22211121 log HHHHI PPRR HH     

#����� N�M% � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� ��� �
�� 	
� ��������
 
��� � 
����� ��	�����

�� HH = [HH
1 HH

2 . . . HH
K ]� 
�� 	�� 
�����	���� ��� 	�� ����� w ��
� 

�� ��� n� !� 	��� �
���

	�� ���
��
��� �
	����� 
�� ����	�� �� Qk � E[ukuH
k ]� ����� 
�� ���2��	 	� 
� ��������

 �����

����	�
��	 tr(Qk) ≤ Pk� ���
��� ����

	��� 
�	����	��� ���


� 
���	 	�� ����� ��� 	�
����		���

��	�	�� !	 ��


 �� ��	�� 	�
	 	��� ����� ����	�
��	 ��$��� ���� 	�
	 �� 	�� ,<� ����� �� ���� 


�
�� 	�� ����	�
��	 �� �
��

 
�� ��	 ��������

� !� 	�� ��

������ 	�� ����� ��

 �� 	�� ����	
�	

��
���
� ����� ��� �
���� ��
���
� ��	� ������	 < ! 
	 	�� 	�
����		��� 
�� 	�� ��������� 	��

��
� ��$������ �� 	���� �� ��	
	��� �� 
� 
���
�� ���� 	�� ��
���
 �	
	��	��� �� 	�� ���������� ��

	�� �
�
��	� ������� (�������� 	�� ����� �� 	��� ������	
	��� �� �
��
� �� 	�� 
�
�	
	��� 	� 	��

���	
�	
����� ��
���
 �����	���� 
�� ��	 �� 
���
��� ��� �
�
��	� �� 
�� ()< 
� &N�I* �
� ��

���		�� 
� 	�� ������ �
����� �� 	�� ����� �� 	�� �
	� ������� ������������� 	� ����� ������	

����	 ���	����	��� p(u1) . . . p(uK) YIOZ� #�� 	�� .
����
� (!(+ ()<� �������� �	 �� ��W����	

	� �������� ��
� .
����
� ����	� 
�� 	�
	 	�� ������ ��

 ����
	��� �� ��	 ������ YITZ� #�� 
��

��	 �� ������ P = (P1, . . . , PK)� 	�� �
�
��	� ������ �� 	�� (!(+ ()< �� ������ 
�

CMAC(P;HH) �
⋃

Qi>0,
tr(Qi)≤Pi, ∀i

{
(R1, . . . , RK) :∑

i∈S Ri ≤ log
∣∣I +

∑
i∈S HH

i QiHi

∣∣ ∀S ⊆ {1, . . . ,K}
}

, &N�S*

����� �
�� ���� ����
� 	�
����	 
 "������
� .
����
� ����

 ��	� ���
��
��� �
	��� Qi� )�

�	 �� ����� �� &N�S*� �
�� ��	 �� ���
��
��� �
	����� ��	������� 
 K����������

 ��
��������

����� 	�� ()< �
�
��	� ������� ����� �� ������� �� ���

 	� 	�� ����� &���� 


 ���
��
���

�
	����� �
	������� 	�� 	�
�� ����	�
��	�* �� 


 ���� ��
��������� �� ����� 	�� ������ ����	�

�� �
�� ��
������� �
� �� 
������� �� ���������� �������� YNRZ� !������ ���������� ��������

������� 	�� ����
�� ��
	������ ��	��	��� ����
�� ��	� 
 ������ �� ����
������ ��	��	��� �	���� !�

	�� 	�
����		��� �
�� 
 ����
� 
�	���
� 	�� ���
��
��� �
	��� �� ����
� 
 ��


� ���

 	� 	��

	�
����		�� ������ 
�� �
�� ���� ��


 	�
����	 
	 ��

 ����� 	� 
������ �
�
��	�� #�� 	�� 	���

���� �
��� 	�� ������ �� 
 ���	
���� ��� #����� N�M� 	�� �����
���� �� ����� �
� �� 
������� ��

�
����"��� 
 �����	�� ��� �� 	�� �
	�� 
������� 	� 	�� ����� YSJZ� !	 �� �����	
�	 	� ��	� 	�
	

����� 	�� ()< �
�
��	� ������ �� ������� �W����	 	��
� ����	 YSNZ ���. 	� �����	� 	�� �
�����

�����
	� �� 
 ()< ���� 	�� �����	��� ������	��� 
�� ���

 YITZ� ���� 	�������� �� �
��� �� 	��

O



 ! ! � �
#

� �� ����	���� �����
��

X
�����X�������-�� &XX�* �����	����� ����� �����
	� 	�
	 	�� ��� �
	� �
����"��� ���
��
���

�
	��� �� 
�� ���� ����
� �� 	�� ����
������ �
	����

��� �� �	� ��� ��
���
 ��	� ����� ���

 	�

	�� 
�	�

 ����� 
�� ��	��������� ���� 	�� �	��� K − 1 	�
����		����

)� �	
	��� 	�� ��

 ()< �� ������ �� ��������� 	�� ��
�� �� 	�� 	�
����		��� 
�� 	�� ���������

�� 	�� ,<� �� 	�� �
�� ���	����	��� 	� 	�� ��

�	� ������	 �� YISZ �� 	�� ����� 	�
	 	�� 
�����
�
�

�
	�� �� 	�� ��

 (!(+ ()< ��	� ����� ����	�
��	� ����� ��� ���

� 	�� ,< ����� ����	�
��	


�� 

�� 
�����
�
� �� 	�� (!(+ ,< 
�� #
�
 #
���� !� �	��� ������ 	�� ,< �
�
��	� ������ ��

���

 	� 	�� �
�
��	� ������ �� 	�� ��

 (!(+ ()< ��	� ��� ����� ����	�
��	 PT � ���.

CBC(PT ,H) =
⋃

P:
∑K

i=1 Pi=PT

CMAC(P;HH),

����� �� 
 ����
�� ������������ !� �
�	� 	��� �� 	�� ��
	��
� 
�	���
 ��	������ �� 	�� ��

�	�

��	���� ��
	��
� 
����� 
�� ���
��
�	 ��
���
� YSIZ� )
	����� ��	 �� 	�� ����� �� 	�� 	������



���- �� 	�� ������	
	���� 	�� ��W��
	� �� 	�� ��
�
�	���"
	��� �� 	�� ���
��
�	 ��
���
 
���
���

	� �� �� ������� 	�
	 .
����
� ����	� 
�� ��	��

 ��� �����
	����� ����	�� !� �
�	� 
� �	 �� �����

���. �� YSSZ� 	�� '5< ������ �� 	�� ,< �
�
��	� ������ �� 
� 
���	���

 .
����
��	� 
�����	��� ��

�
��� /���	��
���� �	 �
� ���� �����	
� ����� 	�
	 	�� ��� �
	� �
�
��	�� 
�� �� �
�	 	�� ���
�

�
�
��	� ������� �� 
������� ��	� ���	� �
��� 	��������� YNNZ� �� ��
�� 	�� ()< ����
��� �W����	

�������

 

����	��� �������� �� 	�� �	��
	��� �
	���

��� 

����	�� �� YITZ ����	� ��� YSRZ� �����

����� 
 	�	

 ����� ����	�
��	� 	�� ��� �
	� ��	��

 ���
��
��� �
	����� 
�� ��	
���� �����

�	
��
�� ������ ��	���"
	��� 	���������� ����� 	��� �
� �� ������	�� ��	� 	�� �������������

��	��

 ,< ���
��
��� �
	����� ����� 	�� ()<�,< 	�
������
	����� ) �����

�"�� 

����	��

	� �����	� 	�� ()< ���
��
���� 
�������� 	� 
 �����	�� ��� �
	� ���	����� �� ����� �� YSMZ� ��

	�
	 �	 �� ������
� 	� ��	������ 	�� ����
	��� ����	� �� 	�� �����
�� �� 	�� �
	� �������

����� ����� �����	�� �	 ���������	� 
���	�

0����	
�� 	���� �
� ���� 
� �$��	 	� ������� ������
	��� 	����� ��	� ������� 	������ ��������

	�� 	�
W� ������� 
�� �� �����

 ����	�� ��� YMZ�  ��� �����	 ��
��
�� 
�� ������	�� �����

��	���	 	�� ��2��	��� �� ����
�	������ )���� 	���� 	�� ��������

� 	�
����$ �� YSVZ ���
��


 ��
�
�	���"
	��� �� 	�� ��$����	 ����
	��� ����	� ���� �
���� ��
���
� ��	� ��

� ����	�
��	��

���
��� �	 �� ������ �����	
�	 	� �������� ��� �
	
 
������ 
	 	�� 5�G ���� ������ 

�����

!� YSPZ� ��
	�
����� ��������
	���� 
�� �	����� 	
-��� ��	� 
�����	 	�� ����� �	
	��� ���


�	���� ������� 	�� @����� 4���� ������ 0
	� &@4�0* ������
��� �	�
	��� �� 
� 	� ������"�

	�� ���	�� ��

� �� �
�-�	�� ������ 
 ����
���	

 
���� ����� �� ����� �� 	�� �������
���

��� ��
	�
����� ������ ������� ����� ���- 	� ���	 
�� ����� 
���
 �� �������� ����� ����
��
�	��

��
�� ��	� �� ���� � �� �� 
��� !��� �� ��� �	����	� "#�$ ���� ���� ��
��� �� �� 
��� �	�� �� ��� %��

T



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

#��


�� 
 ������ ������

��� 
�

�	��

 ��
�����- ��� ,< 
�� ()< ��
���
 �� ����� �� YSOZ�

����� ���	��

�� ������� ���	��� 
�� 	� �
����"� 	�� 	��������	 ���2��	 	� ��

� ��
�
�	����

��� �������
��

� ���
���� ��	�����
�

)�	�� 	�� ������ �� 	�� ������
	����	�����	�� ������ �� 	�� ,< 
�� 	�� ()<� 	��� ���	���

������� �� 	�� ��
�	��

 

	���
	���� 
�� 
��� 	� ����
��"� ��	� �

����

 ������� 
�� ����

�����	 �	�
	����� 
	 	�� 	�
����		��� .����


�� 	��� ������ 	� 	�� ����
��- ��������
	��� �����


 , �� �������� ��	� ��
	��
� 
�	���
� &Q* �����
� 	�� K 	�����

� �
�� 
 ����
� 
�	���
�

'�� 	� 	�� 
��� �	������	 �
		��� ����	�
��	�� ���� ����
���	� �� ���


� 


���� 
	 	�� , � /�	�

	�
	 �

����

 
���
� ���������� 	��������� ���� 
� U# �� (( � YSTZ �
� �� 
��
��� ��	� 
	

	�� 	�
����		�� �� 	�� ��������� �����
� 	�� ���������� ��	��������� �
���


	��� ������� 
	 	��

�������� &���. '#�* �
�� 

�� 	���� ����	���
�	� 
	 	�� 	�
����		�� ���� ��	� 	�� '5< �	�
	������

����� � ��������� ������ �	 �������	


���� ������	��� �� 
� 
 
��- ��	���� ��
�	��

 ���
����	
	���� ��� ��
	��
�	���
 ��
	������

���	��� 	�
	 
�� 	��
	�� �� ��

����� ������	����� 
�� 	�� ������
	����	�����	�� ����	 �� ����

	�
	 �
� ���� �������� �� 	� ���� )� 
� ���	�

 �
������ YRJZ �	
	�� 	�
	 	�� ������ �� ���������

������� �� �	�

 �� �	� ���
��� ��� 	� 	�� ��W��
	��� �� 	�� ���
����	
	���� �� ������ 
 	�����	��




�� ��
�	��

 �	��� �� 	�� 
�����
�
� 	��������	 �� 
 ��
	��
�	���
 .
����
� ���
��
�	 ��
���


�� ������	�� �� YIJZ� ����� �� ������	�� ���	� !� 
 Q × K ��
	��
�	���
 ���
��
�	 ��
���
�

����� 	�� 	�
����		�� �
� Q 
�	���
� 
�� 	�� K ��������� �
�� 
 ����
� 
�	���
� !� ���� 
 �
���

	�� ����

 ����
 �� &N�N* ����
���� 	�

y = Hx + w, &N�R*

����� �
�� ��� �� �
	��� H ���	
��� 	�� ��
���
 ���	�� �� 
 ����� ,� 
��
���� 
 .�
��

 �����	 ��	�����

�"
	��� �� 	�� ���� �� 	�� ��
���
 �
	���� 	�� ��
���
 �
� �� ����������

��	� H = RQ� ����� R �� 
 K × K 
�����	��
���

� �
	���� 
�� Q �� 
 K × Q �
	��� ��	�

��	������

 ����� ����� ���� k ���
� ��$�� ��
� ��	��������� ���� ��������
� ������� ������


�� ���


�� �� �	 �� �����
��


� -���� 
	 	�� 	�
����		��� �	 �
� �� ����
�	�
� ������� ��	���	


 �
	� ���

	�� ���������� �	 �� 
 ���������� ��	��������� �
���


	��� 
	 	�� 	�
����		�� �����

���� ������ �� �


�� U��� #�������'��	� 5
��� &U#�'5*� ����� 
������� 
����	�	��


� ��	��



	��������	 ��� ����  /0 �� 	�� ��
���
 �
� ��

 ��� �
�- YIJZ�

5�
�	��

 ���
����	
	���� �� '5< 	��������� ���
��� ���
�������
�
����
 5��������

&��5*� ����� �� ��

 	� 
 '������� #����
�- ���

�"
	��� &'#�* YRNZ� ��5 �� �� 
����� ���




�� ��$��� ���� ������ ����
�� 
�� ��
���� 
������ 1��
� 	�� ��
���� 
��� �� ��� 	� 	�� �
�	

	�
	  �
����6� �
�
��	� �����

 ��� )1./ ��
���
 ���
��� 
 .
����
� ����	 ���	����	���� 	��

NJ



 !&! '���
����
��� ������
� ����
��
��

����� 
��� ��[��	� 	�
	 	�� 	�
����		�� ����

 ����	 �
�� ���� ����� 	�
� 	�� ��	����� ����

�


�� �	 �� �������
�	 ��� 
�� ����	�


	����� ��� ����
� 
��� ����� ���� 	�� ����
� ����
	���

�� ��5� 
�� �	 �� ���� ���������� ��� ��


 ����	�


	����� 1����
� 
	 ����  /0 	�� 
��� ��

�����
	�� �� 	�� ��
���� 
��� &
���	 N�MS �,� ����� �
� �� ���	
� ���������*� 
	 
��  /0�

	�� ����� 
�� ����
� 
����� 
�� �����
�	 &
���	 S�R �,*� �� ������� ���� �� 	���� 
������

�������	�
�	��� 
	 	�� 	�
����		�� �� �������� ��	� 	��

�� 
�� �����
�	���

 ����� YINZ� ����

������	
	��� ��

 	����� ������	�
	� �� 	�� 	�����	��

 ������ ��� '5<� ��� <�
�	�� I�

 ���� ������	 ������
	��� �
���	 �� 

�
�� ��
���
�
�� ������� 	�
	 ���
�� ��
� �
�	�

 < !


�� �� ��	����	� �������� 	��������	 	�� ������	
	��� ������	 ��
���
 -���
���� �� 
�������

����� ���
�� 	�� ����� ����� �� �������
��� ��	 ���
� ����	���� �� 	�� ��	����	��� #��

���	
���� �� 
 ����
������ (!(+ ��
���
� ����������	
� �� 	�� 	��� �� -���
���� 
	 	��

	�
����		��� 	�� �
�
��	� ��

�� 
�-� min(Q,K) log SNR 
	 ����  /0� �����
� �� ������	 < !

�� ��	 
�
�

�
� 
	 	�� ���������� 	��� �
�
��	� ��

��� �� min(Q,K)
(
1 + min(Q,K) log SNR

Tc

)
� �����

Tc �� 	�� ��������� 	��� �� 	�� ��
���
 YRIZ� �� ��� 	��� ������	���� ���� ��	����	��� ����
	� ��

YRSZ ���
��� 	�
	 	�� �
�
��	� �� 
 ����
������ ��
���
 ��	� Q 	�
����	 
�	���
� �� 
� ���
��
	

��
���
 �� 	�� �
�� 
� 	�� ��� �
	� �
�
��	� �� 
 Q����� ��
���
 ��	� 
 ����
� 
�	���
 ��� �����

1��� ��
���
 �����

	��� �� ��	����� 
 ��
	������ ���	�� �� �������	
� �������� 	� 
 ����
������

���	�� ���
��� �� 	�� ��
	������ �������	� YRSZ� ��� 	��� ����
���
� 	
#
��
�� ������ 	� 	�� �
�	

	�
	 ����������	 ��
���
� �
� �� ��	
���� �� 
 ������ ��
��	��� �� 	�� ����� 	�
	 
�� ������
���

��� <�
�	�� S� !� �	��� ������ 	�� ������
�� 
	 	�� )5 �����	� ���� 	�� �
�	 	�
	 ��
���
� ����

	�� ����� �
�� ����������	
�� �� 	�
	 �	 �
� ��
��	 	�� ���	 ��� 
	 ����� 	��� ���	
�	� !� �
�	�

��
���
 �
���� �� ��
	������ ��������
	���� �� 
 ������ �� �
�����"
	��� 	�
	 ��


 �� ���
��	��

�
	��� 	�
� 
 ��
��
�-� ���  ��	��� N�S�N ��� ���	��� ��	
�
��

����� �	 ������� ���	���� ���������	


3� 	� 	��� ����	� 	�� �������� ��������� ������� 
�� �
��
� ����	�� 	� �����
�� 	�� ���	�� �
	��

!� 	�� 
�	��
	���� ��
�	��

 ������� ���� 
� 	���� �� 	��� ���	��� ������	�
	� �� 	�� �������	�


��
�	
��� 	�
	 ��
��� 	�� �����
�� �� 	�� �$��	���  /0 
	 	�� ���������� (�������� 	��� 
�� ��	

�
��� �� ������
	����	�����	�� ������� ��	 �
	��� �	�
	����� 	�
	 ���
� �� ������	
� ���
����	���

+	������� �	
	��� 	�� �����

 ����

 ����
 	�
	 �� �

�� ��� 	��� ���	��� �� 	�� �
�� 
� &N�R*�

�������� 	�� 	�
����		�� ����

 x �
� ���� ����	�	�	�� �� 
 ��
�������� �
	��� B ��
	��
���

�� 	�� &�����


� 4)(* ���	�� �� 	�
����		�� �����
� s 
�������� 	�

y = HBs + w, &N�M*

����� �	 �� ���


� 
������ 	�
	 	�� �����
� ��� �
�� ���� 
�� ��$����	� si �= sj,∀i �= j� 
��

	�� ��
�������� bk ��� 	�� K ����� 
�� �
	����� 
	 	�� ��
���� �� B� /�	� 	�
	 	�� k	� ���

�� �
	��� H ���	
��� 	�� 	�
������ �� 	�� ��
���
 ���	�� ��� 	�� k	� ���� hT
k � ��	� ���
��
���

NN



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

�
	��� Rk� 
�� 	�� ���

 
�����	���� ��
� ��� 	�� ������ ��� �����

  !/0 ��� 	�� k	� ���� γk

�� 	��� ��
	������ (! + ���	�� �
� �� ��������� 
�

γk =
bH

k Rkbk∑
i�=k bH

i Rkbi + σ2
k

,

����� 	�� ����� ����� σ2
k �� ��$����	 ��� �
�� ���� �� �����

� ��� ��	��

 ��
�������� 
��

����� ���	��
 ������"�� 	�� 	�
����		�� ����� ���2��	 	�  !/0 ����������	�� 5���� ���	��
 ��

	��� �
�� ������ 	� 	�� �
�	 	�
	 
 ���	
��  !/0 ����������	 γt ��


 �� ��
�

��� 	�
	 ��

min
bk

K∑
k=1

bH
k bk

s.t.
bH

k Rkbk∑
i�=k bH

i Rkbi + σ2
k

≥ γt, k = 1, . . . ,K,

&N�V*

����� �� 	�� 	�
����	 ����� pk �� 
���� 	� 	�� ����
�� ��	� ���	
�� ��
����	���� �	 �
� ��


�

�� ��������� �� �
	��� ���� 
�

min
K∑

k=1

pk

s.t. (I− F)p ≥ u,

&N�P*

����� 	�� �
	����� ����
��� 
��

[F]i,j =

 γt bH
i Rjbi

bH
i Ribi

, if i �= j,

0, if i = j,


�� 	�� k	� �
����	 �� p �� pk� ��� k	� ����	��� �� ���	�� u ��

[u]k =
γtσ2

k

bH
k Rkbk

.

���� ����
�� �� &N�P* �� ��
���
� ��� 
�� ��
� ��� 	�� ���
	��	 ������

�� �� F �� �	���	
� ��


��

	�
� N YRRZ� !	 �� ����� �� YIVZ 	�
	 	�� ��
�	��� 	� 	�� ����
��- ����
�� 
�� 	�
	 ��

min
ak,ρk

K∑
k=1

ρk

s.t.
ρkaH

k Rkak

aH
k

(∑
i�=k ρiRk + I

)
ak

≥ γt, k = 1, . . . ,K,

&N�O*


�� �����

��	 ��� ���� ����� 
���
� pk 
�� ρk� ���������� 	�� ��
�	��� 	� &N�V* �
� �� �����	��

�� 
� �	��
	��� �
����� ����� 	�� #
����� ���
�� �����
� �� &N�O*� ����� �� ����� 	� �
�� 
 ������

��
�	��� YRMZ� #�� ���	��� ��	
�
�� 	�� ��
��� �� �������� 	� YRVZ� ��	 �	 �� �����	
�	 	� ��	� 	�
	

	�� ��

�	� ��	���� 	�� ��
��- 
�� ����
��- ������� 
���
�� 
�
�� 
� �� ������
	����	�����	��

NI



 !&! '���
����
��� ������
� ����
��
��

����
�� !�	����	���
�� �	 �� ����� �� YIPZ 	�
	 ����� 
 ������ ��

���� 	�� 

����	�� �� YRMZ

��������� 	� 	�� �
��


� ��	���� ����
��- ��
�������� �����	� ��� 	�� ����
�� �� &N�V*� ���

���
 �� 	� ����

�"� 	�� ��
���
 ���	�� �� 	�� �	
��
�� ����
	��� �� 	�� ����� 
�������� 	�

h̃k =
hk

σk
,


�� 	��� 
��
� 	�� �	��
	��� 

����	�� �� YIPZ� /�	� 	�
	 


 	�� �������� ��	���� ��
��������



����	��� 
����� 	�
	 
 ��
�	��� ����	�� �	������� 	��� ����	 ��������

#
���� 	�� ����
�� ���� 
��	��� �������	���� �� YRPZ 	�� ��	���"
	��� ������	�� �� 	��


(���
)��
�� �� 	��  ���

 	� !�	��������� 
�� /���� 0
	�� & !/0* ��� 	�� ������ �� �	��� ������

	�� , 
��� 	� �
����"� 	�� �������  !/0 ���2��	 	� 
 ����� ����	�
��	 �� PT 
�������� 	�

max
bk

min
k

γk,

K∑
k=1

pk ≤ PT ,
&N�T*

����� ���
�� 
 ��	 �� ����
�� ����
��� ��	���	 
 �
��������� ��
�	���� ���� ��	���"
	��� �� ������

���
��� 	�� ���� ��	� 
����	  !/0 ��	������� 	�� ����


 �������
��� �� 	�� ���	��� ����� �	

�� 	�� ��� ����� ���� �$��	 ��


 �� ��	 	� 
�����
��� 	��  !/0 ����������	� ��� ��������

��	���"
	���� ������ ����
�� �� 	�� ��� �� 
 U# 	�
����	 ��
��������� ��� ���	 ������	����


�� 


�� 	�� 	������� �	��� �� �
������ ������� ��� <�
�	�� S ��� ���	��� ��	
�
�� !� YRPZ� 	��


�	���� ��

 ��	� 	�� ����
�� �� 
������ 
�� �� �������� �� ������ !� 	�� U# �����	���� ���

����
�	� ��	��������� ��

��� �
���	 �� 
�������� 	�� ����
�� �� ���������� ��	� 	�� �	���� 


����� 
��������	 
�� 
 ��
����	�� ��	���"
	���� 0�

	�� 	� 	��� ����
��� �� YNPZ 	�� �
��

	��� �� ��	���"
	��� �� 
��������� �������� 	�� 
�	���� ������ ���	
�� 4� ����������	�� ���.

	��  !/0 ��


 �� �
��	
���� ���� 
 ���	
�� 	������
� γt

γk ≥ γt ⇒ γk

γt
= γ′

k ≥ 1, &N�NJ*

�� 	�
	 	�� ����
�� �� &N�T* �
� �� �����		�� �� ����	�	�	��� γk ��	� γ′
k� ,� ��
�� �� 	���

��
���� �	 �
� �� ������� ���	��� 	�� ����
�� �� ��
���
� �� ��	� 0�

	�� 	� 	���� ������� �	 ��

����� �� YROZ 	�
	 ��	� �
���	 ��������	���� �� 	�� < !� 	�� ����
�
	��� ����	 


�� ��
� 
 ���

����� 	� ��	
�� 
� 
����	
�
� 
��- ��

�	�� ���������� 
�������� ���	��
 ����
����� ���� 
� 	����

���
���	 �� &N�NJ* 
�� ������ 	� ��
��	 	�� ������ /�	� 

�� 	�
	 
�������� ���	��
 �� ������
�

��������� �� 	�� ������
�� 
	 	�� )5� ���
��� �	 �� �����	�

 	� ��	
�� 	�� ���	 �����	 �� �����

	� 
������ 
 ���� �������
���� ���������� �	 �� 
� �����	
�	 	���� 	��������	 	�� ������	
	����

��� ��� ���	
��� <�
�	�� S 
�� <�
�	�� R�

0�������� 	� 
 ����� ������"
	��� ����
�� ���2��	 	�  !/0 ����	�
��	�� ����� �� 
�

����� 	�

&N�T*� �� YNPZ 	�� ��

�	� ��	���� 	�� ��
��- 
�� ����
��- ��
�	���� �� ����

�"��� �� 	�
	 	�� ����

NS



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Dimension of the channel matrix

B
as

e−
10

 lo
ga

rit
hm

 o
f t

he
 e

ig
en

va
lu

e 
di

vi
de

d 
by

 m
at

rix
 d

im
es

io
n

Three largest eigenvalue

#����� N�V% !
��� �����
	 ����������
 �� 	
� ��	�� (HHH)−1 �������� ���� 6777 	����
) �
�� Q = K�

!
� �����
	 ���������� 
�
 � ����	�� ���	 �����
� �	 
�
 ���� ��'��	��

����
��
	�� ����
��- ����
�� �
� �� ��
��� �W����	
� �� 	�� ��

 ��
��- ����
��� ���� ������	

�� 
����


� 
��-�� 	� 	�� ()<�,< ��

�	�� #�
����
�	� �����	���� 
�� ��	����� �� YRTZ� ����� �	 ��

���
�-�� 	�
	 	�
��	���

 ����
��- ��
�������� 

����	��� ����	 ������� ��  !/0 ����������	�


�� 	�� ���
������ ��� 

�� YMJZ� !� 	��� ������ ���	������ ��	� YMNZ 
�� YMIZ� �� YMSZ 	��  !/0


�����
�
� ������� 
�������� 	� 
 ���	
��  /0 ����������	� ��� 
 	������� ����
��- ��
��������

����
�� 
�� ������ )�
��� ������	� ����
���� �� 	�� ������
	����	�����	�� ����
� 
�� ����� ��


 ����

� �
� 
	 	�� ����

 ���������� �
�	� �������� 	��� 	��� �� �	��
	��� ��
�	���� ���
� 

��

�� ���� �� 
� ������
�� 
� 	�� ����
��� 	��� 	��������� ��������� 
 �
��������� ���������� 
�

	�� ��

����� 
�� ��
��
�	� (�������� ���
��� �� 	�� �
������ ���
��
	���� �	����� �� <�
�	�� I�

	�� U# ��	���� ������	�� ���	 ���� 	� �� ��

����	�� ��� ��
	������ ��������
	�����

�����  ��� �����	
 ����	�!��� �	� ������� ������

1��� ����
��� 	� ���� ����
��
	�� '5<� �� ��	� 	�� �������� ������� ��� 2���	 ��
��������


�� ����� ���	��
� 	�� 	�
��	���

 U��� #������ &U#* ����� 	� �� 
� 
����
	� 	�������� ����� �	

����	 �$�� 
 �������
�	 ��
�	��� �� 	�� ��� �
�
��	� �� 	�� ���
��
�	 ��
���
� ������


� ����

	�� ������ �� ����� ������� 	�� ������ �� 
�	���
� 
�� 
 ��

����	�� ���� ��
��	��� ����
����

NR



 !&! '���
����
��� ������
� ����
��
��

�� ���
���� ��� 	�� �
	� �
����"
	��� YMRZ� /�	� 	�
	 U# &�� ��
���
 ���������* 	��������� 
��

������

� �� 	�� ��
��- ���
��� �� ����� ���
������	� �����
� �� 	�� ����
��- �	 ����	 �
���

��
� �
��
	���� �� 	�� 	�
����		�� �� �������� ������ �������� ��	� 
 
�������
�� �
���������

��
�	���� U# 
������� 
 

��� ��
�	��� �� 	�� ��� �
�
��	�� 	��� �	 �
� ���� �������� ��	� ���

����
������ 
�� ��
	������ ���	��� YMMZ� �����	�


�� 	�� U# ��� 	�� ����
 �� &N�M* ��

B = HH(HHH)−1, &N�NN*

��	 	�� �
	��� H ��


 �� ������ �� 	�� ���	 ����� 	� �
����"� 
 ���	
�� ���	������ ���. ���

�
�
��	� �� YMRZ� ��� 

����	�� 	�� 
�	���� ������� 
		
��� 
� 
����	
�
� ��
�	��� �� 	�� ���

�
�
��	� �� 	�� ���
��
�	 ��
���
 ��	� 
 �������
�	 �����	��� �� 	�� �����	
	���

 �������

(�������� ��	� U# �	 �� ���� ����
� 	� ������� �����

 ����� 


��
	��� 	��������� ���
��� 	��

��
���
� ������ �
�


�
 
�� ��	�����

� 	��� ����� ��� �� ��������

 ��	���������� ��
	 ��
��

	�
	 �
�� ���� ���� 
 [
	��
���� ��
���
 ������	�� ��
� �� )1./ 
�� ��	 �� 	�� ��	���������

����

� ��� 	�� �	��� ����
	
�����
��	�
����		��� ������ ���� 
�
�� 

�� 	� 
 ��		�� ������	
�����

�� �
������ ������� 
�� 	� 	�� ����
�����	 �� ������ 

��� ����
����� ��	� 
��� ����
���	�� /�	�

	�
	 	�� �������	� ����� �� 	�� U# 	�
����		�� �� Q−K +1 YMVZ� ����� �� 	�� �
�� 
� ��� (( ��

(�������� U# �� �����

��	 	� (( � ��	 ��
� �� 	�� ����  /0 ������� ��	 

�� ���� 
 
��

������ �� ����� �� ������ YMPZ� #�� 


 	���� ��
����� U# ����� 
� 
����
	� ���	����� 
�� 	���

�
� ���� ������ 
� 	�� 	�
����	 ��
�������� 	�������� 	��������	 	�� ������	
	���� 

	�����

	�� ����
	� 
�� ����
������ �
�� 
 �	�
���	����
�� ��	������ 	� '5< ���

 ��������

0�

	�� 	� 	�� (( � �������� 
�������� 	� YMOZ 	�� �������
��� �� U# ����	 �� ��������

�� 
 ����

��"
	��� �� 	�� ������� �� &N�NN*� ����� �
� �� ��������� 
�

B = HH(HHH + Kσ2I)−1,

����� �	 �� 
������ 	�
	 	�� ����� ����� �� ���

 ��� 


 	�� ������ ���� ������
	��� ��
�� 	�

������� 	�� �
� ���
���� �� 	�� ������

��� �� 	�� �
	��� (HHH)−1 ���� H �� ���
��� #����� N�V

����� 	�� ��
� �� 	�� 	���� 

����	 ������

��� �� (HHH)−1 ���� K = Q ��� 
� �����
���� ��"�

�� 	�� �
	���� ��� �
����� ������

�� �
� 
� ���
	�� �
�	 ��� 	� �	� �����	� ��
� YMOZ� �����
�

	�� ���	 �� 	�� ������

��� �
�� 
 ���� ��		�� ���
����� ���������� U# ����	 ��	 ������� ��



���� 	�� ������ �� ����� �� ���

 	� 	�� ������ �� 
�	���
�� 
�� 
�� ����

��"
	��� ������

���� 
� &N�NI* ����
� ������ 	�� �$��	� �� 	�� �
����� ������

��� !� �
�	� 	�� ��� �
	� ���

K = Q ����� �� ����	
�	 ��	� K 
� �	 	���� 	� �����	�� 
�� ��	� 	�� ����

��"
	��� 	�� ����	� ��


���
�� ) ��
��
�- �� 	�
	 	�� ��
���
� 
�� �� 
����� ��	�����

� ���	�
� 	���� �� ���� ��������



��	���������� ����� �
-�� �	 ���� ��W��
	 	� �	��� �������

��� ������ ���� 
� �
�������

NM



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

����" #��������	�

3� 	� 	��� ����	� �����

 	��������� �
�� ���� ���������� �������� ���� <�
�	�� S ��	�
 	�� ���

�� 	��� ������	
	���� U��� #������ �� 	�� ��
��	�� ������ ���
��� �� �����

 ��
�����  ��� �� 	���


�� �	
	�� �� <�
�	�� I� 
�� ���� �	���� ��

 �� ��	
���� �� 	��� ���	���� ����� 	�� ����
������

��

 �� 
��������� !� YNRZ �	 �� �	
	�� 	�
	 ����'5< ��
	������ 	�
��������� ������� ��� 	��

����
��- 
�� �� ��
�	��

 ��
��
���� ���� 
� 	�
����	 ��
��������� ) ���	 ����	��� 	�
	 ��




	��� �� 
�������� ��% ��
	 
��
�	
��� ���� ��
�������� ������� ��. ���������\

,
���


�� 	�� �������
 ��
�
�	����	��� �� ��
�������� ���� 	�� ��	���� '5< ���
���

N� 	�
	 �	 ���
	
� ����
���� 	�� ���	�� ,< �� 
���	��� 	�� �
�- �� 	�� ���
��
��� �
	����� 	�

���	� ���	�
� �� 	�� �����


� ��

��
�- �
	����� ��	��� &N�I*�

I� !� 	�� ��
��- �	 �� �����
�
��	� 
�������� ��	� 
 

��� ������ �� ����� �� 	�� ��

 YMTZ�

S� ,�
�������� 
�� '5< �
�� 	�� �
�� ��� �
	� ��

��� ���� Q �� ���� 
�� K ���� 	�

�����	� YVJZ� !������ ��
�������� �� �����

��	 	� '5< ��	� 
	 ���� 
�� 
	 
��  /0 YNTZ�

)�
�

�
� 	��������� ��� 	�� ��
�������� ���
��� U# 
�� (( �� ����� 
�� �����

��	 
� 	��

 /0 �����
���� 

	����� 	�� �������
��� �� (( � �� ���	
��
� ��		�� 
	 
��  /0 YVNZ� ) �
�
�


��
�	
�� �� U# ���� (( � �� 	�
	 	�� �����

��	 ��
���
� 	�
	 
�� ���
	�� 
�� �
�


�
 
��

��	�����

� ����� 


��� 
 ��		�� �	��� �� ����
����� ���� 
� 	�� ����� 


��
	���� 
� ��

 
�

�������

��� 	
�-� 
� 	�� ������
���] (( � ���	���� 	��� ��	�����

�	�� )� ���

 ���
����	
	���

�� ��������� ��� 	�� ,<� 	�� U��� #�������'��	� 5
��� &U#�'5* ������ ���

���� 
�	�� &N�R*

�� ��
��
�	� �������� 	���� 	�����	��

 ������ ����	 �� ������� ��� 	� 	�� ���
����	
	���

����	�
��	� 	�
	 �
�� 

��
�� ���� ���

���� YVIZ� #�� ���	
���� �	 �� �	
	�� �� YVSZ 	�
	 ��
�	��



������� ��� ��5 ����	 �
�� 
�� �������
��� 
	 
��  /0 ��� 	� 	�� 
��� �
���� �� 	��

����
� ����
	���� )�������� 	� YSMZ� U# �� 
 �����	�	��� 

	���
	��� 	� '5< �� ���
����	
	���

����
���	� �� ���������� ��	� ���� 	�
����	 
�	���
� 
�� ��� ������� 
�	���
� (�������� U#�'5

������� 	� (0< ��
�������� 	� 	�� ���	 ���� ��� 
��  /0 YIJZ� #�� 	�� ��
��	�� U# �	�
	���� �	

��


 �� ��	�� 	�
	 �	 ���
�� 	�� �
�� ��	��

 	��������	 �
��� 
	 ����  /0� ��	 �
�� 
 �
��
�

���� 	��������	 
��� ��	� ������	 	� 	�� �������� U#�'5� �������� ���� 	�� ������ �� �����

������� 	�� ������ �� 
�	���
�� 	�� �
� ��	� ������	 	�� ��� �
�
��	� �
� �� ���
����
� YMRZ�

!�	����	���
� ������� �� YVRZ 	�� 
�	���� ���� 	�
	 ����� ���	
�� �����	���� �� 
 ���	��

���
��
�	 ��
���
 ��	� K ����� 
�� 	�� , �������� ��	� I 	�
����	 
�	���
�� 	�� ������

�� ����� 	�
	 �
� �� ����
	
�����
� ������ �
� �� ������ 	�
� I� 5
�	���

�
�� �� 	�� ��
���


���	�� ����� 
�� 
��
�� 
�� ���� 	�
	 	���� ����� ����� ���� 	�
� 90◦ �� ��
��� 	��� �	 ��

��	��

 	� ����� 	���� 	���� ����� �� 	�� ���� ����� ������ 	� ��

� ���
��	 	�� ��
	�

 ��
���
�

��� ����� 


��
	�� 	� 	�� k	� ���� �� �� 
����� 
 �
	����

��� ���������� �	 �� �
	��� �����

����� 	�� XX� �����	���� ��� ��� �
	� �
����"
	���� )
	����� ����

	���� �� YVMZ ���� 	�
	

NV



 !&! '���
����
��� ������
� ����
��
��

	����


�� 	�� ������ �� 
�	��� ����� �� ���� 	���� 	�� ������ �� , 
�	���
� �� 	�� ����  /0

������ ��	� 	�� ��	���� ���
��
��� �
	������ ���	���	��� 	�� ������ �� 	�
����		��� ����� 	�

	�� ������ �� 
�	���
� ��	� �
�-���� ���
��
��� �
	����� ����	 ��
� 
���� 
 ��


 ��
�	���

�� 	�� �
�
��	�� �������� 	��� �� 
 �
	��� 	�����	�� ����	 �� ����� ����� ��	� 	�� ��
��	�� U#

��
�������� ���	������ ��
� 
� �
�� ����� 
� 
�	���
� ����	 �� �������

!� <�
�	�� I� U# �� ����
��� 	� '5< 
�� 	� 	�� ������
	��� ����� �� 	���� �� �
�������

����� ����
�	�� 	�� ����
������ �� 	��� ���	���� ���� �� ��� 	� 	�� �������� �
�	 	�
	 	��

��
� &�� ���* 	��������	 
��� ����	 ��	 ��[��	 
����
	�
� 	�� ���
���� �� 	�� 	��������� �� 


��
	������ ����
���� !� 	��� �
��� 	�� �������
��� �
��
	��� 
���� ����� �� 
 -�� ��
����� #��

���� ��	
�
�� ���  ��	��� N�M� �������� ��� 
 �
�� ����
����� 
���� 	�� 	���������� �	 �� ���	�

���	������ 
 ����
���	

 	�
����$ �� ��
	��
�	���
 
�� ��
	������ ��
���
�� 	�� �������	� 
��

��
	��
����� 	�
����$� ��� YVVZ 
�� YVPZ� !	 ��

 �� ����� �� 
 ��
�	��

 ��	�
	��� �� <�
�	�� S�

*�
�
���� 
�. �	���������� �
��� �<

��
��	���


�� ��
	��
� 
�	���
� 
�� ���� 	� �����
�� 	�� ��
�
����� ���. 	� ����
	 �
���� ����

�W����	
�� #�� ���	
���� �� 
� ����
��� ��	� K ������� 
�	���
� 
�� 
 ����
� 	�
����	 
�	���
�

	�� 
���
�� ����
��
�	� �� ����� ����	 ���
� 	�����	��


� 
�-� 1/SNRK 
	 ����  /0� !�Q 	�
����	


�	���
� 
�� 
���� 	� 	�� ���	��� 	�� �
����� 
�����
�
� 	
#
��
�� ��
� �� KQ� 
������� 	�
	

	�� ��
���
� ��	���� �
�� �
�� �� 
�	���
� 
�� ������ 0
�
���� �
���� ,������ �������	�� 
��	���

����� �� 	�
	 �� 	�� ��
���
 �
	��� �� ��

������	������ �	������ ��
����� ������� �������� �
�

�� ���
	��� �� 	�
	 �����

 �
	
 �	��
�� �
� �� 	�
����		�� ����
	
�����
�� ���� �$��	 �� �


��

����
�� ����
��
*
�� r� 
�� 	��� �
�� �� ������� �� min(Q,K) 
	 ����  /0� ����� 	�� ���	�� ��


���	�� �� 	�� ������� �� ������� 
�� ��	 �� 	�� ������ (��� �� ��	
�
� 
 ������ �� �
�� 	� �
��


 ��
	�

 ��
	��
����� �
�� r 
�� 
 �������	� 
��
�	
�� �� d �� 	�� �
	� �� 	�� ������ ��

�� 
�-�

r log SNR 
�� 	�� 
���
�� ����� ����
��
�	� ���
�� 
�-� 1/SNRd� #���


�� 	�� �������	� �
�� ��

lim
SNR→∞

log Pe(SNR)
log SNR

= −d,

����� Pe(SNR) �� 	�� 
���
�� ����� ����
��
�	� �� 	�� ���	��� 
�� 	�� ��
	��
����� �
�� ��

lim
SNR→∞

R(SNR)
log SNR

= r,

����� R(SNR) �� 	�� ������ �� ��	� ��� �����
 �� 	�� ������ &	�� �
	�*� 1��� 	�� �
��- 
���	�

�� ������ 	�
� K + Q − 1� 	�� ��	��

 �������	� �
�� d∗(r) 
�����
�
� �� 
�� ������ ������ ��

�
��- 
���	� L 
�� ��
	��
����� �
�� r &��	����* �� �������
� ����� �� 	�� ��

����� ���
	��� YVVZ

d∗(r) = (Q− r)(K − r), &N�NI*

����� ��[��	� 	�� 	�
����$ ��	���� 	�� ����� ����
��
�	� 
�� 	�� �
	
 �
	� �� 
 ���	��� ���

NP



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

5

10

15

20

25
Optimal diversity vs. multiplexing trade−off

Spatial multiplexing gain: r

D
iv

er
si

ty
 a

dv
an

ta
ge

 d
(r

)

4 transmit and receive antennas
5 transmit and receive antennas

#����� N�P% ��	���� �����
�	� �
. ���	���� ��� 	������" �� � 
�������
�� ���	����	���� 
�
	���

��	��

 ����
	��� ����	� �� &N�NI* 
�� �����	�� �� #����� N�P� ����� 	�� �������	� �
�� �� �
�		��

��. 	�� ��
	�

 ��
	��
����� �
��� ��� ������ �
�		�� ����� 	� 	�� �
��� ��	� R 
�� M 	�
����	 
��

������� 
�	���
�� �� 	�
	 
�� ��
�	��

 �	�
	��� �� ���	
���� �� 	�� ������ ��	���� 	��� 
�� 	��


���� !� 	�� ������

 �
��� YVVZ 	�� ��
��� ����	 ��� 	�� 	�
����$ ������ ��� �	��� 	���������

���� 
� )

���	� �� ,@) ���
��� �������� ���� �� ���

���� ���� ��	 ��
� ���
��� �� 
 ����� �	

��[��	� 	�� ����	��� 	�
����$� 
	 	�� 5�G� ��	 

�� ���
��� �	 �
� ���� ��	����� 	� 	�� ��
	��
�


����� ��
���
 �� YVPZ� ��� �����
���� ���
� 
�� 	�� �
��� ��	 ��	� ��
	��
� ������ 	���� ����	�



�� 	�� ��
	��
� 
����� �
��� ��
���� 	�
	 �����

 ����

� ���� ��$����	 ����� �
� �� ��
	�


�

���
�
	��� ��� 	�
����$ ������ 
�� ����� ��� ���������� �
���


	��� 
�� �
	� ��
�		���� �������

	�
	 	���� ����	� 
 �������
�	 �
� ��	���� 	��� 
�� 	�� 2���	 ��������� !� �
�	� 	�� ��������




��
	��� �� ����� 	� �
�� 
� ���
�	 �� ��	� 	�� �������	� 
��
�	
�� 
�� 	�� ��
	��
����� �
��

YVPZ� 0����	
�� YVOZ ��	������� 	�� ��	��� �� 
 �������	� �
�� ������ ��� 
 ��
	������ ��
���
�

����� �������� 	�� ��	 �� �������	� �
�� ���	��� 	�
	 
�� ����
	
�����
� 
�����
�
� �� 


 ������

��� �������	����
	��
����� 	�
����$ �� �
���
� ��

	�� 	� 	�� ����
	� �� YVTZ 
�� <�
�	�� S� �����

�	 �� �	
	�� 	�
	 	�� ����� 


��
	��� 	��������� ��������� 
 ��		�� �������	� �
�� ���
� 	�
	 	���

����� 
��� ����� ����
	
�����
� &����� ��
	��
����� �
��*�

�� ����
��� 	��� �
�	� �	 ����� �
�
� 	�
	 	�� �
���	� �� 	�� 	��������� 
�� ��	���"
	���

NO



 !+! '���
���
� ���
	��
��

���	���
 �
-� �	 ��W��
	 ��� 	�� )5 	� ��
��	 	�� ���	 ������ 
�������� 	� 	�� ����� �� 	��

���	��� ,������ 	�� 	�
����$ ��	���� �������
��� 
�� ����
���	�� 	���� ����	 �	���� ���� 
�

	�
	 ��	���� �������
��� 
�� ����

���� ��� <�
�	�� M� ����� ����	 ���� �����
�� 	�� ��W��
	�

�� 	�� ������� 
	 	�� )5� 
� �	 ��

 �� ����� 	��������	 	�� ������	
	���� !� 
�� �
��� 	�� ��
��	��

�	�
	��� ����	 �� 
 �


��� �� 	�� ��

� �� 	�� )5� #��� 
 ����
�	� ���	�� ����	 �� ����� 	��

���
����	�� 	�������� ����	 ��	 ������
��
� �� 	�� ��	���� 5�G 	���������

����$ %&��	���	� �� ����

,����� ����� ��	� 	�� ��	
�
� �� 	�� ������
��� ����������� ��

	�� 
�	��
	��� ���������� 	��

��	������ 	� ��
	��
� 
�	���
� 
	 ��	� ����� �� 	�� ��������
	��� 
��- ��


 �� �����
� ����������

��� 
�	��� ��	�� ���� 	�
	 	�� ��	������ �� ��	 �	�
���	����
��� ������


� ���������� 	��

������
��� ����
����� 	�
	 
�� ������	�� �� 	�� ���	 ���	����

!� 	�� ��
��- �� 
 ��
	������ (!(+ ����
��� ���	��� YPJZ �������� 
� �	��
	��� 

����	�� 	�

��� 	�� 	�
����	 �������� 
�� 	�� ������� ������� �� ����� 	� ������"� 	�� 	�	

 ( � 
	 




	�� ��������� ����
	
�����
�� ����� ��$��� ���� 	�� ����
� 
��- (!(+� +� 	�� �	��� �
��� YPNZ

�������� 	� �
����"� 
 
���� ����� ��� 	�� ������	 ��  !/0 �� 	�� ������ ����� ���
�� 
 �
�����

���� ���������� ��� 	�� 
�	���
 �����	� 
	 


 ������ ) ���
� ������	
	��� �� ����	�� 	� 	�� (!(+

��
�������� ������ 
�� ����� 


��
	��� YPIZ� 5
�	���

�
�� 	�� ��
	������ (!(+ ��
��������

��	���"
	��� �� 
 ����
� ����
���
� ����
��� 	��� ��
�����	���� ��
�	���� ���� 
� ����

	��


���

��� 
�� ��	��
	��� �������� 	��� 
�� �	�

 	�� ����
�� ��� 
 ��

��	�� ���
����	
	����

!� YPSZ� 	�� �����	��

 ��
�	���� 
�� ����
���� 	� 
���� 	�� �����	
	���

 ����
���	� ��

	�� ����
��- ��
�������� ����
�� ���� 	���� 
�� ��
	��
� 
�	���
� 
	 ��	� ����� �� 	��

��������
	��� 
��-� �
��
� 	�� �
��- ��
���

�"
	��� &������


� ���	�� 
	 ����  /0 
��

��� �
����� ��� �
�
��	�* 
�� 
 ���������� ��	���"
	��� ������ &��� ����� ������"
	����

������


� �� 	�� 
��  /0 ������*� ��� �����

�"
	��� ����� ��	� YPRZ� ����� 
 �


��� �� 	��

	�
����$ ��	���� �������
��� 
�� ����
���	� ������ 	�� ������ �� 	�� 	�
�������� �	���	�����

<��������� ����� ���	��
 
�� ��
��������� YPMZ ����
���� 	�
	 �������
�	 ����� �
����� �
�

�� ��	
���� �� 
�
�	��� ���	
�	
�����
� 	�� 	�
����		�� ������ (�������� �� 
 
���
� 
�	���



��
�� ��	����
����	 ��
����� ���
	�� 	�
� 
 ��
�	�� �� 
 �
��
���	� 
�� ��W����	 	� 
������ �
���

	� 	�� ������� 
���
�� 	�
����	 ������ !� YPVZ� 
 ������� 	�
����	 ����� ���2��	 	�  !/0

����	�
��	� �� ����
���� ��������� ���� �� 	�� ���
� �� ��	���� 	�
����	 ��
��������� #��


��

	�� ��	���� ��� ��
	������ ��������� ��� ���� ��������� 
�� �������� �� YPPZ�

��� ���������� ����
���
�

1����
� 	�� �������� ���	���� ��

 ��	� 	�� ��	���"
	��� �� 	�� 	�
����		��� 
 ��$����	 
����
��

�� 	
-�� ����� !��	�
� �� 	�� ����	 ���
��
��� �
	������ 	�� ��������� ������� �� 	�� ��
��������

NT



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

	��������� 	��� ���	��� �� ����	�� 	� 	�� ������ �� 	�� �����	 �� ����� 	�
	 ��


 �� ������� 3� 	�

	��� ����	� 	�� ������� �
� ���� 	�� ������ �� 	�� ���
��
��� �
	����� �� &N�I*� !� 	��� ���	����

	�� 
�	��� ������	�
	�� �� 	�� ��
��	��� �� 	�� �����	
	��� �� 	�� ����� ��	��� &N�I*� !������ 	��

�������
��� �� 	�� ���	�� ����	 �� ������
� ����
��� ��������� �� 	�� �����	 �� ����� 	� �����

	�� )5 	�
����	� ����
	
�����
��  �����
��� �� 
 �����

 �
�� ������ 	� 	�� �������� ���	����	���


���� 
 ��	 �� 	�����

�������� 5
�	���

�
� �� 	��� ������	
	���� 	�� 	��� ������
��� ������ 	�

	�� �
�	 	�
	 	�� ����� �� 	�� ��

 ��


 �� ��
��	�� &�� ������� ��	� ������* �� 
� 	� �� ������

����
	
�����
� �� 
 �����  '() ������ 	� 
������ 	�� ���	 �������
���� (�������� ���


�

	�� ���	
�	
����� ��	��	 ����� ��


 �� �W����	
� ��
��� 
���� ������ ��� <�
�	�� S�

���������� 	�� 
�	��� 	���� 	� ����
��"� 	�� ���	 ��
��
�	 
����
���� 	� 	�� ������
��� ��

��
	��
� ����� �� 
 ���	�� ��	� ��
	��
� 
�	���
�� )� �	
	��� 	��� ����� �� ���


� ��	 	
-�� ��	�


�����	 ���� ��	���"��� ��
� ������

 

��� ���������� 
� �	 �
� ���� ���� �� 	� 	��� ����	�

��	 �	 �����
��� 	�� ��
��
��� ���� ��

��	�� ���	�� ���
����	
	���� 
�� �����	� 
�� ������


�

���� 	�� ��
	��
� ���������� �� 
 ��������
	���� ���	�� 
�� 	� �� ���
��	�� 2���	
�� !� #�����

N�O 	�� ���
 �� �
�		��� 1����
� 	�
��	���


� ����� 
�� ��	 ����

����� &
��	 ����
�	*� ��	� 	��


���	��� �� 	�� ��������� 
�� ��
�� 
���� �����

 ����� �
� �� ������ ����
	
�����
� 
	 
 �����

�
�	 &����	 ����
�	*� /�	� 	�
	 �
�� ���� �� 
��
	�� 
	 
 ���	
�� 	����������������
�� ����	� ��	

�� ����� 	� ��

� ���
��	 �������	�� 	�� ���
����� ����	� �� 	��� ��
�� ����
� �� �

�� ��	� 	��

����� &��	 ���� ��� 	�� �
-� �� ������	
����� �� 	�� �
�	*� �������� ����� �� 
 ����
� 
�	���


��
	������ ����������	 	�� �
�
��	� �� �
����"�� �� 	�
����		��� 	� 	�� ���	 ����� �����	����	��

��������
	���� ��


 �� ���	
� 
��������� (�������� ��	� 	�
	 �� 
 (!(+ .
����
� ()< �	 ��

��	��

 	� ������	 ��
� 	�� ���	 ���� �� 	�� 
��  /0 ������ YPOZ�

����� �������	����� �����	������	�

!� �����	����	�� ��������
	����� 	�� �
��� ���
 �� 	� �����	 ���� ��
	������ �������	�� 	�
	

��
��� 	�� ���	 ���� ����
� �� ������
�� 
	 
�� 	��� ���	
�	� (
	���
	��


�� 	�� )5 ��




��
��	 	�� ���� k∗ ��	� ���	 �
	� Rk 
	 	��� ���	
�	 t�

k∗ = max
k

Rk(t), &N�NS*

����� ���
�� 	�� ������	 	��������	 �� 	�� ���	��� �������� 	�� ����� ��	� ����� ��
���
� ����	

����� �� 


��
	�� ��� 	�
���������� ������


� �� 	���� 
�� ����	
�	�

 ��$������� 
���� ��
���


�
���� ���������� ���	�
� �� &N�NS* 	�� )5 ����	 ������
� ���� k∗ ���� 	�� ���	
�	
����� ��
���


�� 
���� �	� ��
� &�� ��
� �	� ��
-*� ����� �� �


�� 	�� 5�����	���


� #
�� ������� ���.

k∗ = max
k

Rk(t)
Tk(t)

, &N�NR*

IJ



 !+! '���
���
� ���
	��
��

space

space
SDMA

time

frequency

(a) Traditional one-dimensional scheduling                                   (b) Joint space-time-frequency scheduling

User 1

User 2

User 3

frequency
FDMA

time
TDMA

#����� N�O% .�/ !����	����� ���������
����� 
�
������� � ����	
 ���� ��� �����
�	� 
�
���) ��	
�� 	���)

���,�����) �� 
����) ��� ���
 �
�� �� � ��������������� ���� .�/ !
���������
����� 
�
�������) �
���

	
��� �
��
 

��� 	
� 
��	
 	
�	 ������� 	
� 	
��� ��������� �����
���
�

����� Tk(t) �� 	�� 
���
�� 	��������	 	�
	 �
� �� ���
	�� &��
� ��� 	�� ������
�� ����* �����


� �������	�


� �����	�� 
����
�� �
	��� ���.

Tk∗(t + 1) = (1− 1
tc

)Tk∗(t) +
1
tc

Rk∗(t).

!� tc �� ���� 

���� 	�
� 	�� �����

	��� 	��� ��

� �� 	�� �
����� 	�� 
���
�� 	��������	 ��

	�� ����� Tk(t) ��������� 	� 	�� �
�� ��
�	�	�� +������
�� 	��� 	��� �� ����
����� �� ��

����	��

�������� 	�� ��
�	�	� 
�� ��

�	� �� 	�� �����
�- �� 
���	��� ���.  /0 �����
�-� ���� ������

�
� ���� ����
���� ���. �� 4�

����6� ���� '
	
 0
	� &�'0* ���	���

1�	� ��
	��
� 
�	���
� 
	 	�� 	�
����		��� 	���� ���
� �
�� ���� 
��
��� �� YPTZ� ����� 	��

��
	��
�	���
 )5 �����-�� [��	�
	���� �� 	�� ��
���
 �
���� �
���


� �� ��
	��
���� 	�� ����

�

����� ��	 ���� 	�� 
�	���
� �� �
���� 
��
�	���� 
�� ��
���� ��� #����� N�T ��� 
� ��
��
��

���� �
-�� ����� ������


� �� ��	�
	���� ����� 	���� �� 
�		
� ��
		����� 
����� �
��
� �
��

�
����� #��	�������� 	�� �������� ������ �������� ���� 
���	�� ��
���
 �����
�-� 
�� ��������

	�� 
���	���

 	
�- �� 
� ��������
��
� ����
�� �� 	�� ��	��������� 
$��	��� 
�2
���	 ��

�� )�	��

YPTZ� 
 ������ �� �
���� �
�� ���� ���
����� ��

����� 	��� 
����
��� ��� ���. 	�� ��
	������

(!(+ ���	�� �� YOJZ� ����� 	�
�-� 	� 
� ������� �
����� �	 �� ���� 
�-�
� 	�
	 ���� ���� �� ��
�

	�� �
	���

��� �������
	���� +����	����	�� ������� ����	 �� ��
��	�� ������


� ���� 	���� ��


���	�� �����
�- �� 
 ���� ������ �� ������ �	������� 	��� ����	 �� �
�
�
� ��	��������� ��

 '() 	���������� 
� �	 �� ������	�
	�� ���. �� <�
�	�� M� #�� ���	
���� ��
�������� 
�������


 ������ ��� �
�
��	� 	�
� 
 �'() ����� &N�NR*� ���. 	�� ���� ��	� ���	 ��
���
 �� ������
��


	 
�� 	��� YONZ� )
	����� 	�� ���W������ �� ���� 
 �'() ������ �� �	����� �� YOIZ� �'()

IN



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

x(n)
user k

)()(1 njzena 

)(na

h1k(n)

h2k (n)

#����� N�T% #��	�
 �� 	
� �����	���
	�� �����������4 	
� 
��� 
����� �
 	���
��		�� ���� 	
� 	��

��	����
 ��	
 	����������� �
�
� ��� �����
�

��������� 	� 	�� �
����� ��� �
	� 
� 	�� ����� �����
���� ��	������ YNTZ� �	 �� ������ �� YVJZ

	�
	 	�� �
�� �� '5< ���� 	������
���� �� ����	
�	�

 �� 
�� �
���

����� '�������	
 �	 ��� ���������	
 �����	

!���������	
� �� 	�� ��
	��
�	���
 	�������� 	�
	 �� ������� 	�� ������
�� ����	 	�� 	� ��
��	

	�� ���	 �����	 �� ����� 	� 
������ 	�� ��	���� �������
���� )� �	 �
� ���� ������ ��������

	�� ��

�	� 
�� ��
�	�	� �� 	�� �����
�- �� ����� �	 �� ��		�� 	� 	�
����	 ����
	
�����
� 	� �����



����� �
	��� 	�
� 	�
����		��� 	� 	�� ���	 ���� ���� �� ��

	�� 	� 	�� �

�����
	��� �� 	�� (!(+

������
��� �� YOSZ� �
��
�� �* 	�� ����
�������

	�� ����� 
����� 


 ��������� 	� 
 ����
� ���� ��


� �����	����	�� �
�� 
�� ��* 	�� ����
��������
�	� ����� ��
	��
� ����� 
�� 


���� 	� 	�
����	

����
	
�����
�� ��� �����	� �� 	�� ��
	�


������
� �	�
	����� �� �	
	�� �� 
 ������ �� �
����%

• ��� 
�	���� �� YOSZ ����
�� ��	� ������� �� 	���� �� 	��������	 
�� ��

� �� 	
-��� ��	�


�����	 	�
	 	�� ���� 
����

 �� 
 �
���� �������� ������ �� 	� 	�� ����
����� 	�
	 	��

��
	�


������
� 
����
�� 
�
�� 	� �������
�	
� 
���� ��

� 	�
� 	�� ��
	�


���������

• (�������� ��	� 
 U# 	�
����	 ��
��������� �	 �� ����� YMMZ 	�
	 	���� ����	� 
� ��	��



������ �� 
�	���
� 	�
	 ��


 �� ���� ��� ����� �� ��
	 �� �����

��	� 	���� �� 
� ������

�� ����� 	�
	 ��


 �� ������
�� ��� 
 ���� ������ �� 
�	���
�� !� �	��� ������ 
��������

	�
����	 
�	���
� ����������	
� &	� �����

 �����* �$��� �������
�	 ����������	� ���� 	��




��
	��� �� 


 	�� 
�	���
� 	� 
 ����
� ���� YORZ�

• ��� 
�	���� �� YRJZ �������� 	�� ����
��- �� 
 ��
	������ (!(+ ���	��� ����� 	�� ���������

�
�� 
 ����
� 
�	���
� 
�� 

�� ���� 	�
	 �	 ����	 �� �������

 	� 	�
����	 	� �����

 �����


	 
 	��� ���� ��	� ������
�	� < ! 
	 	�� 	�
����		���

II



 !+! '���
���
� ���
	��
��

•  �����
��� ��� �
����� �
�
��	� �� 
 (!(+ ���	�� �� �	����� �� YOMZ� ��� 
�	���� ���	

�������� ������
��� 	�� 	�
���������� �� 	�� ����� ��� ���� 	�
����	 ��
��������� 
�� 	���

������	 
 
�� ����
���	� 

����	�� 	� 
����
�� 	�� ��� �
�
��	�� ��� �
�
��	��
��������

�	�
	��� �� ������ 
 ������
	���

 ����
�� �� 	�� ������ �� 	�� ������ )� ��	����	��� ����	

�� 	�
	 	�� 
�	���� �����	��
	� �� ��� 	�� 	�
����	 ��
����	��� ��


 �� ������ ���������

�� 	�� ������ �� �����
�-�

) ���
�- �� ������ ������ ���������� ���	���% 

	����� 	�� ��� �
	� �� 	�� ��
	�


������
�

�� ������ 	�
� 	�
	 �� 	�� ��
	�


��������� 	�� 	��������	 ��� ���� �� 
���� YOSZ� ����� ����	



�� �
�� �
������ ���
��
	����� ����� ������ ���
� 	�
	 �� 	�� < ! 


��� �	� �	 �� ��		�� 	� ��
��	


 �����	 �� ����� 	� ��	���"� ��	� 	�� 	��������	 
�� 	�� ��

�� ���������� 	�� ������ �� 	��

����� 	�
	 ��


 �� ������ ������� ��	����
� �����	
�	 �� 	�� ������ �� 
 ���	��� ��� ������


�

<�
�	�� M ��� 
 ��
�	��

 �������	��� �� 	�� ������
	��� �� +#'( ������� ��	� ��
	�

 �������	��

#�� 	�� ������
	����	�����	�� 	���������� ������
��� �� 
 �
	��� ��� ����
��� 	����� �����

������ �
���


� 	� 	�� ��
��	��� �� 	�� �������� ����� ��� '5< 	��������� �� ����� 	� 
		
�� 	��

��	���� �������
���� #�� ���	
��� �� YSMZ� ��	� 
 U#�'5 �	�
	���� 	�� ������� 
�� ����
���

	� 	�� #���	 <��� #���	  ����� &#<# * �
��� 	�� ���	 ��� ������� ����� �� �����
���� ����� ��

	�� ����� 	��� ���
� ������� 	� 
������ 	���� 	
���	 �
	
 �
	� 
� �� 	��� ���� 

��� �� 	�� ��

�

�����
� 	�� ������ ��� ���� 	�� ��	��

 �������� ����� 
�� 	�� ��	��

 ������ �� 	�� ���
��
���

�
	������ <��	
��
�� 
 �������
�	 �
�� ����	 �� 
������� �� ����� 	�� ��	���� �������� ������

��� 
�	���� �� YOVZ ������� 
 ������ 

����	�� 	� ����� 	�� ����� ��� 
 U#�'5 
����
�� �����

�� ��	����
� �
��� 	� 	�� �
����� ��� �
�
��	� �� 	�� ���
��
�	 ��
���
�

)��	��� 
����	 ������� �� 	��� ������	��� �� 	�� 
��
��
	��� �� 	�
��	���

 '@< ������
���

���������� 	� 	�� ��
	��
�	���
 ������

 

���� ������� ����

	����� �	 �� �������� �� YOPZ 	�
	

	�� ��
	������ �������	� �
��� ����	 �� ������� �� �������� �� 
�� -��� �� �������	�� 
�� ��
	�



�������	� �� �
�	���

��� '�� 	� 	�� ��
	������ �������	�� 	�� �������
��� �� 
 5�����	���


�

#
�� &5#* ������
�� �� �������� 	� 	�
	 �� 	�� �

����

 ����� ������ �������� 	�� ���������	� ��

	�� 5# �����
��� ��	� �����
���� 	�
����	 �������	� ������ ��� 	� 	�� �
�	 	�
	 	�� �
��
��� ��

	�� �
�
��	� �����
��� ���� 	�� ����� �� 	�� 	�
����	 �������	� �����
���� !� 	�� 
���	 �� ����

������ �� 
�	���
� 
�� ������ 	�� �
����� 	��������	 
������� �� 
�� ��	��

 ������
�� ��

	�� �������� �� 	�
����	 �������	� �����  /0���
� �����
�- &�� ��

 < ! 
	 	�� 	�
����		��* �
�

�� �����	�
� ����� 	�
� 	�
	 �� 
 ���	�� ��	� �� �������	��

)� 
 ����
����� �� 	��� ������	���� 
� �
�� 
����	� 
� ������
� ��


 �� 	
-�� ��	� 
�����	

�� 	�� ������ �� 
�� ��������
	���� ���	�� �� 
� ��	 	� �����
�� ����
���	� 
�� ������ 	��

�������
���� !������ 	�� ��	��
�	��� ��	���� 	�� 5�G 
�� 	�� '@< ��


 �� ���� 
� 
 �������

�
	��� 	�
� 
 ��
��
�-� ������


� ���� 	�� ������ �� ���������� �����
���� ��� 	�� ���	 ���	����

�&�
����� 	 
���� �  �	���� '�
(����� 	� ��� �� ����� ��� �����	��� ��'�
(� 	� ��� ��	���������

IS



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

����� #����	����	 �� �������

)��	��� ��	����	��� ����� ��	��� 	�� ��
	������ ������
��� �� 	�� ������
	��� �� �����

 �������	�

����������� ��� ����� 	�� 
�	��
	��� �� �
	��� ��
���� ���� ����	 �� �� ���
��� �� 	�� �������	�



����
���	� �� 	�� ����
��� 
� �	 ��

 �� ������ !� YOOZ� 	�� 
�	���� ��	������ 
 ���
��� �
�	




��
	��� 	�������� ���  '()� ����� 	�� �
��� ���
 �� 	� ����	���	 
��
��
�
�� ��
���	��� ��
����

�
���


� �� 
������� 
 �����	�������  !/0 ��� �
�� �����  ���� 	�� ����
�� �� /5�����
�	�

YOTZ� ������	�� �����	��

 

����	��� 
�� ��	��
	���� ��� ��
� ���
����	
	��� ����	�
��	 ��

	�
	 	�� ��
���
 ��


 ���
�� ���
��
�	 ���� 	�� ��
�������	 	��� 	� 	�� 	�
��������� ��

	�� �'()� '() ��
��� ��� 
�	���� ����� �� 	�� ��
��-� 
�� 
����� 
 �
�����  !/0

��
������� 
	 	�� �������� &	�� , *� #��� �
�	 


��
	��� 

����	��� 
�� ����
��� �� �����
����

������ �� ����
���	�� 
�� 	�� -�� ����� �� 	�� ����
	���
�	� ��
���� ��	���� ����� i 
�� j 
�

Cmpi,j = min
( ‖hi‖2
‖hj‖2 ,

‖hj‖2
‖hi‖2

)
,

����� hj �� 	�� ��
���
 ���	�� �� 	�� j	� ����� 1�	� �	� 	�� 
�	���� ������� 
� 

����	�� 	�
	

	���� 	� �

�� ����� ��	� ����

� �������� ������ 
	 	�� �
�� �
�	� �������� 	��� ��	��� ���� ��	

	
-� ��	� 
�����	 	�
	 	�� ����� ����	 �
�� �
��� ��
���
 ���	���� 	��� �	 ���� ��	 ������� ��

�

!������ ���� ����� �� ������ 	� ����� ����
	
�����
� 	�� ����� 	�
	 �
�� ����

� ��
���
 ���	���

���. 	��� ���� ���� 	�� �
�� "��� �� ��
�� �� 
 ����

 ����
 �
��� �� 	�� '+) �� 
������� ��

�������� 	��� ����
��� �� YOOZ 
 ���	 �	 �	�
	��� �� ��������� ����� 


��
	�� 	�� ���� �� 	�� 	���

�
�	 ����� 	�� �������  !/0 �� 	�� 

����	� <��	
��
�� 
 ������������ �� 	�� ����� �������� 	��

����


 �������
���� )� ��	������ 	� 
 ��

��� ���	���
 ��	�  '() �� ����
���� �� YTJZ� #���	�

	�� , ��

� 	�� 	�����

�� 
�� 
�	�� 	���� ��
	�

 ����
	���� 
�� ��	
����� 	�� , ����	���	�

	��  '()��'() ��
���� ���. 
�������� 	� ��������
� ������� 	���������� ��� #����� N�NJ ���


� ���

�
	���� !� YTNZ 	�� 
�	���� 	
-� 	�� ���	 �	 �	�
	��� �������� �� YOOZ 
�� ��	��� 	����

������ 

����	�� 	� 	
-� ��	� 
�����	 ��	 ��
� 	�� ��
	�

 ��
�
�	����	��� �� 	�� ������ ��	 

��

�����

 4� �
�
��	��� ���� 
� 	�� �
�-�	 	�����	 
�� 	�� �
�-�	 
��� �
	�� ����� 	�� 	�
W�

��
�
�	����	��� ��� 	�� 	�����

� ����	 ��	 �� 	�� �
��� ) ����
�� �� 	��� 	��� �� 

����	��� ��

	�
	 ��� 	� 	�� /5�����
�	������ �	 �� �
	��� ��W��
	 	� ���� ��� �
� ���� ��	��

�	� 	��� 
���

!� YTIZ� 	�� ����� �� ��	 �� 	�� ���
�	 �� ��
�	 
�	���
� 
	 	�� ������ 

��� �� 	��

���	���
 �	
�- ���� 	�� 	�
��������� �
�� 
���	�� ���������� !� �
�	���

�� 	���� �� 
 ���	�

��	 �� ��
�������� ���	���� ���� ����� �� �������
�	 ����� �	 ����	 ��	 �� ������
� 	� �������


�
�	��� ��
�������� �� ��

�	��� ���
����	
	��� 
�� �
�-�
��� ����
	���
�	� �� �����	� ���


�	���� ������� 	�� ��
�� ��������� ��	� +#'(� ��������� 	�� ������	�� 

����	��� 	� 


��
	�

��
���
� 	� ������ 
�2��	 ��
�������� ���	���� 
�� 
����� ����� 
�� ��
���
� �� ��
��� ��	� 	��

�#� �&) 
�
����  
����	�
��	� 
�
���� �� ��	� ���
����� �
 	  �	�� ��	�  	��
� �� �
���� �� 

���
��	� ����$

�� 
���� (
���$ ���  
�
��*��� �� ��	��� �*

�����	��� (��� ��� ������ 
� �	��	�����

IR



 !+! '���
���
� ���
	��
��

Time dimension
(continuous)

Space dimension
(discrete)

Poll Response

Signature acquisition

Variable number of users at each
slot depending on the link quality

Forward link SDMA/TDMA transmissions

SDMA/TDMA slot

#����� N�NJ% !������ #$��%!$�� ������ 1��
	) 	
� �* �������
 ������� �� ����� 	� ��,���� 	
�


����	��� �� 	
� 	�������
) 	
�� �	 ���
	���	
 	
� #$��%!$�� 
��	
�

��

 ��2��	��� �� �
����"��� 	�� 	��������	 
�� ������� 4� 	� ������ !�	����	���
� �������

	�� 
�	���� ��	������ 	�� ������	 �� ����
�� �
�����
�
�� �� 
 ��� ����
����� �
���� ��� �� ����

����� 
�� ����
���� �
������
 �� 	���� ����	 
 ��
�������� ���	�� ��� �
�� ����� ���� 	�
	 	��

�������  !0 ����������	� 
�� �
	������ �������� 	��� ������	 �� �
	��� ��$����	 ���� 	��

���
�
��
�	� �	�
	��� �
��� �� 	�� ����

�"�� ��


� ������	 	�
	 ��

 �� �������� �� <�
�	�� M�

��� 
�	���� ����	��� 	�� 	�
����$ ��	���� 	�� ������ �� 
������� ����� �� 	�� �
�� ����
�����


�� ��
	�

 ���
�
��
�	�� ����� �� 	�� ��� 
$��	� 	�� 
�����
�
� �
	�� ��� �
�� ���
 ������


���	�� 	�
�������� ��������� �� 	�
	 	�� �
�����  !0 ��
����	��� 
�� �������� �� ����� 	�

������ ����
���	�� 1�	� ��
���	�� 	�
�������� ���������� 	�� �
��� ���
� 
�� ���	
���� �� YTSZ�

1�	��� 	�� ���	��	 �� 
 ������
	��� �� ��������� �������	� &+#'(* 
�� ��
�� �������	�

& '()*� 	�� 
�	���� �� YTRZ �����	��
	� 	�� ������
� ��	���� �� 	�� ��
��- ���
����� ��
	��


�	���
 	���������� �
����� ���� 
 (( � ��
�	���� �
����� 	������ 	�� ���������� ��	���������

�
���


	��� ����������� 	� 	�� �
����� 
�-�
����� ��������� �������� 	���� 
����
�� ��

��������� 
���	 	�� ����
���	� 
�� 	�� ��
	��
�	���
 ���
����	
	���� ����� ��$��� ����

	�� ����	 �� ���� �� <�
�	�� M� #��� 
 �
	��� ��$����	 �������	���� �
��	����� �� ����� ��	�

������ �� 	��
	�� �� YTMZ 	� 


���
	� 	�� ��
����
���� �� 	�� '+) ��	��
	��� ��� 	� 	�� 
���

�

����
� �� ����
��� ����������	�� ��� �
��� ���
 �� 	� ����� 	�� ����� 
�������� 	� ����� &
��


���

�* �

���� ������ 	�� �
�����  !/0 ����
��- ��
��������� ����� 	���� ��

 �� 
 ����
�

��
������� ��� �
�� ������ ����� ��


 �� ���� �� 
 ��$����	 	��� �
�	 ��� �
�� ���� �� 	�
	

������ ��	� 	�� ���������	 �����	��� �� ����
���	��

�� ��� ��	� 	��� �
�	� 	���� �� 
 ������ �� �
���� �� 	�� 
�	���� �� YTVZ� ����� ����� 	� 	��

��
��- �� 
� ����
��� ����� 	�� ����� �
�� 
 ����
� 
�	���
� �����
� 	�� )5 �� �������� ��	�

��
	��
� 
�	���
�� !� 	��� �
��� �� �
�	���

�� 	�� �����

 ��
�����- �� �
��� �� �	�
�	� ����	����

�
��� �� 	�� �
�
��	�� 
�� 	�� 
�	���� ������� 	�� �
�	 ��
�	��

 ������
��� 	���������� �
��
�


 ������	�� 

����	�� 
�� 
 	�������� 	�
	 ��
��� �� ����	�� 

����	���� )
	����� 	�� ��
�����-

	�� 
�	���� �
�	 	� ���� �� ����

� 	�� ��

 ����
�	��� ��� 	�� ����
�� �� ������	��� '�� 	�

IM



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

��
�	��

 ���
����	
	��� ����	�
��	�� 	�� 
�	���� 

�� ������� 
 U# 
���
� �����������

����" ����� �����	�� �	 ()# �������

,����� ��

��� ��	� ���� ������

 
����	� ���� 
� 	�� ����� 
�� ��	 


��
	���� 
 ����� ���

�
	���

�� 	�� ������ ���������� 	�� ������ 

��� �� 	�� ���	���
 �	
�- ��


 �� ������ !������ 	��

������	
	��� ������� �� ��� 	�� ������
��� �� �
�� 
	 	�� ��
	��
�	���
 ������

 

���� ��	 ����


�����	���� 
�� �
�� �� ����� 	� �
-� 	�� ����
��� 	�
�	
�
�� #�� ���	
���� �	 �� 
������ 	�
	

	���� �� ������	 ��
���
 -���
���� 
�
�

�
� 
	 	�� 	�
����		��� ���� ����	 �� ���	� �
��� 	�

��

�	� �� 
 �'()��'' ���	��� 

	����� 	�� �����
�- ��
���
 �

�� 
 -�� ��
� �� ����� 	�


������ 
 ��		�� < !� (�������� 	�� 	�����

� �
�� 

�
�� �
	
 	� 	�
����	� ����� 


��� 	��

)5 	� ������
� ���	
�	
�����
� 	�� 
�	��� ������ 1�	� 	���� ��������
	����� 	�� 	�����

� 
��


������ 	� �
�� 
� �����	� ��$�� 	� ��

 ��	� �
�-�	� 	�
	 �
�� �� ��

� ����	�
��	��

��� ���������� ���	�� �� 
 ����
��� ��	���-� ��� ����� 	�� �����	��� �� �
������ ����	 ��


�������� YTPZ� +�� �� 	�� -�� 
����	� �� 	�� ��
��	��� �� 	�� ��
��

��	� �� �
������� ����� �����



��	���� 
�� 
�
�

�
� ���� 
� ���	
�	
����� ����	 �� ���� 	� 
 
����	��� �
���� ���� ������ ��


$��	�� �� 	�� �
��
��
�	� �� 	�� ��
���
 
�� 	�� 	�
W� �����	����� 
�� 	�� ���	�� �������
���

�� ��
�
	��


� 
$��	�� �� ���� ������� (�������� ���	��� ��������
	���� ����	 �� ���	��

 ��

����
���� ���� 
� 	�
	 ��	���� �$��	 �
�� 
�� ��	���� �
�� YTOZ� ��� ���	�� �������
��� ����	

��$�� �������
�	
� �� �
������ �� ��
�
�	��� 
	 	�� �$��	� ���. �� 	���� �� ������ �� 	��� �
�	�� ��

�� �	 �� ��

�
	�� 
	 	�� ��	��	� ���. 
�������� 	� 
 	��������	 ��	���� 0�

	�� 	� 	���� �������

	�� ���

�"�� &�����* ������
��� ��������� 	�
	 ������ 
� 
 ���	 �	�� ��� 	�� ����
��� ����
����

�� 	�� .����

�"�� 5��������  �
���� &.5 *� ����� ������ �
�� ���� k ��	� �
	� Rk ���� 	�
	

Rk = CTOT
φk∑
j φj

,

����� CTOT �� 	�� 	�	

 
��- �
�
��	�� )
	����� .5 �� ��
� 
 	�����	��

 ����� ��	� �����

������
��� ��

��� ��	� �
�-�	 	�
���������� ����
�� �������
����� ���


� �	 �������� ��

�

��
�
�	��� 
� ��

 
� ���

 ����

�"�� ������� 	� 


 �������� YTTZ� /����	��
���� 	�� ������
���

�	�
	����� �������� �� 	��� ������	
	��� 
�� ��������� 
���	 	�� ���	
�	
����� ������ �� 	�� �����

�� ����� 	� ��
�

 ���	
�� ����������	�� ����� �� 	�� ��� �� ��

	�� 	� 	�� ������ �� 	�� φk�

�������� �	 ��


 �� �	
	�� 	�
	 	�� ��2��	��� �� ��	 	� ������ 
 ��

 ������
�� ��� 	�� '@< 

����

��� �	��� �

 ��� ���	����	


!� 	��� ���	���� 	�� 
�	��� ������	�
	�� �� �������� �
�
�����	 ������� �
���


� 	�� 	�
��	���



����� 


��
	��� 
�� 
 �����	 �
���	�����	�� ��
�����-� ��� <�
�	�� S� 	���	��� ��	� 	��


�
�

�
� �	�
	����� �� ��	 


��
	��� &��	����� 	� 	�� ��
	��
�	���
 ����
��� �� <�
�	�� R*�

IV



 !,! ���
� ��	 �
� �������
��

��"�� *���� ���������	

!� �
�	� ���� �� 	�� ����� 


��
	��� ���	���
 �
�� 

��
�� ���� ��	������� ��  ��	��� N�N ����


� ������
	����	�����	�� ����	 �� ����� ���. ���


� 	�� ��2��	��� �� 	� �
����"� 	�� ��� �
	� ��


 (!(+ ��
���
� )����� 
 ��	 �� K �
�


�
 
�� ����������	 ��
���
� hk ��� 	�� ������ ���

����� 	�� ��� �
	� ��	���"
	��� ���2��	 	� 
 ����� ����	�
��	 �� PT � 	�
	 ���

max
pk

K−1∑
k=0

log
(

1 +
pk|hk|2

σ2
k

)

s.t.

K−1∑
k=0

pk ≤ PT ,

���
�� 	�� ��

�-���� �
	����

��� ��������� ��� 	�� ����� 


��
	�� 	� 	�� k	� ��
���
�

pk =
(

µ−1 − σ2
k

|hk|2
)+

, &N�NM*

����� σ2
k ����	�� 	�� ����� ����� 
	 	�� k ��������� 
�� µ−1 �� ���� 	�
	 	�� ����� ����	�
��	 ��

��
�

�� ��	� ���

�	�� ���� -��� �� ��	���"
	��� �� ��	����	��� ���� 	�� �����	 	�
	 �	 ���
�� 	��

�
����� ��� �
	� �� 	�� ��
	������ ��
���
� �������� 	�� ��$������� 
���� 	�� ����� ����	

�� �������
�	 ���
��� 	�� ����	 ���� �� ���

�"�� ��� 	�� �
-� �� 	�� 	�	

 
�����
�
� �
	��

3���� 	�� �����


 �� 
 ������ ��	���"
	��� ��
�����-� 	�� 
�	��� �� YNJJZ ����
��� 


������ �� ����� 


��
	��� 

����	��� ��� �����

 	��������� 	����� 	� ��	���"� ��$����	 ��

�	�

��
����� ���� 
� 	�� ( �� 	��  /0� 	�� ,�0� �� 	�� �
	�� ���� ������	
	��� ������ ���	
� ����
��

���� (!(+ �������� ��	� �
�	���

� ����
��� �� +#'( ���	���� ) ��

	�� �
��� �� YNJNZ� �����

�����

 ����� 


��
	��� �	�
	����� 
�� ����
��� ��	��� 
 ����
������ +#'(�(!(+ ���	��� ���

�	�
	����� 
�� 	� �
����"� 	�� �
������  !/0 �� 	� �
����"� 	�� �������  !/0 
���� 	��

�����
���
�� ��� 
�	���� 

�� 
�

�"� 	�� 	��������� �
��� �� 	��  !/0 
����	�	��


� ���

�����	� ������ !� ��	� ���-�� 	�� ����� 


��
	��� �� ���
���	 
�������� 	� 
 ����� ���	 ����	����

+	��� ����� 


��
	��� ���	���
 
�� ���
���	 ��  ��	��� N�I�I� !������ 	���� 	�� ��	��



��
�������� &
�� ���������	
� 	�� ����� 
�����
	�� 	� �
�� �� 	���* 
�� ��	
���� ��	� 	��

��2��	��� �� ������"��� 	�� 	�
����		�� ����� �� 	�� ��
�

���	 �� 
 4� ����	�
��	 ��� 	��

������ ,������� �	��� ���-� 	�
	 ������� 
 ����� 


��
	��� ��

 �� ������	�� 
�	���
��� ��

 ��	��� N�R�S� ����� 	�� ��	 


��
	��� �� ���������� <��	
��
�� 
� �	 ��

 �� �	
	��� ��	 
�
����

����
����� ���
� 
� ���
���	 ����� 


��
	��� ��������� �� 	�� ��2��	���� 
	 	�� )5�

��"�� +���
��������� ����� ��	���� ��� #(��

.
���	�����	�� ����� ���	��
 �
� �� ����� �� 	�� 

	� ����	��� 
�� �� 	�� ��������� �� 	��� ���

���	���� ��	 ��
� ���
��� �� �	� �����	� �� ���
����	��� ���	����	�� 

����	��� ��� �����	���

	�� ����� 


��
	���� ��	 

�� ��� �	� 
���

��� �
	���
	��

 ��
�����-� !������ �	 �������� 


IP



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

�������
 ��
��
	�� ��
�	��� 	�
	 �
� �� �

��

	�� ����������	
� 
	 	�� 	�����

� ���������

�� 	�� ������ �� 
�
�

�
� ������
	���� �������� 
� �	 ��

 �� ����� �� <�
�	�� S� 	���� 
��

���� ����	� 	�
	 ���
�� ���
�
�� ) ���
�- �� ������ ������ ����������% 	�� ��2��	��� �� ��	 	�

��

� �������� .
�� ������ &.�*� ��	 ��
� 	�� ������� ������ ���� �� 	�� �
���	�����	�� �����

���	��
� ����� ����� 	� �
�� ���
���� ���� ��
�� 
��� ��	 ������	
� 	�� ������ �� ���
��
	����

�
� �����
��� ����	
�	�


�� #�� 	�� ���	�

 �	��� �� .�� �
�
�� ����� 	� YNJIZ� ����� ����� 	��

�
��� ������	�� 
� ��

 
� 
 ������ �� ��
��
�� &���	
� �
��� �� ��������� ��	 ���	� ��
����*�

#�� ���� ��	
�
�� YNIZ �
� �� ���������� 
� 	�� ,��
� �� �
����

1�	���	 
��� �� �����

�	�� �������� 	�
	 	�� ���	�� ����� �	��� �� <'()� #�

����� 	��

��	
	��� �� YNJSZ� 	��  !/0 ��� 	�� k ���� �
� �� ��������� 
�

γk =
W

R

|hk|2pk∑
i�=k|hi|2pi + σ2

,

����� W �� 	�� 
�
�

�
� ����	��� �
�����	�� R �� 	�� ���� 	�
��������� �
	�� σ2 	�� )1./

������ ����� �� 
������ 	� �� 	�� �
�� ��� 

 	�� ���������� hk �� 	�� ����
�� ��
���
 �
�� ����

	�� 	�����

 k 	� 	�� , � 
�� pk �� 	�� 	�
����		�� ������ ���� ��	
	��� 
������ ������	���



�
	���� �
	�� ��������� 
�� ��������
���� ����
	��� ���������� +�� �� 	�� �
�� ������ ��

�
���	�����	�� ����� ���	��
 �� 	�� �����	��� �� 
 ���������	 �	�
�	� ����	��� gk� !� 
 ������ ��

�
����� 
�	�� ���� ������� �

���
	�� �
	���

�� 	�� ��������
� ��
��	�� �	�
	��� ��

gk(pk,p−k) =
LiR(1− 2BER(γk))L

Lpk
, &N�NV*

����� Li �� 	�� ������ �� ������
	��� ��	� 	�
����		�� �� 
 ��
�� �� L ��	�� ��� ��2��	��� ��

	��� ���������� �� 	� �


��� 	�� 	�
����$ ��	���� ����
��
�	� �� ������	 �����	��� �� 
 �
�-�	


�� 	�� 	�
����		�� ������ ��	 �	 �� 
���	�
�� ��	 ��
� ���
��� �� 	�� �����	��� �� 	�� ����	
�	

I �� 	�� �����
	�� �� &N�NV* ��� 	�� �
-� �� 	�� ��
�

���	 �� ���� ������	���� ��	 

�� ���
���

�	��� ��	���� ���
� 

�� �� �

�� 
�� ���� ��		�� ���
���� #�� ���	
���� 
 �����	�� 
���	��� ��

	�� ����� 
�� 	�� ����
��
�	� �� ������	 �����	���� )���
�� 	��� �	�
�	� ����	��� �
� 
���

���

������	��� ���� 
� �����
���� �	�
�	� ��	� ������	 	��  !0 ���� 	�� ����� �� ����� �� �����
����

�	�
�	� ��	� �����
���� ������ ���� 	��  !0 �� -��	 ���
��
�
�� )��	��� ��	����	��� ����� �� 	�
	

gk(pk,p−k) ��������� 	�� �
�	 	�
	 	�� �	�
�	� ����	��� ������� ��	 ��
� �� 	�� ��������

 ������

�� 	�� 	�
����		�� ����� pk� ��	 

�� �� 	�� 	�
����		�� ������ ��� 	�� �	��� ����� �� 	�� ��

�

����� �� ����	�� �� p−k� 
�� ���	
��� 	�� ����� ���� 


 ����� ��	 	�� k	��

#��� 	�� �
���� �� .�� 	�� ��
���
	�� ������	 �� 	�� /
�� ����
������ &/�* ��


 �� ���	

���������� <������� 	�
	 
 �
�� �� ��������� 
�G = [K, {Pk}, {gk}]� ����� K �� 	�� ��	 ���	
�����

	�� �

���� &�� ����� �� 	�� ��

*� {Pk} �� 	�� �	�
	��� ��
�� ����� 	�� ������ pk 
�� ���	
�����


�� {gk} �� 	�� ��	 �� �	�
�	� ����	����� ����� ����	 ��$�� 
���� ������ ����� YNJSZ �	
	�� 	�
	

*�=������ �;� � ���
� #
���� p = (p1, . . . , pk) 
� � �- �� ��
 ���
 G = [K, {Pk}, {gk}] 
�. ���

#
�� k ∈ K. gk(pk,p−k) ≥ gk(p′k,p−k) ��� ��� p′k ∈ Pk.

IO



 !,! ���
� ��	 �
� �������
��

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Best response for the first player

B
es

t r
es

po
ns

e 
fo

r 
th

e 
se

co
nd

 p
la

ye
r

Best responses and NE

r1(p2)
r2(p1)

Nash equilibrium 

#����� N�NN% ��
	 ��
���
� ����	���
 ��� &� �� � '�	�	���
 ���� ��	
 	�� ������
�

����� ��
�� 	�
	 
	 	�� /�� �� �

��� �
� ������� �	� �	�
�	� �� �
-��� ��������

 ��
���� ��

�	� ������ !� �	��� ������ 
 /� �� 
 ����	 ����� �� ���� �
� �����
�� �	� ��� �	�
�	� ����	���

�� ��
����� �	� ��� 	�
����		�� ������ ����� 	�� 	�
����		�� ����� ���� 	�� �	��� ������ ���

�
��� 
�����	��� �� .� �� 	�
	 	�� �

���� 
�� �
	���

� �� 	�� ����� 
���
 �� ������ �� 	�� ���	

��������� ��� ���	 �������� ��� �

��� k �� 
 ����	��� 	�
	 ��

	�� 	�� ������ ���� 


 	�� �	���

�

���� ��	� �	� ��� ������ ���. pk = f(p−k)� ��� �

��	�
	��� ��
��
� ��� 	�� ����� �� #�����

N�NN �

����� ��� 
 /� �� ��	
����� +�� ��


 ��	
�� 	�� ���	 �������� ��� 
 ����� �

���� �����

�� 
 ����	��� �� 	�� ����� ���� 	�� �	��� �

���� ���. r1(p2) �� 	�� ���	 �������� �� 	�� ���	

�

��� ����� 	�� ����� ���� 	�� ������ �

���� ����� 	�� /� �� ��	
���� 
	 	�� ��	�����	��� ��

	�� 	���� ����	���� r1(p2) 
�� r2(p1)� ����� ����	 ��	 �� ������� 
�� ���� �����	
�	
�� 	��

/� ����	 ��	 �� 5
��	� ��	��

�

*�=������ �;� � ���
� #
���� p′ ���
�� 	��
���
� �����
� #
���� p 
�. ∀k ∈ K, uk(p′) ≥ uk(p)

��	 ��� ���
 j ∈ K, uj(p′) > uj(p)! �����
����
. p∗ 
� ���
�� ���
��� 
� ��
�
 
*
��� �� ���
�

���
� #
���� p ���� ���� uk(p) > uk(p∗),∀k ∈ K ��	 uj(p) > uj(p∗) ��� ���
 j ∈ K!

)�
��� �	 �� ���	��� �

����� ��	� #����� N�NI� ����� 	�� �	�
�	� ��
�� ��� 	�� ����� �� �
�		���

IT



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

g1

g
2

utility possibility set

Pareto-optimal frontier

Region of a Pareto
improvement

NE

#����� N�NI% (	���	� 
����) *���	� �+����	 ����	���) ��� *���	� ������ �� ����������	 ���� � &��

) 5
��	����	��

 ����	 �� ���� 	�
	 �� ���� �
� �����
�� �	� ��� �	�
�	� ��	���	 �����
���� 	��

�	�
�	� �� ���� �	��� ����� ���. 	�� ���
������
��� �����

� �� 	�� ������ ) /� 
� 	�� ��� �����

�� 	�� ����� �� ��	 
	 


 5
��	���W����	� 	��� 
 ������ �� ����������	 ������� 
�
�

�
�� �����

�� 	�� �
�-�� 
��
� !� 	�
	 ������� 	�� �	�
�	� �� 
�� ����� ���� ����	 �� �����
��� ��	���	

�����
���� 	�
	 �� 
�� �� 	�� �	��� ������

+�� �� 	�� ���	 �
���� ���������� �
���	�����	�� ����� ���	��
 �
� YNJRZ� 
�� 	�� 
�	����

�� 	��� �
��� 
�� ���	����� ���-�� ���. ��� YNJSZ �� YNJMZ� 
�� 	� �����
�� 	�� 5
��	���W������

�� 	�� /� �� 	�� ����� ���	��
� ��� �
��� ��	���� ������
�� ������� ����
����� 
�� ����
	��

�
���� )
	����� 	�� �
	���
	��

 ��
�����- �����
���� 	���� �
���� �� ���	
��
� 
���

���� 	��

��
�	��

 ���
��
	��� �� 	�
	 	�� �	�
�	� �$��	���
� �����
���� 	�� 	�
��������� ����� �����
���� ��	

����������
� ��	 ����� �� 	�� �
����� 	�� ,�0 

�� �����
��� YNJVZ� ���������� �
�� ��


 �� 	
-��

���� 
��
���� 	��� -��� �� 	��������� �� 
 ��

 ���	��� 
�� 
 ��

����	�� ��	���"
	��� ���	�����

��


 �� ��
��	�� 	� 
���� �������
�
� ������������� #�� 
 	������� �	��� �
�	���

��"�� 	� 	��

��
	��
�	���
 ��
	������ ����
���� �
�
�� ����� 	� <�
�	�� S� ��� 
��
�	
��� �� 	�� ��
�	����

�
��� �� .� 
�� 	�� ���	����	�� �����	
	��� �� 	�� 	�
����		�� ����� 
���
� 
�� 	�� �
������

���������� �������� 	�� ������
�� ����

��� ����	 �� ���	� ����� ����� ����
�	� ������
	��� ��

������ 
	 	�� 	�����

�� #�� 
 ��	
�
�� �	���� ��� YNJPZ� 
�� ��� 
 ��
�	��

 ���������� 
���	

�����	�	��� 
�� ������
	��� ����� .� �� )' @� �
�
�� ����� 	� YNJOZ�

��"�� ��� ���������	

,����� ���

����� 	�� ������� ��� ��	 


��
	��� �� ��
	�

 �������	� ���	���� 
 �
�-������ ��

������ �� ���	
�
���� ��	 


��
	���� ����� �
� ���� 
��
��� 	� ��
	���
����� ���	���� ��	��� ��

�	� ����� ������� &' @* �� ��� ����
��� ����������	� &+#'()*� !� �
�	� 
 ������ �� ����
�����

�
�� ���� ����
���� ����� 	�� �����

 �
	��	� YNJTZ� !	 �� ��	 	�� ��2��	��� 	� ���� 
 	��������	

SJ



 !,! ���
� ��	 �
� �������
��

������ �� 


 	�� ���
����� �
���� �� ��
	���
����� ��	 


��
	���� �
	��� 	� ���

�� 	�� �
�����

,�	 


��
	��� ����
��� 
�� �
	��


� ������� �� 
 ����� ������"
	��� &�� ��	 �
	�

�
����"
	���* ����� 4� ����	�
��	�� 3��


�� 	�� �
� 
�������
	��� �� ����� ����� �����	�


�

��	������� 
 �
�	�� Γn 	� �
��	
�� 	�� ����
��
�	� �� ����� ����� 
 ������� 	
���	� ����� 	��

������ �� ��	� ��� �����
 mn 	�
	 �
� �� 	�
����		�� 	������ �����
���
 ����� n ��

mn = log2

(
1 +

pn|hn|2
Γnσ2

n

)
, n = 1, . . . , N,

����� 
	 �����
���
 n� pn �� 	�� 


��
	�� ������ hn �� 	�� [
	 �
���� ����
�� ��
���
� 
�� σ2
n

�� 	�� ����� ������ ��� 	�� �
�� �	�
	����� �� 	�� 
�	��
	��� 
�� 	�� ��

�����%

• .�� 
��� ������>�����% !� 	��� ����
��� 	�� ����� �� 
���	�� 
�� 	�� ��2��	��� �� 	�

�
����"� 	�� 	�	

 ��
������ ��	 �
	�� (
	���
	��


��

max
mn

N−1∑
n=0

mn

s.t.
N−1∑
n=0

pn ≤ PT ;

• $�%�
 ������>�����% ���� ������ �� ���� ����

� 	� 	�� �������� ���� ��	 ��� 	�� ��



�� 	� ������"� 	�� 	�	

 ������ ���. 	�� ��� �� ������ 
	 	�� N ����
������ 
�������� 	�

min
mn

N−1∑
n=0

pn(mn)

s.t.
N−1∑
n=0

mn = M,

����� M �� 	�� ���� ������ �� ��	� ��� �����
 	�
	 
�� 	�
����		�� �� 	�� ���
� �
���

��� ��	��

 ��
�	���� 	� 	���� ����
��� 
�
� 	� 
 ������	���� ��	 


��
	���� ��	 	�� ���	��

�� �� ��
�	��� ���	���	�� 	� ��	���� �
������� ����� 
�� ���


� 
���	�� �� 
 �
����� ������ ��

��	� ��� �����
 ��� ����
������ !� YNNJZ 	�� ������� �� 	�� ����
������ ��	 


��
	��� 

����	��� ��

���� ��

 ������	��� �
��
� 	�� �
� �
��#�� 
�� �
� /��
�� ����������� ��� ��	 �

��� 	���������


�� �

����

� 
�� ���
� 	�
	 
 ��	 ����
� �� 
���� 	� 	�� �����
���
 ����� �	 �� ���	 �W����	�

��
���� 	�
	 
 ��	 ����
� �� 
���� ��	� 	�� �����
���
 	�
	 �������� 
��� ����� ��� 	�
	 ��������

����� 
�� ����� 	� ���
� 	�� ��	���� 


��
	��� YNNNZ� +� 	�� �	��� �
��� ��	 �����

 	���������


����� 	�� �
����� ������ �� ��	� 
	 ����� �����
���
 
�� �	
�	 �����
���� 	�� ������ �� ��	�


	 	�� ����
������ ����� �	 �� ���	 �W����	� ����� ��
�� �� 	��� �
��� 
	 	�� �����
���
� �����

���� ����� �� �
���� /�	� 	�
	 �� 	��� �
��� 	�� ��	 


��
	��� ��	������� 	�� ����� ������ 
	


�� ����� ����
������ !� �
�	� 	�� �������� �� 	�� ���	������ �
	����

��� ��
�	��� �� ����� 	�

SN



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

������� 	�� ��	��

 ������	� ��
�	���� ��� YNNIZ 
�� ���������� 	������� !� YNNSZ� 	�� ����
�� ��

	�� �
	� �
����"
	��� ���2��	 	� 
 ����� ����	�
��	 �� ��
��� �� ��
�� �� 
��-�� 	
�
�� 
�� 


@
��
��� ��
	��
��� �����	��� ��	���� B��� ����

�
�� 	�� ����� ������"
	��� �
� 

�� �� ��
���

����� 	��� 	��� �� 	��������� ����� �	 �� ��

 	� 	�� ��	 �
	� �
����"
	���� !� YNNRZ� 
� ��	��



��	��� �
��� �� 	�� @
��
��� ��
	��
��� �� �������� 	� ������"� 	�� �
����� ,�0 ����� 


��	 �
	� ����	�
��	 
�� ��	� 
 
���	�� ����� �����	�  ���� 	�� 
�	��
	��� �� ���	� ��	������� ���


 �����	 ������ �� ��	 
�
���� 

����	��� ��� ����� 	�
���������� �
�
�� ����� 	� YNNMZ�

5������� 

����	��� 
�� �����
��� 
�� ����
�� ����
������ ��
	���
����� ����

	����� ��������

	���� �
� ���� 
� �����
���� ��	����	 	� 
�
�	 	��� 	� 	�� ��
	������ ����
���� 5���
�� 	��

���������� �
��� �� YNNVZ� ����� 	�� ������"
	��� �� 	�� 	�	

 	�
����	 ����� �� 
 ��
	������

+#'( ���	�� �� ��������� ���	 �� 
�������� �
�� ���� 
 ��	 �� ����
������� 
�� 	��� �����	���

	�� ������ �� ��	� mk,n 
�� ����� pk,n ��� 	�� ���� k 
	 	�� 	��� n� !	 �� �����	
�	 	� ��	�

	�
	 ��
� ��� ���� ����	 ��� 
 ����� ����
����� ���
��� �� ��
�� �������	� �� 
����� ��$����	
�

	� 	�� 
����
�� �� <�
�	�� M� ��� ����� 
�� ��
�	��

 

����	��� 	�
	 �
� �� ���
����	�� ��

��

 	���� ) ��� �����	��� �� 
���� �� ����� 	� ���	������� ����� ���� �
� 	�� n	� ����
������

ρk,n =

{
1, if mk,n �= 0,

0, if mk,n = 0,


�� 
������� 	�
	 fn(mk,n) ����	�� 	�� �������� �������� ����� 	� �
��	
�� 
 ������� ,�0 ���

���� k 
�� ����
����� n� 
� ��

 
� 
 @
��
���
� ��

�
	��� �� 	�� ��	���� �
��
�
�� mk,n 
�� ρk,n�

����� 
�� ��� ��

� 	�� ����
�� �
� �� ��


� ��������� 
�

min
mk,n,ρk,n

N−1∑
n=0

K∑
k=1

ρk,n

|hk,n|2 fn(mk,n)

s.t.

N−1∑
n=0

ρk,nmk,n = M, ∀k, &N�NP*

K∑
k=1

ρk,n = 1, ∀n.

��� 
�	���� �� YNNVZ ��
�� &N�NP* �� ����� �	
��
�� ��	���"
	��� 	���������� 0����	
�� 	����

�
� ���� 
 �����
	�� ��	����	 �� 	���� ������% �� YNNPZ� 	�� ������	�� 
����
���� 
�� ������	�� 	�
	

�������� 	�� ���
����	
	��� ����
���	� �� YNNVZ� ��� ������	
	��� YNNOZ ���	
��� 
 ���� ������

�� ��������
� �������� 

	���
	����� !� YNNTZ� ����
���	�� �
������ 
�� �W������ 
�� �����	� ��

	�
	 
�	�� 
��
���� 	�� ���	 


��
	���� 	�� 
�	���� ������� 	�� ��	 ��
����� 	���������� �
��
�

����"��	

 
�� ���	��

� ����"��	

 ��	 ��
����� 	���� 	� ����	� 	�� ��	 ���	����	��� 
���� 	��

�
�� ���� �� 	���� �� 
 ����� �����	��� �
��� 
�� 
 ���	��

 ��	 ��
����� ������ 	� ��	����
�����

	�� ��	� 
���� ������ @���
� �����
����� 	��������� 
�� ���� �� YNIJZ ��� ���
��� �����
���



�� ��	 


��
	��� �� ��
	������ +#'(� ����� ������	� �����	�


� �� 
 ��

�
	��� �� 	�� ������



SI



 !0! ��
 ����	���" �� 
��
��� 
��� ��
��
�� 
���
�

��	���� �����
������ ����

�
� 	� YNNVZ� #��


�� 	�� 
�	���� �� YNINZ �
�� ��	������
� �	�����

��
	������ ��
	���
����� ��	���� ��	 
�
����� 5
�	���

�
� �� YNINZ� 	�� @�����<
���

� 

����	��

�� ��	����� �� ����� 	� ������"� 	�� 	�	

 	�
����		�� ����� ��	� 
 	
���	 ��� �
	� ��� 


 	��

����� 
�� 
 	�	

 ����� �����	� #�� 
 �����

 �
	���
	��

 ��
�����-� ��� YNIIZ� ����� 	��

@
��
���
� ��

�
	��� 
�� 	�� 
���
� ��

�
	��� 
�� �������� 
� 
�������
	���� �� 	�� ��	��



��
�	��� 	� 	�� X�
��
�- ����
��� ��	� ����� 	�� ��	 


��
	��� ����
��� �
� �� �
�	�

1�	��� 	�� ���	��	 �� 
 ������
	��� �� ��������� �������	� &+#'(* 
�� ��
�� �������	�

& '()*� 	�� 
�	���� �� YMPZ �����	��
	� ��	 
�
���� 	��������� �� 	�� ��
��- 
�� �� 	�� ����
��-�

������� 	�� �$��	��� 	��������	 �����
�� 	�
	 �
� �� ��	
����� ���� ������� 
 �
�����  !0

��
�������� ����� ����
� �� ���

 �� 


 ����
������ ��� �
�� ����� ���2��	 	� 
 �
	� ����	�
��	


�� 
 �����
�� &


 	�� ����
������* ����� �����	 ��� ����� )���	���


�� 	�� 
�	���� ������	


 ����
���� ������� �� 	�� 
�
�	��� 
�
���� ���� 	�
	 


 	�� ����� ��� 	�� �
�� ����	�


	���

��"� 
	 
 ����� ����
������ �� 	�
	 	�� ����


 ����
���	� �� 	�� 

����	�� �� �������� '�$����	
�

	� <�
�	�� M� �
������ �� ��	 
�������� ����� 	�� ����
���
	��� �� 2��	 ��� 	� ����
���	� �������

��	 	�� �������� ������	 �� ��

	�� ������� 	� 	�� ��������� �������� �� YTRZ� 0��
����� �	���

���
����	
	����� ��	 


��
	��� �� 
��
��� ��� B��	��

 ,@) � �� YNISZ�

�� ��� ��	� 	��� ���	���� 	�� ��� �� �	������ �������� �� ���� ����� �� 	�� ��������
	���


��- ��


 �� &
	 
�
�	* ����[� ������	��� #�� ���	
���� ��	 


��
	��� �� 	��
	�� �� YNIRZ� ����� 	��

(!(+ ��
���
 �� ���������� ��	� 
 ��	 �� �
�


�
 �����

��	 �����
���
� 	������ 
  B'� �� 
�

	� 
��
� 
�	���
��� �
	����

��� ���� 	�� ����������� !� ����� 	� ������� ��	���� ��	 


��
	����

	�� 
�	���� ������� 
 �������� �$ ��
�	����  � 
� 	� �����
�� 	�� �W������ �� 	�� ���� ������


 4� ��
��� ��
�	��� �� ��������� ����� �����	�


� 	���� 	� �����	����	� 	�� ����� 
���� 	��

���������� 
� �W����	
� 
� ������
�� ���� ��	��� �� ����� 	� ��	������� �	��� ��	���� �� 	��


�	��
	���� #��


�� �� YNIMZ 
 ������� ����� �	�
	��� ���2��	 	� ,�0 ����	�
��	� �� ����
�����

��� 
�	���� ���� 	�
	 	�� ��	��

 ������ �� ����
	��� �����
���
� �� �������	��� 	� 	�� 	���

�� < !� ��	 �
	��� ���
	
� ��������	 �� 	�� �
	
 �
	� ����������	� ��� 	�� ������

��� ��� �	�

��� �
 �
����� �
�	 !���
��� ������

!� �
�	� 	��� ���	��� �� 
 
��- ��	���� 	�� �
�-������ ��
�	�� 
�� 	�� ���	 ���	����	����

<�
�	�� I� )
	����� �
������ ������	� �
�� 

��
�� 
���
��� ������� ������ 	��� ��
�	���


� ���
���	 ���	��� ����� ������
�� ����� 	�� 	��
� 
�� ������	� 	�
	 
�� ���

���� ���� ����� 
�


� ������
	��� ��� 	�� ���������	 ���-� �� 
�� �� ���� ����� �
�	 �� 	�� ���-�

��$�� ����	��� ��,	����	�

!� �� 	�� ��
	��
�	���
 	��������� ��  ��	��� N�I 	�� �
������ �� ���
���	 �� 	�� ������	��

	���������� ���. �� 	�� ��
�

���	 �� ���	
�� 4� ����������	�� �� 	��� ���	��� 	�� �
������ ��

SS



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

�
�� ���
���	 �� 	�� ��
��	��� �� 
 ����� ���	 ����	���� ���������� 	�� ���	 ����	��� 	�
	 ��




�� 
�-�� ����	 ��% �� 	���� 
 ������ �����	��� �� �
������\ )�������� 	� YNIVZ� 	���� �� ��	�


�� 
	 
�
�	 	���� �����	���� �� 	�� 


��
	��� �� &�����* �
�����	� 	� ����� 
�� ������ !�

�����

� ��� ����
� ����� 
 ��
�
�� ����	��� �� 	�� �������� rk 
������� 	� 	�� k	� ����� ���.

gk(rk), k = 1, . . . ,K� �����


� �� 	�� )5�  ��� ���
�-� 
�� ������% �* 
� �	 �
� ���� ������

	��� �	�
�	� ����	 ��[��	 
� 
����� ����	��� ���� �� 	�� �
���	�����	�� ����� ���	��
� 	��  /0�

�� 	�� �
	� &�
�
��	�*� 
���� �	����] ��* 	�� ��������� 	�
	 ��


 �� ��
��� 
���� 	�� ����� 
��


���	��� ���. 	�� ���	
�	
����� ��	��	 ����� 
� �� 	��� ������	
	���� 

	����� 	��� �� ���
���	 ��

	�� ��

����� �������	���� ��� )5 ����	 	��� ��
��	 �� �������
� 
���� 	���� �������
�	���� ���

YNIVZ 
�� ���������� 	������%

• $
���
������ ���
����% ���� ���	����� �� ���


� 	�� ��������� ��� �� ����

 ����������

�� ������
	��� 	������ ���
��� �	 ��	���"�� 	�� �
��

 �������
���� ��� ���. 	�� ��� �
	�

�
����"
	��� �� 	�� .
����
� (!(+ ,<� ) ������	���

 �
�� 


��
	��� �� ���� 	�
	 	��

��	���"
	��� ����
�� �
� �� ���		�� 
�

max
rk

K∑
k=1

gk(rk), &N�NO*

����� ������ �� 
 �������
��� ���

	� 	� 	�� ����	 ����� ���� ��
��� ��� ���	
���� 	�
	 ��

	��� ��	���"
	��� �� ������	�� ���	
�	
�����
� �� 
 ����
��� ��
���
� 	�� ���� ��	� ����	

��
���
 �����	��� ��

 ��	 ��
� 
 ��


 ��
�	��� �� 	�� ��������� ��� 	�� �
-� �� 	�� ��

��	���

�������� ��� ��	����	��� ������	� �� ���� 
 ������ �� 	�
	 ��� 
�� �	��� ��
���
� 


��
	���

g∗k(rk)� 	�� 
�����
	� �� ������	���

 ��
���� �� ��������	���� ���.

max
rk

K∑
k=1

g∗k(rk)− gk(rk)
gk(rk)

≤ 0,

����� ������� 	�� �
�	 	�
	 	��� ������ ��
�
�� 	� ����� 	�� ����� ��	� ��		�� �����	�����

<
�
�
�� 	��� ��	��� �� ��������� �� 	�� ����
	��� ����� ���. �	 �
����"�� 	�� 	�	

 �
	
 �
	�

��
������ 	� �������

��� 
��
��
	����� ��	 �	��� ��	���� ����
� �� 

�� ��

�
	���

• +�� ��� ���
����% ���� �	�
	��� �� 	�� ������	� �� 	�� �������� ���� 	��� �	 ����	 ��

	�� ��������� ��	��� ��� 	�� 	�����

� �� 
 �
� �����	���� ����� �	 
������ 	�
	 


 	�� �����

������� 	�� �
�� �������� ��
����� (
	���
	��


�� 
� 
��� 
� 	�� �	�
�	� ����	��� �� ����
��

&��	� ���
	��� ������ �����
	���*� �	 ����	 �� ��������� 
�

max
rk

min
k

gk(rk), &N�NT*

����� �
� 	�� ������	� 	�
	 ��� 


 k� 	�� �	�
�	� �� 	�� k	� ���� gk(rk) �
���	 �� �����
���

��	���	 ����
	
�����
� �����
���� gj(sj) ��� ���� j ��	� gj(sj) ≤ gk(rk)� !� 	�� �	�
�	�

����	��� �� ����
�� �� ������� ������ ��	���"
	��� 	����� YSNZ ����	 �� �����
 	� �����

	�
	 	��� ������ ��


� 
������ 	�� �
�� �������� 	� ��������� #�� ���� ��	
�
�� ��� YNIPZ�

SR



 !0! ��
 ����	���" �� 
��
��� 
��� ��
��
�� 
���
�

Global
performance

Individual
needs

Weighted
fairness

Max-min
                          fairness

Proportional
fairness

Fairness
equilibria

#����� N�NS% !
� �,��������� ����	
 �� 	
� �������� ��	��

• 1������� ���
����% +������
�� 	���� �� 
 #���
� �
��

� ��� �
���� !� �
�	� ��	� �
��

��� �
������ 
�� ������	���

 �
������ �
� �� ��������� ����� 	��� �����	�� �
������� �����


������ 
 �����	 ck 	� �
�� �	�
�	� ����	��� gk(rk) �� &N�NO* �� &N�NT*� �����	�


�� ��� ����	

	��� �
�� 
 �����	�� ������	���

 �
������

max
rk

K∑
k=1

ckgk(rk),

�� 
 �����	�� �
����� �
������

max
rk

min
k

ckgk(rk),

�� ����� 	�� �����	� ��[��	 	�� ��

	��� �����	
��� �� 	�
	 ���� �� 	�� ��	���"
	���� �����∑K
k=1 ck = 1� ��	 ��� 	���� �����	� 
�� ���	����	�� 
���� ����� ������� �� 	�� �
�	���

�

���	����� �� 	�� ������
�� 
	 	�� 
�������� ��	�	��

#����� N�NS �

��	�
	�� 	�� ��$������ ��	���� 	�� �
������ �����	����� ����� 	�� �����	��

�
������ �� 	�� 
���	�	�
�� ����
������ ����	 ��	���� 	�� ��	���� ����	����� �
��
� 	�� �
��

��� �
������ 
�� 	�� ������	���

 �
������� !� �
�	� 	�� �����	�� �
������ ����	 ���
��� 


 	��

��	������
	� ����
	��� ����	� ��	���� 	�� 	�	

 ����� 
���	 	�� �
��

 �������
��� 
�� 	��

�	������	 	�����	 �� 	�� ��������

 ������ !	 ��


 �� ��	�� 	�
	 	�� �
������ ���	����� �� 	�	


�

���2��	���� 
�� �	 �� ��	 �
�
� ����� �� 	�� ���	 ��	���� ����� ��������� �� 	�� ����	����� �� 	��

	�
W�� 	�� ������ �� ������ 	�� 	��� ��

� �� 	�� ���	��� �	�� 	�� ������
��� ��������� 
	 	��


�������� ��	�	� ����	 ��
��	 ��� ��	��� �� 
��	���� ���� ������ &
���� �	����* ��	������� 	��

����


 ���	�� &
�� �������* �������
���� 	��� 	�� ����� ��������� 
�� ��

��� 	� �
��

)� �	
	��� �
������ ������ 
�� ���


� 
 �
		�� �� 	�� '@<� #�� ���	
���� 
�������� 	� YTPZ� 	��

�
2�� ������ �� ����
��� ������
��� 
��� 
���� �	����� �* 	�� �
��
��
�	� �� 	�� ��
���
 �����	����

��	� �� 	���� ���������� 
�� ��
��� ��* �
������ ������� ����� ��


 �������� 	�� �
�	 	�
	 


������
�� �
�-�	 ����	 ��� 	�� ��
���
 �� 
� ����� �	
	�� ���* 	�� ��������� �� 4� � 
�� ��*

����� ����	�
��	 
�� ����
���	�� !� 
 ������ 	�� ������
��� 

����	��� 	�
	 ��

 �� ������	�� ��

	�� ��

����� ��
�	��� ������ ���� �� 	���� ���
�� ��	 �	 �� ��	 �� 	�� ����� �� 	�� ������	
	��� 	�

��	 ��	� �	��� ��	
�
� ���� 
� 	�� ����� 
���	� �� 	�� 
������� 	��� 
�� 	�� 	�����	� #�� ���	
����

SM



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	


 ���� ������
�� ����	 ������� ����	�	��� �
������ ��� 	� 	�� ����	����� �� 	�� 	�
W�� 
� ��




� 
����	��� �
������� ��	���	 �����		��� 	�� �������� ������� ��

� ��� ��

�	��� 
��
��
	�����

��� �
�� ����� �� 	��� ���- �� 	� ������� 
� ���	
�	
����� 5�G ������
�� 	�
	 ��
�� 	�
	 
	

	�� '@< �� 	�� 	�
��	���

 	
�-�� ���������� 	��� ������	
	��� ����	 �� ���������� 
� 
 ���	 �	��

��	� 	�� ��

��	�� ����
�����	 �� 
 ����
�	� ������

��� ������
���

) ������ �
������ �����	��� �� ����� 
�� ����
��� ��	���-�� ��� YNIOZ� ���� ���
�����

������
��� ����
����� �� 	� 
����� 	�
	 ��� ����� �
�� �� ����� i 
�� j∣∣∣∣Ri(t1, t2)
φi

− Rj(t1, t2)
φj

∣∣∣∣ ≤ δ, &N�IJ*

����� δ �
� �� �
�� 
� ��


 
� �
�	��� Ri(t1, t2) ����	�� 	�� ������� &���. �
	�� �	�
�	�� 	���

�
�	�* ���� i �������� ��	���� 	���� t1 
�� t2� 
�� φi ����	�� 	�� 
������� �����	 ��� ���� i� 1�	�

	�� .5 ��������� ��������
�� δ �� &N�IJ* �� ���

 	� J� !� 
��
��� �� ���	��� ����
	�� 
�������


 �
�	���

� ����
	 ��� 	�� �����	� ��� 	�� ������ 	�� ���

 5�����	���

  /0 &�5 * 

����	��

�� <�
�	�� S ��
�

� &N�IJ* ��	� δ = 0�

��$�� ����	��� ������ �� ��� ��-����� ��-��

,����� ������	��� 	�� ��
����� �� 	�� ������ �� �
����������
������ �� 
�� �������� 


��
	����


 ���	�� ���� ���� 	�� ������

 

��� ����	 ���� ������	���� 	� 	�� �
�	 	�
	 �12 �
���
 
��

�	
�	��� 	� 
��- ��	� �
������ ������ �� 
 �
���	� �� ����
��� �� ����� 	� ��	 
 ���
��� ���� ��

��������
	����� ���. �� ����� 	� ��

�
	� ��	 ��
� 	�� ��� �
	�� +�� �� 	�� ���	 �
���� 	�
	

������	 	�� ���	�� ��	� �
������ ������ �
� YNITZ� ����� ��
	��
� 
�	���
� 
�� ��	 ��
� �	�����


	 	�� 
����	 

��� �� 	�� ���	���
 �	
�-� ��	 

�� 	�� 
�

���� �� ��	����� 	� 	�� ������
���

����
�����  ��� ����
������ �
� �� ��
�� ���� 	��� �
���� ��� ��� �� �������	� 
�	���
� �
�

	�� �$��	 �� �
������� 	�� �
��
	���� �� 	�� ��
���
 �����	����� ����� ����	 ������ 	�� �
�
��	�

�
��� �� �����	����	�� ������
��� ����
����� 	�
	 	�� 	� ���
��	 [��	�
	���� �� 	�� 	�
���������

�
	��� (�������� �������	� 
�	���
� �
� ������� ����	
�	�


� ��


�� �
��� �� ���� �
�� 


���
	��� ���
�	 �� �
�
��	� ���� �������� ��	� ������
���� #��


�� 
� �	 �
� ���� 

��
��

�	
	��� 	�� �
�� �� ��
	��
� 
�	���
� ����	 ����
� �
�� ��������� �� 	�� �
������ ��	����

)� �$��	 	� 	
-� ��	� 
�����	 �
������ �� 
 ����
��� ��
	�
����� ��
���
 �� ���� �� YNSJZ�

������ 	�� 	�
��	���

 

����	��� 
�� 	��������� ������	�� ��  ��	��� N�N 
�� ��	����� 	� 	
-�

��	� 
�����	 �	��� ������ �������
�	��� 	�
� 	�� 	�
��	���

 ��� �
	� �� ����
� ���� �
	�� #��

���	
���� 	��� ��

 ��	� 	�� ��	���"
	��� �� 	�� ������ �
	�� ����� ����� ���� �� 	�� ���	��

�
	��
	�
� ��	� 	�� �
�� �
	�� ���. R1 = R2 = . . . = RK � (��� ��	����	���
�� 	�� �
�� �����

�� YNSJZ �� 	�� �


���� �
	�� 	�
	 ��� 	�� �
	�� ��	���� 	�� 
�	�

 
������� �
	� �� 
 ��
	������

����������	 
�� 	�� ��	��	�

 �
	� 
������� ��
� �� �	� ��� ��
���
� !	 ��


 �� ��	�� 	�
	 	���

������	 �� �
���
� ��

	�� 	� 	�� ���

 ������	���

 �
	� ����
���� 
�� ��
��� �� 	�� 
�	��� ��

SV



 !0! ��
 ����	���" �� 
��
��� 
��� ��
��
�� 
���
�

	��� ������	
	��� �� YNSNZ ��� 
 ������	� ��
	��
�	���
 ��
	������ ����
���� !�	����	���
� �� YNTZ�

	�� 
�	���� 
���� 	�
	 �	 �� ��W��
	 	� ��	
�� 
 ��
������
 ��	��� 	�
	 ��
�	���� 	�� ��$������

��	���� 	�� X����������

 �
	� ������� ��� K ≥ 2� ���� ����� �� ���	 
�������� �� YSMZ� ����� �	

�� �	
	�� 	�
	 	�� ��� �
	� ����	 �� 
 ���� ��	��� ���� 	�� ��$������ �� 	���� ��  /0 
����

����� �� ��	 ���� 

���� 
�� �	 �� �������
�	 ���� 	�� �
�	 	�
	 �	 ��
�	���� 	�� 	�	

 �
	
 [��

YNTZ� #�� 	��� ��
���� 	�� ��
�����- �� <�
�	�� I 
�

�"�� 	�� ���
���� �� 	�� ��
	��
�	���


������� ����� ��	 ��
� 	
-�� ��	� 
�����	 	�� ��� �

��� ��	 

�� 	�� ���������� 
����� �	�

!	 ��


 �� ��	�� 	�
	 	�� ������

 

��� �� ��������� 
���	 �
������ ����� ���	� �����	
�� �	���

�
���� ���
��� YNSIZ� ����� 
 ������� ����� ����
�� �� 
���� 
 
����	��� �
������ ����	�
��	� ��

YNSSZ� ����� �	 �� ����� 	�
	 ��	� 	�� �
�� �
������ ����	�
��	 �� 
�������� 
 �����
���
 	� �����

���� ���	
�	
�����
�� ��
	������ �������	� �
� �	�

 �� 
�������� �� ��� ��	� 	���� ������	���� 


�
���� ��
�������� 	�������� �� �������� �� YRIZ� ����� ��� �
	� 	��������	 ��

�� 
�-� '5<

��	� ������	 < !� ��� �
��� ���
 �� 	� ����	���	 Q ��
��������� 
�� 
����� 	��� 	� 	�� �����

��	� ������	  /0� ����� �� 	�� ��
� ������
�� �����
�-� #�� 	�� �������� �� 	��� ������	���� 	��

������ �� �
�� �� 	�� ����� 	�
	 ���� Q �� 

��� ������� 	�� ����
��
�	� �� 	�
����		��� 	� 
��

���� ��������� 	� 1
K ��������	��� �� 	�� �
	��
����

��$�� ���� �	 �	��& �� ����	��� �� ��������� ��������	

)�	�� 	��� ����� ��������� ��	� 	�� 5�G� �	 ��


 �� ���


�� 	�
	 �
������ �� ���


� 
 �
		��

	��
	�� 
	 	�� '@<� �� �������� 


��
	��� �	 �
� ���� �	����� ����� 	�� ����	��� YNSRZ� 5����

	� 	��� �
���� �
������ ������� ���� ���


� ��

�	
	���� �� ��
�	�	
	��� ��
����� 	�� ������� ���

���	
�� 
��
��
	���� �� ��	� 
 

�- �� ��

����	�� ������	���� ��� ����	 �� 	�� !���� �� #
������

&!#* �� YNSRZ �� 	�
	 �	 �� �* 
��
��
�
� 	� 
�� 


��
	��� ����
��� ��* ����������	 �� 	�� 
����	

�� 	�� ��������� 
�� ���* ������� ��	���� J 
�� N� 1�	���	 ���	��� ���
��
��� �� 	�� ��������




��
	�� 	� ���� k �� rk 
�� 	���� 
�� K ����� �� 	�� ���	��� 	�� ����� �� ��������� 
�

IF =
(
∑

k rk)
2

K
∑

k r2
k

, &N�IN*

��� ����� 	�� ����� ����� &IF = 1* ��[��	� 
� ������ ����� �� 	�	


� �
��� /�	� 	�
	 	����

�� 
 �
���	� �� �
������ ��
����� 	�
	 ���� ��������
� �������� �� 	�� 
�	��
	���� 
���� �	����

	�� �
��
���� 	�� �
	�� �
��
��� ��. ��
�� �� 	�� �����
� �
	��� �������� 	��� 

�- ���� 	��

�����
�
� ������	��� ��� 
 �
������ ����� YNSRZ% ����

	��� ��"� ������������� ��

� 
�� ��	���

������������� ������������ 
�� ���	����	�� ) -�� ����	 �� 	�� ��
��	��� �� 	�� ��	��� 	� ��

����
��� �� 	���� �� �
������� ����� �	 �
� �� 	��  /0� 	�� 	��������	� 	�� ������ 	�� 
���	� ��

	�� ������ �	�� !	 ������� �� 	�� ������� 	���� 	�� ����
����� �� ��

��� ��	�� ) �
�
� ��
��
�-

�� 	��� 	��� �� ������� �� 	�
	 	��� ��
� ��
���� ��

	��� �������
���� 	��� ��
� ����� 	� ����
��




��
	����� ��	 ��	 	� ������ 
 ���	��� #�� ���	
���� �� r̃k = crk� �	 �� ������� 	�
	 	�� !# ��

&N�IN* ���
��� ����
����� 

	����� 	�� 
�	�

 


��
	��� �
� 
����


� ��
�����

SP



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

Standard deviation

mean
A

B

#����� N�NR% ���� �
. �������� ���	 �� ���	����� 
����	����

�� �������� 	��� ����
��� 	�� 
�	��� �� 	��� ������	
	��� �
� ���� �������� �� ������

���	��
�� 	������ ��� ���. YNSMZ �� YNSVZ� '�	
�
� �� 	�� ������	� 
��
��
	��� 	� ��
	��
�	���


��
	������ ��
���
� �
� �� ����� �� 	�� ���	 ��
�	��� ���
� ����� 	�� �����
 ������	� �� ���	��
��

	����� ��

 ��
� �� ������ /�	� 	�
	� ��� ���
� 
�-� 	� ��	
�� 	�� ������	 ������
� �����	��

��	���� ��	� ��

 ���- �� 
 ���	
�� �����	���	� �������� 	��� �
���	 �
���� �� �
�-�	�� �����

���


� ���� �����	�� ��	���� ����� 
	 	�� ������� �� 
 ������ ���- YNSPZ� ��� ��� �����

�� #����� N�NR ��[��	 
 �
��
� �� 	�� �	��-� 	�
	 ����	 �� 
�
�

�
�� ����� �� 	�� 
����
	�

���	��
�� ��
��	��� �� 	���� �	��-� 
�� �	��� 	�
	 ����	 �� �� 	�� �
�-�	� 	�� 
��
 ��	���� 	��

����� 
��� 
�� 	�� �
�� 
��� &����� �� �
����* �
� �� ��	
����� �������� ��	 


 	�� ���	��
���

�� 	��� 
��
 
�� �W����	� ���. ��� 
�� ����� �	
��
�� ����
	��� �� 	�� ���	��
�� &� 
���� ����� ��

	�� ���-* ��� ����	 ��	
�� ��$����	 �

��� ��� 	�� ��
� &� 
���� �����	�� ����	*� ����������

	�� �W����	 ������
	���� �� �

��� &�W����	 ����	���* 
�� 	���� �� 	�� �
�� 
���� ���. ) 
�� , ��

	�
	 �
��� )

 	�� ���	��
��� 

��� 	��� ����	��� 
�� �W����	 �� 	�� ����� 	�
	 
 ������ �����	��

�

�� �� 	�� ��	���� �
���	 �� ��	
���� ��	� 	�� �
�� ���-� ��� �
��� ���
 ������ �� 	�
	 ��

��� ��
��	� /��� 	�
	 �
�� ��$����	 ���
���� �� 	�� �
�-�	�� ��� ����	 �����
�� 	�� ���- �� 	��

��������

�� ��� ������ ����	 

��� 	�� ����	��� ������� �� ���- ��� ���
� 
�-� 	� ��3
�� )� 


�������	�� ���� ��
� ��. �
��
��� 
�

���� �
� ���� ���� ��� 	�� �

�����
	��� �� ����� ����

� ��

YNSOZ� !� �
�	� ���� 
� 
�

���� �� �����
 ��	 ��
� ��� 	�� ��

�
	��� ��	 

�� ��� 	�� ������ ��

��
	��
�	���
 ��
	������ ��
���
�� ���� ����� 	�� ��
� ��. �
��
��� 
�

���� �
� �� ���
����

�������� 
 �������� ��
���� ����
�� 
���
��� 1�	� 	�� ��

����� ��
��
�� �	 �� ����
��"�� 	�
	

��
	������ ��������
	���� �
� �����	 ���� 	�� �������� ������	� 	�
	 ��
���� ��$������� ��

	�� ���	����	��� �� 
 ��
��� ��������] 	��� ������	
	��� �� ��
� 	�� ���	 �	���

��$�" .�� +�	� �	��& �� � ������� �� �	�!�����-

!������ ��� �
� 
����� 	� 
 ���� ��	����	��� �
������ ����� �	
�	��� 
	 YNSTZ� ����� �����



������
��� 
�� ����
��� �� 	���� �� �
������� ��� 
�	���� ���

�� ����[� 	�� .��� ������ �����

SO



 !0! ��
 ����	���" �� 
��
��� 
��� ��
��
�� 
���
�

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

% of population

%
 o

f t
he

re
so

ur
ce

The Lorenz curve and the Gini index

Line of perfect equality 

Area A 

Increasing deviation from equality 

#����� N�NM% ����
	��	��� ���	 �� 	
� -��� ���� �

�
� ����� 
� 
 ��
���� �� 	�� ������ �� �����

�	� �� 	�� ��

	� ���	����	��� ��	��� 
 �����	�� �����

�
� ���	 �������� �� NTIN� �����	�


�� 	�� .��� ����� ��
����� 	�� ������ �� �
����������
������

�� 
 �������� 


��
	��� gk(rk) ��� 	�� K ����� ���� 	�
	 g1(r1) ≤ g2(r2) ≤ · · · ≤ gK(rk)� !�

#����� N�NM� 	�� ������	
�� �� 	�� �������� �� �
�		�� 
� 
 ����	��� �� 	�� ������	
�� �� 	��

����

	���� !� 	���� �� ������	 ���

�	� �� 	���� ��
�	�	���� gi(ri) = gj(rj),∀i, j� 	�� @����"

����� �� #����� N�NM ��

 �� 	�� RM������� 
��� �	
�	��� 
	 	�� ������� ���. ��� 
�� ������	
��

�� 	�� ����

	��� &�����* 	�� �������� �� ��
��� ���


� 
���� 


 �� 	���� ���� ����	 ��

	�� ���	����	��� 	�
	 �� ����


� 	�� ���	 �
��� )� �	 �� �����	�� ��	� 	�� ���	������ ��� 
���


�� 	�� �
���� 
���� �	��� @����" ������ ����	 ����	 ��	��� 	��� ���	 ���� ����� ����������

	� ��$����	 �������� 


��
	���� ��[��	��� 	�
	 	�� ��������������� ��
�� ����� 
	 ���� �
����

�
	� 
� 	�� ����

	��� ��
�� �����
���� 	��� 	���� �� 
 ������ ������ �� �������� ������	�
	���

��	��� 	�� ����

	��� YNRJZ� ��� 
��
 ��	���� 	�� ������	 ���

�	� 
�� 
�� �	��� @����" �����

&
��
 ) �� #����� N�NM* ����������� 	� 	�� .��� ������ /�	� 	�
	 	��� ����� �� ��� �� 	�� ���	

���� �����
	��� �� ����

 
�� �������� �����	����� ����� 	�� ���� 
��
 
���� 	�� ������� 	��

���� ������	�
	�� �� 	�� ��

	�� ����� 
�� �
��
�	� �� 	��� ����� ����� ���
� �� ���	� �����
� ���

���	
���� 	�� �������� 
�� ������ ���������	���� ��	 
�� �
	��� 
 �
		�� �� ����

 	������� YNRJZ�

+�� ��
��
�- �� 	��� ��	��� ���� 
��
��� 	� ��������
	���� �� 	�
	 	�� ������ �� �����

�	�

������
��� 	�� �
�	 	�
	 	�� ���	����	���� ����	 �
�� 	�� �
�� ��
�� ����� �� 
�

����� 	� 	��

ST



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

����
��� 

��
�� ��������� ��� &N�IN*� #�� ���� ��	
�
�� 	�� ��
��� �� �������� 	� 	�� <�
�	�� S�

��" #������� 	! ��� 
���������	


!� 	��� ���	���� 
� �������� ��
�	�� �� ��
�	�� �� 	�� ������	
	��� �� ������ 
� ��

 
� 	�� 
��	 �� 	��

�
���� 	�� 
�	��� �
� ���
����� ������ 	�� 5��'� ������� ����� �	
�	�� �� '������� IJJJ 
	 	��

�������

 3�������	� �� <
	

���
 &35<*� ��	 ����� 
	 	�� ��
���������
	���� ������
����



<��	�� �� <
	

���
 &<��<*� ����� 	�� 
�	��� �
� ���� ����� F
��
�� IJJS�

��/�� #������ �

��� ���	 	������

 ��
�	�� �� ����	�� 	� �
������ ������ �� ��
	��
�	���
 	���������� �� �
�	���

��

	� 	�� 	�
����	 ����������� �
��
� U��� #������ 
�� '��	� 5
��� <������ ��	 	��� 
�� 

��

����
��� 	� 	�� ������
	��� �	�
	��� �� 
� 	� �
�� 
� ����� ������ !� ����� 	� �	��� 	��

���	����	��� �� 	�� ���������� �� 	��� �
�� 	��  /0� 
 ��
� ��. �	
��
�� ����
	��� 
�

���� ��

������	��� ����� �� 
� ��	������ �� 	�� 	��������� ���� ��� ���	��
�� ��
��	���� ���� 
�

����

������ ��� ��

�
	��� �� 	��� ��
�	��� ��	 �	 ���
� 

�� �� ���� ��� 	�� ������ �� ����
��� ���	����

��� �
��� ����
����� 	�
	 �
� �� ��
�� �� 	�
	 ��	���	 
� ���
���	 ���	 ����	���� 	��������� 	�
	

��	���"� 	�� �
��

 �������
��� 	��� 	� �� ���
�� �� 	�� �������� ���	����	���� ���������� 	��

������ �� 	�� 	�
����	 	�������� 
	 	�� )5 ����	 ��	 �� �� �	�
���	����
���

���� ��
�	�� �
� �����
	�� �
���


� 	�� ���
��
	����%

• $� ���	����8) �� �� *8��3�&����) 
�����
���� ������ �� ������������� ���������� 
�������� �

������ ���	����� ��� ��������) 
����		�� 	� ���� !���
��	���
 �� 5�����

 ���������	���
)

����� 977: .����
�� #��	����� 977:/�

• $� ���	����8) �� �� *8��3�&����) � ������ �������� ���	����� �� ������������� ����������


�������) �� *���������
 �� 	
� ;;th ���� ��	����	����� ���������� �� ����	�����
) ������	
 ���

#�
	��
 .����#/) !�������) �
����) $������� 977:�

��/�� #������ �

+��� 	�� 	�
����	 	�������� �
� ���� ������� ���� �
������ ������ ���� ��	� 	�� �����




��
	���� !� 	�
	 �
��� 	���� �� 
� ���
���	 ���	 ����	��� 	� ���	��
 	�� ��

 ���
���� �� 	��

��

� 
�� 	�� �


��� ��	���� 	�� �
��

 �������
��� 
�� 	�� ��������

 ����� �
� �� ��		��

���	��

��� ���������� 	�
��	���

 ����� 


��
	��� 	��������� 
�� ����
��� �� 	���� �� �
�������

	�
	 ��� ��	 ��
� ������� 	�� ��
� ����
	�� ��	 

�� 	�� ���
���� �� 	�� ���	 
�� 	�� ����	 �����

#�� ���	
���� 	�� ��

�-���� �
	���

��� ������ 	���� ��	 	� ����� ���� ����� ��� 	�� �
-� ��

	�� ��

��	��� �������
���� )�	�� 
� 
�

���� �� 	�� 	��������� �� 	�� ����  /0� 	�� �������

���������� ���	 ��� �
�� ���� ��	��� &�
	� 
�� ,�0* 
�� ����
��� 	� 
 ����
� ���
���� ����

RJ



 !4! 5#
�#

� �� ��
 	
��
����
��

�� ��������
	��� ���	��� �
��� �� .
�� ������� !	 �� ����
���� 	�
	 	�� ��2��	��� ����	���

��


 �� �
����

� ������ �� ��� ���� ��	 �
�	 	� �
�� ��
����	
�
� ����� �
	��� ��� 	���� 	����

��	��� 	�� ��
�	�� �� 	�� 
�������� ���	��
 ���������� ���. 	�� ���� ��
��	��� 
�������� 	� 	����

4� ����	�
��	�� ��� ��	���� 	��������� ��� 	�� ����� 


��
	��� 
�� ��	����� 
�� ����
���

	� 
 ���
� �������� �	�
	��� 	�
	 �


���� 	�� �������
��� 
���� 	���� 0���
	� 
�� �����

��	� 	�����	��


� 
�� �� ��
�� �� ����

	�����

���� ��
�	�� �� �
��� �� �����

 ���
��
	����%

• �� -�	�8���3) $� ���	����8) ��<������) ����� �� ��� �������� �����  ������ 	������ ��� 
���

�����	� !���� �� "�	� #����� .�������� 	�	�� �� #����

/) �� *��������� �� 	
� =�= #����
���

&������� �� �� (��>� ����	?'�� ��	���������� �� 0���� .(0#�/) ���������) #����) #��	����� 977:�

• $� ���	����8) �� �� *8��3�&����) $%&�!���� '�. "�	���������� (���� ���� ����� ����������

��� ��������� �)�* �����	�) �� *���������
 �� 	
� = �������� #����� *����

��� ����������

.�(#�*��/) <����) ��
	���) #��	����� 977:�

• $� ���	����8) �� �� *8��3�&����) (�����	�� � �������� �� � �������� ��� ��	������ 
������ ���

��������� �������� ����) �� *���������
 �� 	
� 977: ���� ��	����	����� ���������� �� ����
	��
)

#����
) ��� #����� *����

��� .���##*/) ���	����) ������) ��� 977:�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) ������� � �������� �� ��������� +������� �����	�� ���	 (����

���� ����� �� ��	������ 
������) 
����		�� 	� ���� !���
��	���
 �� 5�����

 ���������	���
)

��	���� 977@�

• $� ���	����8) $�*� *������) ���� *8��3�&����) &����#�	� � �������� ��� +������� ��������� �)�*

�����	� ����� �������� �������� 
�������) �� *���������
 �� 	
� #����	
 ��	����	����� #����
���

�� #����� *����

��� ��� �������	���
 .�##*�/) *���
) 1�����) A��� 977@�

(�������� 	�� 
�	��� �
� ���� 	�� 
������ �� 	�� #��

 '����� 5��2��	� ��

��� ��	� �����

���	��
 �
��� �� �
�� 	����� ��� <'() ���	����

��/�� #������ "

���� ��
�	�� �� ����	�� 	� 	�� ��	 


��
	��� �	�
	����� 	�
	 ���
� �� ���
����	��� )�
��� 	��

����
�� �
� �� 
����
���� ���� &
	 
�
�	* 	�� �������	����� 	�� �
	���
�	��� �� 	�� ��������



����� 
�� 	�� 
���������	 �� 	�� ��	���� �������
���� !� 	��� �
��� ����

��� ����������	� 

��

�
�� ����	���� 	� �
�� ��� 
�	��� �������� 
 ����
���� ��	���� ��	�� ����� ��	
��� 
 5
��	�

����������	 ���� 	�� �
	���
�	��� �� 	�� ��������

 ������ !� 	��� ��
�	��� �	 �� 	��
	�� ��� 	��

���	 	��� 	��������	 	�� ������	
	��� 	�� �
�	 	�
	 	�� ������ �� ����� ����	 �� ������ 	�
� 	��

������ �� 
�	���
��  ���� 	�� ����
�� �� 	�� ����
��
	�� 	� ��	
�� 	�� ��	���� ��
�	���� 	����

������ ��	�

����	 ��
�	���� 
�� ����
���� ,
���


�� 	�� ����
����� �� 	�
	 ��		�� �������
���

����� 
	 	�� ������� �� ���� ����
���	��

���� ��
�	�� �� 
� ��	������ �� 	�� ���������� �
���

RN



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

• $� ���	����8) �� �� *8��3�&����) ��������� ������� � �������� �� ��� �������� �� +������� �����	�)

�� *���������
 �� 	
� @rd ���� #��
�� ����� ��� ���	��
����� #����� *����

��� 5���

�� .#��/)

#�	��
) #����) A��� 977:�

��/�" #������ $

#��


�� 	��� ��
�	�� �� ����	�� 	� 	�� ��	������ �� ���� ��	 


��
	��� ������� 	� 	�� ��
	��

�
����� ����
���� ���� ��
�	�� �� �����
	���� ����� 	���� �� ��
��� 
�	��
	��� ��

��� ��	� ���� 


�
�� ����
�� �� ��
������������ �������	�� )�	�� 	�� ��	������ �� 	�� 

����	��� �� 	�� ��������

��
�	�� 	� 	�� ��
	���
����� ����
���� 	�� ����
�� �� 
����
���� ���� 
 ��
�	��

 �������	����

����� �����

 �����	��

 ��
�	���� 
�� ��	��
	�� 
�� ����
���� ������� 	�
	 	�� ����

�"��

��


� ������	 
���� ��
���
 ���	��� ����	 ���
� 
 ��
���
�
� 	�
����$ ��	���� �������
��� 
��

����
���	�� )�	�� 	�
	� 	�� ��
�	��

 ��������
	���� ���� 
� ����
���	� �����	��� 
�� ����

���


�� 
��������� ��������� ��
�	���� ��� �
�� ����
���

���� ��
�	�� �� �
��� ��

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) (�� �� �� )	���	�������� �� $�� 
������ � ��	�� ���

������������� ���������� +������� *��� �����	�) 
����		�� 	� ���� !���
��	���
 ��

���������	���
) ��	���� 977:�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) (�� �� �� $�� 
������ � ��	�� ��� ������������� ����������

+������� *��� �����	�) �� *���������
 �� 	
� �
������ ���������� �� #�����
) #�
	��
) ���

�����	��
) &������� 977:�

• $� ���	����8) �� *�
������
��	�) ���� *8��3�&����) ������� � �������� ��������	� ��� +�������

�����	�) �� *���������
 �� 	
� 977@ ��	����	����� ���������� �� ����
	��
) #����
 ��� #�����

*����

���) .���##*/) B��� C���) �
���) ����� 977@�

��/�$ ����� ����������	�

'����� 	�� ���	 ������ �� 	�� ������	
	��� 
	 	�� 35<� 	�� 
�	��� �
� ����
��� �� 	�� ������ ��

��
	��
�	���
 	��������� ��� 1���
��� @)/� ����� �� ���
� 
�
�� 	�� �
���� �� +#'( 
�� ��

��
	��
� 
�	���
�� #��� 	��� ������� �	��� ��


���
	����� 
�� ������� �����

 �
���� �
�� ����

���
����� 	�
	 
�� ��	 &���
���	
�* ���	
���� �� 	�� ������	
	���� �
��
��

• �� B�������	) *� 0�

��) $� ���	����8) �� *�
������
��	�) ��� �� *8��3�&����) (�� �� ��

)	���	�������� �� ��� ����'������ &� ��'��� �� *��� �����	�� ���� ����, (�����	�� �, ���


�	���-���) �� *���������
 �� 	
� ;@th �#! ������ ���������	���
 #����	) D���) 1�����) A���

977:�

• $� ���	����8) �� *�
������
��	�) ���� *8��3�&����) ��� *� 0�

��) ���	 � #������� �� ���	�����

�� � �����!�� .������� )	���	�������� �� ������� ����� ��������	� ��� +
�/) �� *���������


�� 	
� ;9nd �#! ������ ���������	���
 #����	) ������) *��	����) A��� 977@�

RI



 !4! 5#
�#

� �� ��
 	
��
����
��

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) ���% #� ���0��� ��� ��� � ��'������ &� ��'��� �� *����!����

+������� 
�/�) ���� A������ �� #����	�� ����
 �� ���������	���
) 1������� 977@�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) &� �������!�� ������� ����� �� ���� ���� ��� *��� &� ��'���)

�� *���������
 �� 9nd ���� ��	����	����� #����
��� �� #����� *����

��� ��� �������	���

!��
������ .�##*�!/) ��������
) �������) $������� 9779�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) %-�������� ��� 
� �� (���- ��� $��	���	��� �� *��� &� ��'���)

�� *���������
 �� 	
� �= �������� #����� *����

��� ���������� .�(#�*��/) !�����
�) 1�����)

#��	����� 9779�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) �� *�
������
��	�) $���� ��� ��	�!���� ���������	����� ��'������

��� *��� �����	�) �� *���������
 �� 	
� 9779 ��	����	����� ���������� �� ����
	��
) #����
 ���

#����� *����

���) .���##*/) �������) (#�) ��� 9779�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) (��� ��� (������# �)�* ����� #� ���0��� �� .�������12

%�'����	����) �� *���������
 �� 	
� 9779 #����� <�
������ !��
������ ���������� .<!�/)

�������
��) (#�) ��� 9779�

• $� ���	����8) ���� *8��3�&����) ������� ��) #� ���0��� ��� ���0��� � ���� ��'� 
������� ��

*���) �� *���������
 �� 	
� 9779 #����� <�
������ !��
������ ���������� .<!�/) �������
��)

(#�) ��� 9779�

• $� ���	����8) =� ��
	��) ���� *8��3�&����) ������ )���� �������� *����� �� ���0��� ��� .�������12)

�� *���������
 �� 	
� ;7th �#! ������ ���������	���
 #����	) #�	��
) #����) #��	����� 977;�

• #� #�����
) $� ���	����8) *���	�	 ������	�� � �� ���� ���������� �� .�������12 ��������) ��

*���������
 �� 	
� 977; #����� <�
������ !��
������ ���������� .<!�/) 0���
) -�����) ���

977;�

RS



�����
�  ! �� �����" ��
 ���������	

RR



������� 	

�������� �� ��	�� ������� !���������

!� ��
	������ ��������
	����� 	�� )����� 5���	 &)5* �
� �����

 

	���
	���� ��� ���	����	���

	�� ��
��� ��������� 
���� ������  ���� 	���� ����	� 
 	�
����$ ��	���� 	�� �
��

 �������
���


�� 	�� ��������

 ������ 
� 
�

�	��

 ��
�����- 	� �	��� �
������ �� ������� �� 	��� ��
�	���

����� ��������� 	�� ��

	��� �
	��� �� 	�� �
������ ������� �� 	�� 
�	��
	��� �� ��	
����� �
�����

���� ����������� ��� 
 ���� �
��� �� ��	�
	����� ��� ��
�����- �� �������� �� ���	��
�� ��
��	����


�� �
���


� 
�

�"�� 	�� 	�
����$ ��	���� 	�� ��
� 
�� 	�� �	
��
�� ����
	��� �� ��
	������

��������
	����� 1�	� 	��� ��

	�������� �	 �
� �� ������� 	�
	 ���� ��
� ����� ���


� 
	 	��

������� �� 
 ������ �
��
���� !��	
�	
�����
� �� 
 ��

� 	��� ��
�� 	�
	 	�� ����� ��	� �����

��
���
� ��	
�� 
��� ��	� 	�� ��	��� 	�
	 �
����"�� 	�� ��

 �������
��� 
�� ����	 ��	 ��




��
	�� ��� 	�
���������� +� 	�� �	��� �
��� �� 
� ���

 ���
���� �� ������� ��� 


 	�� ������

	�� ���	 ����� 
�� ��	 ����
�	�
� �
	������ 	��� 	�� �
��

 ��	���� �� ���

�"���

��� 	
���	 
��
��
	��� �� 
 ��
	��
�	���
 )5 	�
����		��� ����
	
�����
� 	� �����

 ����
��


�	���
 	�����

� ��	��� 
 ��

� ���. 
 ��
	��
�	���
 ���
��
�	 ��
���
� �������� 	�� ��
�����-

�������� �� �

�� 	� 
�

�"� �	��� ���������� �� ��
	������ ��������
	����� ��� ����
	� �� ����


� 
����
�� ����� ���� �
���


� 	���� 
����	�� #���	� ���


� 	�� �������
��� �� �
����"�� 
�


 ���
�� ��	���	 ����������� 	�� ��	��
�	���� 
���� 	�� ������ !� ��
	������ ��������
	����

	��� ����	 �
�� �
�
����	 �����	
��� 
�� ����
� �� ���
���� �� 	�� ������ �� &������


�

����
���* ���	����  ������ 	�� �
������ ��������
	���� 	�
	 
�� �	����� �� 	��� ��
�	�� �
��

�
��
� ���� �	����� 
	 	�� ������

 

���� ����� 	��� 
�� ���


� 	��
	�� 
� �
�	 �� 	�� '@<�

������ 	�� ��
�����- 	�
	 �� ���� �������� ��������� ���� �� 	�� 
�
6�

��

� �� ��������

����� �� �
������ 	�
	 ���� �������� �� 	�� 
�	��
	���� 
� �	 ��

 �� ����� ���	�

���� ��
�	�� �� ���
��"�� 
� ��

���� #���	� 
 ����� �������� �� ��
	��
�	���
 ����������


�� �
������ �� ������ 
�	�� ����� 	�� ��
��� ���� 	�� ���	�� ����
��� ��  ��	��� I�I� �����

�	 �� �������� ��  ��	��� I�S 
 �����

 ��
�����- �
��� �� 
 ��
� ��. �
��
��� &�� �	
��
��

����
	���* 
�

�����  ��� 
�

���� �
� ���� ����
� ���� �� ������ ���	��
�� ��
��	��� YNSPZ� 
��

RM



�����
� &! ��
��
�� 
� ����
����
��� ����
��
��

����[�� 	�� �
��� ���
 �� 	�
	 ��� �
� 
����� 
 ���	
�� ���- &��������� �� 	�� �
��
���* �� �����

	� 
		
�� 
 ������� �����	�� ����	 &	�
	 ��� 	�� ��
�*� +������
�� �������� ���
� 
�-� 	� �����	

�� 
 ���	��
�� ��	� 
 
�� ���- 
�� ���� ����	� ��	 	��� �� ��	 

�
�� ������
� 
� �	 �� �
�
� ��

	�� ���
���� �� ��
���

 �
�-�	�� 3��


�� ��� �
�� 	�� ����� �� 
 ������ �����	�� ��	���� 
	

	�� ������� �� 
 ������ ���- YNRNZ� )�

�����
� �� ��
	��
�	���
 ��
	������ ��������
	����� 	��

��������� ��	��� ���
� ������� 
 ������ ��
� �

�� 	���	��� ��	� 
�� �
��
���� ��	 �	 �� �����

��  ��	��� I�R 	�
	 	��� ����	 �� ��W��
	 	� ��	
�� �� ��
�	���� ����� ���� ��
� ���


� �����


	 	�� ������� �� ���� �
��
���� #��


�� ����
������ 
�� ��
���

��� $
��	
����	


)
	����� �
������ �� ���


� �	����� 
	 ������ 

����� �	 �� �������� 
� 
 	�
����$ ��	���� 	��

�
��

 �������
��� 
�� 	�� ��������

 ����� 
	 	�� ������

 

���� ��� ���. YNITZ� .����


�

���
-���� �������� 	�� ��� �

�� 
���� 	�� ����� �� �
����"��� 	�� ��$������� 
���� 	��

�
����� 
�� ������� ������� ������� �������� �� 
� ���

 �������
��� �� ������ ��� 


 	��

������ 	�� �
��

 �������
��� �� ���

�"�� YNSNZ� ���� �
� ���
��
	���� �� 	�� ���	�� ������%

�� 


 	�� ����� 
�� ����������� 
�� �����
	� ����	� 	�
W�� 	�� )5 ��


 ������� 
� ���



�������
��� ��� 


 	�� 	�����

� �� 	�� ��

� +� 	�� �	��� �
��� 	��� ����	 ������
� ����
�� 	��

	�	

 	��������	� 	��� 	�� �������� �� 	�� ����
	��� !� 	��� ������ 	�� ������� 
	 	�� )5 
���


	 
�
�	� ��	 �	�
���	����
��� ��	 ��
� ���
��� �� 	�� �������
��� ��. ����
���	� 	�
����$� ��	



�� ��� 	� 	�� 	�
����$ ��	���� 	�� �
��

 �������
��� 
�� 	�� ��������

 ������

)� �	 �
� ���� ���� �� 	�� �������� ��
�	��� �� 	�� 
�	��
	��� �� 	�� ������ 

��� �� 	�� ���	���


�	
�- YNRIZ� ��� ���� �����	�


� 	���� 	���� �� �
������ YNIVZ� �
��
� �* ��� ��� ���
����� �����

����� 


 	�� ����� 	�� �
�� �������
���� ��* �
���
������ ���
����� ����� �
����"�� 	�� ���

�������
��� �� 


 	�� ������ 
�� ���* %������� ���
����� ����� �� 
 ������
	��� �� 	�� ��������

	�� �	�
	����� 	�
	 ���
���� 
 ��$����	 �����	 ��� �
�� ����� )
	����� �	 ����	 �� ��������

	�
	 ������	���

 �
������ ����	 ���
� ��		�� �������
��� 	�
� �
����� �
������� 	���� ��2��	���

����	���� �� ��	 �

���� ����� ��

 �� 	�� ��
�	 ���
���� �� 	�� �������� ��
����� )� �	 �
� ����

�	
	��� 	�� �
����"
	��� �� 
 ��� 
���� �����

 ����� ���
�� ������ ��$������� 
���� 	��� 	�
�

	�� �
����� ���	������ !� 	�� 
�	��
	���� 	�� �
�� ����� �� �
������ �� YNSRZ� ����� �� ��	�� ��

&N�IN*� �� �
���
� ��

	�� 	� 	�� ��
�����- �	 �� ������	�� ����� 
�� �
� 
���

��� ������	��� ����


� ����

	��� ��"� ������������� ��

� 
�� ��	��� ������������� ������������ 
�� ���	����	��

��	 
�
��� �	 ��
����� ��
� ��

	��� �������
���� (�������� �	 �� 
 �
��

 ��
���� ��� 	�� K

������ ���������� �	 ���� ��	 ���� 
 �
�
� ���
 �� 	�� ������� ���� ���
����� ���. 	�� ��������



��	����� &���

 ��� ��������* ���
� �� ��	����
� 
���

<
�
�
�� 	�� �
������ ����� �� &N�IN* ������� �� 	�� ���	����	��� �� 	�� �������� rk� ��	 ����

��	 ������� 
� ���
 �� ��� 	���� ��������� 
�� ��
���� )� 
� ��
��
�� ��� ���
� ��� 	�� ���
����

RV



&! ! 7����	���
��

���	 �
�� ���	����	���� ���. ���

 �������� 	� 


 	�� 
���	�� �������� �	 ����	 
����� ��
� 
 ����

��


 ��
�	��� �� 	�� �������� 	� ��������� ���. r̄� +� 	�� �	��� �
��� ��� ���
� ��� 
��	���

���	����	��� ����� 


��
	�� 
 ��$����	 ��
�	��� 	� ��������� ��	 �� ���� ����	 ��	 
��� 	�
� r̄�

���� ��

 �� ���� �� 	�� ����� �� �
������ 
� 
��� �
�� 	�
� 	�� ���	 ���� 

	����� 	�� �� ����

����	 ��	 
��� 	�
� ��	� 	�� ���	 �	�
	���� #��	�������� 
��	��� ���	����	��� 	�
	 
������ 100r̄

	� �������� �� 
� �
�� 
� 	�� ��� 	�
	 
������ ��
� r̄� ���� 	����� 	�� �
��

 ���
���� �� ����

��		��� !� 
 ������ 	�� ��
�����- �� 	��� ��
�	�� �� 
��	��� �
� �� 
��-��� 
	 	��� �
������ ������

��� 	�
����$ �	 �� ��
�
�	���"�� ����� ��	 ��
� 	�� ��
� �

�� ��	 

�� ��� 	�� ��������� ����	

�� ���	����	��� !�	����	���
�� 	�� ��
� ��. �
��
��� 
�

���� �
� 

�� ���� ���� �� 	�� 
�	��
	���

�� ������ �������	��� ��� 	�� �

�����
	��� �� ����� ����

� YNSOZ�

!������� �� 	�� ������

��� ���
������� 	�� �
������ 
�

���� �� �
�	���

��"�� 	� 	�� ���	��

�	����� �� 	��� ������	
	���� ���. 
 ��
	��
�	���
 ���
��
�	 ��
���
 YISZ� ����� 	�� 	�
����		�� ��

�������� ��	� ��
	��
� 
�	���
�� 
�� 	�� ��������� �
�� ��
� ���� 0����	
�� 	�� 	�
����$ ��	����

�������	� 
�� ��
	��
����� �
� ���� ��
�
�	���"�� ��� ��
	��
��
�	���
 ���	��� YVVZ� 
�� 

�� ���

	�� ��	������� �� ��
	��
��
����� ��
���
� YVPZ� )
	����� 	���� ����

��	 ������
	����	�����	��

	�
����$� ������ ��
�
�	���"� 	�� �
	� ��. ��	 ����� �
	� &��
�
��
�	�* �� 
 ���	�� ��	� ������	�

	���������� 	��� �� ��	 ��

 ��	� 	�� ��$������� 
���� 	�� ������ 0��
����� ��
	��
� 
�	���
��

��

	��� �
������ ������� �
�� ���� �������� �� YNSNZ ��

	��� 	�� 
�	�

 �
	� 
������� �� 
 �����

���� �� 
 ��
	��
�	���
 ��
	������ ���	��� ��	� 	�� �
	� 
 ���� ���
� 
������ �� 


 	�� 
�	���
�

���� �����
	�� 	� �������� ���. 
� �� 	�� ������� ���� ���� 

��� �� 	�� ��

� (��� �����	
�� 	���

��

	��� &�� ������	���

* �
������ �
� ���� �������� 	
-��� 	��  /0 
� �������
��� ��	���

���	�
� �� 	�� �
	� YVTZ� ����� ��

	��� �
������ �������� 	������ ����	 ��	 �� ��W����	 ��� 


��
�	��

 ������ �� ��������
	��� ���	���� (�������� 	�� ����� �� 	��� ��
�	�� �� 
	 	�� ��
	��


�	���
 ����������� 
�� 	�� ��
���
�
� ��$������� 
�� ����� ��������
	����

!	 �� ��
������
 	� ���
�
	� 	�� ����
�� 
	 	�� )5 ��	� 	�� 	�
����	 ��
�������� 
�� 	��

����� 


��
	����  ���� 	�� ����� �� 	��� ��
�	�� �� 	�� 	�
����	 ��
��������� 
 3������ 5����

)

��
	��� &35)* �� ������ ��	���	 
��� �� �����

�	�� #�� ��	
�
� �� �
������ ������ 
	 	�� �����




��
	���� ��	� 
�� ��	���	 4� ����	�
��	�� �
�
�� ����� 	� 	�� ���	 ��
�	��� )
	����� �	

���
� ��	 ���
� ��	���� ����
	� �� 	���� �� �
	� �� ����� �
	� �������
���� 	�� 35) �� ����� 	�

�� 
����	�	��


� �����

��	 	� 	�� �
����� ��� �
	� ����� 


��
	��� &�
	���

���* 
	 ����

 /0 &��� <�
�	�� S*� 1�	� 	���� 
�����	����� 	�� �	�
	����� 
	 	�� 	�
����		�� 
�� 
�

�"��

�� 	���� �� �
������� �
��
�� 	�� ����
�����
���� U��� #������ &U#* YORZ� '��	� 5
��� <�����

&'5<*� ��� ���. YIJZ �� YOVZ� 
�� 	��� 
�� ����
��� 	�� ������
	��� ���������� �� ��	� 	�
����		��


�� ��������� �
�� ��

 ��
���
 -���
���� YNJJZ� +	��� ��	���� ���
��� ���. 	�� �
	���� �
	�����

�� 	�� (( � 	�
����	 �������

�"
	���� ��� YVNZ ��� 
 ����
����� �� ��
�� �� ����

	����� !�


�� �
��� 	�� ������
	��� ������ �� 
� ����� ������ ����� �	 �� 
������ 	�
	 	�� ��������� �
��



�� ������	 < !� ����� ����	 �� ����

��	�� �� 	��� 	��� �� ��������
	����� ��� ��	����	���

RP



�����
� &! ��
��
�� 
� ����
����
��� ����
��
��

����	 �� 	�
	 ��	� U#� 	�� )5 ���
	�� �
�


�
 
�� ��	�����

 ��
���
� 
	 �
�� ����
������ 	���


	 ���	 Q ����� �
� �� ������ 
	 �
�� ����
������ �������� �	 �� ��

�-���� 	�
	 	���� ����	�


 ������ �� 
�	���
� ��� ���� 	�
	 ��	���"�� 	�� ��� �
	� ��	� U# ��
�������� YMMZ� ���. 
�

�
�� ����� 
� 
�	���
� �� �����	����� )
	����� 	��� �� ��	 �� 	�� ����� �� 	��� ��
�	��� �	 ��



�� 
� �����	
�	 ����� �� 	�� ���	�

��� �������
��� �� U# ����	 �� ���
���� �� '5< YIJZ� ����� ���
�� 
����	�	��


� ��	����

	��������	 ��� ����  /0 �� 	�� ��
���
 �
	��� �
� ��

 ��� �
�- 
�� �	 �� ������	
� �����
��


�

-���� 
	 	�� 	�
����		��� ,
��� �� YIIZ� 	�� ��
	��
�	���
 	�
����		�� ����	 ������� 
 ����

�
���


	��� �� 	�� ��	��������� &���


�* ��	���	 
 �
	� ���

	�� ��� 

�� ���. YSMZ� !� 	�� 
�	��
	����

	�� ���
��
�	 ��
���
 �� ���


� �	����� �� 	���� �� ��� �
	�� ��� ���. YINZ �� YSRZ� �� YITZ ��� 	��

��

 ()<� �������� �	 �
� ��	 ���� ����� �� 	�� 
�	��
	��� ��� 	�� 	�
����	 ���������� ����	


$��	 	�� �
������ 
���� 	�� ������ ����� �� 
� �����	
�	 ����� ���� ����	� 	�
W� �����
	��

	�� 	��� �� ��	
�
����� 
��-�� <���
��� 	� YMNZ �� YMIZ� 
��  /0 ����������	 ��� 	�� ����� ��

	���� 	� �� ��
�

��� ��	 ���	�
�� 	�� ����� 
��� �� 	�� ��$������ 
���� 	�� �������
��� �� 	��

����� ��	���	 ����	�
��	�� !	 �� ������ ��	����	��� 	� ��� ��� 	�� 	�
����	 ���������� 	���������

��	������ 	�� �
������ �� 	�� ���	��� !� 	��� ������ �
������ ����
� �� ���� 
� 
 ������

��� ������

����� ������	� �� ������ 

���� 
�� 
�
�	�� 	� 	�� ������

 

����

��� ��	���� �������
�

��� ����� �� 	�� ����
��-� ����� 
 Q�
�	���
 )5 ��������
	�� ����
	
�����
� ��	� K ����
��


�	���
 	�����

�� ����� 	�� 
�����	��� 	�
	 K ≤ Q� !� 
 ��
�	��

 ��	�
	��� K > Q� 	��� ����

-��� �� ���� �������� ����
� �� ���������� ��	 	��� ��

 �� 	��
	�� �� ��

����� ��
�	���� ���


�

���� ������	�� ���� �� �

�� ��� �
�� ����� �� ����� 	�
	 ���
� �� ������ �� 	���� �
���� !�

�
�	� 	�� �����

 �
������ ��
�����- ���
� ���� �� �����
 ��� 	�� �
��	����� �� ������ ����� �	 �
�

�� �
�	 �� 
 ������ ���	������ .����


� ���
-���� �	 �
� �� ���������� 	�
	 ��	� 	�� 	�
����		��


�� 	�� ��������� ������� ���� -��� �� 
���
� ���������� YNJJZ� �� 	�
	 
	 
�� 	��� ���	
�	� 	��

������ ����� �� ��������� 
�

y = AHBs + w ∈ C
K×1, &I�N*

����� 	�� k	� ����	��� �� ���	�� y (s) �� 	�� �������� &	�
����		��* ����

 ��� ���� k� H �� 	�� K×Q
����
�� [
	��
���� ��
���
 �
	���� ����� i	� ��� ���	
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PT
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K ������� ���.

EH,K(λ2
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k) = Q,
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σ2
H,K(λ2
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k/K) + σ2
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Q

Q + K
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1 + ξ
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−β2
k ≤ 0,∀k ∈ K,
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σ2
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tr (HHH)−1

)
= K log

PT

σ2

1∑
k∈K

1
α2

k

 = CT + K log Hα,

����� Hα �� 	�� �
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k 
�� CT �� 
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Hα
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k
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PT

Kσ2
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k = CT + K log Gα,

����� Gα �� 	�� �����	��� ��
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F� �� β2
k > 0, ∀k ∈ K, 	
�� 	
� ������	
� '��

�
�

�	
����
�) ������ 	
� ���
	 �
�� 
����� 3��� ����� K ← K−{k ∈ K : mink α2
k and β2

k = 0
}

, ���

�� 	� 
	�� 9�

�
�
� S�N% #��	��� ��	��'����� ������	
��

�������
	��� &�	�� R*� 1�	� �	� �	 ��	
��� 	�� ����� 


��
	��� �
�	��� �� �	�� M� !� ���� �����

�
���	 ��
�� 	�� �
	�� 
���
� 	�� ����	 ���� �� ������� ���� 	�� ��	 �� 
�	��� ����� &�	�� V*� !	

�� �����	
�	 	� ��	� ���� 	�
	� ����� 	�� �����

��	 ��
	�

 ��
���
� ��
��� ��������� �� 	��

�����	 �� ������ �	 �� ��	 ������
� 	� ������ 


 ����� �
���� "��� ������ )	 	��� ����	� �	 ��

�����	�

 	�
	 	�� �����

��	 ��
���
� α2
k 
�� �������	�� &�	�� I* ����� 	��� ������ �� 	�� �����

	�
	 
�� ����� ������� ���� ��������� �� ����
	�� ��	�
 


 	�� ����� �� 	�� ��	 �� 
�	��� ����� 
��


������� 
 ����"��� ����� &�������� �����	��� �� �	�� V*�

����" ��	���� '�� �%3 1�'�2

!��	�
� �� �
	���
��� ��	����� 
��	��� �������
�	� �� 	� ������"� 	�� 	�	

 ,�0� !� �
�	� ��	�


 ����
� ����	�


	���� ����� 
 
���� ,�0 ���
��� 
 ������ 	��������	� 	��� ��	��� ����	 ��

��������� �� ��

 ���	���� ,������� �	 �������� 
 �����	 
��- 	� 	�� '@<� ��� 	� 	�� ��

	���

��	���� 	�� ,�0 
�� 	�� 5�0� 1�	� 	��� ������� ��� ,�0 	��������� 	�� ��2��	��� �� 	�

������"� 	�� ��� ,�0 �� 


 	�� ����� �� 	�� ��

 ���2��	 	� 	�� ����� ����	�
��	� ���.

min
β2

k

∑
k∈K

BERk

s.t.
∑
k∈K

β2
k ≤ PT ,

����� �� ������ �����

	��� �	 �
� �� ��������� 
�

min
β2

k

∑
k∈K

BERk &S�T*

s.t.
∑
k∈K

β2
k − PT ≤ 0, &S�NJ*

−β2
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K
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Q−K + 1
K
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k
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I− H̃H(H̃H̃H)−1H̃

)
hk

=
hH

k P⊥hk + hH
k Phk

hH
k P⊥hk

= 1 +
hH

k Phk

hH
k P⊥hk
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δ−1

}
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‖hk‖2
α2

k
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= KE
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1 +

K − 1
Q−K + 1

F2(K−1),2(Q−K+1)

}
= K

Q− 1
Q−K
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K (x) = (F (x))K ,


�� ����� 	�� ��	����	 �� 	��� ���	��� �� 	� ��

�
	� 	�� ��
� �

���� �	 �� ��W����	 	� ��
�� 	��

���
	��� Fmax
K (x) = 0.5� +� 	�� �	��� �
��� 	�� ��� �� 	�� ������� �� 	�� K ������ �
����

�
��
�
�� ��

Fmin
K (x) = 1− (1− F (x))K ,

PP



�����
� +! ���
� �������
�� ��	 �	�
��
�� �������

����� ��


 �� 
�
�� �
�� ���

 	� J�M �� ����� 	� ��	
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P (KxUPA
max , Q−K + 1) = K

√
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P (KxUPA
min , Q−K + 1) = 1− K

√
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β2
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k
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β2
k
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ũk = uk − ckβ
2
k, &S�IR*

����� ck �� 
 ��$����	 
���
� ������� �
�	�� ��� �
�� ����� ��� ������� �� ���


� �������� �� �����

	� �����
�� 	�� ��� �� �	�
�	��� ��� 


 	�� ����� �� 	�� ��

� �������� 	��� �
� 	�� �������
�
� �$��	

OR



+!0! �	�
��
�� �������

�� �����
���� 	�� ,�0 ��� ���� ������ 
�� 	�� ��� ,�0 �� �
�	���

�� ���������� 
 ��		������	��

��	��� ���
� �� 	� ������ 	�� ������� �
�	�� ck �� 
 �
� ���� 	�
	 ���� 	�� 	�����

 ��	���"��

��������
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∑

k∈Kn
β2

k(Kn) ∝∑
k∈Kn

1/α2
k(Kn) = tr(H(Kn)HH(Kn))−1� ���. 	�� ���� ����� ������� �� 	�� ������� �� 	��

�
	��� H(Kn)HH(Kn)� ����� �� 
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�� �� 	��� �
	��� �
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tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
adj(H(Kn)HH(Kn))
det(H(Kn)HH(Kn))
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	��� �� 
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	 	�� �����	� �
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� ��
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x H̃T
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��� 	�� ����� 	�
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det(H(Kn)HH(Kn)) = det(HxHH
x )det(H̃H̃H − H̃HH

x (HxHH
x )−1HxH̃H),

�� �� 	�� ���	 ��
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det(HxHH
x ) = ‖h1‖2‖h2‖2 − |hH

1 h2|2 = ‖h1‖2‖h2‖2(1− c2
1,2), &M�NJ*

����� c1,2 = |hH
1 h2|

‖h1‖‖h2‖ �� 	�� ������
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�� h2 ������ 
��������
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	��� hH
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�� p�

• ��� ���	 c1,2 �� �� �
�	 ��	������� �� 	�� ����� i�j ��	� 
 ������	 ci,j � ���
��� 	��

��	�����
�	 ���
� �� J �� 
�� 	�� ���� �� 	�� �
	��� H(Kn) ���� 	�� �
���

) ��		�� ������	 ��	� 	�� ����
�� �� ����� ��	� K = 2 ����� �� Kn� ���. k = {1, 2}� �����
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���
� 
�� ��������� 
� hk� 
�� 
�� �
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det(H(Kn)HH(Kn)) = ‖h1‖2‖h2‖2 − |hH
1 h2|2, &M�NN*
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�) �� n← n + 1�

@� #����	 k : mink ck(Kn)� ��� �
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tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
‖h1‖2 + ‖h2‖2

det(H(Kn)HH(Kn))
=
‖h1‖−2 + ‖h2‖−2

1− c2
1,2

, &M�NI*
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lim
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tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
‖h2‖−2

1− c2
1,2
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mk(Kn)� �����	 ��� 	�� l	�� ����� ��
���� 	�� ������ 	� mj
l (Kn) ���	�
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l(Kn)� �����
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l(Kn) > mj
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(
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l(Kn),mj
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2mk(Kn)
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