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����� ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � M

N�N�S ,���� ������	� �� ���������� 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � T

N�I (�	��
�	���
 	�
����	 ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJ

N�I�N ) ��
�	��
 ������ �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJ

N�I�I +� ��	��
 	�
����	 ��
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NN

N�I�S U��� #������ 	��������� 
�� ��
	�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � NR

N�I�R <���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NV

N�I�M ��	������� 	� (!(+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NT

N�S (�	������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NT

N�S�N +����	����	�� ��������
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJ

N�S�I  �������� �� 	�� ��
�������� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � II

N�S�S <�����
	��� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IR

N�S�R ,���� ������	� �� '@< 
����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IV

N�R 5���� 
�� ��	 
��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IV

N�R�N 5���� 
��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IP

N�R�I .
���	�����	�� ����� ���	�� ��� <'() � � � � � � � � � � � � � � � � � � IP

N�R�S ,�	 
��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SJ

N�M ��� �����
��% 
� ������	 ��	� �
������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SS

��



�������

N�M�N #
������ �����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SS

N�M�I #
������ ������ 
	 	�� ������
 
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SV

N�M�S #��� 
� ����� �� �
������ 	� ���	���� ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � SP

N�M�R ��� .��� ����� 
� 
 ��
���� �� �����
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � SO

N�V +������� �� 	�� ������	
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�N <�
�	�� I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�I <�
�	�� S � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RJ

N�V�S <�
�	�� R � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RN

N�V�R <�
�	�� M � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RI

N�V�M +	��� �����
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RI

������
 � ���
���� �� �	��� ������� �
�������� !"

I�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RV

I�I 5����� �	
	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RO

I�I�N <�����
	��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RT

I�I�I ��
����	���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � RT

I�S #
������ 
�
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MI

I�S�N <�����
	��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MS

I�S�I U��� #������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MR

I�S�S '��	� 5
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MR

I�R 0���	� 
�� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MV

I�M <��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MT

������
 # $�%�
 ���������� ��� ��������� ����
�� &�

S�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VI

S�I 5���� 
��
	��� 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VR

S�I�N 3������ 5���� )��
	��� &35)* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VM

S�I�I ���
 0
	� 
�� ,�0 &�0,* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VV

S�I�S (
�����  �� 0
	� &( 0* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VP

S�I�R (������  �� ,�0 &( ,* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VT

S�I�M  ���
	��� ����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PN

S�S ��� �
�� �

���% 	�� ���
 5�����	���
  /0 &�5 * � � � � � � � � � � � � � � � � PM

S�S�N #
������ 
�
���� �� 	�� 35)� 	�� �0,� 
�� 	�� �5 � � � � � � � � � � � � PV

S�R ) ����
����� �� 	�� ���	 	�������� ��� �
�� ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�R�N (
�����  �� �� 3	��	��� &( 3* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�R�I  ���
	��� ����	� 
�� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OI

S�M )�������� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OM
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��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OP

S�V <��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TJ

������
 ! '������ ��� ���������� (�

R�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TN

R�I  �
	�
 ��	 
��
	��� �	�
	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TS

R�I�N (
����"
	��� �� 	��  �� �� 0
	�� &( 0* � � � � � � � � � � � � � � � � � � TM

R�I�I (
����"
	��� �� 	�� (������ 0
	� &((0* � � � � � � � � � � � � � � � � � TP

R�I�S (������ ((0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TT

R�I�R  ���
	��� ����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TT

R�S <��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJR

������
 " $
������� ��� ������� ��
 � �	��� ������� �
������� )�*+ �,-

M�N !�	�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJO

M�I 5����� �	
	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJT

M�S  �
������������ ��	������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�N /5������	����� �� 	�� ��2��	��� ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�I +� 	�� ��	���� ���� ���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNI

M�S�S ���
��� 
 ����� ���� ���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNS

M�S�R )  ���� ��	 �W����	 ���� ���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNS

M�R  �
������������ ����� 
�� ��	 
��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNV

M�R�N (�	��
�	���
 (�	��<
����� (
�����  �� 0
	� &(( 0* � � � � � � � � NNV

M�R�I 5���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNO

M�R�S 0������� 	�� ����
��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNO

M�M 5������
��� ��
�
	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NIJ
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N�N �������� �� 	
� 	���� 	
�	 ���� �� ������� �� 	
� ���������� �
��	��� � � � � � � � � � I

N�I � 	������ ��������� ���� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � R

N�S � 	������ ���	����� ���� �� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M

N�R � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� �� �
�� 	
� �������� 
��� � ����� ��	����� P

N�M � ����� �� � ������	� ������ ��� 	
� ���� ��� �
�� 	
� �������� 
��� � ����� ��	����� O

N�V !
��� �����	 ���������� �� 	
� ��	�� (HHH)−1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NR

N�P ��	���� ������	� �. ���	���� ��� 	������" �� � ��������� ���	����	���� �	��� � � � NO

N�O !����	����� �������������� �
������� �. 	
�������������� �
�������� � � � � � � � � IN

N�T #��	�
 �� 	
� �����	���	�� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � II

N�NJ !������ #$��%!$�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IM

N�NN ��	 ������ ����	��� ��� &� �� � '�	�	��� ���� ��	
 	�� ������� � � � � � � � � � � IT

N�NI (	���	� ����) *���	� �+����	 ����	���) ��� *���	� ������ �� ����������	 ���� � &�� � � SJ

N�NS !
� �,��������� ����	 �� 	
� �������� ��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SM

N�NR ���� �. �������� ���	 �� ���	����� ����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � SO

N�NM ����	��	��� ���	 �� 	
� -��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ST

I�N � ����� �� ��� ����� ��� � ������	� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MN

I�I ����	�	�� ���� �� ������ ��� 	
� 	
��� ���	����	���� 	��
��,��� � � � � � � � � � � MV

I�S ���� �. 	������ �����	��� ���	 ��	
 ' �� ������ �� ��	���� ��� ������� ������ ��

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MP

I�R ���� �. 	������ �����	��� ���	 ��	
 ' �� ������ �� ��� ��� ������� ������ ��

��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MO

I�M ���� �. 	������ �����	��� ���	 ��	
 K/Q ��	�� ' �� ��� ������� ������ �� ��	����

.��� ���/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MT

S�N ��	��� ���� ��	� �. #&0 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � � � � � � PI

S�I ��	��� ���� ��0 �. #&0 ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � � � � � � PI

S�S ��	��� ���� ��	� �. 	
� ����� ���	��� �� 	
� 	������ �����	��� ��� 	
� ����� ������	���

	��
��,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PS
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S�R ��	��� ���� ��0 �. 	
� ����� ���	��� �� 	
� 	������ �����	��� ��� 	
� �����

������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � PR

S�M 1����� ����� ��� 	
� ������� ���	��� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � PT

S�V ���� �	���	� ��� ��� ��� 	
� ��	���� 	��
��,�� ��� ���
 ��	���� � � � � � � � � � � � � OS

S�P ���� ��0 ��� ��� ��� 	
� ��	���� 	��
��,�� ��� ���
 ��	���� � � � � � � � � � � � � OR

S�O ���� �� ��	� �. ������ �� ��� ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � � OV

S�T ���� �� ��0 �. ������ �� ��� ��� 	
� ����� ������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � OP

S�NJ ���� ������ �� ����� ��� �. 	
� #&0 ��,�������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � OT

R�N !
� �"��	 �� � 2��� 1������ ����������� �� 	
� �
����� ����� � � � � � � � � � � � � TS

R�I � ����� �� � 	
����	�� ��������� ��� � �� ���� ��	���3�	���� � � � � � � � � � � � � � TP

R�S � ����� �� � �����3�	��� ��� 	
� ��	 ������	��� 	��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � NJJ

R�R !
����
��	 ��� ��	 ��������� �� 	
� �
����� ����� �. 	
� #&0� � � � � � � � � � � � � NJI

R�M ���� �. 	������ �����	��� ���	 ��� 	
� ��	 ������	��� 	��
��,��� � � � � � � � � � � � NJS

R�V !
����
��	 ��������� �� 	
� �
����� ����� �. 	
� ������ �� ��	��� ��� ��� 	
� ��	

������	��� 	��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJR

M�N ����� ������� �� 	
� ���	����� ���	����	���� �1$� �	��� � � � � � � � � � � � � � NNJ

M�I !
����
��	 �. #&0 ��� 	
� ��� ���	����� �
��� ��	
 ��#0 ��	��� ��	 ������	���� � NIJ

M�S ��������� �� 	
� #$����1$� ��	 ������	��� 	��	����� � � � � � � � � � � � � � � � NIN

M�R !
����
��	 �. #&0 ��� 	
� �1$��#$�� ��	 ������	��� 	��	���� �� � ���� �����	��

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NII

M�M *���� �������	��� �� 	
� ��������� ���	����� ��� 	
� ���� �� 	
� ����� ������	 ��	


�#0 ��	��� ��	 ������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NII
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I�N ���� ��� 	������ �����	��� �� 	
� #&0 ��� 	
� �������� �
���� � � � � � � � � � � MM

S�N #��	��� ��	��'����� ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � VT

S�I �� ���3�	��� �� 	
� #�� �� (	���	�� .�#(/ ������	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � OI

S�S #��	��� ������� ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OO

R�N �� ���3�	��� �� 	
� #�� �� 0�	� .�#0/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TV

R�I �� ���� ������� 0�	� .��0/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � TO

R�S (������ *���� ������	��� ��	
 ��0 ���	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NJN

M�N (�� ���	����� ���� �� 	
� ����� ������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNM

M�I #��������,����� ��	 ������	���4 ��#0 ��� ���0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NNP
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�����

	�� �
���� &�� ����� �� 	�� ��*� {Pk} �� 	�� �	�
	��� ��
�� ����� 	�� ������ pk 
�� ���	
�����
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*�=������ �;� � ���� #���� p = (p1, . . . , pk) 
� � �- �� �� ��� G = [K, {Pk}, {gk}] 
�. ���
#�� k ∈ K. gk(pk,p−k) ≥ gk(p′k,p−k) ��� ��� p′k ∈ Pk.
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	���� 	�� �
�� ����� �� �
������ �� YNSRZ� ����� �� ��	�� ��

&N�IN*� �� ����� ��
	�� 	� 	�� ��
�����- �	 �� ������	�� ����� 
�� �
� 
���
��� ������	��� ����


� ����
	��� ��"� ������������� ��
� 
�� ��	��� ������������� ������������ 
�� ���	����	��

��	 
�
��� �	 ��
����� ��� ��
	��� �������
���� (�������� �	 �� 
 ���
 ��
���� ��� 	�� K

������ ���������� �	 ���� ��	 ���� 
 ��
� ���
 �� 	�� ������� ���� ���
����� ���. 	�� ��������


��	����� &���
 ��� ��������* ���� �� ��	����� ���

<�
��� 	�� �
������ ����� �� &N�IN* ������� �� 	�� ���	����	��� �� 	�� �������� rk� ��	 ����

��	 ������� 
� ���
 �� ��� 	���� ��������� 
�� ��
���� )� 
� ��
���� ��� ���� ��� 	�� ���
����
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���	 �
�� ���	����	���� ���. ���
 �������� 	� 
 	�� 
���	�� �������� �	 ����	 
����� ��� 
 ����

��
 ��
�	��� �� 	�� �������� 	� ��������� ���. r̄� +� 	�� �	��� �
��� ��� ���� ��� 
��	���

���	����	��� ����� 
��
	�� 
 ��$����	 ��
�	��� 	� ��������� ��	 �� ���� ����	 ��	 ��� 	�
� r̄�

���� �� �� ���� �� 	�� ����� �� �
������ 
� ��� �
�� 	�
� 	�� ���	 ���� 
	����� 	�� �� ����

����	 ��	 ��� 	�
� ��	� 	�� ���	 �	�
	���� #��	�������� 
��	��� ���	����	��� 	�
	 
������ 100r̄

	� �������� �� 
� �
�� 
� 	�� ��� 	�
	 
������ ��� r̄� ���� 	����� 	�� ���
 ���
���� �� ����

��		��� !� 
 ������ 	�� ��
�����- �� 	��� ��
�	�� �� 
��	��� �
� �� ��-��� 
	 	��� �
������ ������

��� 	�
����$ �	 �� ��
�
�	���"�� ����� ��	 ��� 	�� ��
� �
�� ��	 
�� ��� 	�� ��������� ����	

�� ���	����	��� !�	����	����� 	�� ��
� ��. �
��
��� 
�
���� �
� 
�� ���� ���� �� 	�� �	��
	���

�� ������ �������	��� ��� 	�� �
�����
	��� �� ����� ����
� YNSOZ�

!������� �� 	�� ������
��� ���������� 	�� �
������ 
�
���� �� �
�	���
��"�� 	� 	�� ���	��

�	����� �� 	��� ������	
	���� ���. 
 ��	��
�	���
 ���
��
�	 ��
��� YISZ� ����� 	�� 	�
����		�� ��

�������� ��	� ��	��� 
�	���
�� 
�� 	�� ��������� �
�� ��� ���� 0����	�� 	�� 	�
����$ ��	����

�������	� 
�� ��	������� �
� ���� ��
�
�	���"�� ��� ��	����
�	���
 ���	��� YVVZ� 
�� 
�� ���

	�� ��	������� �� ��	����
����� ��
���� YVPZ� )	����� 	���� ������	 ������
	����	�����	��

	�
����$� ������ ��
�
�	���"� 	�� �
	� ��. ��	 ����� �
	� &���
���	�* �� 
 ���	�� ��	� ������	�

	���������� 	��� �� ��	 ��
 ��	� 	�� ��$������� 
���� 	�� ������ 0��
����� ��	��� 
�	���
��

��
	��� �
������ ������� �
�� ���� �������� �� YNSNZ ��
	��� 	�� 
�	�
 �
	� 
������� �� 
 �����

���� �� 
 ��	��
�	���
 ��	������ ���	��� ��	� 	�� �
	� 
 ���� ���� 
������ �� 
 	�� 
�	���
�

���� �����
	�� 	� �������� ���. 
� �� 	�� ������� ���� ���� 
��� �� 	�� ��� (��� �����	�� 	���

��
	��� &�� ������	���
* �
������ �
� ���� �������� 	
-��� 	��  /0 
� �������
��� ��	���

���	�
� �� 	�� �
	� YVTZ� ����� ��
	��� �
������ �������� 	������ ����	 ��	 �� ��W����	 ��� 


��
�	��
 ������ �� ��������
	��� ���	���� (�������� 	�� ����� �� 	��� ��
�	�� �� 
	 	�� ��	��


�	���
 ����������� 
�� 	�� ��
���
�� ��$������� 
�� ����� ��������
	����

!	 �� ��
������ 	� ���
�
	� 	�� ������ 
	 	�� )5 ��	� 	�� 	�
����	 ��
�������� 
�� 	��

����� 
��
	����  ���� 	�� ����� �� 	��� ��
�	�� �� 	�� 	�
����	 ��
��������� 
 3������ 5����

)��
	��� &35)* �� ������ ��	���	 ��� �� �����
�	�� #�� ��	
�� �� �
������ ������ 
	 	�� �����


��
	���� ��	� 
�� ��	���	 4� ����	�
��	�� ��
�� ����� 	� 	�� ���	 ��
�	��� )	����� �	

���� ��	 ���� ��	���� ����	� �� 	���� �� �
	� �� ����� �
	� �������
���� 	�� 35) �� ����� 	�

�� 
����	�	��
� �����
��	 	� 	�� �
����� ��� �
	� ����� 
��
	��� &�
	������* 
	 ����

 /0 &��� <�
�	�� S*� 1�	� 	���� 
�����	����� 	�� �	�
	����� 
	 	�� 	�
����		�� 
�� 
�
�"��

�� 	���� �� �
������� �
���� 	�� ������������� U��� #������ &U#* YORZ� '��	� 5
��� <�����

&'5<*� ��� ���. YIJZ �� YOVZ� 
�� 	��� 
�� ����
��� 	�� ������
	��� ���������� �� ��	� 	�
����		��


�� ��������� �
�� �� ��
��� -������� YNJJZ� +	��� ��	���� ������ ���. 	�� �
	���� �	�����

�� 	�� (( � 	�
����	 �������
�"
	���� ��� YVNZ ��� 
 ����
����� �� ��
�� �� ����
	����� !�


�� �
��� 	�� ������
	��� ������ �� 
� ����� ������ ����� �	 �� 
������ 	�
	 	�� ��������� �
��


�� ������	 < !� ����� ����	 �� ����
��	�� �� 	��� 	��� �� ��������
	����� ��� ��	����	���

RP
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���� 
� ����
������� ������
��

����	 �� 	�
	 ��	� U#� 	�� )5 ���
	�� �
�
� 
�� ��	�����
 ��
���� 
	 �
�� ����
������ 	���


	 ���	 Q ����� �
� �� ������ 
	 �
�� ����
������ �������� �	 �� ���-���� 	�
	 	���� ����	�


 ������ �� 
�	���
� ��� ���� 	�
	 ��	���"�� 	�� ��� �
	� ��	� U# ��
�������� YMMZ� ���. 
�

�
�� ����� 
� 
�	���
� �� �����	����� )	����� 	��� �� ��	 �� 	�� ����� �� 	��� ��
�	��� �	 ��

�� 
� �����	
�	 ����� �� 	�� ���	�

��� �������
��� �� U# ����	 �� ���
���� �� '5< YIJZ� ����� ����� 
����	�	��
� ��	����

	��������	 ��� ����  /0 �� 	�� ��
��� �
	��� �
� �� ��� �
�- 
�� �	 �� ������	� �����
��
�

-���� 
	 	�� 	�
����		��� ,
��� �� YIIZ� 	�� ��	��
�	���
 	�
����		�� ����	 ������� 
 ����

�
���
	��� �� 	�� ��	��������� &���
�* ��	���	 
 �
	� ���
	�� ��� 
�� ���. YSMZ� !� 	�� �	��
	����

	�� ���
��
�	 ��
��� �� ���
� �	����� �� 	���� �� ��� �
	�� ��� ���. YINZ �� YSRZ� �� YITZ ��� 	��

��
 ()<� �������� �	 �
� ��	 ���� ����� �� 	�� �	��
	��� ��� 	�� 	�
����	 ���������� ����	


$��	 	�� �
������ 
���� 	�� ������ ����� �� 
� �����	
�	 ����� ���� ����	� 	�
W� �����
	��

	�� 	��� �� ��	
������ ��-�� <���
��� 	� YMNZ �� YMIZ� 
��  /0 ����������	 ��� 	�� ����� ��

	���� 	� �� ������ ��	 ���	�
�� 	�� ����� ��� �� 	�� ��$������ 
���� 	�� �������
��� �� 	��

����� ��	���	 ����	�
��	�� !	 �� ������ ��	����	��� 	� ��� ��� 	�� 	�
����	 ���������� 	���������

��	������ 	�� �
������ �� 	�� ���	��� !� 	��� ������ �
������ ����� �� ���� 
� 
 ������
��� ������

����� ������	� �� ������ 
���� 
�� 
�
�	�� 	� 	�� ������
 
����

��� ��	���� �������
�

��� ����� �� 	�� ������-� ����� 
 Q�
�	���
 )5 ��������
	�� ����	
������ ��	� K ������


�	���
 	�����
�� ����� 	�� 
�����	��� 	�
	 K ≤ Q� !� 
 ��
�	��
 ��	�
	��� K > Q� 	��� ����

-��� �� ���� �������� ����� �� ���������� ��	 	��� �� �� 	��
	�� �� ������� ��
�	���� ���


�
���� ������	�� ���� �� �
�� ��� �
�� ����� �� ����� 	�
	 ���� �� ������ �� 	���� �
���� !�

�
�	� 	�� �����
 �
������ ��
�����- ���� ���� �� ����� ��� 	�� ���	����� �� ������ ����� �	 �
�

�� �
�	 �� 
 ������ ���	������ .����
� ���
-���� �	 �
� �� ���������� 	�
	 ��	� 	�� 	�
����		��


�� 	�� ��������� ������� ���� -��� �� ���
� ���������� YNJJZ� �� 	�
	 
	 
�� 	��� ���	
�	� 	��

������ ����� �� ��������� 
�

y = AHBs + w ∈ C
K×1, &I�N*

����� 	�� k	� ����	��� �� ���	�� y (s) �� 	�� �������� &	�
����		��* ����
 ��� ���� k� H �� 	�� K×Q
������ [
	��
���� ��
��� �
	���� ����� i	� ��� ���	
��� 	�� 1×Q ���	�� �� 	�� ��
��� �
���

��� 	�� i	� ����� ���. hT
i � ��� ��
��� �
	��� �����	� 
�� ����������	 
�� ����	��
� ���	����	��

������ .
����
� �
���� �
��
��� ��	� "��� ��
� 
�� ���	 �
��
���� 
�� �� 
������ 	� ��

������	� -���� 
	 	�� 	�
����		��� ��� ����� ���	�� �� ������ .
����
�� ���. w ∼ NC

(
0, σ2IK

)
�

��� 	�
����	 ��
����	��� 
�� �
	����� �� 	�� �
	���B = [b1 b2 . . .bK ] ∈ C
Q×K � 
�� 	�� �������

���������� �� ������� �� 	�� �
	��� A ∈ C
K×K � 	�� k	� ��� �� ����� ���	
��� 	�� ������� �	��

RO
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��� ���� k� aT
k � )������� 	�
	 	�� 	�
����		�� ����
 s �
� ���	
�� ��
� ������ 
�� 	�� �����

�����	 �� PT � 	��� tr(BHB) ≤ PT ����� �� ����� ���	
�	
�������

����� #���������� ������

1�	� 	�� ����
 ���� �� &I�N*� �� 	�� ��
��� �� ������	� -���� ��	 ��� 
	 	�� 	�
����		��

��	 
�� 
	 	�� ���������� 	��� 
 �� 	��� �
� ������
	� YSJZ� !� �
�	� ������
	��� ����	 ����

	�� 5
��	���W����	 ����
	��� ����	� ����� �� ���� �
� ���	��� �����
�� �	� �������
��� ��	���	

�����
���� 	�� �������
��� �� 
�� �	��� ���� YNIZ� 0�
	�� 	� 	���� 	�� <�
�� 	������ ��� ����	

�
����"
	��� �	
	�� 	�
	 
 ��	 �� 
���	� ����	 
�
�� 	�� 	� ��	
�� 	�� ������	 ����
 ����	�

����� 	���� 
�
�� ����	 
 ��	 �� �
����	 ����	���� ����� ���� ���� 
 ������ ����	 	�
� 
��

�	��� ���	���� �������� �	 �� �
	��� ��W��	 �� ��������
	���� 	� ������ �W����	 ���	����

��� 	�� ������
�� ����
��� �� ���� 
� 
����	 �� ������
	���� )���
�� �������� 
  B' �� 	��

��
��� �
	��� H = UΛVH � 	�� 	�
����		�� ��
�������� �
	��� B �
� �� ���������� ��	�

B = B̃Dp� ����� B̃ �� ���	
�� 
�� Dp �� 
 ��
���
 �
	��� 	�
	 ���	
��� 	�� ����� 
��
	�� 	�

	�� K ������ 	�
	 ��� Dp = diag
(√

p1,
√

p2, . . . ,
√

pK

)
� ��� ����� ����	�
��	 �
� �� ��������� 
�

tr(D2
p) =

∑K
k=1 pk ≤ PT � !� 	�� ������
	��� ������� 	�� ���	
�� ��
�������� �
	��� �� B̃ = V�


�� 	�� �������� k ���� ��� 	�� k	� ��� �� 	�� ���	
�� �
	��� UH 
� ������� �	��� !� 	�
	 �
���

	�� �������� ����
 ��� �
�� 	�����
 k �� ����� ��

yCO
k = λk

√
pksk + wk,

����� λk ����	�� 	�� k	� ������
�� �� 	�� ��
��� �
	��� H� !� ��� ���� �-� 	� ��	
�� 	��

��� �
	� �� 	��� ��
���� 	�� ���-���� �
	������� ����� �� 
� 	�� ���	��� �� 	�� ������ ��

	�� ����� 
��
	��� �
�	��� pk YIOZ�  ���� 
 �
	������� ������ ���� �����
�� 	�� ��$�������


���� 	�� ������ 
�� �������� 	�
	 �� �����
��	 	� 	�� 35) 
	 ����  /0� �	 �� 
��
���� 	�
	

	�� 
		�� �� ���� ��� 	�� �
������ 
�
���� �� 	��� ��
�	���

����� .��	�����	�- ��������	


!� 
 �'()��'' ���	��� �� 	�����
� ������������ 
 �������� 	�
����� �������� 	������ 	�� )5�

��	 ��	 	������ �	��� 	�����
�� 	��� ����	 ��� �� 
�
�� �� 	���� ��� ��
��� ��������� ����

	�� )5 &	�
����		��* ����	 	��� �
�� �� ��
��� -�������� )�������� 	� �	� �����	
	���


�
�
���	��� &������ 	�
� 	�����
�*� 	�� )5 �� 
�� 	� ������� ��
�������� 
�� ����� 
��
	����

��� ��2��	��� �� 	��� ������	��� �� 	� ������	 	�� 	�
����		�� 	��������� 	�
	 
�� �� �
�
�� ��

�����
	��� �����	�� 	�� �������� ��	��������� �������� ������	 ��
��� -������� 
	 	��

	�
����		��� /�	� 	�
	 �� ��
��� -������� �� �
��� ����
��	��� 
	 �
�	 ���� -��� �� ��
���

������	��� ����� 	� �� ������
�� �� 
 ��
��	�� �������	
	����

!� 	��� �
��� �	 �� 
������ 	�
	 A �� &I�N* �� 	�� ����	�	� �
	��� ���
��� 	�� ��������� ��

��	 ������� 
�� �	������ )	 	�� 	�
����		��� 	�� ��
�������� �
	��� ����� �� �������� ��	

RT
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���� 
� ����
������� ������
��

	� ��
��� 	�� ������
 ����� ���� 	�� ��
���� ����� 
��� 
 ��
� ���
�
	��� �� 	�� 	�
����	

���������� 	�������� ���� 	�� �
�	���
� �������� ���	����	��� �� 	���� �� ����� 
��
	���� !�

	�� ���	 �����
 �
�� 	�� �������� ����
 ��� 	�� k	� ���� ���� �
�� ��	��������� ���� 	�� ���	

�� 	�� ����� 
�������� 	�

yk = skhT
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����� �������	� ����	 �� 	����� ������� �� �������� ��

�����
	��� �� 	�� ��
���� ���� 	�� ������ �������� ��� 	�� ��
 �� 	��� ��
�	�� �	 �� ����������

	�
	 	�� ��
���� ���� 	�� ����� 
�� �����	�� �������
	��� 1�	� 	�� ��������� �����	��

��
� 
�� �
��
���� 	�� ����� �� �
������ �� &N�IN* �
� �� ��	
���� 
�

IFZF =
E2

H,K(α2
k/K)

E2
H,K(α2

k/K) + σ2
H,K(α2

k/K)
=

1− ξ + 1/Q
1− ξ + 2/Q

,

����� ��������� 	� N 
� ��	� 	�� ������ �� ����� K 
�� 
�	���
� Q ���� ��	���	 ����� ��	

	���� �
	�� ���
��� ���� 	� ξ = K
Q �

����� (���- *����

)	����� 
 ������� ����� 
��
	��� �� 
������� *�
�� $���
 &'5* �	� ��	�������� �	���

	�
����	 ���������� 	��������� ���� 
� U#� ��	 ��	� 	�
	 	��� ����� 
��
	��� �	�
	��� �� ��	

��	��
 �� 	���� �� ��� �
	�� ���  /0 ��� 	�� k	� ���� ��	� '5 �� ����� ��

γDP
k = γn d2

k

K
,

��
�� ��	� ��� �� �� +����,  	� �� �*������ 	� IF = E
2
K{rk}/EK{r2

k}�
�# ���)�-�	��� �	��
� �	��	��� (��� � ������� 
� �����
� χ2

r �	� ��	� r 	�� �	��	� � 2r� .�� � ���  �	����

��  
���*$ �	 � �	����	� �	��
� �	��	��� 
� ���  �	���� �	���* �	� �	��	� � 
� �/� �����	� 
� �� ������
��$ ���

��	� 
� ��� ���)�-�	��� �	��
� �	��	���� �� ����� �� r/2 	�� ��� �	��	� � �� 	��
 2r/4 = r/2�

MR
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��������'� λ2
k/K Q/K

√
Q/K 1/(1 + ξ)

����� (���� d2
k/K (2Q−K + 1)/2K

√
Q + 1

12 (K − 5)(K − 1)/K (2− ξ)2/
[
(2− ξ)2 + ξ2/3

]
3��� ��� ��� α2

k/K (Q−K + 1)/K
√

Q−K + 1/K 1

�
�� I�N% ���� ��� 	������ �����	��� �� 	
� #&0 .��	
��	 	
� ������ γn/ ��� 	
� 	
��� �
���4

�������	��� �����) 2��� 1������ 	�����	 �����������) ��� $��	� *���� ���������

����� 	�� d2
k 
�� ���	����	�� 
� ���	�
 <��� ��
��� �
���� �
��
��� ��	� 2(Q− k + 1) �������

�� �������� ���. d2
k ∼ χ2

2(Q−k+1)
YIJZ� ��� ��$������ ��	� U# ��
 �� ������	�� ����� 1����
�

'5��-� 	��������� 
������ 
� �����
���� �������	� ��� 	�� ������ ��	� U# 	�� ���	�� �� ���	���	��

	� 	�� ������� �� 	���� �������	� �
���� 	��� 	�� ���
 �������
��� �� ���
�"��� ����� 	��


���
�� �	
	��	��� ���� 	�� ��
��� 
�� EH(d2
k) = σ2

H(d2
k) = Q − k + 1� ��	� ����� 	�� 
���
��

���� 	�� K ����� �� ����� ��

EH,K(d2
k) =

1
K

K∑
k=1

EH(d2
k) = 1

2(2Q−K + 1), &I�V*

����� 	�� ���
�	�
∑K

k=1 k = 1
2K(K + 1) �
� ���� ����� !� ����� 	� ��	
�� 	�� �
��
��� ����

	�� ������ ���� �������� �����	
	���� 
�� �������  ���� σ2
H(d2

k) = EH([d2
k]

2)−E
2
H(d2

k)� ��� �
�

��	
��

EH([d2
k]

2) = σ2
H(d2

k) + E
2
H(d2

k) = (Q− k + 1)(Q− k + 2).

3���� 	��� 
�� ���� �
����
	����� EH,K([d2
k]

2) = 1
K

∑K
k=1 EH([d2

k]
2) �������

EH,K([d2
k]2) = (Q + 1)(Q + 2) + (K + 1)

(
1
6 (2K + 1)− 1

2 (2Q + 3)
)
, &I�P*

�����
∑K

k=1 k2 = 1
6K(K + 1)(2K + 1) ��
 �� ���
��� �� 	�
	 ��
�

σ2
H,K(d2

k) = EH,K([d2
k]

2)− E
2
H,K(d2

k)

�
� �� ����� ��	� &I�V* 
�� &I�P*� )�	�� ���� �
����
	����� 	�� ���������� �� �
�� I�N ��

��	
����� )� ��	� 	�� �	��� 	���������� 	�� !# �
� �� �����	���

IFDP =
E2

H,K(d2
k/K)

E2
H,K(d2

k/K) + σ2
H,K(d2

k/K)
=

(2− ξ + 1/Q)2

(2− ξ + 1/Q)2 + 4/Q + (ξ − 5/Q)(ξ − 1/Q)/3
,

����� ��������� 	�

IFDP → (2− ξ)2

(2− ξ)2 + ξ2/3
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 ������ �
��
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 ���� �����	
�	 ��� 
�� 	���

����� ���
�	 �� 	�� ����	��� �� 	�� ����� �� 	�� ��	���"
	��� �� 
 ���	
�� ���	������ !������
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��� �
���� �������
�	� ��������� �� 	�� ����� 	�
	 
�� ����� ������� ���
��� ����

����� �� �������� �� ����� ��	� �����
	�� ��
���� 
�� ��������� 
� ����� �� 	�� �������� ��
�	���

��� �	��� ���	����	
 ����
�(���

!� 	��� ���	���� �����
 
	���
	���� 
�� �������� 	� 
��
	� 	�� 	�	
 
�
�
�� ����� PT 	� 	��

������ ����� 
�� 
������ 	� �� ������������ ���. 	���� ����������	� 
�� 	�� �
�� �� 	���� ��

��
�� 	��������	� 
�� ,�0� .���� 
 ������ �� ������ 	�� , 	���� 	� ��	
�� 	�� ���	 ��������

��
����� /����	������ 	�� , ���� ��	 ��	���"� 	�� ������ �� ����� ��� ����	� 	�� ���	 �����

	� ����� &���  ��	��� S�M ��� ��	
�� �� 	���� ������*� ,������� 
 ����� �
����� �� 
�
�
��� ���

��	
�� �� 
�
�	��� ����
	���� ��� ���	 ��
�	���� !� 	�� ������-� ���	 ����	���� ���
� 
��


	 ��	���"��� 	�� ,�0 �� �
	� ���� ����	�
����� 	�� ������ 
	����� �	��� ��
������ ��	����

������"� 	�� 	�	
 ����� ���2��	 	� 
 ,�0 �� �
	� ����	�
��	 YNROZ�

)	����� 	�� 
�
���� 	�
	 �� ������	�� �� 	��� ���	��� ����	 
�� ��� ��� '5< 	����������

U# �� 	
-�� 
� 	�� ��
�������� 	��������� 	��� 	�� 
����� ����
 ���� �� &I�R*� �
���

y = DαDβs + w⇒ yk = αkβksk + wk,

�� ����� 	�� �����
��	 ��
���� αk 
�� 
$��	�� �� 	�� ��
���� �� 	�� �	��� ����� �� ��
�� ��

	�� ������� �� 	�� �
	��� HHH � 
� �	 �
� 
��
�� ���� ������ ���  /0 ��� 	�� k	� ���� ��

γk =
α2

kβ
2
k

σ2
,

����� �	 �
� ���� 
������ 	�
	 	�� ������ �
�� ���	
�� ��
� ������� �
�	���
��� ����
�"��

4)( ������� 
�� �	 �� ���������� ��	���	 ��� �� �����
�	� 	�
	 	�� ����� ����� σ2 �� ���


��� 	�� K ������  ���� �������	� �� 
� �����	
�	 ��
	��� ��� ���������� �	 �� ������
�� 	� ��� 
�

�
�����$����	�
�� ,�0 ����������� ���������� �	 �� ��
������ 	� ��� 	�� 
�������
	� ,�0 ���

4)( ����
� �� 0
����� �
���� ��
���� ������	�� ��� �� )1./ ����� �� YNRTZ� ���.

BER(γ) ≈ c1exp(−c2γ), &S�N*

����� c1 = 0.2� c2 = 1.6
2m−1 � 
�� m �� 	�� ������ �� ��	� �� 	�� ����	�
	���� ���� ��� 	�� �������

�� 	��� ��
�	��� ���� ���������� �� �
�� ��	��� 1.5 �, �� ����� ��� 
 BER ≤ 10−3�  ���� �	 ��

VR
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�� 	��

����� �� .
����
�� 	�� 5
�-�	 ����� 0
	� &5�0* �
� �� ��������� 
� 
 ����	��� �� 	�� ,�0 
��

	�� �
�-�	 ���	� L �� ��	� 
� PER = 1− (1− BER)L� !� �����
 ����
 �
������ 
�� 
�
�
���

	�� 	��������	 &�
	�* ������� �� 	�� ������ �� ��	� �� 	�� ������ 
�� �� 	�� ,�0� )	 	��

������
 
���� �
	� �� 	�� �
����� ������ �� ��	� ��� ����� m 	�
	 �
� �� 	�
����		�� ����

������ 
 	
���	 ,�0� BERt� 
�� �	 �
� �� ��	
���� ����� &S�N* 
�

m = log2

(
1 +

γ

Γ

)
, &S�I*

����� 	�� ����	
�	 Γ �� ����� �� Γ = log(c1/BERt)
c2

� !� �
�	� Γ = 1 �
� �� ��	�����	�� 
� 	��

�
����
  �
����6� ���	 	� ���������� ��	 �
	� &�
�
��	�* YNMJZ� �����
�� m �� 
 ��
 �������


�� 
� ��
	�
 �
	������ �
� �� ��������� �� ����� 	� 
������ 	�� �
����� ��� �
	� �� 	��

 '() ��
���� 
� �	 �� ����� �� 	�� ���	 ���	���� +	��� ������� �
� ������� 
 ���� ��� �
	�

��	 ������ 
 ���� �
�� �������� ���	����	���� !� ��
�	��
 ���	��� ��� 
 ���	� ��	 �� �
������

�� ���
� 
�
�
��� 	��� m �� 
� ��	����� ��� ���	 ��
�	�� ��� ��	
�� �� 	���� �������

����� 0	����� *���� ���������	 10*�2

1�	���	 
�� ��
��� -�������� 	�� ���	 ��	��� ������� 	� 	�� ���-���� 35)� !� 	�
	 �
���

	�� )5 ������� ���
� 	�� ���� ����� 
���� 	�� 
�	��� ����� �� 	�� ��� �� 	�
	 �	 ���� ��	

�
�� 
���	 	���� 
�	�
 ��
��� �
�� ��� ��� 	�� �������
��� ����	 �� ��������� ,
���
�� 	��

����� 
��
	�� 	� 	�� k	� ���� ��

β2
k =

PT

K
,

	��� 	��  /0 ��� 	�� k	� ���� �� ����� ��

γk =
PT

σ2

α2
k

K
, &S�S*

����� �
�� 	� 
 ������ �
	� &
�� ���� ,�0* ��� 	�� ����� �
���� 
 ��		�� ��
����  ���� �	 ��


������ 	�
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��� -�������� 
 ���� �W����	 ����� 
��
	��� ���	�����

����	 �� 
������ !� �
�	� 	�� �
������ ���	����� ��	������� 	�� ����� 
��
	���� ) ���	 ��	���
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�� ,�0 
��

�
	�� �������� �	��� �
������ ��������
	���� �	
	� 	�
	 	�� ����� ��	� 
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�  /0 ������
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	��� ������"��� 	�� ��� ,�0

	�
	 
�� ������	�� ���	� ����  '() ������ ��$��� ���� �����	����	�� ��������
	���� ���� 
�

YNMNZ� ����� �����
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	�
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��� 
�� ��	 ��� 	�� ��� ��	� 
 ������	���
�
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 �� 	���� �� ��� �� � 
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���	��$��	 	��� �� �������� ����� 	�� , ��	���"�� 	�� ,�0 �� 	�� �
	� ���
����� �� 	�� ��������


4� 
������� �� 	�� 
�	��� ������

����� %!��� 3��� �	� �%3 1%3�2

) ������� ��	���"
	��� ���	����� ������	� �� 
�������� 	�� �
�� �
	� 
�� ,�0 	� 
 ������

���
����� �� 	���� ��
��� ��
�	�� !	 �� �� ���� �� 	��� ������	��� 	�
	 �	 ��
� ������� 	�


�������� 	�� �
�� ,�0 	� 
 ������ ��� ���	 ����	��� ����	 �� ��������� 
�

min
β2

k

max
k

BERk

s.t.
∑
k∈K

β2
k ≤ PT ,

����� �	 �
� ���� ������	� 
������ 	�
	 	�� β2
k 
�� �������
	���� ����� 	��� 
�� ����� 
��
	���

�
�	���� /�	� 
�� 	�
	 	��� ������ �� �� �
�	 	�� �
�� 
� 
 �
�����  /0 �� �
����� �
	�

�	�
	���� �������� �� 	��� ��
�	�� �	 �� ����� ��	� 	�� �������� �����
	���� ����� �� 
 ������

������ ���
��� 	�� ,�0 
�������
	��� �� 
� �������	�
 
�� 	�� ����	�
��	� 
�� ���
�� ���

YSNZ� !� ����� 	� ������� ���� 	��� ��	���"
	���� ��� ����� ������� �	 
�������� 	� 	�� ������

�����
	���� 0��
��� &S�N*� 	�� ���#* ��� ��

min
β2

k

t

s.t.
∑
k∈K

β2
k − PT ≤ 0,

c1exp(−c2
α2

kβ
2
k

σ2
)− t ≤ 0,∀k ∈ K,

−β2
k ≤ 0,∀k ∈ K,

	� ����� 	�� X
�����X�������-�� &XX�* �����	���� 
��� YSNZ� 3���� 	���� 
�� 	�� ���
�	�∑
k∈K

1
α2

k

= tr
[
(HHH)−1

]
,

��� �
� ��� 	�� ������� ���	���

α2
kβ

2
k =

PT

tr [(HHH)−1]
,

�� 	�
	 	��  /0 �� 	�� �
�� ��� 	�� K ������ ���. γk = γ,∀k ∈ K� 
�� �	 �� ����� ��

γ =
PT

σ2

1

tr (HHH)−1 . &S�R*

1�	� 	��� 	��������� 
 ���� 
����	 �� ����� �� ���� ��� 	�� ����� 	�
	 �
�� 
 ���� ��
���

��
�	�� ����� ����
��� 	�� �������
��� �� 	�� ��		�� ������ 	��� 	�� ���
 �������
��� �� 	��
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	� 	�
� 	�� 35)� ��	 �	 �
�

	�� ������� ������	� 	�
	 
 	�� ����� 
�� ��
�	�� 	�� �
�� �������� !������ �	 ���
�"�� 	��

���
 �������
��� ��� 	�� �
-� �� 	�� ��������
 ��������� ����� ����	 �� ���������� 
� 
 �
��

����� 
��
	����

�
-��� 	�� 
�������
	��� �� 
 ����  /0� �	 �
� �� �
��� ������ 	�
	 ��� 5/. �������

��%��� � ��%�
 �	� 
��� ���� ��� 3$�� !� 	�� ����  /0 ������� 	�� ��� �
	� �� 	�� �0,

RERB
T �
� �� ��������� 
�

RERB
T ≈ K log

(
PT

σ2

1

tr (HHH)−1

)
= K log

PT

σ2

1∑
k∈K

1
α2

k

 = CT + K log Hα,

����� Hα �� 	�� �
������ ��
� �� 	�� α2
k 
�� CT �� 
 ����	
�	� ���.

K

Hα
=
∑
k∈K

1
α2

k

,

CT =
∑
k∈K

log
(

PT

Kσ2

)
= K log

(
PT

Kσ2

)
.

+� 	�� �	��� �
��� 
	 ����  /0 	�� ��� �
	� �� 	�� 35) RUPA
T �
� �� 
�������
	�� 
�

RUPA
T ≈

∑
k∈K

log
(

PT

σ2

α2
k

K

)
= CT + log

∏
k∈K

α2
k = CT + K log Gα,

����� Gα �� 	�� �����	��� ��
� �� 	�� α2
k� ���.

Gα =

(∏
k∈K

α2
k

)1/K

,

����� ��
�� 	�
	 
	 ����  /0 	�� ��� �
	� �� 	�� 35) &RUPA
T * �� 
�
�� ���
	�� �� ���
 	�

	�� ��� �
	� �� 	�� �0, &RERB
T *� ���� ����� ���� 	�� �
�	 	�
	 	�� �����	��� ��
� �� 
�
��

���
	�� �� ���
 	�
� 	�� �
������ ��
�� ���.

Gα ≥ Hα ⇒ RUPA
T ≥ RERB

T ,

�� ����� ���
�	� ���� ���� 	�� αk 
�� 
 	�� �
��� ���� �� ���-�� ����� �� 	��� �
���

���
��� �� 	�� ���	����	�� �
	��� �� 	�� ������

����� ��&���� '�� 3��� 1�'32
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 ������ 	��� ,�0 
�� �
	�� 
��	��� ��	��� �� 	�

�
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�	�	�������
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�� 
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	� 
�� 
 ���� ,�0� !	 ��

�����	
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�
�
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����� 
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�� 	�� �������
��� �� 	�� ��		�� ������

	��� 	�� ���
 �������
��� �� 	�� ��� ���� ���	 ����	��� �� ��������� 
�

max
β2

k

∑
k∈K

mk &S�M*

s.t.
∑
k∈K

β2
k ≤ PT , &S�V*

����� mk �� 
 ��
 ������ ��[��	��� 	�� �
����� 
�����
�� �
	� ��� 	�� k	� ����� ���
 &S�I*�

)�	�� 	�� 
����
	��� �� 	�� XX� �����	���� 	� 	��� ������� 	�� ������� ������� �
	�������


����	�� �� ��	
����%

β2
k =

(
µ−1 − σ2

α2
k

)+

, &S�P*

����� µ �� ������ 	� �
	���� 	�� ����� ����	�
��	 �� &S�V* ��	� ���
�	�� ,������� 	��� 	�������� ��

������	� �������� ��� 	�� �
����"
	��� �� 	�� ��� �
	�� 
�� 	��� 
�
�� ��	�������� 	�� �0,

�� 	���� 	����� 
� �	 �� ����� 
	�� �� 	��� ������	���� ���  /0 ��� 	�� k	� ���� �� 	���

γk =
[(

µ−1 − σ2

α2
k

)
α2

k

σ2

]+

.

!	 �� ����� 	�
	 ��� +'/ �� �?	������ �� ��� 3$� �� ��� '�/ �� ����� !� σ2 �� ���

	��� β2
k ≈ µ−1� �� �� 
������ 	�� ����	�
��	 �� &S�V*� 	�� ����� 
��
	��� ������� 	� β2

k = PT
K �

)����
����� 	�� ������ ���� 
��	��� �������	���� �� 	�� ������ �� ����� K �� ��� �� �� 	��

 /0 �� ���� ����� 
 �� 	��� ����	 �� 
��
	�� ��� 	�
���������� 3���� 	���� �������	
�����

�	 �� �
�� 	� ������ 	�
	 	�� ����� �
�	��� 	��� 	� �� 	���� ���� 35) ����� 
 ����	 �� YMMZ% �� Q


�� K 
�� �	 ���� ��	���	 ������ ��	 	���� �
	�� ζ = Q/K ���
��� ����� 	��� YMMZ

lim
K,Q→∞

E

{
1
α2

k

}
=

1
Q−K

. &S�O*

!�	�������� &S�P* ��	� &S�V* 	� ��	
�� µ−1 ����� 	�� ���������� �� &S�O*� 
�� 	��� ����	�	�	���

µ−1 �
�- ��	� &S�P*� 	�� ����� 
��
	��� �
�	��� ������ 	� E
{
β2

k

}
= PT

K � ,� 	�� ��� �� 	��


�������
	���� 
�� 
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@� �����	� α2
k = 1/

[(
HHH

)−1
]

k,k
, ∀k ∈ K�
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�
���	 ��
�� 	�� �
	�� ���� 	�� ����	 ���� �� ������� ���� 	�� ��	 �� 
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min
β2

k

∑
k∈K

BERk

s.t.
∑
k∈K

β2
k ≤ PT ,

����� �� ������ �����
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� �� ��������� 
�

min
β2

k

∑
k∈K

BERk &S�T*

s.t.
∑
k∈K

β2
k − PT ≤ 0, &S�NJ*

−β2
k ≤ 0,∀k ∈ K. &S�NN*

VT
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j∈K
σ2

c2α2
j

,

�� 
	 ����  /0� 	�� ���	 	��� �� 	�� �����
	�� 	���� 	� "���� 
�� 	�� ����� 
��
	��� �
�	���

�
� 	��� �� 
�������
	�� 
�

β2
k ≈

σ2

c2α
2
k

log
(

c1c2
α2

k

σ2

)
+

PT∑
j∈K

σ2

c2α2
j

 .

)	 
 ����  /0� 	�� ���
� 	��� ����� �
�	�� 	�
� 	�� ��
��	���� 	���� ���������� �	 �
�

�� 
������ 	�
	 	�� ���	 	��� �� 	�� 
���	��� �
� �� ������
���� 
	 ����  /0� �� 	���� �����


��
	��� �
�	��� ��
� ������ 	�

β2
k ≈

σ2

c2α
2
k

PT∑
j∈K
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�� ���	����	�� 
���� 	�� ������ ����� �� 
 -��

�
�	 �� 	�� ������	
	����

)���� �	��� ��	����� 	�� ��������� ��	� 
�� �����
��	 	� 	�� �
������ ��
�����- ��������

�� 	�� �������� ��
�	��� 	�
	 ��� 	�� ��
� ��. 
� 
�������
	��� �� 	�� �	
��
�� ����
	��� ��� �
��

�� 	�� ��	���� &�
	� 
�� ,�0*� #���	� #����� S�S ����� 	�� ��
� �
	� ��. 	�� �	
��
�� ����
	����


�� #����� S�R �� ����	�� 	� 	�� �
�� ��	� ��������� 	� 	�� ,�0� !	 ��
 �� ��	�� ���� 	�
	 �
��

����	 �� 	�� ������ ������ 	� 
  /0 ����	� �
����� ���� J �, 	� SI �, �� �	��� �� R �,� �� 	����

�� 
 	�	
 �� T ����	� ��� ��	���� (�������� 	�� �0, ����� �� ����	�� �� ������� 	�� ( , ��

���
���� 	�� ( 0 �� �	
��� 
�� 	�� 35) �� 	��
����� !� ��	� #����� S�S 
�� #����� S�R� �	 �
�

�� �	
	�� 	�
	 	�� �0, �������� 
� ���
 �������
��� ��� 
 	�� ������ ����� �	 �� 
 ��� 
	 	��

PR
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�������
	� 
���� ��� �����
����� �� 	���� �� �
	� 
	 ���� 
�� 
�� ��
�% 	�� ( , 	���� 	� 	��

�0, 
	 ����  /0� 
�� 	�� 35) ��������� �� �
	� 	� 	�� ( 0� )� ��	����	��� �������
��� ��	

�� 	�
	 �� 	�� ( ,� ����� 
	 ��  /0 �	 	���� 	� 	�� ( 0� �����
� 
	 ����  /0 �	 
����
����

	�� �
	� �� 	�� �0,� ���� ���
���� �
� ���� 
��
�� ����	���� �� 	�� �������� ����
������� ��	

�	 �� �
	��� ��	����	��� 	� ��[��	 �	 �� 
 ������ 0��
����� 	�� ,�0 ��	 �� #����� S�R� 	�� ����	�


�� ��	 �� ��
� 
� ��� 	�� �
	� ��	���� 
	����� 	�� �
�� ������	� 
� ������ ��
 �� �
���

����� ��� ���� ��	 ���	������� �� �� 	�� ���
���� �� 	�� ( ,� #��
�� 	�� ��	���� 	�
	 �
��


 ��		�� ���
 �������
��� 	��� 	� ���	����	� 	�� ��������� �� 
� ������ �
� �� ��	� �������

��� ���. 	�� ( 0 �� #����� S�S� #�� �
��  /0 ����	� 	�� ��
� �������
��� �� 	�� ���	� ��	 	��

�
��
��� 
���� 	�� ����� �� 
�� ������ 	�
� ��� 	�� �	��� ��	�����

��� ��� !��� ����
�� ��� )(��� ��	�	���	
�� *+& ,)�*-

#��� 	�� �������� ����	�� 	�� '@< ����	 ����	 	�� �0, 
�� 	�� 35) ��� �������	�� �� �����

	� ��
 ��	� �	��� ����
����� ���� 
� 	�� 
�������� ���	��� �������� ������ ����� ��	� ������

��	
�� �� 	���� ������� 
 ��� ��	��� ��������� 
� ��	������
	� �������
��� 
���� 	��� ��


�� ���������� 	�� �5 � !� �
�	� 	�� �5 �� ��	� 
 ����� 
��
	��� 
�� 
� 
�������� ���	��

����
����� ���  ��	��� S�M� ) ���	 ������	
	��� 
�� ����
����� ��	� ������	 	� 	�� 35) 
��

	�� �0, �� ������ �� ����� 	� ���� 	�� �����	� �� ���� 
 	�������� �� 	���� �� �
������� ���

�5 �� �
��� �� 	�� �
�	 	�
	 	�� ����� ����	 
���� 	� ���� 	�� �
�� ������	��� δk �� 	����

�
����� 
�����
��  /0� γa
k � ����� �� ��	
���� 
� �� 	��� ���� ������ 
��� �� 	�� ��� ���.

γa
k = γn‖hk‖2,

����� 	�� ��
��� hk �� 	�� k	� ��� �� 	�� �����	� �
	��� H� !� �
�	� δk �
� �� ���� 
� 	�� �����

�
�� ��� 	�� ����	��� �
	���
�	��� 
�� ���� �� �����	�� 
�������� 	� 	�� 	�
W� ����������	��

!� 	�� 	�����
� ����� 	� 	�� �
�� ��	���-� ���. 
	 ����� 	��� ����	 �� 
 ���	����� 	� ��	������

	�� 
����� 	� 	�� ����� 
�� �	 �
� �� �
������ ��	� 
 ��� ��	��� ��� �
������� (
	���
	��
��

	�� ��
�	��� �� 	�� �
����� 
�����
��  /0 �� ����� ��

δk =
γk

γa
k

,∀k ∈ K.

!� 
 	�� ����� 
�� ����������� 
�� 
�� 	�� �
�� ��� �� ������	��� 	� 	���� �
�����

 /0� ���. δk = δ,∀k ∈ K� 	�� ���	 ����	��� �� 	��� ������ �� ��������� 
�

max δ

s.t.
∑
k∈K

β2
k ≤ PT ,

����� �
� 	�� ���� ������	� �� ������� 
 ���������� ���	��� ��� δ�

δ−1 =
∑
k∈K

‖hk‖2
α2

k

, &S�NR*

PM



������ +! ���� �������
�� ��	 �	�
��
�� �������

��	 �	��
	�� 
		
��� 
 ��$����	  /0 ��� �
�� ���� ����� ��

γEPS
k = δγa

k = γnδ‖hk‖2 = γn ‖hk‖2
δ−1

. &S�NM*

��� ���	
���	� �� 	��� �	�
	��� �� ����� ���	 �� ��
�� �� 
 �
������ 
�
���� �� 	�� 35)� 	��

�0,� 
�� 	�� ���� �������� �5 �

����� ����	��� �	��-��� �� ��� 0*�4 ��� %3�4 �	� ��� %*'

,����� ���������� ���	���� 	�� 
�	���� ������ 	� ���
 	��  /0 
�	�� �
�� �� 	�� �������� �����


��
	��� 	��������� 	�
	 �� �� ���� 
�
�"��� #���	� 	�� 35) �����

γUPA
k = γn α2

k

K
,

�����
� 	�� �0, 
������� 
� ���
  /0 ��� 
 	�� 
�	��� ����� ����� ��

γERB
k = γn 1

tr [(HHH)−1]
,

�����
� 	�� �5 �� ���� �����	 
�� �
� �� ����� 2��	 ������ �� &S�NM*� !� 	�� 
�
����� 	��

	��� γn �� ������
���� ����� �	 �� 
 ������ �
�	�� �� 
 	�� 	���������� ��� ��2��	��� �� 	�

��	 
 ����� ����
� 	� 	�
	 ������� 	�� ��
���� �� �����
�	� �
�� 	�� .��� ������ 	��������� 


�
������ ��
�� 
�� ������� 
�
���� 
���� 	�� ����� �� ��������� !� �
�	� �	 �� ��	 	�� ��
�	

��	 ������� 	�� ������	
�� �� 	�� �������� ��	� ������	 	�� ������	
�� �� 	�� ����
	���� ��	

�
	��� 
 ���������	��� ��	� 	�� �
�� 	���� �������

�������� �� ��� ����

!� 	��� ������	���� 
� 
�
���� �� 	�� ��
�  /0 �� ������	��� 
�� �	 �� 
������ 	�
	 	��

�
����
�	� �� 	�� ��	 K �� X� #�� 	�� 3$�� ����� 	�� α2
k ���
�� �-� ���	�
 <������
��� �
����

�
��
��� ��	� 2(Q −K + 1) ������� �� �������� ����� �
�� �
���� �
��
�� �
� �
��
��� 1/2

���. α2
k ∼ χ2

2(Q−K+1)� 	�� ��
� �
�� �� ����� ��

E

{
α2

k

K

}
=

Q−K + 1
K

. &S�NV*

3���� 
 ����	 �� 
��� �
���� �
	������ �	 �
� ���� 
��
�� ����� 	�
	 ��� 	�� 5/.

E

{
1

tr [(HHH)−1]

}
=

Q−K

K
, &S�NP*

�����
� ��� 	�� �5 � 
 ���	 
�
���� �� ������ �� 	�� �
�� δ−1� 3���� ������	��� �� ���-

�
	����� 
�� ����� 
����
� �	 �
� �� ������� 	�
	

‖h2
k‖

α2
k

=
hH

k hk

hH
k

(
I− H̃H(H̃H̃H)−1H̃

)
hk

=
hH

k P⊥hk + hH
k Phk

hH
k P⊥hk

= 1 +
hH

k Phk

hH
k P⊥hk

, &S�NO*

PV
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����� 	�� �
	��� H̃ �� 	�� �
	��� H ��	���	 	�� k	� ���� P = H̃H(H̃H̃H)−1H̃� 
�� P⊥ = I−P�

)� �	 �
� ���� �	
	�� α2
k = hH

k P⊥hk ∼ χ2
2(Q−K+1)� �����
� hH

k Phk ∼ χ2
2(K−1)� 1�	� 
 	����

����� PP⊥ = 0� 	�� ������ 	��� �� 	�� ����
	��� �� &S�NO* &��	� 	�� ������������� ��
���*

���
��� �-� 
� F �
���� �
��
�� YNMIZ ��	� 2(K − 1) ������� �� ������� 
	 	�� �����
	�� 
��

2(Q −K + 1) 
	 	�� �������
	��� ���. F2(K−1),2(Q−K+1) � 3���� 	�� �
�	 	�
	 �
�� 	��� �� 	��

����
	��� 
	 &S�NR* �� ����������	� 
�	�� ���� 
����
 �	 �����

E
{
δ−1

}
= E

{∑
k∈K

‖hk‖2
α2

k

}
= KE

{
1 +

K − 1
Q−K + 1

F2(K−1),2(Q−K+1)

}
= K

Q− 1
Q−K

,

�� 	�
	 
������� ������������� 	�� ��
� �
�� ��� 	�� 5$' �
� �� ��
� 
�������
	�� 
�

E

{‖hk‖2
δ−1

}
≈ Q

Q− 1
Q−K

K
.

 ���� Q
Q−1 > 1 	�� ��
� �
�� ��� 	�� �5 �� 
�
�� ���
	�� 	�
� ��� 	�� �0, �� &S�NP*� +�

	�� �	��� �
��� 
�	�� ���� 
����
� �	 �
� �� ������� 	�
	 �� K − 1 > 0� 	�� �5 ����� 
�
��


 ���� ��
� 	�
� 	�� 35) �� &S�NV*� /�	� 	�
	 �� K = 1� 	��� 	�� 	���� ��	���� ���� 	��

�
�� ��
� �
���� ���������� �	 �
� ���� ������� 	�
	 	�� �5 ����	 �� 
 ������	�� 	��������

���
��� �	 ����� 
 ��
� �
�� ����� �� �� ��	���� 	�� ������� 
���	 	�� ���
 �������
���

&	�� 35) 
	 ����  /0* 
�� 	�� ������	 �� 	�� ��������
 ����� &	�� �0,*� ��� ����	� ��

	��� ������	��� 
�� �� �
�	 	�� �������	� ����� �� 	�� �������� 	���������� 5
�	���
��� �	 �
�

���� �	
	�� 	�
	 ��� ���
���� �
��
 �� ��� 3$� �� �����
 ���� ���� �� ��� 5/.� ���

&S�NV* 
�� &S�NP*� ��� 
�
���� ������	�� �� 	��� ������	��� ��[��	 	�
	 	�� �������	� ����� ��

	�� �5 �� �� ��	���� ��	� ��	����� )�	�� 	�
	� �	 ��
 �� ������ 	�
	 	�� ���������� ��	����

	�� �
����� 
�� ������� �
��� �� ���� 	�
� ��� 	�� 35)� ��� 
�
���� �� ��� ������	��

��� 	�� 35) 
�� ��� 	�� �5 � ���
��� 	�� �
����� 
�� ������� �
��� 
���� 	�� ����� 
��

	�� �
�� 
� 	�� ��
� ��� 	�� �0,� ��� ����� 
 	�� ����� 
�� ��
�	�� 	�� �
�� ��
�	��� �� 	��

��������� ���
 &S�NP*�

�������� �� ��� �����	� ��� ��� �����	�

��� ��������� 	� ��	
�� 	�� ���
���� �� 	�� �
����� �� 
�� �� 	�� 	��������� �� 	�� ��������

#���	� �	 ��
 �� ��	�� 	�
	 	�� <���
	��� '����	� #���	��� &���* �� 	�� �
����� �� K ������

�
���� �
��
��� ��	� ��� F (x) = P (X ≤ x) �� ����� ��

Fmax
K (x) = (F (x))K ,


�� ����� 	�� ��	����	 �� 	��� ���	��� �� 	� ��
�
	� 	�� ��
� �
���� �	 �� ��W����	 	� ���� 	��

���
	��� Fmax
K (x) = 0.5� +� 	�� �	��� �
��� 	�� ��� �� 	�� ������� �� 	�� K ������ �
����

�
��
��� ��

Fmin
K (x) = 1− (1− F (x))K ,

PP



������ +! ���� �������
�� ��	 �	�
��
�� �������

����� ��
 �� 
�
�� �
�� ���
 	� J�M �� ����� 	� ��	
�� 	�� 
���
�� �������
���� #��	��������

	�� ��� �� 
 <������
��� �
���� �
��
�� ��	� r ������� �� ������� �� ������� ����� �� ����� ��

	�� ����
��"�� .
��
 ����	���

P (r/2, x/2) =
γ(r/2, x/2)

Γ(r/2)
,

����� γ(r/2, x/2) �� 	�� �������	� .
��
 ����	���� 
�� Γ(r/2) �� 	�� �����	� .
��


����	���� 1�	� 
 	���� �	 �� ��W����	 	� ��	
�� 	�� ��
� �� 	�� �
����� 
�� 	�� �������

�
��� �� 	�� �5 
�� 	�� 35)�

#�� 	�� 3$�� 	�� ���
	���� 	�
	 ��
 �� ����� ��� 	�� �
����� xUPA
max 
�� �������

�
��� xUPA
min 
�� 	�� �������

P (KxUPA
max , Q−K + 1) = K

√
0.5,

P (KxUPA
min , Q−K + 1) = 1− K

√
0.5.

#�� 	�� 5$' �	 ��
 �� ��	�� 	�
	 	�� �
�� δ−1 �� ����	
�	 ��� 
�� ��
�"
	���� 	��� 	��

�
����� 
�� ������� �
��� ������ ��� �� 	�� ��
��� ���� ‖hk‖2� ����� �� 
 <��	�
 <���

���
��� �
���� �
��
�� ��	� 2Q ������� �� �������� ����� 	�� �
����� xEPS
max 
�� �������

�
��� xEPS
min ��
 ���

P (
KxEPS

max(Q− 1)
(Q−K)

, Q) = K
√

0.5,

P (
KxEPS

min (Q− 1)
(Q−K)

, Q) = 1− K
√

0.5.

� ���� �� ���
��� ��
������

��� ����� 	�
	 �� ����� �� 	��� �
�	 �� �
��� �� 	�� .��� ������ !� �
�	� �	 �� �-� 
 @����	" �����

��	��� 	�� ��	 �	 �
� ����� �� 	�� ���	 ��
�	�� &#����� N�NM*� �������� ���	�
� �� �����	���

��� 	�� ��������� 
�� ��
��� 
���� 
 	�� ����
	���� ��� 	�� -�� �
��� �� 	�� ��������

��
�� 
�� �
����� 
�� ������ 	� �
�� 
� ���
 �� 	�� �
������ �� 	�� �������� 
��
	���� !�

	��� �
��� 	�� �������� �� 	�� �
�� ��� ����� 	�� 
�	��� �
� �����	�� 	�� �
������ ��
�� 
��

������� �
���� ����� 	�� 
�������
	� ��� &
���� �����* �
� �� ���� �� 	�� ��	�

!	 �� ����� �� #����� S�M 	�
	 	�� �0, ����� 
� ���
 ���	����	��� �� 	�� ��������� ���. ��� 


����� ������	
�� �� 	�� ����
	��� &� 
���*� 	�� �
�� ��
�	��� �� 	�� �������� &� 
���* �� ��	
�����

!����
���� 	�� ���	
��� ��	� ������	 	� 	��� @����	" ����� �����
��� 	�� ��$������� 
���� ������

����� �� 	�
	 �
�� 	�� ���� �� ��
 ��� �� ������	
�� �� 	�� ����
	���� �����
� 	�� ����

�	
�	� 	� �����
�� ���� 	�� ������	
�� �� 	�� ����
	��� ������� ������� ����� 	�� ���	 ���
��

���	��� �� 	�� 35) &���� ��� ���*� ����� ����� ������ ��$������� 
���� ������ 
� �	 �
� ����

������ 
� �� 
� �	 ����� 	�� ������ 
��
 ��	���� �	� ��� 
�� 	�
	 �� 	�� �0, &��		�� �
�-

�����*� ,�	���� 	�� 35) 
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The fairness behavior of the power allocation strategies

Equal Rate and BER
Equal Proportional SNR
Uniform Power Allocation
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��
��� �� ��
����	
	��� 	�� �
�� ����� ���� �� ���� ��� 	�� ����-� 
	����� 	���� ����	 ��

���� ��������	���� ��� 	� 	�� ���������	�� �� 	�� 0# ��
����

#�� 	�� ������ 	��
	�� �� 	��� ������	
	���� ����� ������
	���� 
�� �������� �� 	�� �	��	�

����	��� ����� ���. �� YNJMZ� /�	� 	�
	 
 ����� [
	��
���� ��
��� �� 
������� �����
� <'()

��������
	���� 
�� ���
� 	�� ����� �� 	�� �
���	�����	�� �����
	��� �� 	�� ����� ���	���

1�	���	 ���	��� ��
�� 	�� �	��	� ��������� �� 	�� k	� ���� �
� �� ��������� 
�

uk =

(
1− BER

c1

)L

β2
k

=

(
1− exp(−c2

α2
kβ2

k
σ2 )

)L

β2
k

, &S�NT*

�� ������ �� 
�������	 ��	� ���. YNJSZ� 	�� #�
��  ������ 0
	� &# 0* �� 	�� �����
	�� �
� ����

����	� �������� ,���[�� 	�� # 0 �����
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	 	���� �� �� ����� ������	��� �
�
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	 �
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c1� �� 
� 	� ��
�
�	�� 	�
	 	�� �	��	� 	���� 	� "��� 
� 	�� ����� ���� ��	��� 	� "��� �� 	� �����	��

	�
	 ���

lim
β2

k→0
uk = 0, and lim

β2
k→∞

uk = 0,

!� 	�� )5 �
� ��	 ��������� ��� 
	 �� ������ β2
k = 0� 	�� �	��	� ���� �� �����	�� 
�� 	��

	�����
 ���� ������ ��	 	� 	�
����	� ���� ������
	��� ���� ��	 �
�� 
 ���� ���
�	 �� 	��

	���� �� 	�� # 0� 
� �	 �� ����� ���. �� YNJRZ� !� 	�� �	��
	��� ��� 	�� ����- ����� ���	��� �
��

���� �� ����� 	� �
����"� �	� ��� �	��	�� ����� 	�� 
�	���� ���� �	��� �
����� ����� 	�� ���	

�����
	��� �� 	�� �	��	� ����	��� �� &S�NT* ��
 �� ��	
����� ��� �
����"��� ���	��� �� 	�� β2
k

����� ����������  /0 γ∗
k �
	�����

exp(−c2γ
∗
k)(1 + Lc2γ

∗
k)− 1 = 0, &S�IJ*

�� 	�
	 	�� ����� 
��
	��� �
�	��� �
� �� ��	
���� ����� &S�S* 
�

β2
k =

σ2

α2
k

γ∗
k = c. &S�IN*

���� ����	 c �� 
 �
����� �� 	�� �	��	� ����	��� �� &S�NT*� ���������� ����� 	���� ����	� 


����	 c ���� 	�
	 uk �� ���������
���� ��� t ≤ c� 
�� ���������
���� ��� t > c� 	�� ����	��� ��

&S�NT* �� ��
�������
�� YSNZ� (�������� 	��� ����	 ����	�	�	�� 
 /
�� ���������� &/�* ��� 	��
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min
β2

k

−
∑
k∈K

uk

s.t.
∑
k∈K

β2
k − PT ≤ 0,

−β2
k ≤ 0,∀k ∈ K.

)������ 	�� XX� �����	���� YSNZ� 	�� ���	��� β2
k ����	 �� �� 	�� ��	

β2
k ∈

{
0,

σ2

α2
k

γNE

}
,∀k ∈ K. &S�II*
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 ����� �� σ2γNEtr
[
(HHH)−1

]
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����� ��� �� �	��	��� ������ ������
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tr
[
(HHH)−1

] ≤ PT /σ2
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k = 1/

[(
HHH

)−1
]

k,k
, ∀k ∈ K�
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� �����	��� �� .@�9@/ � �	�'��) �� 	� 	�� 6�

:� �	
�����) ����	 	
� ��� k∗ : mink α2
k) ��� ������ �	 ���� 	
� ��	��� �	) K = K − k∗�

-� 	� 	�� 9�

6� �����	� 	
� ����� ��� 	
� ��� �� K ��������� 	� .@�9;/�

1�� 	
� ��� ��	 �� K) �	 β2
k = 0�

�
�� S�I% �� ���3�	��� �� 	
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	 	�� /� �� uNE
k = kNEα2
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k∈K β2
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9� ����� ��	�� H ��� 	
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Approximation of the mean vs. standard deviation plot for the bit allocation techniques, Q=K=4

Maximum Sum Rate
Maximum Minimum Rate

SNR=0 

SNR=20 

SNR=20 

SNR=40 

SNR=40 

#����� R�M% ����� ���	��� �� 	
� ���� �. 	������ �����	��� ���	 ��� 	
� ��	 ������	��� 	��
��,���

((0 	���� 	� ����	 	�� ���� ����
	����� 	��� ������� 
� �
�� ����� 
� ������� ���
��� 	��

�������	����	������� 	�
����$� !� �
�	� 	�� ����	�
��	 �� 
�������� 
� ���
 ������ �� ��	� 	�


 	�� ����� �������� 	�� ���
 �������
���� (�������� 
	 ����  /0 	��� ���	
	��� ����� 


���� �
��
��� �� 	�� ( 0 ��	� ������	 	� 	�� ((0� !	 ��
 �� ���
�� ���� 	�
	 	�� �
��
���

�� ��� 	� 	�� �
�	 	�
	 �� 	�� ,�0 ����	�
��	 �
���	 �� ������ 	�� 
����	�� ��� ��	� 	��

( 0 
�� 	�� ((0 ������
�� 	�� ����	 ���� 	� �����	� 	�� ������������� ��	 
��
	���� #��

	��� ��
���� 	�� 
�������
	��� �� 	�� �	
��
�� ����
	��� 	���� 	� "��� 
� 	��  /0 �����
���� 


	�� ����� �� �� ������ �� 	�� ���	� #�� 	�� ��	 
��
	���� �	 �
� 
�� �� �������� 	�
	 ���	

����	���� ��	���"��� 	�� ���
 �������
��� ���� ������ �������� ��
����� �����
� ���	����

��	� 
� ���
 �������� �
�	�	������ �� ��	 
������ 
 ���
 ��	���"
	����

#��
�� 	�� ������ �� 
�	���
� �� ��	 	� Q = 6 �� ����� 	� ���� 	�� ���
���� �� 	�� 	�	


�������� 	��������	 �� 	���� �� 	�� ������ �� ����� �� 	�� ��� /��� 	�� ������ �� ����� ��

���� 
�� 	�� ��	 
��
	��� ����
���� �
� 	� ��	���"� 	�� �������
���� !	 �� ����� �� #�����

R�V 	�� ��
� 	��������	 ��� ���	 	��� ��. 	�� ������ �� 
�	��� ������ ��� �����
�� �� ������

�� ����� ���� ��	 �
	��
	� 	�� �������
��� �� 	�� ���
��	��� ��
���� ���
��� �	 ��	
��� 	��

��	���� ���� 
�� ��	 
��
	��� �� �
		�� 	�� ������ �� ������ �������� ���� K = Q = 6

	�� �������	� ���� �� �������	��� ��� ��
�	��� 
����
	����� ��� ( 0 �
	��
	�� 
	 
 ����

������ �� ������ ���
��� �	 ��$��� ���� ����� ��� 	� 	�� ������	�
 �����
 �� 	�� ����� ��	���	

	��	��� �� 	�� 
��
�� ������� ����� �
� �� �		�� 
�
��� +� 	�� �	��� �
��� 	�� ����� �� 	��

NJS



������ ,! 8���
�� �
� �������
��

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
2

3

4

5

6

7

8

9

10

Number of active users

T
hr

ou
gh

pu
t d

el
iv

er
ed

 b
y 

th
e 

ph
ys

ic
al

 la
ye

r 
[c

or
re

ct
 p

ac
ke

ts
 p

er
 u

ni
t t

im
e]

Throughput delivered by the physical layer vs. the number of active users for the bit allocation schemes,Q=6, SNR= 20 dB
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��
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������� 	���� �	 �� 
�� /5������	�� ���������� �����
 	��������� 
�� �������� ���	 	� �����

	�� ����� 
	 	�� ����
������ ��	� ��$����	 ������� �� �������	�� !	 �� ����� 	�
	 	�� ��

�

������	 ����	 ������� 	�� ���	 	�
����$ ��	���� �������
��� 
�� �������	� �� ����� 	� ���

	�� ���������
����� 
��
	����

$���� �	 ��� ������� ���� ��������	


#���	� ��� ��
 ����� �� ����
����� n� 
�� 
����� 	�
	 Kn �
� 
 ������ �� ����� |Kn| �	�
���� 	�
� 	�� ������ �� 
�	���
� Q� ��� ��
 ��
 �� 	� ����	 	�� ���	����	�� ���� 	� �� ������

	���	��� ��	� 	�� ����� 
��
�� �� 	�� ��	 Kn� !�
���� 	�� ����� 
�� 	�� ������ �� ��	� �� ���
 ���


 	�� ������ 	��� �	 ����� ���� &M�P* 	�
	
∑

β2
k(Kn) ∝∑ 1/α2

k(Kn) = tr(H(Kn)HH(Kn))−1�

��� ��2��	��� �� 	� ��� 	�� ���� m 
���� 	���� ��	 �� Kn ���� 	�
	 tr(H(Kn∪m)HH(Kn∪m))−1

�� �������� #�� 	��� �������� H(Kn ∪m) = [H(Kn)Thm]T � 	��� �	 �� �
�� 	� ��� 	�
	

H(Kn ∪m)HH(Kn ∪m) =

(
H(Kn)HH(Kn) H(Kn)h∗

m

hT
mHH(Kn) ‖hm‖2

)
.
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3���� 	�� ������	��� �� ���- �
	������ 	�� tr(H(Kn ∪m)HH(Kn ∪m))−1 �� ���
 	�

tr(H(Kn)HH(Kn))−1 +
1 + ‖ (H(Kn)HH(Kn)

)−1 H(Kn)h∗
m‖2

‖hm‖2 − ‖ (H(Kn)HH(Kn))−1/2 H(Kn)h∗
m‖2

, &M�O*
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� ���� ���������� 
���	 	�� ���� ��������� !� 	�� )5 ��


������"� 	�� ������ 	�� ��
�	 ���������� �� 	�� 	�
�� ��	
���� �� &M�O* ��
 �� ���� 	� ��� 	��

���������
����� 
��
	��� ��	� ��	��� 
�	���
�� )�������� 	� &M�O*� 	�� ���	 ����� ���. 	�
	 ��	�

������	 ‖hm‖2� ����� ���	�
�"� 	�� ��	 Kn� 
�� 	��� 	�� )5 ��
 �	��
	���� � 	��� ��	 ��	�

	�� ���� m ���� 	�
	 &M�O* �� �������� ��	� Kn ���	
��� Q ������ ��� �������	� �� O(|Kn|3)
�� 	�� ������� �� 	�� �
	��� �� 
������ 	� �
�� 	��� ���	� ����� ����	 �� �������	��� ���� ��� 
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	� ������ �� ������ ���������� �������	� �����	��� ����
����� 
�� ���������

$���� .������ � ������ ���� ��������	


.���� 
 ����	�� �
����
	� ���� m� 	�� ���������� �� &M�O* �� ������"�� ���� 	�� ��
��� ���	��

h∗
m �� ��	�����
 	� 
 	�� ���� �� H(Kn)� 	�
	 ��� H(Kn)h∗

m = 0� ����� 0 �� 
� 
�"���� ���	���

���� ����	 �� ���	� ��W��	 	� ��	
�� �� 
 ��
�	��
 ��	�
	���� �� 
 ������� ��	��� �� 	� 	�� 	�

����	 
 �
����
	� ����� ��
��� �� 
� ��	�����
 
� ������� 	� 	�� ���� �� H(Kn)� #�� 	���

�������� 	�� )5 ����	 ������ ��� ����
����� n 	�� ���� m ���� 	�
	

m : min
m
‖H(Kn)h∗

m‖2, &M�T*

��	� Q ����� � Kn� )	����� 	��� 
�������
	��� ������� �������	� 	� O(|Kn|)� �	 ����	

�
�- 	�� ����� ����� ��� ���� ����� ��� 	� 	�� ������	 ��� 
���� 	�� ����� �� &M�T*� )�

���	�
	��� ��
��� �� �
���� 	�� ������ )����� 	�
	 	�� �
����
	� 	� �� �����	�� �� Kn �� 	��

m	� ����� 
�� 	�
	 	�� ��	 Kn 
��
�� �
	���� 	�� ������ #�� 	��� ��
���� 	�� �����	� �� 	��

��
��� ���	��� 
�� 
������ 	� �� ��
 
�� ����	��� ��	���	 ��� �� �����
�	�� +�� 	�� ��� �
���

H(Kn)hm �� hT
1 hm + hT

2 hm �� 	�� �����
 �
��� +� 	�� �	��� �
��� �� hm = h2� 	��� H(Kn)hm

������� hT
1 hm +‖hm‖2� �� ����
�� ��	� ��	�
	����� 	�� )5 ��
 ��	
�� 	�� ������� �
�� ��

H(Kn)hm 
�������� 	� &M�T*� ���������� �� hT
1 hm +‖hm‖2 < hT

1 hm +hT
2 hm� ���. ‖hm‖2 < hT

1 hm�

	��� 	�� ��	�
	��� hm = h2 ���� �� ��������� ���	�
� �� 	�� �����
 �
��� /����	������ �	 ��

��
�� 	�� ����	 ��	��� ���
��� 	�� ����� ���� �
�� 	�� �
�� ��
��� ���	��� ����� ����

�����
�� 	�� �������� ����� 	� �����	��  ���
� �$��	� ����� ���� 	�� ������ �� ����� �� �������

$���" � '����� -�� �8���	� ���� ��������	
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�
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�	 	�
	 	���� ����	 ��
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!	 ��
 �� ������ 	�
	 	�� ����
�"�� ��

� ������	 �� 
 ������	�� 	�������� 	� ������

	�� ���������� #�� 	��� �������� 
����� ���	 	�
	 	�� ��
���� hk ���� 	�� ����� �� Kn 
��

�
	����� �� H(Kn)� !� 
 ����� ��� 	�� �
�� �
������ �	 ����� ���� &R�V* 	�
	
∑

k∈Kn
β2

k(Kn) ∝∑
k∈Kn

1/α2
k(Kn) = tr(H(Kn)HH(Kn))−1� ���. 	�� ���� ����� ������� �� 	�� ������� �� 	��

�
	��� H(Kn)HH(Kn)� ����� �� 
 �����
 �
�� 	�� 	�
�� �� 	��� �
	��� �
� �� ��������� 
�

tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
adj(H(Kn)HH(Kn))
det(H(Kn)HH(Kn))

,

����� adj(·) ����	�� 	�� �
	��� �� 
�2���	�� �� 	�
	 	�� �����	� �
�� �� 	�� 	�
�� ���� ��

��	������� �� 	�� �������
	��� <������� 	�� ���������	��� H(Kn) =
[
HT

x H̃T
]T
� �����

Hx = [h1h2]T ���	
��� 	�� ����� 	�
	 
�� ������ ���� ����� "���� �� ��
�� &��	 
�� ��	 �����
�*


�� H̃ �� 	�� ��
��� �
	��� �� 
 �	��� ������ 3���� ������	��� ���� ���- �
	������

det(H(Kn)HH(Kn)) = det(HxHH
x )det(H̃H̃H − H̃HH

x (HxHH
x )−1HxH̃H),

�� �� 	�� ���	 ��	������ 	��� �� J� 	��� 	�� ��	�����
�	 ���� 
�� �� J� !	 �
� �� ������� 	�
	

det(HxHH
x ) = ‖h1‖2‖h2‖2 − |hH

1 h2|2 = ‖h1‖2‖h2‖2(1− c2
1,2), &M�NJ*

����� c1,2 = |hH
1 h2|

‖h1‖‖h2‖ �� 	�� ������
)	 ��

� ������	 ��	���� h1 
�� h2 ������ 
����������


�� �	� �
��� �� 0 ≤ c1,2 ≤ 1% 	�� ���� ����� ������ �� h1 
�� h2 
�� ��	�����
� �����
� 	��

����� ����� ���� h1 = h2� ���������� 	�� �������� ����� ���
�
	� 	���� ����� ��	� ����
�

��
��� ���	���� 
�� &M�NJ* 2��	���� 	�� ��� �� 	�� ������
)	 ��

� ������	 c1,2 
� 
 �������

	�� ��� 	��� 	
�-�  ����
 ���
�-� 
�� ������%

• 1�	� Q = 2 
�	���
�� 	�� 	��� c1,2 ��[��	� 	�� ������� �� 	�� 
��� ��	���� h1 
�� h2�

• '�$����	� 	� &M�T*� 	�� ����
�"
	��� �
�	�� �� c1,2� ���. ‖h1‖‖h2‖� 	
-�� ��	� 
�����	 	�
	
���� ��
���� ����	 �� ��		�� 	�
� �	����� �� ��� 	��� ������	�
	�� �� 	�� ��� ��
	���

����	��� 
���� 	�� ��
��� ���	���� )� 
� ��
���� �� h1 = ph2� ����� p �� ��
� 	���

��	���	 ����
�"
	��� hH
1 h2 = p‖h1‖2� ����� �� ��������	 �� 	�� ����	
�	 p� !� 	��

����
�"
	��� �� �������� c1,2 = 1� �����
� ���	��� 
�� ��	��	�� �� �
		�� 	�� �
�� p�

• ��� ���	 c1,2 �� �� �
�	 ��	������� �� 	�� ����� i�j ��	� 
 ������	 ci,j � ���
��� 	��

��	�����
�	 ���� �� J �� 
�� 	�� ���� �� 	�� �
	��� H(Kn) ���� 	�� �
���

) ��		�� ������	 ��	� 	�� ������ �� ����� ��	� K = 2 ����� �� Kn� ���. k = {1, 2}� �����

��
���� 
�� ��������� 
� hk� 
�� 
�� �
	����� �� H(Kn) = [h1h2]T � �� 	�
	

det(H(Kn)HH(Kn)) = ‖h1‖2‖h2‖2 − |hH
1 h2|2, &M�NN*

NNR



0!+! 8������(���� ����
���� ���	��
��

;� #�	 n = 0� !
� ��� ��� ��������� n ��� ������	�� �� Kn) �
��
 
� ���� ���	����3���

9� �� n = N − 1) 	
� ������	
� '��
�� �	
�����) �� n← n + 1�

@� #����	 k : mink ck(Kn)� ��� ��� k 	� Kn) ���. Kn ← Kn + k�

:� �� |Kn| < Q) �� 	� 	�� @� �	
�����) �� 	� 	�� ;�

�
�� M�N% (�� ���	����� ���� �� 	
� ����� ������	�

�� 	�
	 	�� 	�
�� �� (H(Kn)HH(Kn))−1� ����� ��	������� 	�� ���� ����� 
� �	 �
� ���� ����� ��

tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
‖h1‖2 + ‖h2‖2

det(H(Kn)HH(Kn))
=
‖h1‖−2 + ‖h2‖−2

1− c2
1,2

, &M�NI*

����� 	�� 
�	 �	�� ����	� ���� �������� �����
	�� 
�� �������
	�� �� (‖h1‖‖h2‖)2� �����

lim
‖h1‖→∞

tr(H(Kn)HH(Kn))−1 =
‖h2‖−2

1− c2
1,2

&M�NS*

����� �� ������� �� h1 �= h2� ��� �
�� ��	�
	��� ������ �� 	�� ���	 �� �
��
	�� ��� ‖h2‖ → ∞�

�������� �� ��� �����	�� 	�� ���	 ���� h1 → h2� �� �����
��	� ���� c1,2 → 1� �	 �����

lim
c1,2→1

tr(H(Kn))HH(Kn))−1 =∞. &M�NR*
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	��� 	�� ��	 Kn �
� ��� ����� ����� 	�� )5 ��
 � 	�� ����
������ ��	� 	���� 
�� Q �����

����
��
	�� ��� ����
������ #�� 	��� �������� 	�� 
�����
	�� ���	 �� ��		��� ���� k ��	� �����

Kn �� ������� ����� �� ��	������� �� 	�� �
����� ����
�"�� ��

� ������	 
���� 	�� �����

�� Kn ���
��� �	 �� 	�� ��� 	�
	 ���
�"�� 	�� �������
���� ���.

ck(Kn) = max
k′∈Kn

|hH
k hk′ |

‖hk‖‖hk′‖ ,∀k.
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