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l.-INTRODUCCION.

I.1.- Introduccion y estructura de la Tesis.

Actualmente se puede considerar que la teoria basica de sistemas lineales e
invariantes esta plenamente desarrollada, en el sentido de que es global (aplicable a
cualquier sistema lineal) y dispone de potentes herramientas de disefio y evaluacion.
Sin embargo, no ocurre lo mismo con los sistemas no lineales. En éstos, las soluciones
gue se obtienen suelen ser particulares y soélo aplicables a clases especificas de no
linealidades. Ademas, con la dificultad anadida de que no se dispone de métodos
sistematicos de analisis y disefio, siendo muchos de ellos simples extrapolaciones de
los tipicos en sistemas lineales, y por ello poco adecuados al problema no lineal.

Consecuencia de todo lo anterior es que en los ambitos de Procesado de Sefial y de
Teoria de Control son ampliamente usados tanto los filtros como los controladores
lineales, dejandose los disefios basados en estructuras no lineales para aplicaciones
especificas. De entre estos cabe destacar el empleo de algoritmos adaptativos, que se
basan en leyes de adaptacion implicitamente no lineales, aunque su disefio se ha
venido haciendo hasta hace poco extrapolando experiencias de disefios lineales y de
parametros constantes.

En aquellos casos en que las soluciones de disefio basadas en la adecuacién de
métodos lineales no dan buenos resultados, se hace necesario el empleo de técnicas
no lineales de modelado y procesado, sea con ajuste adaptativo o no. Generalmente el
uso de métodos propiamente no lineales sera recomendable cuando se deba trabajar
con un sistema que tenga un alto indice de no linealidades. Ante un caso asi, una de
las alternativas es usar técnicas de linealizacion y conseguir que un subsistema no
lineal se comporte como lineal, con lo que sera posible poder aplicar técnicas lineales al
sistema global linealizado.

Como ejemplo de algunos de los problemas que supone la presencia de no
linealidades en canales de comunicacién cabe decir que en transmisiones digitales a
alta velocidad una de la mayores causas de que aumente la probabilidad de error es la
presencia de no linealidades [Be87]. Hay aplicaciones en comunicaciones en los que se
exige a los amplificadores que trabajen cerca de saturacién para un mayor rendimiento
de potencia, en detrimento de la distorsidon que esto va a originar. Este es el caso de los
repetidores a bordo de satélites de enlace. Una solucion que se aplica es la de
predistorsionar la sefial a transmitir, de modo que la predistorsion compense a la
distorsion.

También es importante la linealizacion de amplificadores de RF en sistemas de
comunicaciones moviles, donde es necesario un alto rendimiento en potencia, lo que
hace que se trabaje cerca de saturacién. Esto es una limitacion para el uso de
modulaciones tipo QAM, que son deseables por ser eficientes espectralmente pero son
mas sensibles al efecto de las no linealidades que otras modulaciones menos eficientes
[Ar90].
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El método de linealizacidn propuesto en esta Tesis consiste en determinar el tipo de
realimentacion a aplicar a un sistema no lineal, de modo que, segun un cierto criterio de
medida, el efecto de las no linealidades se reduzca frente al de las linealidades.

El sistema no lineal se descompondra en dos bloques, uno lineal y otro no lineal. El
bloque lineal sera el que caracterizara el funcionamiento deseado, es decir el
funcionamiento linealizado, y es por esto que se considera un sistema modelo. Este
sistema modelo se le denominara modelo de referencia, y sera la guia de cual es el
funcionamiento deseado. Una de las alternativas para descomponer el sistema no lineal
en los dos bloques comentados es haciendo uso del desarrollo en serie de Volterra del
mismo, de modo que el primer término de la expansion, término lineal, se
correspondera con el modelo de referencia a seguir.

Haciendo uso del modelo matematico del sistema no lineal y del modelo de referencia
se obtendra la caracterizacion de un sistema error, que modela las diferencias de
funcionamiento entre el sistema no lineal y el lineal deseado. De este modo, el objetivo
consiste en conseguir que la salida del sistema error sea nula, o en su defecto que sea
lo menor posible. Esta reducciéon del sistema error se plantea como un problema de
atenuacion de perturbaciones via realimentacion, de acuerdo a un criterio 6ptimo
medido con la norma H..

Por tanto, se buscara la minimizacion de la norma H., de la parte lineal del sistema
error, pero vigilando al mismo tiempo la estabilidad del sistema global en lazo cerrado.
Para ello el criterio de estabilidad empleado es el de la pequeria ganancia.

En sintesis, las bases tedricas que se emplean en el método propuesto en este trabajo
estan relacionadas con:

¢ Modelado de sistemas no lineales.
¢ Criterios de estabilidad basados en normas.

¢ Optimizacion de norma H...

Ademas, se comparara este método basado en norma infinita con otro método, que es
otra_aportacién de esta Tesis, basado en los sistemas adaptativos por modelo de
referencia denominados VS-MRAC. Este otro método, aplicado como linealizador, da
resultados validos, pero a costa, como es habitual en este tipo de sistemas, de una
sefial de control a la que se le exige conmutaciones instantaneas, lo cual es un requisito
dificil de cumplir y que provoca un excesivo contenido de alta frecuencia en dicha sefal.
Ambos métodos se compararan en una aplicacion.
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La divisién en capitulos de esta Tesis tiene su justificacion en el papel que cada uno
de ellos representa en el global del trabajo:

El capitulo | expone globalmente los antecedentes existentes en trabajos orientados a
la linealizacion de sistemas, tanto desde el enfoque de la predistorsion como el
de realimentacion.

En el capitulo Il se presentan los tipos mas habituales de modelado de sistemas no
lineales, tanto los estaticos como los que consideran la presencia de dinamica.
También encontramos en este capitulo las formas en que se determina el grado
de no linealidad de un sistema, haciendo uso de medidas de punto de
compresion y de punto de intercepcidn, comunes en sistemas de
radiofrecuencia. También, en este capitulo, se desarrolla la teoria de los
sistemas VS-MRAC, y se hace una aportacién a los mismos en el modo de
generar adaptativamente una cota que es necesaria en la implementacion de
este tipo de sistemas.

Los métodos de linealizacion mediante filtraje inverso de Volterra, los métodos
geométricos y los sistemas adaptativos por modelo de referencia también tienen
su tratamiento en el capitulo 1.

Las bases tedricas relativas a normas se desarrollan en los capitulos Il y IV. En primer
lugar se enumeran las definiciones de las normas mas habituales y el
importantisimo papel que tienen en los criterios de estabilidad.

En el capitulo IV se encuentran las bases de la teoria de optimizacién de normas. Se
comienza presentando el método de optimizacion de Hamilton-Jacobi, que tiene
una muy conocida aplicacion en resolver los problemas del Regulador
Cuadratico Lineal (control LQR) y de su extension cuando se considera la
presencia de ruido gausiano (control LQG).

La cada vez mas empleada optimizacion de norma 2 y norma <« estd expuesta
también en el capitulo IV. Es importante el descubrir que la norma « es
adecuada para ser empleada en sistemas que tratan con incertidumbre, es decir
que procesan sefiales desconocidas. De estas sefales inciertas se supondra
que estan acotadas por alguna norma, por ejemplo acotadas en energia o en
potencia. La incertidumbre que aqui se considera es la debida a las no
linealidades.
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Una de las aplicaciones mas importantes de la teoria de optimizacion de norma infinita

esta en el Control Robusto, o sea, el disefio de controladores que aseguren
estabilidad y buen funcionamiento en sistemas con incertidumbre. En el capitulo
V se expone el problema conocido como mixed sensitivity, que es la base de la
Teoria de Control Robusto. Esencialmente, el problema mas estudiado en
Control Robusto es el de la presencia de incertidumbre debida a dinamica lineal
no modelada, aunque existen trabajos relacionados con incertidumbre no lineal,
que es el caso que nos interesa. Es por esto que este capitulo V hace de enlace
con el método de linealizacion propuesto, que en cierto modo consistira en un
desarrollo de metodologias propias del Control Robusto adaptadas a sistemas
con incertidumbre debida a dinamica no lineal.

Una vez introducidas las bases, en el capitulo VI se desarrolla propiamente el método

propuesto en esta Tesis para resolver el problema de linealizacion mediante
teoria de norma infinita. Posteriormente, en el capitulo VII, se aplica este método
y el basado en VS-MRAC a ejemplos ilustrativos, acompafnado de una serie de
resultados de simulacion.
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l.2.- Sistemas no lineales. Linealizacion.

1.2.1.- Introduccioén.

A lo largo de este trabajo la idea que se quiere dar a entender con la palabra linealizar
es la de como conseguir que un sistema dindamico no lineal se comporte, es decir
responda, como si fuera lineal. Ademas, el problema que se considera no es de
modelado (aproximar un sistema no lineal por uno lineal), ni tampoco de filtrado
(eliminar no linealidades en la medida de la salida de un sistema), sino que lo que se
pretende es modificar (controlar) el sistema no lineal y hacer que su comportamiento
sea lineal.

ISTEMA y

FILTRO

O LINEAL

Fig.l.1: Filtrado de la salida de un sistema no lineal.

En la figura /.7 se puede ver un bloque que representa un sistema dinamico con
entrada v y salida y. Asumiremos que la relacién entre la entrada y la salida es no lineal.
Desde un punto de vista de filtrado, si con la conexion del filtro se obtiene una salida yr
carente de no linealidades entonces podria considerarse que la relacion entre vy yres
lineal, y por tanto se habria realizado una linealizacion.

Sin embargo, el tipo de solucién que nos interesa no es ésta, sino la que sea capaz de
eliminar no linealidades en la misma salida y, no en una sefal filtrada obtenida del
procesado de y. Por ejemplo, una aplicacion que tendremos presente a lo largo de este
trabajo sera la de linealizar etapas de potencia, especialmente de radiofrecuencia. Si un
amplificador de potencia contiene no linealidades en su salida, la solucién es modificar
de alguna manera la sefial de entrada para que la salida no contenga dichas
alinealidades; obviamente no tiene ningun sentido una linealizacion de la sefal ya
amplificada (salida del amplificador). Por tanto, el linealizador util a nuestros propositos
ha de estar conectado a la entrada del sistema no lineal, no después.

Basicamente se pueden considerar dos enfoques de como abordar el disefio de
linealizadores:

i) Una opcion, mediante un filtro que modifique del modo adecuado la senal de
excitacion del sistema no lineal. A este filtro, generalmente no lineal y adaptativo,
se le denomina predistorsionador. La predistorsion debe compensar el efecto
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posterior de la distorsion debida a la no linealidad, conformando de modo
adecuado la sefal de excitacion, tal como se puede ver en la figura /.2. El
predistorsionador puede ser adaptativo o no, y si lo es significa que los
parametros del mismo seran ajustados como consecuencia del resultado de una
medida de la salida del sistema no lineal, o sea que hay una realimentacion para
el ajuste de los parametros.

v
PREDISTOR- SISTEMA
S10 R NO LINEAL

Fig.l.2: Predistorsién adaptativa a la entrada de un
sistema no lineal.

i) Y otra opcion, mediante una realimentacion (un controlador) que modifique la
dinamica del sistema no lineal. En la figura 1.3 se puede ver como el bloque
controlador genera la senal de entrada v a partir de las medidas que hace de la
propia salida del sistema no lineal y de la sefial u;, que no es mas que la sefal
de entrada que se aplicaria directamente al sistema no lineal caso de no haber
linealizador.

-

~

V | SISTEMA
ONTROLADOR I
NO LINEAL

Fig.l.3: Sistema no lineal realimentado.

La linea de puntos en la figura /.3 engloba al sistema no lineal junto al controlador en
un bloque unico al que cabe considerar como el sistema linealizado.

1.2.2.- Linealizacion mediante predistorsion.

El analisis y disefio de filtros no lineales tiene en la actualidad muchas aplicaciones,
especialmente en comunicaciones, control y procesado de imagen y voz. En estas
areas de conocimiento son populares filtros no lineales tales como los filtros de
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estadistica de orden superior, los filtros polindmicos y los filtros de Volterra.

La expansion en serie de Volterra de un sistema no lineal, o su caracterizacion
mediante una estructura polindémica, es util tanto para el modelado como para el disefo
de filtros que conectados al sistema no lineal original lo linealicen. Esta conexién
acostumbra a ser en serie (cascada) o en paralelo [Ko91], [Ma91], [Si92].

La linealizacion de sistemas mediante la sintesis del filtro inverso de Volterra de orden
p ha sido considerada en diversos trabajos [Sc80], [Bi88]. Uno de los mayores
inconvenientes que tiene la aplicacion practica de este método es la identificacion de
los kernels de la expansion en serie de Volterra del sistema no lineal, generalmente
mas faciles de medir que de deducir analiticamente [Ev95]. Para solventarlo se han
desarrollado alternativas como la expansion en funcionales de Wiener (G-funcionales),
gue es en una expansion ortogonal para el caso en que la excitacion en la entrada sea
ruido blanco gausiano [Sc80].

Actualmente se estan investigando temas orientados al desarrollo de diferentes
técnicas de linealizacion aplicables al caso especifico de sistemas de comunicaciones,
realizando un estudio comparativo entre ellas, y buscando las modificaciones
pertinentes en cada técnica de modo que se adecue al problema concreto. Esta
adecuacion es imprescindible en cuanto a que las soluciones obtenidas al trabajar con
sistemas no lineales suelen no ser globales, sino particulares a cada caso.

En diferentes publicaciones recientes se encuentran trabajos que abordan el disefio y
la realizaciébn de predistorsionadores para compensar los efectos indeseados en
subsistemas no lineales [St92a], [St92b], [Gh93]. El disefio esta basado en encontrar el
inverso de orden p, siendo para ello necesario primero identificar el sistema y luego
sintetizar su inverso. La mayoria de los trabajos acaban realizando un predistorsionador
estatico, dada la dificultad que conlleva la puesta en practica de un disefio dinamico
basado en expansién de Volterra. Como ya se ha comentado anteriormente, los
grandes problemas son la identificacion de los kernels y la posterior sintesis del sistema
inverso. Habitualmente, lo que se hace es el estudio del disefio exacto de un sistema
inverso de orden p (por consideraciones operativas no mas alla del tercer orden), y la
comprobacion practica de sus efectos en la cancelacion de los términos de orden
inferior y su efecto en los de orden superior.

Las aportaciones y resultados obtenidos por los diferentes trabajos hechos sobre la
tematica se resumen a continuacion, siguiendo un cierto orden cronoldgico:

e En [Bi84] se estudia la eliminacion de interferencia intersimbolica debido a no
linealidades en un canal de comunicacion, usandose para ello un filtro de
Volterra que estima las no linealidades y luego las cancela. Se considera la
aplicacion de dicha técnica a la transmision de modulaciones QAM a través de
canales pasobanda.
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e La cancelacion adaptativa y no lineal de ruido es planteada en [St85], donde se

consideran las no linealidades modelables como polinébmicas, pero sin dinamica,
y filtradas por un sistema lineal. A este modelo se le conoce como modelo de
Hammerstein. Este es un modelo mas simple de manejar computacionalmente
que el modelo de Volterra.

e Basandose en el inverso de Volterra de orden p en [Bi88] se disefa un linealizador,

para un amplificador de RF, que actua antes del modulador. Primero, es
necesario identificar el canal mediante una serie de Volterra ortogonal. El efecto
no lineal de los amplificadores de RF es caracterizable mediante distorsiones de
amplitud que afectan a la amplitud (AM/AM) o bien de amplitud que afectan a la
fase (AM/PM). Estos efectos son de considerable importancia al trabajar cerca
de saturacioén, lo cual a su vez es deseable para tener un buen rendimiento de
potencia. En estos casos el modelo de canal lineal con ruido gausiano blanco
aditivo es poco realista. Una soluciéon de linealizacion es aceptar el canal tal
como es, sin modificarlo, y en el receptor realizar un procesado no lineal, por
ejemplo empleando técnicas de MLSE (maximum likelihood sequence
estimation) mediante el algoritmo de Viterbi. Sin embargo, este procesado se
hace complicado y dificil de implementar a muy alta velocidad, y por ello se
propone emplear receptores subdptimos, que sean mas sencillos de sintetizar.
Todo se complica al haber también ruido gausiano afiadido, lo que hace que
interese compensar las no linealidades antes de la adicién del ruido. Esto ultimo
justifica el uso de compensadores antes del amplificador. Uno de los mayores
inconvenientes del predistorsionador es que aumente el nivel de sefal fuera de
banda, aunque sea a la entrada del amplificador, ya que ello supone la presencia
de interferencias en el sistema. El predistorsionador que se diseha en este
articulo [Bi88] es digital (flexibilidad en el disefio y ajuste) y se basa en sintetizar
el filtro inverso de Volterra de orden 3 de las no linealidades identificadas.
Ademas, se propone la posibilidad de hacerlo adaptativo, es decir que los
parametros del filtro varien conforme vaya variando el resultado de un algoritmo
de identificacion.

¢ En otros trabajos como [Ca90], se predistorsiona la sefal en banda base a partir de

los datos de una tabla. EI método que se expone consiste en acudir a una tabla,
donde se obtienen los parametros del predistorsionador de acuerdo a la sefial a
transmitir. Logicamente, primero es necesario haber creado dicha tabla.

e En [St92a] ha sido estudiada la linealizacion adaptativa polinébmica, haciéndose uso

de medidas de distorsién de intermodulacion (IMD) fuera de la banda para
ajustar los coeficientes del filtro. Se muestra que las componentes de orden 3y 4
de la IMD son funcién cuadratica de los coeficientes, y se demuestra que es
suficiente un predistorsionador de segundo orden. EI predistorsionador
adaptativo disefiado minimiza la potencia de los productos de intermodulacion
fuera de la banda. El articulo presenta el diseno final de un predistorsionador
analdgico estatico. Se usa la envolvente de la sefal en banda base para generar
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las funciones no lineales del predistorsionador, que luego se modifica de
acuerdo a un algoritmo adaptativo de busqueda del minimo. Se obtiene una
mejora de 15 dB en el tercer producto de intermodulacién y de 5 dB en el quinto,
respecto al mismo sistema sin predistorsionador.

e También se aborda el disefio de filtros de Volterra o polindbmicos en el trabajo [Si92].
Este tipo de filtros tienen la caracteristica de que son lineales respecto a los
coeficientes, lo cual permite extender la teoria de filtraje optimo lineal a los
denominados filtros de Volterra 6ptimos. Si los coeficientes se ajustan con el
objetivo de minimizar un criterio cuadratico, por ejemplo usando algoritmos tipo
RLS o LMS, entonces el filtro se ha convertido en adaptativo. EI caso mas
elemental y mas empleado son los filtros cuadraticos, que son filtros no lineales
qgue sdlo incluyen no linealidades de orden 2. Se emplean en aplicaciones de
modelado, cancelacion de ecos, cancelacion de ruido, deteccion y estimacion.

e En [Wr92] se expone la linealizacion de un amplificador de potencia mediante un
predistorsionador digital y adaptativo, que predistorsiona la sefial en banda base,
y se ajusta de acuerdo al muestreo de la salida demodulada del amplificador de
potencia de RF. Se compara la envolvente de esta sefial medida con la
deseada, es decir la que se tendria si no hubiera alinealidades. Los parametros
del predistorsionador estatico planteado se obtienen acudiendo a una tabla de
coeficientes, y estos dependen de la comparacion hecha entre las envolventes
de la senal medida y de la deseada.

e En [Gh93] se aborda el disefio de un predistorsionador polindmico para linealizar
amplificadores de potencia que han de trabajar con sefiales QAM. Las
modulaciones eficientes espectralmente, como la QAM (modulaciéon de amplitud
en cuadratura) son sensibles a no linealidades en la etapa de potencia, lo cual
obliga a linealizar el amplificador. El predistorsionador propuesto actua en la
sefial banda base, y para dar robustez al disefio la predistorsion se hace
adaptativa.

1.2.3.- Linealizacion mediante técnicas de control.

Se conocen diferentes técnicas de control, mas o menos desarrolladas, con las que es
posible la linealizacién de determinados sistemas mediante realimentacién. Algunas de
ellas son técnicas adaptativas y otras basadas en sistemas de parametros fijos.

Si las no linealidades son estructuralmente conocidas, es posible establecer una ley
de control que las tenga en cuenta y las compense, esencialmente como extension del
método clasico aplicable a sistemas lineales. Si no son conocidas, se disefa el
sistemas prescindiendo de ellas y luego se estudia el efecto de la presencia de
dinamica no modelada y de incertidumbre en el disefio [Ma88].
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La presencia de dinamica no modelada comporta la posibilidad de que en el sistema
global exista peligro de inestabilidades y bifurcaciones. Para evitarlas, en el algoritmo
resultante se introducen modificaciones que den robustez al disefio, es decir
insensibilidad frente a las desviaciones respecto al caso ideal. Dan buen resultado las
leyes con discontinuidades (switch), aunque otras también son posibles [Na89], [Or89],
[Bu92].

Comparando un sistema cuya relacion entrada-salida es no lineal con otro de
comportamiento lineal, si se consigue que la salida de ambos sistemas sea la misma
para las mismas excitaciones, ello sera equivalente a haber linealizado el bloque no
lineal, ya que se estara comportando como el lineal. El bloque lineal hace el papel de un
modelo, modelo de referencia, y el bloque no lineal es el sistema a controlar. EI mérito
estara en establecer una ley de control, que sera la entrada del bloque no lineal, tal que
haga que una senal de error tienda a cero, o en su defecto que se mantenga reducida y
acotada. Esta sefal de error esta definida como la diferencia entre las dos salidas. La
base de este método de linealizacion es similar a la de los Sistemas y Controladores
Adaptativos por Modelo de Referencia (MRAS o MRAC) usados para el ajuste de
controladores de estructura lineal pero parametros variables, utiles para el control
adaptativo de plantas con incertidumbre [La79].

La linealizacién mediante Control Adaptativo por Modelo de Referencia (MRAC)
también es aplicable a subsistemas de comunicaciones [Be92], [Be94a]. Se debe
estudiar el modelo de referencia mas adecuado a los diferentes subsistemas posibles y
obtener la ley de control apropiada, empleando para ello la base matematica que
proporcionan el segundo método de estabilidad de Lyapunov y el método de
hiperestabilidad. Las leyes obtenidas son habitualmente una modificacion de la ley
basica proporcional-integral, acorde al tipo de no linealidad considerada. En este caso
tiene gran interés el empleo de leyes de control discontinuas de comprobado buen
funcionamiento frente a incertidumbres, tanto paramétricas como estructurales, en el
sistema a controlar [Na89].

En general, un sistema adaptativo por modelo de referencia se caracteriza por su
insensibilidad frente a perturbaciones externas (ruido) o internas (dindmica no
modelada). Soélo éste ultimo caso es el que nos interesa en nuestros estudios de
linealizacion, ya que ambos enfoques son distintos. Generalmente las perturbaciones
externas pueden ser consideradas acotadas, pero no asi las internas que pueden ser
causa de inestabilidad [Bu92].

La linealizacion mediante realimentaciéon de estado no lineal consiste en usar
realimentacion de las variables de estado para transformar un sistema no lineal en
lineal, bien para posteriormente aplicar técnicas lineales de control o bien para el
desarrollo de controladores adaptativos. La idea del método esta en cancelar las no
linealidades via realimentacion de estado y por ello es tan solo aplicable a sistemas no
lineales representables en la forma candnica controlable. Si no es este el caso, se
pueden emplear transformaciones algebraicas para obtener la representacion
controlable [Is89], [SI91]. En la linealizacién por realimentacion de estado se distingue
entre entrada-estado y entrada-salida:
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i) La linealizacion entrada-estado se consigue mediante una transformacion de las
variables de estado originales, regidas por una relacién no lineal, de modo que
las variables de estado del sistema resultante estén relacionadas de acuerdo a
una representacion en forma de estado lineal [Is89], [SI91].

i) Mediante linealizacion entrada-salida se pretende que la relacién entrada-salida del
sistema realimentado sea lineal, pero sin imponer una relacion lineal entre las
variables internas, es decir las variables de estado. La técnica empleada
consiste en derivar sucesivamente la salida del sistema no lineal hasta que se
obtenga una expresién en la que aparezca explicitamente la sefial de entrada, y
luego elegir ésta de modo que cancele las no linealidades. Posteriormente es
necesario estudiar la estabilidad de la dinamica interna, es decir la acotacion de
los estados [Is89], [SI91], [Vi93].

Sin embargo, tanto la linealizacion entrada-estado como entrada-salida no son
métodos aplicables a todos los sistemas no lineales, sino a aquellos que puedan ser
caracterizados en una determinada forma de variables de estado. Ademas, para su
aplicacion practica es necesario la medida de los estados fisicos del sistema, es decir,
suele ser necesario el empleo de observadores de estado no lineales. Tampoco esta
asegurada la robustez frente a incertidumbres en el valor de los parametros o frente a
la presencia de dinamicas no modeladas.

Las técnicas basadas en realimentacion de estado estan siendo investigadas en su
aplicacion practica a sistemas reales, y en los problemas que ello conlleva. Es
dificultoso el disefio y desarrollo de observadores de estado no lineales, siendo un area
abierta de investigacion. Aparte, se esta profundizando en los efectos de incertidumbre
y dinamicas no modeladas en los disefios mediante realimentacion de estado. Una
solucién a ello es la inclusion de adaptabilidad en la realimentacién de estado. La
resolucion de todos estos problemas, aplicados a casos particulares, es necesaria para
que dichas técnicas puedan utilizarse en casos practicos [Is89], [Vi93], [Ma93a],
[Ma93b].

Algunos de los trabajos mas interesantes de linealizacion haciendo uso de técnicas
especificas de control se van a comentar a continuacion:

e Por ejemplo, en [Re84] se plantea un método de linealizacion local. Un
comportamiento no lineal, caracterizado en el espacio de estado, puede
aproximarse como lineal en un punto (linealizacion local). Sin embargo, al
alejarnos del punto del espacio de estado en que se ha hecho la aproximacion el
error crece. En este articulo se plantea como obtener una linealizacion local que
sea independiente del punto en que se hace. Haciendo una transformacion
algebraica de las variables de estado y una realimentacion no lineal es posible,
en algunos casos, conseguirlo. Es como hallar para un sistema no lineal un
modelo tangente que sea independiente del punto de linealizacion. En este
contexto, se esta entendiendo linealizar como hallar un modelo lineal, no como
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modificar el comportamiento para hacer que el sistema fisico se comporte
linealmente.

e En [Bo94] se encuentra una aplicacion interesante de linealizacion aplicada a un

motor de induccion, de comportamiento claramente no lineal, en el que no todas
las variables de estado del sistema son medibles fisicamente. Ademas, la
dinamica es fuertemente variable con la temperatura. Para conseguirlo se
plantea una transformacion de estado no lineal (cambio de coordenadas) a partir
de soélo medidas de flujo, velocidad y corriente. Ademas, se afade una
realimentacion lineal de las variables no lineales. El resultado final es una
relacion lineal entre las nuevas variables definidas.

e Para realizar controladores no lineales muchas veces es necesario realimentar las

variables de estado del sistema no lineal. Esto es problematico, y es una de las
causas de que el control adaptativo de sistemas no lineales no esté demasiado
desarrollado. En el articulo [Th94] se propone el disefio de observadores de
estado no lineal disefiados mediante redes neuronales.
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Il.- SISTEMAS NO LINEALES.

Il.1.- Introduccion.

Practicamente todos los sistemas fisicos son no lineales de por si, aunque muchas
veces es posible describir su funcionamiento de modo aproximado mediante un modelo
lineal. La caracterizacion matematica del comportamiento de los sistemas lineales es
posible hacerla o bien en el dominio temporal o bien en el dominio transformado. En el
dominio temporal se trabaja con ecuaciones diferenciales lineales, compactables en la
formulacion en ecuaciones de estado. En el dominio transformado lo habitual es la
caracterizacion mediante funciones de transferencia. En general, en un sistema lineal
es posible simultanear estas dos posibilidades de caracterizacion.

Sin embargo, la formulacion de sistemas no lineales es mas rigida y no esta tan
homogeneizada. Cada tipo de sistema no lineal requiere un tipo de modelado, no
habiendo tantas posibilidades de eleccidon como en el caso lineal. Esto conlleva que sea
dificil hallar la formulacion de un sistema global formado por la interconexién de
diversas no linealidades.

Para los sistemas lineales, bien descritos por un conjunto de ecuaciones diferenciales
o bien en el dominio transformado, se conocen métodos con los que es posible obtener
expresiones cerradas de la solucion de dichas ecuaciones. En cambio, en general, esto
no es posible en el caso de sistemas no lineales. En éstos, en muchas ocasiones lo
maximo posible es poder hacer ciertas predicciones acerca de su funcionamiento. La
ausencia de expresiones cerradas para la solucion de las ecuaciones de sistemas no
lineales hace que este tipo de analisis predictivo aproximado sea muchas veces la
Unica opcién posible para el andlisis de ciertos sistemas. En general, el analisis de
sistemas no lineales requiere usar una mayor variedad de técnicas matematicas que en
el caso de sistemas lineales ya que no hay métodos universales aplicables a sistemas
no lineales, sino que los métodos y soluciones suelen ser particulares a cada caso
concreto.

En este capitulo, dedicado a los sistemas no lineales, se pretende exponer la teoria y
algun ejemplo de aplicacion de algunos de los métodos mas habituales tanto en
modelado como en linealizacion.

El objetivo de modelar es el de hallar un conjunto de ecuaciones matematicas que
caractericen el funcionamiento de un sistema. Esto se puede conseguir bien
conociendo las ecuaciones de funcionamiento exacto, o bien de funcionamiento
aproximado bajo ciertas restricciones. En ocasiones, el comportamiento de un sistema
en la proximidad de una region de funcionamiento denominada punto de trabajo, es
aproximable por unas ecuaciones lineales, obteniéndose lo que se denomina modelo
nominal. El modelo nominal sera valido si no hay grandes desviaciones respecto al
punto de trabajo para el que se ha obtenido. Sin embargo, a menudo hay situaciones
en que esto no ocurre y entonces el modelo linealizado nominal es inexacto e
inadecuado.
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De entre los métodos de modelado expuestos, el mas importante para el desarrollo de
este trabajo sera el de la expansidn en serie de Volterra. Teniendo en cuenta que lo que
se pretende es linealizar, en el sentido de cancelar las no linealidades presentes en un
sistema, el paso previo sera descomponer el sistema a linealizar en dos bloques. Un
bloque caracterizara la componente de respuesta lineal del sistema, y el otro la no
lineal. Este ultimo sera el término a cancelar.

Ademas se expondran las técnicas de linealizacion mas habituales actualmente,
presentando las bases teoricas en que se fundamentan y discutiéndose su viabilidad en
aplicaciones reales.
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Il.2.- Caracterizacion y modelado.

El modelo matematico que caracteriza el comportamiento de un sistema no lineal esta
determinado por una o varias ecuaciones. Se distinguira entre sistemas estaticos (sin
dinamica) y sistemas dinamicos. En estos ultimos, las ecuaciones del sistema no sélo
incluyen términos exclusivamente relativos a las no linealidades, basicamente
operaciones algebraicas, sino también operaciones con derivadas e integrales.

I.2.1.- Sistemas no lineales sin dinamica.

La forma mas sencilla de relacion no lineal entre dos variables la podemos expresar
como una relaciéon entrada salida con una funcion del tipo

y=fix
donde la variable y se puede interpretar como la salida del bloque no lineal,

mientras que x seria la entrada. En principio, la relacion matematica entre las dos
variables se asume que es cualquiera que no incluya ni derivadas ni integrales.

I1.2.1.1.- Polinomios de Taylor.
La expansién en serie de Taylor de una funcidon proporciona una aproximacion

polinémica p(x) a dicha funcién f(x), haciendo que ambas coincidan en sus n derivadas
evaluadas en un punto dado x,. El polinomio de Taylor se formula del siguiente modo

X

109 = )+ 22 iy + X i v e BN g

1/

_ (x- xo)nﬂ

(n+1) + _ . < <
(n+1)! S (xota(x-x,)); 0<a<l

E.(x)

en donde E,(x) representa el error entre la aproximacion polinémica y la funcion f(x),
que estara acotado si también lo esta la derivada de orden n+1. Consecuencia de esto
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es que soélo seran aproximables por polinomios de Taylor aquellas funciones cuyas
derivadas sucesivas en un punto existan y sean finitas. Por ejemplo, no seran
aproximables las no linealidades que incluyan discontinuidades o ciclos de histéresis.

Por ejemplo, si la funcion tangente hiperbdlica se aproxima mediante los primeros
términos del desarrollo en serie de Taylor en el punto x=0, se obtiene

y=tanh(x) ¥
- 1, 2
:x__ +_
R
El desarrollo en serie de Taylor se puede generalizar a funciones
de n variables. Este caso tiene interés por su utlidad en la

aproximacion lineal de sistemas caracterizados por sus ecuaciones de estado no
lineales. Estos, en ocasiones son linealizables alrededor de un punto de
funcionamiento. Por ejemplo, el sistema

%= x1¢08(x5)+ x3

X2= x;8In(x,) Fx,+(x, 1) x;

. . |:f/(x):| _|:X
vectorialmente x = X =

)

se puede aproximar su dindmica alrededor del
punto x=0 por su Jacobiano, obteniéndose

o

En el ejemplo anterior, se ha entendido por linealizar el hecho de buscar un modelo
lineal. Cabe distinguirlo de cuando se habla de linealizar en el sentido de obligar a tener
un comportamiento lineal.

I1.2.1.2.- Polinomios de Legendre.

El conjunto de polinomios generados a partir de la expresion
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1
2'n!

1 0", ,
n+— )" —(x-1
( 2) P (x-1)
se comprueba que son ortogonales en el intervalo
-1<x<1, segun el producto interno definido asi

p.(X)=

[0 p,x)dx=5,,

donde §,,, es la delta de Kronecker

Los primeros polinomios de Legendre son

P(x)= \E

3
X)= . — X
Pi(x) >

pAxX)= \/§(3 x’-1)

ps(X)=\/§(5x3-3X)

Por tanto, la aproximacion polinbmica que se puede
plantear es la siguiente

f(x)_p(x)= Co po(x)+cl p1(x)+"'+cn J2

e =11/00) p(x) dx

Al obtenerse los coeficientes aplicando la
propiedad de ortogonalidad, implica que el error cuadratico de la aproximacion
disminuye al aumentar el numero de coeficientes. La expresion para el error cuadratico
de la aproximacion es
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[l009-peo) de =112 dx-ci-ci -

Aplicado al ejemplo anterior de la tangente hiperbdlica, se obtiene la siguiente
aproximacion

y = tanh(x)

Vy=p(x)=0.69 p,(x)-0.047 p 3

Fig.1l.1: Aproximacién por Legendre (trazo continuo) y por Taylor (discontinuo) de la funcién y=tanh(x).

En la figura /.1 puede verse dibujado en trazo continuo la funciéon tangente
hiperbdlica y su aproximacion por Legendre (practicamente superpuestos), y en trazo
discontinuo la aproximacion por Taylor.

Y en la figura /1.2 se ha representado el valor absoluto del error entre fanh(x) y las
aproximaciones por Taylor y por Legendre. Se han dibujado a igual escala para tener
un orden de magnitud de la diferencia entre ambos errores.

Fig.ll.2: Valor absoluto de los errores de la aproximacion por Taylor (trazo discontinuo) y por Legendre
(continuo) de la funcion tanh(x).
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Con la figura /1.2 queda de manifiesto que en el tramo de x entre -7 y +17 la
aproximacion por Legendre es mas uniforme, mientras que la de Taylor pretende ser
buena sélo en un punto.
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11.2.1.3.- Polinomios de Hermite.

Los polinomios de Hermite cumplen la propiedad
H,(x) H,(x)=pl 4" 5 ,,

donde § ,, es la delta de Kronecker

cuando x es una sefial de estadistica gausiana, de media cero y o?=A. Los primeros
polinomios de Hermite son

Hox)=1
Hi(x)=x
H:(x)=x’-4
Hi(x)=x'-34:
Por ejemplo, si la funcién tangente hiperbdlica la aproximamos con los
cuatro primeros polinomios de Hermite, se obtiene
y = tanh(x)

y=0.614 H,x)-0.05 H ;(x)

donde para realizar esta aproximacion se ha tomado
como sefal x de excitacion cinco mil muestras de una sefal gausiana de media cero y
varianza unitaria.
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1.2.1.4.- Series de Fourier.

Muchas no linealidades al ser excitadas por una sefal sinusoidal presentan una
respuesta periddica. En este caso, es posible realizar un desarrollo en serie de Fourier
de esta respuesta, obteniéndose la amplitud y fase de los armdnicos de la salida en
funcién del armoénico de entrada. Este es el caso, por ejemplo, de las no linealidades
del tipo saturacion y zona muerta. Se obtiene la formulacion siguiente

V()= fl(Acos(wt)+ Bsin(wt)) = %vLi a,Ccos(nt)+p,sinn a

n=1

r L
w217 v cosmond; b, =27 ysinw

2 2

Por ejemplo, para una saturacion del tipo

si|x|<aentonces y=K x

Si|x|>aentonces y=K a
el armonico principal del desarrollo en serie de Fourier
tiene los coeficientes siguientes

2K A4
(11:0; blz

2
. 1,4 a a .
. (sml(z)sz 1-?),

También estan relacionados con el
desarrollo en serie de Fourier de la salida de una no linealidad los polinomios de
Chebyshev. Los primeros polinomios de Chebyshev de primera clase son
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To(x)=1
T/(x)=x
TAx)=2x"-1
Ts(x)=4x"-3x
y cumplen la relacion recurrente siguiente

Twit(X)=2XT(X)-T,1(X)

y también la propiedad de ortogonalidad

+1 Tg(x) d

4 sz x=r1

a1 T Tl®) 4 7

mn Sim,n#0
e e

donde §,, es la delta de Kronecker

Si se aplica una sefal sinusoidal, mas en concreto un coseno, a la entrada de una no
linealidad estatica, la salida no lineal es posible desarrollarla en serie de Fourier, de este
modo

Y= fideos() =2+ a,costn o

n=1

T
0= 217 yycostm oy

2

y realizando un cambio de variable se obtiene

+L
an= 217y costmart) di = fsi x = cos(a) j= 2 |7 20T 4,
T 3 T []_x2

2
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Por tanto, los coeficientes de la serie de Fourier coinciden con los del desarrollo en
serie polinomica de Chebyshev

y(t)= fldx)= % > a, Tl
n=1

La utilidad del desarrollo en serie de Fourier de la respuesta de una no linealidad a una
excitacion sinusoidal esta en su relacion con el método del balance arménico, que se
describira en el apartado /.2.2.1.
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1I.2.2.- Sistemas no lineales con dinamica.

11.2.2.1.- Funcion descriptiva.

El método del balance armoénico es una extensién del concepto de respuesta
frecuencial comunmente usado para el andlisis de sistemas lineales. Es un método
aproximado para analizar la posibilidad de oscilaciones armonicas es sistemas no
lineales en lazo cerrado. La idea esencial del método consiste en considerar la
posibilidad de existencia o no de arménicos de una cierta frecuencia en la respuesta del
sistema no lineal. La magnitud de estos armodnicos, normalmente el fundamental, se
determina haciendo uso de lo que se denomina funcidén descriptiva. Una buena
referencia basica sobre el tema es [SI91], mientras que en [Ge92] se encuentra una
reciente aplicacion del método del balance armédnico al estudio de dinamica cadtica en
sistemas no lineales.

Supongamos un sistema no lineal con entrada x(t) y salida y(t), en el que esta
excitacion de la entrada se asume que es una sinusoide

x(t)=Asin(wt,

en cuyo caso la salida del sistema no lineal sera una suma de
armonicos, multiplos de

y=y(w)*ty,w)t+

es decir, » es la frecuencia fundamental. Se define Ia
funcién descriptiva, N(A,»), como

y(®)=|NAw) Asin(wt+¢,

N, w)=| NA4,w)| e
que se puede interpretar como wuna funcidn de
transferencia a la frecuencia dada, y que tiene Ia
particularidad de que depende no sélo de la frecuencia de entrada (como es el caso de
las funciones de transferencia de los sistemas lineales) sino también de la amplitud de
la sefial de entrada.

Como ejemplo ilustrativo vamos a aplicar el método a predecir la presencia de
oscilaciones en un sistema no lineal constituido por la interconexién de un bloque lineal
y otro no lineal, tal como el de la figura /1.3
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f(e)

Fig.ll.3: Diagrama de bloques de un sistema no lineal.

donde G(s) es la funcién de transferencia de la parte lineal, y el bloque no lineal viene
dado por una saturacion, tal como

fle)=kesile|<a

fle)=kasile|za
Si se supone la existencia de una oscilacion armonica del tipo

e=e(t)=Asin(w.

significa que a la salida de la no linealidad saturaciéon se tendra
una sefal compuesta por la suma de arménicos de una frecuencia fundamental. En el
apartado /.2.1.4 ya se ha mostrado que los coeficientes del desarrollo en serie de
Fourier a la salida de la saturacion son

_2K 4

_0 .-l a +a ] a2 .
a=0; b, (sin (Z) = -?),

y en consecuencia, para el armoénico
fundamental, esta no linealidad tiene un comportamiento frecuencial dado por

2K

2
. 1,4 a a
e TaE e

A la salida de la no linealidad, nos
quedamos solo con el primer armoénico, ya que se considera que el resto son
eliminados mediante filtraje por el bloque lineal. Esta es la aproximacion que se hace al
trabajar con la funcion descriptiva, considerar un solo armoénico. En cierto modo, es
como substituir el bloque no lineal por un bloque lineal, equivalentes a una frecuencia
dada (se le llama bloque quasi-lineal). En el bucle cerrado solo esta presente un
armonico de frecuencia w, y para el cual se ha de cumplir la siguiente condicion de

NA,w)=
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oscilacion

I+ NA,w)G(w)=
la cual permite, en lazo cerrado, la existencia de una oscilacion de
amplitud mantenida. A partir de esta ultima ecuacion se pueden despejar los valores de
la amplitud y de la frecuencia de la oscilacion.

Resultados empiricos, con una posterior justificacion tedrica, han mostrado que con el
método de la funcidn descriptiva se puede solucionar, aproximadamente, un gran
numero de problemas de oscilacion. Sin embargo, debido a que es un método
aproximado, puede ocurrir que:

i) Que la frecuencia y amplitud de la oscilacion predicha no sean correctas.

ii) Que una oscilacion predicha no exista.

i) Que una oscilacién que exista no sea predicha.

11.2.2.2.- Sistemas bilineales.

Los sistemas bilineales son un caso particular de sistema no lineal. Al formularlos en
ecuaciones de estado quedan compuestos por un término lineal mas otro término no
lineal. Y éste ultimo, esta formado por productos entre las variables de estado y la/s
sefiales de entrada al sistema.

Su representacion matematica es

x=Ax+Bu+) N,
i=1

n n

Es decir, que incluyen un XE€_ Ni€_ término de control aditivo y otro
de control multiplicativo. Este tipo de modelado aparece
habitualmente en varios sistemas fisicos: sistemas  bioldgicos,

sistema inmunoldgico, sistema cardiovascular y sistemas demograficos [Mo91].
Ademas, son facilmente estabilizables usando técnicas de estabilidad basadas en el
segundo método de Lyapunov (Apéndice I).
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11.2.2.3.- Series funcionales de Volterra.

La expansion en serie de Volterra es una forma de representar sistemas no lineales
que generaliza el concepto de respuesta impulsional de sistemas lineales. Asi como la
salida de un sistema lineal se puede obtener como la convolucion entre la sefal de
entrada y la respuesta impulsional de dicho sistema lineal, de igual modo la salida de
algunos sistemas no lineales se podra obtener como la suma de las convoluciones de
unas funciones multivariables (kernels que hacen el papel de respuesta impulsional)
con una sefal obtenida como la potencia de orden k de la sefial de entrada. Por
ejemplo, no son caracterizables por serie de Volterra los sistemas que incluyen no
linealidades del tipo histéresis, backlash, o con discontinuidades. La referencia basica
sobre el tema es [Sc80].

Supongamos la siguiente descomposicion de la sefal y(t), que es la salida de un
sistema no lineal invariante y causal, como consecuencia de una entrada u(t)

YO=y,(O)+y,(O)+..+y ()= H w+Hu)+..+]

es decir y, ()= H (u)

Cada uno de los k-términos esta
asociado a un orden de no
linealidad. El término y+(t) corresponde a la componente de respuesta lineal, y el resto
de términos conforman lo que podriamos denominar como no linealidades. Asi por
ejemplo y»(f) caracteriza las no linealidades de orden 2 y se obtiene mediante el
operador correspondiente H(u). Para un determinado grado de no linealidad se cumple
que

Hilcu)=c" Hy(u

La caracterizacibn de una no linealidad de orden k mediante su
correspondiente kernel de Volterra viene dada por la siguiente integral

vi@O=17 i )ult-1,) (-7, ) dr,..dr, =

= fff---f:fhk(f- Tpemt-T)u(ry)u(ry)dr,..dr;

hi(ti i) kernel de orden k

que puede ser considerada
como la particularizacion
de una integral de convoluciéon multidimensional a una variable unidimensional, es decir
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Vltieoti) = Tl tpe i) u(ti-) i ti-7i) dr o dry
= .[T;O"'J‘T;Ohk(tl_T]:"'rtk_Tp) u(z,)..u(ri)dr,...dr;

yk(l) = yk(tl:"-’tk) ’t=t1:,“=[,{

Precisamente esta particularizacion es lo que hace que un kernel de orden k no esté
univocamente definido. Para que la solucion de la obtencién de un kernel sea unica, se
impone la condicidon de simetria, lo cual dard ademas propiedades especiales a la
expansion. La propiedad de simetria se expresa matematicamente de este modo

h(...,z',-,...,z'j,...) = h(...,z'j,...,z'i,...)

y por tanto el kernel es inalterable a los cambios
de orden de las variables. Dado un kernel de orden k no simétrico, es posible
simetrizarlo (ver [Sc80]), o sea, obtener su equivalente simétrico. En este caso
equivalente significa que la particularizacién de la convolucion multidimensional sea la
misma, es decir que responda con la misma sefal de salida para una misma entrada.

Lo importante de la expansion en serie de Volterra es que cada uno de los k-términos
caracteriza un grado de no linealidad, y se obtiene a partir de una integral de
convolucion, que no olvidemos que es una operacion lineal. La no linealidad queda
condensada en la sefial que se convoluciona con el kernel correspondiente, y cabe
considerarla como una sefal multidimensional de orden k obtenida a partir de u(t).

La condicion de estabilidad BIBO (Bounded Input Bounded Output) de cada uno de los

términos queda asegurada si se cumple la condicidon suficiente (pero no necesaria)
siguiente

[ 02 bl tpenzi) | dey o d <0
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Otra de las ventajas de trabajar con series de Volterra es que, al estar relacionadas
con convoluciones multidimensionales, significa que es posible usar toda la teoria de
transformadas de Fourier y de Laplace asociadas al procesado multidimensional.

Sin embargo, el mayor inconveniente de la teoria de funcionales de Volterra esta
precisamente en como obtener los kernels correspondientes a la expansion de un
determinado sistema no lineal. Distinguiremos dos tipos de métodos:

e Los métodos analiticos, que consisten en obtenerlos directamente a partir de las
ecuaciones no lineales (caso que se conozcan).

e Los métodos de identificacion, que identifican los kernels haciendo uso de
excitaciones multiarménicas (o multisinusoidales). Las sefiales multisinusoidales,
[La81], [Ev9I5], [Mc95], estan formadas por la suma de armonicos de diferentes
frecuencias, elegidos de modo que provoquen la respuesta de los diferentes
kernels de Volterra. Entonces, realizando andlisis espectral a la salida del
sistema no lineal se puede identificar cada arménico generado por un kernel en
concreto, sin ambiguedad, y de este modo ir conformando la respuesta
frecuencial de los kernels.

11.2.2.4.- Series funcionales de Wiener (G-funcionales).

La expansion en serie de funcionales de Wiener tiene una formulacion del tipo

Y1) =G () + Gy(u)+...+ G, (u

que en apariencia es similar a una serie de Volterra. Sin
embargo hay dos diferencias fundamentales:

e La primera, es que un funcional de Wiener de orden p no sélo posee no linealidades
de este tipo sino también de inferior. Esto significa que cada funcional de Wiener
es caracterizable mediante una serie de Volterra.

e La segunda diferencia, estd en que a cada funcional de Wiener se le impone la
condicion de que su respuesta sea ortogonal a cualquier otra respuesta de un
kernel de Volterra de orden inferior, cuya sefal de excitacion u sea ruido blanco
gausiano.

Asi pues, la respuesta al kernel de Wiener de orden p es ortogonal a cualquier
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respuesta a un kernel de Volterra de orden inferior (p-1, p-2, ...), y en consecuencia es
ortogonal a la respuesta de los kernels de Wiener también de orden inferior.
Claramente, la ventaja de este tipo de expansion esta en que se facilita la tarea de
identificacién de cada uno de los términos, lo cual es mas dificultoso en la expansion en
serie de Volterra.

Existen técnicas basadas en correlacion cruzada para obtener cada uno de los puntos
correspondientes a un kernel de Wiener, realizandose de este modo una estimacion
punto a punto. Otra alternativa consiste en reformular la expansion en serie de Wiener
de modo que se expresa cada término como una combinacién de polinomios de
Laguerre y de Hermite, pudiéndose hallar los diversos coeficientes aplicando
propiedades de ortogonalidad [Sc80].
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11.3.- Medida de no linealidades.

A veces puede ser dificil o innecesario el conocimiento exacto de las ecuaciones o del
modelo que caracterizan el funcionamiento de un sistema no lineal. No siempre va ser
posible saber cual es el modelo que mas se adecua a un cierto sistema, y caso de
conocerse la estructura de este modelo quizas no se puedan obtener facilmente los
parametros del mismo.

Por ejemplo, supongamos el caso de un sistema basicamente lineal, pero con una
cierta cantidad de no linealidades que se manifiestan esencialmente cuando el nivel de
la sefal de excitacion es de una cierta magnitud, contaminando la respuesta lineal, que
es la predominante. En este caso, quizas puede bastar con conocer el término lineal de
la serie de Volterra, por ser el mas importante, y luego realizar una serie de medidas
que determinen la cantidad de no linealidades debidas al resto de kernels.

Seria el caso del modo como se caracteriza la distorsion en amplificadores. El
amplificador se modela como un sistema lineal, y se considera la presencia de
distorsiéon en ciertas zonas de funcionamiento de dicho amplificador, sobretodo cerca
de saturacion. Si no hubiera no linealidades, el modelo lineal de que se dispone
determinaria exactamente el funcionamiento del amplificador.

Por tanto, es util conocer técnicas para conocer la cantidad de no linealidades,
que eviten haber de modelar exactamente el sistema, a través de una serie de
mediciones. A continuacién se va a presentar alguna de estas técnicas, empleadas
especialmente en la caracterizacion de amplificadores de radiofrecuencia.

Consideremos un sistema no lineal, cuya relacion entrada-salida esta caracterizada
por un polinomio, tal como

_ 2 3
Y=a;Xta,x Tas;x

Y supongamos que la sefal de entrada es una sinusoidal, que
en general podra variar respecto al tiempo en fase o en amplitud, de este modo

xX(2)=Acos(¢)

A=A@1); ¢=91);

Entonces, considerando no linealidades hasta el tercer orden, se obtiene la siguiente
expresion de la salida
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1
y(t) =< a: A2+
2
3 3
+(a/A+Za3A )cos(¢)+
1 2
+E a> A cos(2¢)+

+§a3A3cos(3¢)+...

es decir
Y=DytD;cos(¢)+D,cos(2¢)+D;cos(3¢)+

e Si la sefial x(t) corresponde a una modulacién en amplitud, formulada de este modo

x(1)= A(t) cos(wy 1)

entonces el primer armonico que se obtiene a la salida del sistema
no lineal es

(aJA(t)+§a3 A(t)3)COS(a)olf

y por tanto la informacion de amplitud ha quedado
alterada debido a que la no linealidad la modifica.

e En el caso de una modulacidon que de alguna manera afecte solo a la fase de la
portadora (por ejemplo modulacién de frecuencia), la sefial x(t) es

X()=Acos(wyt +¢.(1),

y el primer armonico a la salida del sistema no lineal es

3
(a1A+Za3 A3)Cos(a)ot+¢x(t),

por tanto se mantiene integra la  informacion
relativa a la fase.

En conclusion, se ha comprobado que las modulaciones de fase son mas inmunes a
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las no linealidades que las modulaciones de amplitud.

Existen varios métodos para medir la cantidad de no linealidades presentes a la salida
de un sistema. Se van a exponer algunos de ellos. Los mas habituales son: la distorsion
armonica total (THD-Total Harmonic Distortion), el punto de compresion, el ratio de
distorsion de intermodulacion (IMR-Intermodulation Ratio) y el punto de intercepcién
[No90], [Sm86]. A continuacion se describiran:

i) Distorsion armonica total (THD): Si una sefial sinusoidal de amplitud y fase constante
es aplicada a la entrada de un sistema no lineal, la salida estara formada por la
suma de los diversos armonicos generados por la no linealidad. Entonces, se
define el parametro THD del siguiente modo

o0 2 Z | Dl’l|2
THD:Z|D’I| — n=2
n=2 ’D1|2 ’D1|2

siendo| D, |la amplitud de cada arm®nico

es decir, la suma de los cuadrados de la amplitud de cada arménico generado por la no
linealidad (excluyendo el primero), y dividido por el cuadrado de la amplitud del
primer armonico.

ii) Punto de compresion a 7 dB: Tal como se ha mostrado anteriormente, el término de
amplificacion correspondiente al primer armoénico generado por una no linealidad
polinémica es

3 ,
(a AJ? as A’ )cos(wyt)

y si el coeficiente a; es negativo, como ocurre por
ejemplo en el caso de no linealidades debidas a efecto de saturacién, entonces
se produce una compresion. Es decir que la amplificacion del primer arménico
es menor que la que se tendria caso de que no hubiera no linealidades. En
consecuencia, se tiene la desigualdad

Sia3<0_a1A+§a3A3<a1A

El punto de compresion a 1 dB es el nivel de sefal de entrada para el cual la ganancia
del término lineal esta 7 dB por debajo del valor que tendria en el caso de no
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haber no linealidades.

iil) Ratio de distorsiéon de intermodulacion (IMR): Otro modo de medir la presencia de no
linealidad, distorsion, es analizando los productos de intermodulacion. Si la
entrada x(t) del sistema no lineal polindbmico es la suma de dos sinusoides de
diferente amplitud y frecuencia, mediante desarrollo trigonométrico se puede
obtener la sefial de salida y(t)

X()= A,c08( w; 1)+ A, c08( > 1)

1 1
(1) :Eaz Af""Eaz Ag"'

3
+(a, A1+Z as AI(A§+2 Ag)) cos(@; 1)+
3
T(a; 4> +Z as A2(2 A1+ 43)) cos(w, 1)+
1
+(3az A1) cos2 @, 1)+
I 2
+(E a> A>)cos(2 @, 1)+
ta> A1 A> [€0S(( - w2) )+ cos((w,; + w>) 1] +
2 as dicosG o)+
1 3
+Z as A>¢cos(3 @, 1)+
3
+Z as A1 A [€0S((2 @+ @,) 1) +¢os((2 w,- w2) V)] +

3
+; as A1 A3 [cos((w;+2 w>)t)+cos((~w;+2 w>)1)]

Particularizando el resultado
anterior al caso en que los dos tonos de excitacion tengan igual amplitud, y estén
separados en frecuencia un incremento respecto a una frecuencia central, se
obtiene
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X(1)= A4,C08( wot-Apt) T A>€08( ot + Ayt

1 1
) =— 24— 24+
() 5 a: Ai 5 a: A>

3
+(a1A1+Za3 A1(A7+2 A3))cos(wpt - Aut) T
3
+(a1Az+Za3Az (2 A7+ A3))cos(wyt + A, )+
1
+(3a2Af)cos(2a)0t-2Awt)+

+(§ s A2) OS2 @t +2 Aut)+
tas A1 A2 [c0S(2 A, t) T cos(2 wy+2 A, 1)) +

+§a314fcos(3 wot-3A, 1)+
+§a3 A§C05(3a)ot+3Awt)+
3
+Za3Af A2 [cos(3wpt-Aunt)tcos(wyt-3Aut)] +

Suponiendo  de +i as A1 A5 [cos(3 wyt+A,t)+cos(w,t+3 A,1)] NUEVO que az sea
negativo, y que la amplitud de
los dos tonos sea la
misma, se obtiene para el término lineal la siguiente desigualdad

9
a1A+Za3A3<a1A

en la que queda de manifiesto el efecto de compresion. Del resto
de productos de intermodulacion, los mas peligrosos, a los que llamaremos
armonicos interferentes, son los que corresponden a
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= a0 ) 42 LA, 605(2 07 0) U+ 20502 02)0)]

ya que por proximidad con
el armonico principal pueden caer dentro de la banda de paso del sistema que
se esté considerando, generalmente con respuesta frecuencial paso-banda. Los
armonicos cuya frecuencia coincide con la banda de paso no son eliminables
mediante un filtro lineal convencional.

El IMR (ratio de distorsion de intermodulacion) es una relacion entre la amplificacion
de los armdnicos interferentes en relacion a la amplificacion del primer armonico,
y por tanto es

3 >
2a3A1 A> 3
IMR = === 4,4
a1A1 4 aj

Si la amplitud de las dos sinusoides es la misma, la potencia distorsionadora (Pq4) es
proporcional al cubo de la potencia de una cualesquiera de las sinusoides de la
excitacion (P;), es decir

2

A
Pd:ad(jl)3:ad

y se define el ratio Pyyr como la relacion entre la potencia distorsionadora y la potencia
deseada a la salida

Pi=aaP;
PozaoPi

P, a.

Por™

iv) Punto de intercepcion: El punto de intercepcion (P)) es el valor de potencia a la
entrada de un sistema para el cual la potencia deseada (del término lineal) y la
potencia distorsionadora se igualan. O sea, cuando la P\yr es unitaria. En este
caso, se obtienen las igualdades siguientes

Il.- Sistemas no lineales

[1-1



SiPpr=1_Py=P, P;= ad
Oo

P;
Por= _)2
P

I
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Il.4.- Linealizacion mediante filtraje inverso de Volterra.

Supongamos un sistema modelado mediante una expansion en serie de Volterra. La
salida y de dicho sistema se puede expresar como la suma de salidas debidas a cada
uno de los funcionales que componen la expansion, siendo u la entrada. Es decir,
matematicamente

y=y,ty,tty, =H/(w+H(w+..+

y,~ = Hl(u)

Lo que se pretende es, que al conectar un
sistema (filtro) no lineal en cascada con el
anterior, la expansion en serie de Volterra del sistema total obtenido no tenga kernels
de hasta un cierto orden.

Se distinguira entre: i) filtro post-inverso v ii) filtro pre-inverso.

i) El filtro post-inverso de orden p sera un filtro no lineal, caracterizable mediante una
expansion de Volterra, tal que conectado en cascada a continuacion de un
sistema determinado, tal como se ve en la figura /1.4, cancele las no linealidades
de orden igual o inferior a p.

MA y
—— POST-FII
NEAL

Fig.ll.4: Sistema a linealizar conectado a un post-filtro.

La expansion en serie de Volterra del post-inverso es

Z:Z]+ZZ+"'+Zp:K/O;)+KZO})+"'+

y la expansion de los dos bloques conectados
en cascada es la siguiente

z=K,H/(wW+K,Hw+K;H(uw

El objetivo es obtener las condiciones de disefio de
los funcionales, o de los kernels, del post-filtro para que el término lineal sea
unitario, y el resto de términos sean nulos.
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Se obtiene que, las relaciones matematicas que permiten obtener los tres primeros
operadores inversos son

K/H/(u):u_K1:H}I
K H-W+K,HwW=0_K,= K/ HK,=_HiH:

K;=-H/(H-(H'*K:)-H-H/-H-K>tHs;H?

y queda de manifiesto  que
para la sintesis del filtro
inverso solo es necesario

el invertir el funcional lineal (H;) del sistema a linealizar correspondiente. El filtro
inverso total es la suma de cada uno de los términos que lo sintetizan.

i) De igual modo, podria plantearse el filtro pre-inverso, ver figura /1.5, es decir el filtro
que conectado a la entrada del sistema a linealizar haga que el bloque total no
tenga términos no lineales de orden p o inferior. Se demuestra que el resultado
que se obtiene es el mismo que en el caso del post-inverso, es decir que los
filtros pre-inverso y post-inverso de orden p coinciden en sus kernels [Sc80].

SISTEM
LTRO ) NO LIN

Fig.1l.5: Pre-filtraje inverso.

Recientemente, [Do95], se ha publicado un trabajo en el que se describe un nuevo
método de realizar un filtro inverso de Volterra, distinto a la sintesis mediante suma de
funcionales. Supongamos el sistema no lineal descrito anteriormente mediante una
expansion en serie de Volterra, y agrupemos todos los términos de la expansion en
serie de Volterra en dos unicos funcionales, uno el lineal (H+) y el otro el no lineal (N) (lo
gue se denomina modelo particionado), de este modo

y=y,ty, Tty = Hw+Hw+...+ H,(uw= H (u

Operando, se obtiene la
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relacion siguiente

y=Hw+Nuw=H,(u+H! Nuw)=H,(1+Hi!

y por tanto, si al sistema a linealizar se le conecta el siguiente prefiltro

- -1 -
u=(1+H/N) H/M)
se obtiene, con la combinacion en cascada entre ambos, la
siguiente relacioén entre yy v

y=H,(I+H!N)(1+H!N) H{ (V)=

El prefiltro indicado, se puede generar mediante
una realimentacion tal como la de la figura /1.6

X ]

‘ Al -

Fig.ll.6: Sintesis del prefiltro inverso.

y por tanto, tiene la ventaja de que no es necesario sintetizar los kernels del sistema
inverso, sino que solo se ha de sintetizar el inverso de orden 17, es decir el inverso de
H;. Luego, se obtiene el sistema inverso mediante el sistema realimentado indicado en
la figura /1.6, donde se hace uso de los mismos kernels identificados del sistema no
lineal, incluidos en N. Para mas detalles puede verse [D095].

Los dos métodos de disefio de filtros inversos comentados han sido: por suma de
funcionales o por realimentacion. Ambos, presentan los siguientes inconvenientes:

e Necesidad de una secuencia infinita de funcionales para tener exactamente el
inverso. Ademas, no esta asegurada la convergencia de la serie de funcionales
inversos sintetizados.

e Si el inverso de H; no es realizable ya no es realizable el filtro inverso. Este
inconveniente, en [Do95] se soluciona sintetizando el mejor inverso de H; de
acuerdo a un criterio de minimo error cuadratico.
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e Si se sintetiza un inverso de orden p, o sea con un numero finito de términos, se
eliminan la no linealidades hasta este orden, pero ¢ que ocurre con las no
linealidades superiores ?. En principio, hasta es posible que aumenten [Sc80].
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Il.5.- Linealizacion mediante técnicas de control.

I.L5.1.- Métodos geométricos.

Aquellas técnicas de la teoria de control que tienen su base matematica en el algebra
de Lie componen lo que se conoce como métodos geométricos. La linealizacion de
sistemas caracterizados por sus ecuaciones de estado haciendo uso de métodos
geomeétricos se resuelve en lo que se denomina linealizacion entrada-estado. En este
apartado se pretende exponer los fundamentos y definiciones basicas para entender
que es y utilidad del algebra de Lie. Estas definiciones se usaran, posteriormente, en la
formulacion de los métodos de linealizacion basados en métodos geométricos,
conocidos como linealizacion entrada-estado y linealizacion entrada-salida. Una buena
exposicion del tema se encuentra en [Is89], [SI91] y [Vi93].

Se empezara presentando una serie de definiciones:

e La derivada de Lie de la funcién escalar h(x) respecto al vector f(x) se define como

Lh=Ahe f

siendo Ah el vector gradiente

gue no es mas que la derivada direccional de h(x) en la direccién del vector f(x).

e La funcion
¢: "— " definida enuna regi®onQ

se dice que es un difeomorfismo si es invertible y si ademas tanto ella como su inversa
tienen derivadas parciales continuas de cualquier orden. En cierto modo, cabe
considerar un difeomorfismo como una generalizacion del concepto de cambio
de coordenadas, aplicable a sistemas no lineales.

¢ Se define el Lie bracket de dos vectores como la operacion
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0 0
[f,g]=—gf-—fg=adfg
Ox Ox

fe " ge_

siendo Zl y Z_g los correspondientes Jacobianos
X~ Ox

cuyo resultado es una funcién
vectorial. Los vectores fy g se supone que son dependientes de x.

¢ Un conjunto linealmente independiente de vectores f(x), fo(x),..., fm(x) se dice que es
involutivo si y solo si el Lie bracket de cualesquiera dos vectores del conjunto se
puede expresar como combinacién lineal de los vectores del conjunto.
Expresado matematicamente, es equivalente a

m

(10 f =Y f

Haciendo uso de las definiciones anteriores es posible plantear una serie de
relaciones, que conforman lo que se denomina como algebra de Lie. Las mas
significativas son:

_adsg=[f.ad7 gl =ad,(a
_If.g, gl =0 g ]
_If.el=_1g. /]

_Lad/»gh:Lngh_LgLf

Finalmente, para nuestro proposito de como aplicar
los métodos geométricos a _Ahe[f , g/ =A(L,h)e f-A(La linealizacion de sistemas,
es necesario conocer el teorema de Frobenius. Este
teorema da una condicion necesaria y suficiente de

existencia de la solucién de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Por
ejemplo, sea el sistema de ecuaciones siguiente
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Ahe f,

Ahe f

m

del cual se desea saber si existe una solucion, es decir si existe el escalar
h(x) que cumple las ecuaciones. Se demuestra que esta solucién existe si los vectores
fi(x) son completamente integrables, y el teorema de Frobenius enuncia que un
conjunto de vectores fi(x),...,fn(X) €s completamente integrable si y solo si es involutivo
[Is89].

1.5.1.1.- Linealizacion entrada-estado.

Considérese un sistema no lineal SISO (Single Input Single Output), del que se
conoce su formulacion en ecuaciones de estado, escritas del siguiente modo

x=flx)+ g

en donde tanto x como f(-) y g(:) son vectores. El método de linealizacion entrada-
estado consta de dos etapas: una transformacion de estado y una realimentacion. El
detalle de como se plantea cada una de estas etapas se expone a continuacion:

i) En primer lugar, realizar una transformacion de estado tal como

z1=Tix)
2= T A%
. z0= TulX) .
que escrito en forma compactada es equivalente a
z=T(x)
Lo que se pretende con esta transformacion algebraica de las

variables de estado es llegar a un nuevo sistema que tenga la estructura
conocida como forma canonica controlable. Si se deriva respecto al tiempo la
variable de estado z, y se impone la estructura de forma candnica controlable, se
llega al siguiente sistema de ecuaciones
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z1=AT o (f Tgu):
Z,=AT,e(f +gu)
en donde v sera la nueva sefal 2~ AT+*(f *€W4e control. Haciendo uso del

algebra de Lie se pueden expresar las ecuaciones
anteriores de un modo mas compacto

LTt (LyT))u=

LyT>t(L,T:)u=

Solucionar este problema de L;T.t(L.T.)utransformacion de  variables
consiste en hallar la funcion  T(x) adecuada que
cumpla las condiciones impuestas. Esta funcion debe ser
independiente de u, y esto significa que se ha de cumplir que

LgTIngTZZ"’ngTnJ:O y Lngi

L/ T,=T:

LT>=T3;
Haciendo wuso del LT =T algebra de Lie se
puede Sl A demostrar (ver [SI91])
que estas relaciones quedan

sintetizadas en

AT,®adg=0 (i=0,1,.,n-2
ATﬂad_’}']g #0

Finalmente, el teorema de Frobenius aplicado a este caso nos dice que existira la
transformacion de estado planteada inicialmente, z=T(x), si se cumplen la dos
condiciones siguientes
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n-1

i)los vectores g, ad; g ...,ad’;" g seanl.i.

ii) los vectores g, ad; g ..., ad ?‘2 g seaninvolutivos

i) En segundo lugar, realizar una realimentacion del tipo

L TLiTiHY
L. LT,

tal que en funciodn de las nuevas variables de estado z, el sistema resultante sea lineal y
admita representacion en forma candnica controlable. En este caso, la
formulacion final que se obtiene del sistema realimentado sera

z=Az+bv
_ 0 _
0
A= b=
0 1
10 0 —

A continuacién, se va a aplicar el método de
linealizacion entrada-estado a un caso concreto, que
servira como ejemplo con el objetivo de clarificar los pasos a seguir, anteriormente
explicados. Sea el sistema

x1=-2x;tax,t+sin(x,;)

X2 _x2€08(x;)tucos(2 x,
en el que se plantea un cambio de coordenadas
como éste
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Z1= X1

z>—4a X2+Sin(x
El sistema transformado obtenido, en funcion de z, es

z21=-2z,%z,

z,= 2z,€08(z,)+tcos(z,)sin(z,)+aucos(2

y luego, eligiendo la sefial de control u
como
1 .
u=————w+2z,c08(z,)-cos(z,;)sin( z,
acos(2z,;)
se obtiene el siguiente sistema en
funcién de z

z1=-2z,%z
que es lineal respecto a v. 227V

Como conclusion, cabe decir que con el método de linealizacién entrada-estado lo que
se obtiene son unas nuevas variables de estado (z) y una nueva sefial de control (v)
que estan relacionadas matematicamente entre si mediante ecuaciones lineales. Y en
consecuencia, el control del sistema linealizado se puede plantear como un control
lineal, disenandolo en funcion de z y v. Sin embargo, la sefial u se obtiene mediante
una relacion no lineal, es decir que el controlador que linealiza es no lineal. Esto puede
ser un inconveniente en una posible aplicacion practica.

Por tanto, lo que se realiza no es una linealizacion en el sentido de que el sistema que
se esta controlando se comporte de un modo lineal, sino que en este contexto se
entiende por linealizar el hecho de tener unas ecuaciones lineales. Y para ello, se
emplea un control no lineal que hace uso de las variables de estado del sistema no
lineal (x). En general, para obtener estas variables de estado sera necesario el uso de
identificadores de estado no lineales, lo cual suele ser problematico.

1.5.1.2.- Linealizacion entrada-salida.

Con la linealizacidon entrada-salida, a diferencia de la linealizacion entrada-estado, no
se busca tener unas ecuaciones de estado lineales respecto a una sefal de entrada,
sino que solo se busca linealidad en la relacion entre la entrada y la salida.
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Consideremos las siguientes ecuaciones no lineales

X=flx)+e®

y=h(x)
en donde u es la entrada, y la salida y X las variables de estado. Las
funciones vectoriales f(-), g() y h() son no lineales.

La idea esencial de este método esta en derivar sucesivamente y respecto al tiempo,
hasta llegar a una relacion explicita entre u y y. Por ejemplo, la primera derivada,
expresada en terminologia de algebra de Lie, es

y=Ah(ftguw=L,h+,

De la ecuacion anterior se establece que si Lgh=0,
entonces la sefal de control u siguiente

1
u=——-i_-L h+
L h(Lf

4

aplicada al sistema no lineal, conduce a una relacion tal como

y=1

que es lineal respecto a v. En caso de que Lzh=0, entonces es necesario hallar
la derivada segunda de y, siendo ésta

V=Lih+L,L,

Generalizando, se debe ir derivando la sefal y respecto al
tiempo, hasta que se cumpla una desigualdad como ésta

Lo L7 h#0

en cuyo caso se establece que la sefial de control linealizadora sera
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-Lyh+v
U=——7

Finalmente, el sistema linealizado obtenido queda caracterizado por

y =
En conclusion, la linealizacién entrada- salida permite tener una relacion lineal
entre las senales y y v, aunque la realimentacion linealizadora (para obtener u) es no

lineal. En general, es necesario el empleo de identificadores de estado no lineales,
siendo ello un inconveniente.

Sin embargo, el mayor inconveniente de la linealizacién entrada-salida esta en que
s6lo se considera la relaciéon entrada salida, y por tanto la dinamica interna (ecuaciones
de estado) no se tiene en cuenta, pudiendo ser inestable. Esto obliga a que una vez
obtenido el sistema linealizado, sea necesario analizar la dinamica interna y la
estabilidad del mismo [SI91].
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I1.5.2.- Sistemas Adaptativos por Modelo de Referencia (MRAS).

Los sistemas adaptativos por modelo de referencia fueron introducidos por Whitacker
en 1958, y fue durante la década de los 70 cuando tuvieron su época de potenciacion,
motivado por los avances teoricos que se iban logrando. Una referencia esencial de los
origenes es [La79], mientras que en [Na89] encontraremos una sintesis de los
resultados mas significativos obtenidos hasta la década de los 80.

El objetivo de un sistema de control por modelo de referencia es que el
comportamiento del sistema a controlar sea lo mas proximo posible a un sistema
modelo, denominado modelo de referencia. El controlador se disefia con esta finalidad,
generalmente mediante realimentacion de estado. Si el controlador es adaptativo
entonces se esta hablando de control adaptativo por modelo de referencia (MRAC).

Hacer que sistema a controlar y modelo tengan el mismo comportamiento significa
que el error entre las variables de estado de ambos sistemas sea nulo, o en su defecto
lo menor posible. Es decir, que la evolucion temporal de sus variables de estado sea la
misma. De este modo, si el sistema que se esta controlando es no lineal pero el modelo
es lineal, se estara linealizando. La validez de un sistema MRAS (o MRAC) para
linealizar estara en cuanto a que sea capaz de forzar al sistema no lineal a seguir, a
comportarse igual, al lineal que le sirve de modelo.

A continuacion, se formulara matematicamente el problema general del control
adaptativo por modelo de referencia. Se considerara que sistema a controlar y modelo
son lineales, ya que es el caso mas estudiado y para el que existe una solucibn mas o
menos sistematica. Luego, por extension, se discutira la validez de los resultados
obtenidos al aplicarse a sistemas no lineales.

Supongamos que las ecuaciones de estado del sistema a controlar son

Xp(0)= Ap xp(O)Fh,u

Y, =cpxpt)
y las del modelo de referencia

X)) = A xn()) T by ul

Yl = xul?)
La estructura y parametros del modelo son conocidos. Sin
embargo, del sistema a controlar sélo se conoce la
estructura, pero hay incertidumbre por desconocimiento del valor de sus parametros.

Haciendo uso de las ecuaciones anteriores se obtiene el sistema de ecuaciones que

Il.- Sistemas no lineales

[1-1



caracterizan a la sefal de error, definida como la diferencia entre las variables de
estado del sistema a controlar y las del modelo. En un planteamiento general, el
sistema de ecuaciones de estado del error se estructura de modo que tenga una
formulacion de este tipo

X(1) = xp(1) - x (1)
X(0)=Ax@)+bw@®)-o ) o, .. T 0)a,)=AxO)+bu®)-¢'(

e(t)=c" x(1)

La sefal u; es la consigna, que es la sefal de excitacion que se aplicaria al sistema
modelo para que este responda del modo deseado. El vector o seran unos parametros
constantes, y desconocidos, que multiplican a las _, las cuales son sefales
relacionadas con el sistema a controlar (generalmente con las variables de estado del
mismo). El objetivo es disefiar la senal de control v que haga que las variables de
estado del error tiendan a cero.

Si la senal u se obtiene de una combinacién lineal de las mismas funciones _, se llega
a

u(t)= @' (1) k(1)
X(t)=Ax@)+bo' (kt)-a)=Ax(t)+bo' (1),

e(t)=c" x(1)

La sefial de control u no se puede obtener
con un c_on_trolador siendo ¢(t) = k(1) - convenc’:lonal debido
al desconocimiento de los parametros «, por
lo que el vector k tampoco puede tener

unos valores concretos. Esto obliga a que los parametros k del controlador se deban
obtener adaptativamente. Por tanto, generando de modo adaptativo los parametros
variables k se ha se conseguir que el error paramétrico ¢ sea nulo, en cuyo caso el
error de las variables de estado también sera nulo.
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Un modo de disefar leyes de control adaptativas en sistemas MRAC es mediante el
método directo de estabilidad de Lyapunov (Apéndice ). Se plantea la funcion de
Lyapunov siguiente

V=x(t) Pxt)+e(t) y' ¢

vy, 0 0

0 y, 0
?/:

0 Y

donde la matriz P ha de ser definida positiva (P>0), y las constantes v; han de ser
positivas. Ademas, la funcién de transferencia H(s) siguiente

H(s)=c"(sI1-A4)"1

debe ser SPR (estrictamente real positiva), y (A,b) controlable. Si se
cumplen estas condiciones, es posible aplicar el lema de Kalman-Yakuvobich (ver
[Na89] y [SI91]), que enuncia lo siguiente: existen para el sistema anterior unas
matrices Py Q, definidas positivas, tales que

ATP+P A=<

Pb=c
y entonces, la derivada de la funcién de Lyapunov anteriormente
planteada es
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V=3)" Px+x(t) Px)+) v $0+d0)" " gl

=x(t)' (PA+ A" P)x()+2((t)" ot) x(t) Pb+2¢t)" y"' ¢

En = _x(t)" OxW)+2¢(t)" (e() () +y" §(1)) consecuencia,
si el vector k se genera de
este modo

¢0) = k) =-y e(t) p(1)

entonces la derivada de la funcibn de Lyapunov cumplira
que

V=-x(1) Qx(t

Asi pues, el resultado al que se ha llegado es que si el control u es obtenido como
combinacion lineal de los parametros _, ponderados por los parametros k, y estos son
generados mediante la siguiente ley integral

u()=o(t)" k()= k() p,(O)+... % k(1) @,
k](t): '71 ¢1(t) e(t)

kD)= _y, 0,0 e®)

entonces las variables de estado del error tienden a cero [Na89]. Esto es equivalente a
decir que el sistema a controlar esta siguiendo al modelo de referencia.

El desarrollo anterior se ha planteado para lo que se considera como caso ideal, en el
que solo se asume incertidumbre en el valor de los parametros del sistema a controlar.
Esto hace que la ley adaptativa integral pura deducida no sea del todo adecuada para
controlar sistemas con otro tipo de incertidumbre, como la estructural [Be94a]. En
cambio, el control adaptativo robusto (Robust Adaptive Control) tiene en cuenta la
presencia de no idealidades en dicho sistema a controlar, tales como dinamica no
modelada, perturbaciones externas y no linealidades.

Para que el mecanismo de adaptacion sea inmune a dinamica no modelada y no
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linealidades, es necesario modificar la ley de adaptacién basica (la ley integral antes
expuesta) obtenida para el caso ideal. La mayoria de soluciones propuestas, [Or89]
[Na89], consisten el ligeras modificaciones de la ley integral. De entre éstas,
comentaremos: ley de adaptacion con zona muerta, modificaciones sigma y gamma y
los sistemas VS-MRAC.

i) La modificacion conocida como zona muerta consiste en detener la ley de adaptacion
cuando el error entre las salidas sea suficientemente pequefio. Con ello no se
obliga al sistema adaptativo a compensar aquello para lo que no ha sido
disefiado. De este modo se consigue acotacién de las sefales generadas y
preservar la estabilidad de todo el sistema.

i) Otra opcién que también se ha estudiado como mecanismo de robustez en
controladores adaptativos es el acotar el margen de valores permitidos de los
parametros adaptativos del controlador, estableciéndose un margen de
funcionamiento.

iii) Las denominadas modificacion sigma y modificacion gamma consisten en afadir un
nuevo término a la ley integral pura con la finalidad de convertila en un
integrador con pérdidas o en un primer orden. Es una solucion valida para casos
muy particulares [Na89].

iv) El inconveniente de los anteriores sistemas adaptativos robustos esta en que
aseguran acotacion de los parametros del sistema, es decir estabilizan, pero se
pierde la propiedad del disefo ideal de que el error tienda a cero. Sin embargo,
con leyes adaptativas discontinuas (switch) es posible, en algunos casos,
conseguir ambas cosas: robustez y error nulo. A este tipo de sistemas se le
denomina VS-MRAC (control adaptativo por modelo de referencia con estructura
variable), y seran tratados en el siguiente apartado.

11.5.3.- Linealizacion mediante Control Adaptativo por Modelo de Referencia con
Estructura Variable (VS-MRAC).

Los sistemas VS-MRAC [Hs88] (Variable Structure - Model Reference Adaptive
Control), son capaces de cancelar interferencias [Be94b] y dinamica no modelada con
el unico conocimiento previo de una cota de la magnitud de éstas, lo cual hace pensar
en su adecuacion al problema de linealizacion.

Recuperemos la formulacién de un sistemas error obtenida en el apartado anterior,
asumiendo la dependencia temporal de las correspondientes variables, aunque no se
indique de un modo explicito, tal como
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u=¢Tk+ud

x=Ax+b(p (k-a)+d+y,)=Ax+b(¢" ¢

e=c¢'x
donde se cumple la siendo ¢ =k -a condicion de
dinamica del error SPR, y lo que ello
conlleva (ver apartado 11.5.2).

Ademas, se ha considerado la incorporacion de dos nuevos términos en la formulacion:

e d: que puede representar tanto la presencia de una interferencia exterior como de
dinamica no modelada, lineal o no lineal.

e Uy €s el término que se anade a la sefal de control con la finalidad de cancelar a d.

La sefial de control uy se generara de este modo
ua=-M sgn(e)
siendo M >max(|d |)

donde sgn(-) es la funcion signo. En la obtencion de la sefal
canceladora uy vemos que interviene la cota del valor absoluto de la perturbacion d.
Esta cota no siempre existird. Para perturbaciones de origen externo, si que es
razonable asumir que estaran acotadas, pero en el caso de que esté modelando
dinamica no lineal, esta cota puede no existir o ser dificil de hallar.

Supongamos que se conoce la cota anterior. Ahora, se plantea la siguiente funcion de
Lyapunov

V=x"Px+¢" y"¢
y con la sefal de control siguiente

u=¢Tk+ud

k= ype

us=-M sgn(e); M >max(|d|);
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se puede comprobar [Be95] que la derivada de la funcién V es
V= x"Ox+2e(-M sgn(e)+
y se cumple que
V<0

y entonces x — 0 cuando t — ¢

En caso de que no se conozca una cota de d, existe la alternativa de obtenerla
adaptativamente. El desconocimiento de la cota de la perturbacion es solventable con
los sistemas adaptativos VS-MRAC [Fe94] [Be95]. En la referencia [Be95] se propone
la siguiente ley proporcional-integral

M = 1]l +u,e]

MZM(t)Z/j,j;|€|dt+/l2|

siendo p,>0 y u,>0

y considerando una funcién de Lyapunov como

L (M -max|d|-p,]e|,
H

=x"Px+¢" '

se obtiene esta derivada
V=" Ox+2e(-max(|d|)sgn(e)+d)-2 u,|e <t

lo cual implica convergencia del error a cero [Be95]. Los problemas mas graves
asociados a sistemas con estructura variable, como el propuesto, estan relacionados
con el hecho de que la sefal de control sea discontinua. En muchos casos, el correcto
funcionamiento tedrico es obtenido bajo la suposicion de un tiempo de conmutacion
nulo, inviable en la practica. Cuando existe retraso en la conmutacion el sistema total ya
no se comporta del modo tedricamente obtenido, y es posible incluso que el sistema se
haga inestable.
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lll.- NORMAS.

lll.1.- Introduccion.

Una norma es interpretable como una generalizacién del concepto de longitud de un
vector, habitual en espacios vectoriales lineales de dos y tres dimensiones. Es un
concepto mas amplio, aplicable a espacios de dimension n'y cuya definicién va mas alla
de lo que es fisicamente una longitud. Buenas referencias sobre el tema son [De75] y
[Vi93]. Ademas, en esta Tesis se incluye un apéndice con las ideas y definiciones
fundamentales sobre espacios normados (Apéndice Il). Una norma es una especie de
funcion métrica, o sea una funcion para medir otras funciones. Por ejemplo, si se aplica
una norma a la diferencia entre dos funciones, entonces esta norma da una idea de la
proximidad entre ambas.

En nuestro aplicacion en linealizacion, si se aplica una norma al error entre un sistema
no lineal (el sistema a linealizar) y otro lineal (modelo de referencia), entonces cabe
considerar que esta norma esta midiendo /o no lineal que es dicho sistema. El problema
de linealizacion se enfocara con un objetivo claro: disminuir la norma del error entre el
sistema lineal y el no lineal, realimentando del modo adecuado para ello. Sera
importante elegir que norma nos servira para realizar esta medida, es decir una norma
que tenga validez en el entorno de los sistemas no lineales.

Las definiciones de normas de orden p expuestas en el Apéndice Il se han hecho
respecto a funciones en general, f(f) o F(s). Concretando, estas funciones pueden
corresponder a sefales o a funciones que caracterizan el comportamiento de un
sistema (por ejemplo funciones de transferencia). Conceptualmente, no tiene el mismo
significado la norma de una sefial que la de un sistema.

Por ejemplo, si la definicion de norma de orden 2 se aplica una sefial temporal x(t), tal
como

x =\ @) dt

gue no es mas que la raiz cuadrada de su energia. Para la misma sefal x(t) se puede
hallar la potencia media, siendo

Pot_media(x)= lim%fﬂx(f)f di

T—o

y ésta puede ser cero aunque no lo sea x(t). Es decir, la potencia media de una sefal
x(t) no cumple una de las condiciones que han de cumplir las normas (ver Apéndice II).
Es por esto que a la potencia media se la califica como seminorma.
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Por otro lado, al aplicar normas a sistemas surge el concepto de norma inducida:

e Para una funcién o funcional ¢(x), se define la norma inducida de orden p como

_ P&
y=Sup

x#0 7

lo cual es equivalente a considerar a la norma inducida de orden p
como una cota de la ganancia entre las normas de la sefial de entrada y la sefial
de salida de un determinado sistema. La definicion anterior es expresable de
otro modo, mediante la siguiente desigualdad

_Pp)_, <y x_

Ademas, si el operador ¢(-) tiene norma inducida de orden p finita, se
dice que es L, estable.

Las definiciones de normas presentadas en esta introduccion y en el Apéndice I,
tienen importancia por el uso que se hara en la nomenclatura de los apartados
siguientes. Ademas, posteriormente sera de gran importancia el poder hallar normas
inducidas de sistemas, tanto lineales como no lineales, con la intencion de aplicar
criterios de estabilidad y de optimizacién. Con este proposito, sera util conocer tres de
las propiedades mas importantes que cumplen las funciones normadas: el teorema de
Parseval, la desigualdad de Minkowski y la desigualdad de Holder.

i) Teorema de Parseval: Relaciona la norma temporal de una funcién f(t) con la norma
frecuencial de su transformada de Fourier F(jw), caso de que exista. La relacion
matematica que nos dice el teorema de Parseval es

Jfffz(r)dﬁzi [ Fjo) do
T

que, con la nomenclatura propia de normas, es lo
mismo que
S _,=_F
Ademas, si se tiene un sistema lineal e invariante, cuya relacion entrada-

salida esta expresada mediante una integral de convolucion
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y)=h)*x®)=]7ht-t)x(t)d

y se halla la norma de orden 2 de la sefal de salida y(t), se obtiene el resultado
siguiente

v =LY Wde = J%ﬁf |Hjo ) | XjoNdo< _H_, x_,

en el que se relaciona las normas de orden 2 de las sefales de entrada y de salida, con
la norma infinita de la transformada de Fourier de la respuesta impulsional h(t)
del sistema. Entonces, diremos que la norma infinita de H(jw) es una cota del
cociente entre la energia a la salida respecto a energia a la entrada, es decir es
una norma inducida de orden p.

ii) Desigualdad de Minkowski: También es conocida como desigualdad triangular. La
norma de orden p de la suma de dos funciones f(t) y g(t), que sean L, estables,
cumple la siguiente desigualdad

Srg < f_,*

iii) Desigualdad de Holder. Es una extension de la conocida desigualdad de Schwartz,
que relaciona la norma de orden p del producto con el producto de las normas.
Sean las funciones f(t) y g(t) tales que

feL,; geL,; fog<.

se establece que

_./‘.g._jS —p

para aquellos valores enteros de p y q que cumplen la siguiente condicién
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l1l.2.- Normas inducidas en sistemas lineales.

En un sistema formado por una interconexion de subsistemas, no siempre es posible
hallar una expresion matematica que caracterice el funcionamiento de todo el sistema
global a partir de la formulacién de cada subsistema, caso de que ésta se conozca. Es
lo que ocurre, por ejemplo, al conectar entre si subsistemas no lineales: no hay un
método sistematico para obtener la relacion entrada-salida total, aunque se conozca
esta relacion para cada bloque. En cambio, al interconectar subsistemas lineales, la
funcién de transferencia total es facilmente calculable conociéndose las funciones de
transferencia parciales de cada subsistema.

Cuando, por cualquier motivo, no sea posible obtener una expresion analitica que
determine una interconexion de subsistemas, una alternativa es hallar la norma
inducida del sistema total. La norma inducida esta relacionada con la ganancia de
normas. De este modo, si de cada subsistema de conoce su norma inducida, entonces
haciendo uso de algebra de bloques se hallara la norma inducida total, que sera una
cota del cociente entre las normas de la salida y la entrada. Ademas, existen criterios
de estabilidad, que se expondran mas adelante en este mismo capitulo, que estan
basado en normas inducidas de bloques interconectados.

En consecuencia, es util tener informacion sobre las ganancias entre normas, normas
inducidas, que se puedan definir y medir tanto en sistemas lineales como no lineales.
En este apartado se hallaran relaciones entre las normas de la entrada y la salida de
sistemas lineales.

Consideremos un sistema lineal e invariante, cuya relacion entrada-salida viene dada
por una integral de convolucién, tal como

yO=[ht-7)x(z)d

qgue en el dominio transformado de Fourier es equivalente a

Yjow)=H(jw)X(jca

Se establecen las siguientes desigualdades:

e La relacion que se obtiene entre las normas de orden 7 de la salida y la entrada es
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= b <R -7) | x(7)]dT

por tanto

e La relacion que se - obtiene entre las
normas de o= A X orden 2 de la salida y
la entrada es

1 o) 7y .
= = [ HG o N1 XG o) do< H
por tanto

., < H X .
e La relacion F22 e X que se obtiene
entre las normas de
orden 1 de la transformada de Fourier de la salida y la entrada es

Yjw)=H(jw)X(jw)
[S1Y(o)ldos _H_,[7|X(jo)ldo

por tanto
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I11.3.- Normas inducidas en sistemas no lineales.

1ll.3.1.- Introduccion.

Igual que se ha hecho para sistemas lineales en el apartado anterior, ahora se
buscaran relaciones entre las normas de entrada y de salida en un sistema no lineal. En
el problema de linealizacion, es necesario caracterizar de alguna manera la no
linealidad, y no siempre va a ser posible tener una relacién matematica exacta que
defina el comportamiento de la misma. Puede ser interesante, y también factible,
conocer algun tipo de norma inducida que acote la ganancia de normas en sistemas no
lineales. De este modo, con esta informacion, sera posible hacer un analisis de
estabilidad que incluya la no linealidad, y también sera posible establecer métodos para
reducirla.

Esto ultimo sera cuantificable del siguiente modo: si se disminuye, por ejemplo
mediante una realimentacion, la norma inducida del error entre un bloque no lineal y un
bloque lineal, se esta linealizando.

Un modo directo de obtener normas inducidas es mediante medida. Siempre es
posible medir las sefiales de entrada y salida de un sistema, y procesando esta
informacién hallar las normas de entrada y salida para posteriormente obtener una cota
de la ganancia entre estas normas, tal como se indica en la figura //l.1.

jenerador de U | SISTEMA y
seal de
excitacion NO LINEAL ’
medidor de medidor de
v, K | v,

\| noma |,

Fig.lll.1: Obtencion experimental de una norma inducida.

Aparte de la posibilidad de obtener esta cota mediante medidas, sera util también
conocer algun modo mas o menos sistematico de obtenerla a partir de informacién
analitica del sistema no lineal. El inconveniente es que ésto no es siempre
generalizable, ya que dependera del sistema en concreto. Por ejemplo, analicemos el
caso de una relacion no lineal estatica entre y y u, como la de la figura /1.2
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Fig.lll.2: No linealidad estatica acotada sectorialmente.

La funcion de la figura /1.2 esta acotada sectorialmente (trazos discontinuos), es decir
que se cumplen las desigualdades

Y
a<=<q
u
anrar20
y por tanto, simplemente elevando al cuadrado e integrando se obtiene
que también cumpliran las mismas desigualdades entre normas de
orden 2
052_”_2<_y_2<051_u
y en consecuencia se puede establecer que o4 es una cota

de la norma inducida de orden 2.
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lll.3.2.- Normas inducidas y series de Volterra.

Para generalizar en lo posible el calculo de normas inducidas en sistemas no lineales,
se quiere plantear si es posible obtener, de un modo sistematico, la norma inducida, o
una cota de ésta, para un sistema no lineal caracterizable por una expansion en serie
de Volterra. Ya se expuso en el apartado dedicado a series de Volterra que muchas no
linealidades son caracterizables de este modo, y ademas existe una teoria bien
desarrollada sobre ello.

Supongamos un sistema cuya relacion entrada-salida esta determinada
matematicamente por un funcional, tal como

w=g¢(v)
y ademas, dicho funcional se puede caracterizar mediante una expansion
en funcionales de Volterra. Entonces

wW=9W)=wtwrttwy =9,V T,V t . P

donde Ila v Ila podemos entender
como la sefial de entrada y w la de salida. Se usa esta nomenclatura porque, cuando se
aborde el problema de linealizacion, la w sera lo que se llamara perturbacion de origen
interno, que interferira de un modo aditivo en un sistema lineal, haciéndolo no lineal.

Segun teoria de funcionales de Volterra (ver capitulo Il), la contribucion que realiza
cada funcional al total de la respuesta viene dado por

wa=wu®) =00 =" hft-7,..t-z,)V(z;)..V(7,)dr,..dr,

que se puede entender como una particularizacion de la integral de convolucion
multidimensional. Matematicamente, la particularizacion que se hace es

Wn(t) = Wn(t]) £25-005 tn) |I:t1:t_7:~.:t,,

siendo

Wn(t])'“’tn) = ,[io'“_[fowhn(t]_ Theoln™ Tn) V(TI)“‘V(TH) dZ']...dZ'n
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El objetivo es, conocida una expansion en serie de Volterra de un sistema, cémo
obtener alguna informacion relativa a la norma inducida del mismo. En primer lugar, se
buscara una cota (norma inducida) de la relacion entre la norma de orden 2 de la sefial
de salida y la norma de orden 2 de la sefal de entrada. Este caso se resolvera en el
dominio temporal (I11.3.2.1) y en el frecuencial (Ill.3.2.2). Posteriormente se hara lo
mismo para la norma de orden 7 de las transformadas de Fourier de entrada y salida
(11.3.2.3).

lll.3.2.1.- Norma de orden 2 temporal.

Vamos a buscar alguna relacion entre la norma de orden 2 de la salida w respecto a la
norma de orden 2 de la sefial de entrada v, en el dominio temporal. En primer lugar se
buscara una acotacion entre v y la salida debida a cada uno de los kernels, es decir
hallar una relacion del tipo

_Wn_, < p,,(_"_

donde on() es una funcidon que acota la ganancia entre normas de
entrada y salida del funcional. Aplicando la propiedad de la desigualdad triangular, se
tiene la cota total siguiente

W LS<p( v )t . tpu]

Esto se puede lograr buscando algun tipo de
acotacion mediante el desarrollo de las relaciones matematicas de cada uno de los
kernels de la expansion de la serie de Volterra. Asi pues, tomando el valor absoluto de
la contribucion de cada término, se obtiene

wil® = hlt-thnt-z,)v(z) M (7,)dr ) dr,

Yy entonces

+oo +oo i i
| Wn(t) |S J._oo"'.‘._oo | hn(t'T],-.-,t— Tn)|2 | V(T])"'V(Tn) | | hn(t_T]:"':t_ Tn)|2 dz-]"'dz-n
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A continuacion, a la relacion anterior se le aplicara la desigualdad de Schwartz. Para

ello se definen las funciones f(-) y g(-) de este modo

F0) =t =10t =22 I V(£1)(72)

1
g(.) :l hn(t- T])'“:t-Tn)p

y aplicando la desigualdad
Schwartz se tiene

w77 fle)g(e)dr,...dr, <

1 1

<(I7Jrfe) deyde, ) (10000 g(s) drodz,)

Si la desigualdad anterior de eleva al cuadrado, entonces
|wn(f)lzﬁ(fi---fjlhn(f-rh---,t-rn)ll (7)) drz-udrn)Cf

siendo

Ci=1 Al hlzieta)ldrdr,

Finalmente se llega a la siguiente desigualdad

de
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Xl dt <l (175020 (e )2, ) d

siendo

Cf = j::)j::) | hn(fl’”uTn) | dT]...dTn

ngsup {J.jr;o| hn(t_z-l"":t_rn) | dt}

T]Tn

que escrito en
es equivalente a

Wa_,SCiCyr v

dr,)

forma compacta
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1ll.3.2.2.- Norma de orden 2 frecuencial.

También es posible el plantearse obtener la cota entre la normas de orden 2 de la
entrada y la salida del término no lineal, desarrollando las relaciones de Volterra en el
dominio frecuencial. Haciendo uso de la transformada de Fourier se pueden obtener las
relaciones frecuenciales siguientes [Sc80]

] " o i(wrt..+ t
Wﬂ(a))z _{Wﬂ(l)} = _{ (2 7[)” j—w"'j-w Wn(a)l’”"a)n) e](a)1 tw,) da)]da)n } _
1 +oo +o0
= (2 72_),,.1 jmfm Wn(a)'0)1:(()1'0)2,...,a)n_1)da)1...da)n_1

Tomando valor absoluto

| Wn(a)) | < J‘:";Oj‘:";o| Wn(a)_ AW~ W2+ C()n—]) | da)]"'da)n—I

1
Q2x)"

y sabiendo que en el dominio transformado multidimensional se cumple que

Wil @p@sn)=Hol @102 0.)V(0) V(@) - V(w0

puede efectuarse un
desarrollo equivalente al del apartado anterior. Aplicando la desigualdad de Schwartz,
se obtiene como resultado

1 +o0 +o0 i i .
‘ Wn(a)) ’ S—J.-oo"'."-oc ‘ Hn(a)- [y 0)n-1)|2 ‘ Hn(a)' [y 0)n-1)|2 (Slgue _>)

(2 ﬂ_)n—]
(— sigue)|V(o-w;).. V(w.)|do . -dw, <

1

! (J.- H.| da),...da)n_,)é(f MHANV0-0)- 0] dop-do,. )

<
2x)"
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Elevando al cuadrado, la desigualdad obtenida es

(Wio) < (I Haldwrd o) (sigue —)

1
(2 7[)2 n-2

(= sigue) (IS HAV(0-0,). V(0. ) dor-de,.)

Finalmente se llega al siguiente resultado

2 2
2 C;Cy

_Wn_ = 2n J‘::OJ‘T;O | V(a)- a)[) V(a)n—l)lz da) da)]'-'da)n-l
2r)

siendo

Ci=SUP {1 H( o1 0,)1}

@]--Wn

] +o0 +o0
C§ :ngp{.[_w.[_w | Hn(a)_a)lr"'!a)n—l) | da)]"'da)n—l}

que escrito en forma compacta es equivalente a

_Wn_,SC3C4_V.
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lll.3.2.3.- Norma de orden 1 de la transformada de Fourier.

La normas inducidas obtenidas en los desarrollos anteriores se han buscado de modo
que relacionaran las normas de orden 2 de la entrada y la salida de un sistemas no
lineal caracterizable por su expansiéon en serie de Volterra. Sin embargo, el
inconveniente que tienen es que el resultado es una norma inducida que para cada
kernel depende de integrales de la respuesta impulsional o frecuencial de dicho kernel,
segun el caso.

Interesara tener relaciones mas simples. Por ejemplo, podriamos plantearnos con que
norma inducida esta directamente relacionada la norma infinita de la transformada de
Fourier de un kernel, que es una magnitud mas sencilla de medir que no la integral.
Considerando la siguiente desigualdad frecuencial

] +oo +o0
| Wn(a)) ’S(27Z'—)n] oo_[w | Wn(a)-a)z,a)ra)z,...,a)n_,)]da),...dwn_I <
] +oo +o0 )
S(Zﬂ'—)n_l —30-.'.]._@ |Hn(a)'a)I:a)]'a)g,...,a)n_I)|(Slgue _))

(= sigue)|Vio-o )| V(wi-w:)| -\ V(o) |do,...do,.,

e integrando respecto a la frecuencia o, se obtiene

[ZIw(w)|do<

S - 7 LA V@ 0) |V 01 03)] - V(0r) | d0 - d o

siendo

Vo= SUP {lHA@-p0,1)| } = SUP I H A 01 0,) |}

D@ On-] @]---Wn
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que escrito con la nomenclatura tipica de normas es equivalente a

W) _ Sy, V(o)
_Wn_[ S 7;1 —V_;l

y extendido a una no linealidad modelada por una expansion en serie de Volterra se
obtiene

W <7/1_V_,+72_V_f+...+yN

—1—
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I1l.4.- Criterios de estabilidad entrada-salida.

lll.4.1.- Introduccion.

De todas las propiedades que caracterizan un sistema, quizas la mas importante es si
es estable o inestable. Para sistemas no lineales, determinar la estabilidad del mismo
es tarea dificil, ya que no existen métodos sistematicos aplicables a cualquier sistema
no lineal. Es por esto que es util conocer diferentes métodos, y aplicar el que se pueda
para cada caso concreto.

Sin embargo, si algo tienen en comun la mayoria de los criterios de estabilidad
aplicables a sistemas no lineales es que se basan en la convergencia y acotacion de
algun tipo de norma, aplicada bien a las variables de estado o bien a la salida del
sistema en estudio.

El método directo de estabilidad de Lyapunov (Apéndice |) es aplicable a sistemas
caracterizados por un conjunto de ecuaciones diferenciales, que describen la evoluciéon
en el tiempo de las variables de estado. Con el método directo de estabilidad de
Lyapunov, se define una funcién relacionada con estas variables de estado (mediante
una forma cuadratica), y se estudia la evolucién en el tiempo de la derivada de esta
funcion.

Los criterios de estabilidad que se expondran en este capitulo tienen en comun que
estudian la estabilidad desde el punto de vista de entrada-salida. Ademas, en su
formulacion intervienen normas. El objetivo de la estabilidad entrada-salida es
determinar bajo que condiciones una entrada acotada, segun una cierta medida
(norma), produce una salida acotada segun el mismo, u otro, criterio de medida.

Los primeros trabajos en estabilidad entrada-salida se remontan a mediados de los
anos 60 (Zames y Sandberg), o sea que tienen un origen bastante reciente en
comparacion con los trabajos de Lyapunov de finales del siglo XIX. El método directo
de estabilidad de Lyapunov determina la estabilidad interna, de las variables de estado,
en contraposicion a lo que es determinar la estabilidad entrada-salida. Ambos
enfoques, estabilidad interna o estabilidad entrada-salida, no son incompatibles sino
gue son maneras distintas de abordar un mismo problema, relacionadas aunque no del
todo equivalentes [Vi93].
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lll.4.2.- Método de la pequeia ganancia.

El método de estabilidad de la pequefia ganancia establece una serie de condiciones
suficientes para la existencia de estabilidad entrada-salida en un sistema. Es aplicable a
sistemas no lineales y/o variantes con el tiempo. Se debe remarcar el hecho de que las
condiciones de estabilidad que establece son suficientes, pero no necesarias. Ello
significa que, en general, aquellos sistemas en que no se cumplan estas condiciones no
tienen porque ser inestables. Por tanto, en este sentido, es un criterio conservativo
[De75] y [Vi93].

Sea un sistema en lazo cerrado, tal como el representado en la figura I11.3
P_ \ 1

+

G,

Fig.lll.3: Interconexién de dos sistemas.

compuesto por la interconexidon de dos sistemas, cuya relacion entrada-salida esta
caracterizada por los operadores Gy(;) y Go(;). Las ecuaciones que relacionan las
variables definidas en el sistema anterior son las siguientes

J’1:G1(€1):' J’2:G2(€2)5

er=ui-y,, ex=y,tus

Supongamos  que los operadores G¢() y Gz() son
L, estables, es decir que la ganancia de la norma de orden p de la entrada esta
acotada, y por tanto la norma de orden p de la salida también lo estara. Si esta relacion
entre normas de entrada y de salida viene dada por las siguientes relaciones

Vi, SYi_er,t

_yz_pgyz_ez_p+

siendo los vi y Ri numeros reales y positivos, entonces si se cumple
la condicion
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717,<1

se puede obtener, mediante desarrollo algebraico, las siguientes inecuaciones

“Vip < 1 { Vi 7172} —Ui_p +|:7/1ﬂ2+7172ﬂ1
Vool Ly Va7 Vol|l _u2_, V2877178,

que relacionan las normas de las sefiales exteriores us y u, con la salidas de cada
blogue y1Vy y», y unas relaciones similares para las sefiales e; y e,

—Ci_p < 1 {] 72} ~Ui_p +|:ﬂ2+7
e, | 1=y L 1 _Ux_, Bty

Por tanto, el criterio de estabilidad entrada-salida que se establece es el siguiente:

si las sefales uy y u tienen norma de orden p finita entonces una condicién suficiente
para que la norma de orden p de ey, ez, y1 Y y» sea finita es que y, 7, <148

I11.4.3.- Pasividad.

Sea el mismo sistema que se ha considerado en el apartado anterior, en el que se
supone que los operadores Gy(-) y Gy(-) estan acotados por las relaciones siguientes

2 2
<enGile)>rzei_er T8 _Gile)

2 2
< 82,G2(62)>T2 &2 _62_2+52 _Gz(ez)_g

siendo

<x’y>T:J‘.Toox(t)y(t)dt’. _x_§:<x:X>:. 5i:€i
Entonces, si se cumplen la
condiciones
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O1Te,>0
0:te>0

el sistema en cuestion sera L, estable, y ademas se cumplira la desigualdad indicada a
continuacién

[y _yz_z]A|:_y1_2j|S[_y1_2 _yg_z]B[‘u”}[_ul_z

Vo Uz_;

siendo

A:{é‘z‘h?z 0}; B:{ 1 2|82|]_ C:{|81|
0 &5,te; 2| g 1 0

Estos resultados se pueden particularizar para un tipo concreto de sistemas, para lo
cual sera util realizar previamente una serie de definiciones:

e Un operador G(-) es pasivo si se cumple que

<x,G(x)>;20 VT2=(

e Un operador G() es estrictamente pasivo si

de>0

tal que<x,G(x)>; > ¢ _x_j VT>(

Notese, en las definiciones anteriores,
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que si x correspondiera a la corriente que circula por un dispositivo electronico, y G(x)
fuera la tensidén en sus bornes, se tendria una analogia con la condicion de pasividad
en Teoria de Circuitos [An68].

Aprovecharemos las definiciones anteriores para establecer que, si se cumplen las
condiciones indicadas a continuacion:

i) que G (® ) sea estrictamente pasivo
ii) que la ganancia [, de G ,(®) sea finita
iii) que G (' ® ) sea pasivo

entonces el sistema en lazo cerrado sera L, estable [Vi93]. Ademas, si a G; se le
imponen las condiciones de Gy, y vivecersa, también habra estabilidad L.

111.4.4.- Estabilidad absoluta.

Los primeros trabajos sobre estabilidad absoluta fueron iniciados por Lure, y es por
ello que también se conoce a este criterio de estabilidad como problema de Lure.

Sea un sistema no lineal representable mediante lo que se denomina forma de Lure,
que es la estructura de la figura //1.4,

(S

| [ -

Fig.lll.4: Estructura de Lure con no linealidad sectorial
en la realimentacion.

en donde ¢(-) es una no linealidad estatica, acotada sectorialmente, mientras que G es
un sistema causal, lineal e invariante, caracterizable por G(s) (la transformada de
Laplace de su respuesta impulsional). Segun el tipo de no linealidad sectorial, se
distinguen dos criterios de estabilidad absoluta:

i) El criterio de estabilidad absoluta de Popov establece que, si se cumplen las
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condiciones siguientes:

e 5(s) es estrictamente estable.

¢ La no linealidad estatica ¢(-) es sectorial y cumple la siguiente acotacion

congd(0)=0,0=>0

entonces se establece que una condicion suficiente de estabilidad
asintética del punto de equilibrio, en el sistema indicado,
es que
dr>0yo>0tal que

Re{(1+ja)r)G0'a))}+125,Va)2
o

ii) El criterio del circulo es otro criterio de estabilidad absoluta, aplicable a no
linealidades estaticas sectoriales del tipo

siendo ¢(0)=0, ;6,20

que establece un criterio suficiente de estabilidad a partir del diagrama de Nyquist de
G(jw) [SI91].

l11.4.5.- Hiperestabilidad.

En 1963 Popov presenté un criterio de estabilidad conocido como hiperestabilidad,
que cabe interpretar como una extension del concepto de estabilidad absoluta. La
teoria de hiperestabilidad tuvo un creciente interés a partir de los afos 70, ya que fue
ampliamente empleada en el disefio de sistemas adaptativos por modelo de referencia
(MRAS). Una de las referencias mas importantes sobre hiperestabilidad y su aplicacion
al disefio de sistemas adaptativos es el trabajo de Landau [La79], mientras que en
[An68] se expone una interpretacion interesante del concepto de hiperestabilidad y se
relaciona con pasividad [Na80].
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Sea el diagrama de bloques de la figura 111.5, en donde se interconectan dos bloques,
formando la estructura en lazo cerrado conocida como forma de Lure

pidlis

Fig.lll.5: Estructura de Lure.

La teoria de hiperestabilidad establece que el sistema Gy()) es hiperestable si es
estable para todas aquellas senales de entrada w (en cuya generacion interviene G(+))
para las cuales exista un valor real / que cumpla las siguientes condiciones

["ve) ydt>-1> YT>0
[7w(e) y(t) dt <7

y si la estabilidad es asintética entonces se dird que Gy() es asintéticamente
hiperestable.

El resultado mas interesante en teoria de hiperestabilidad, y que se aplica en el disefio
de sistemas adaptativos por modelo de referencia (MRAS), se da en el caso en que Gy
sea un sistema causal, lineal e invariante tal como

xX=Ax+Bw
y=Cx+Dw

Gi=Gis)=C(sI-4)" B+

ya que en este caso, una condicién necesaria y
suficiente para que G; sea hiperestable es que su funcién de transferencia G(s) sea
una funcién PR (real positiva).

Y si G¢(s) es una funcion SPR (estrictamente real positiva) entonces se cumple la
condicion necesaria y suficiente para tener hiperestabilidad asintética.

Las condiciones que ha de cumplir una funcién de transferencia para ser PR o SPR
son las siguientes:
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e Real positiva (PR): Una funcion de transferencia G(s), racional y propia, es PR si y
solo si

i/ G(s) es estable

ii/ Los polos en el eje imaginario son simples y con

residuo real y no negativo

e Estrictamente iii/ V 20 Re{G(j )} 20 real positiva
(SPR): Una funcion de
transferencia G(s), racional y propia, es SPR si y solo si

i/ G(s) es estrictamente estable

ii/ Y >0 Re{G(j @)}>0
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IV.- OPTIMIZACION DE NORMAS.

IV.1.- Introduccion.

La teoria de optimizacion plantea y soluciona el problema de optimizar, generalmente
en el sentido de minimizar, un cierto criterio de funcionamiento o funcién de coste,
sujeto al cumplimiento de unas restricciones. Aplicado a sistemas dinamicos, es
habitual el empleo de funciones de coste cuadraticas relacionadas con las variables de
estado y la sehal de control del sistema a controlar, siendo las restricciones las
ecuaciones de estado del sistema. La gran eclosion del empleo de teoria de
optimizacion en el disefio de controladores se produjo durante la década de los 60,
trabajandose esencialmente en el diseio de controladores optimos de acuerdo a
criterios de coste cuadratico aplicados a sistemas lineales. Y si bien los primeros
trabajos se realizaron desde el enfoque frecuencial, finalmente los mayores logros han
sido con la formulacion en espacio de estado.

Existen varias aproximaciones al problema de la optimizacion del funcionamiento de
sistemas dinamicos caracterizados por sus variables de estado, que es el caso que nos
interesa. Las mas importantes teorias mediante las que es posible solucionar este
problema son: el calculo de variaciones, la programacion dinamica y el principio del
minimo de Pontryagin. Para nuestros propositos lo mas importante es conocer los
resultados finales a los que se ha llegado al aplicar cualquiera de estas teorias al disefio
de controladores 6ptimos de acuerdo a criterios cuadraticos para controlar sistemas
lineales. Esto resultados se concretan en dos problemas ampliamente estandarizados:
el regulador 6ptimo cuadratico lineal (LQR) y el control 6éptimo gausiano cuadratico
lineal (LQG).

Todo el detalle de los antecedentes y desarrollo de la solucion a los problemas LQR y
LQG se puede encontrar en la referencia [An89].

La optimizacion, minimizacién, de normas esta relacionada con las cada vez mas
conocidas teorias de control éptimo H, y H.. Consideraremos un sistema lineal, tal
como el representado en el diagrama de bloques de la figura IV.1,

] YiSwia

Generalizado

Nrantraladar -
Fig.IV.1: Estructura de un sistema de control.

en donde se distinguen dos entradas w y u, y dos salidas z y y. El bloque etiquetado
como Ssistema generalizado relaciona mediante ecuaciones lineales las entradas con las
salidas, de modo que esta relacion se puede expresar mediante una funcién de
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transferencia (quizas matricial) tal como

donde el operador G puede estar expresado en el dominio de Laplace, siendo en este
caso la funcion de transferencia G(s). Si se establece una realimentacion mediante el
bloque controlador, se obtendra un bloque resultante con entrada w y salida z
relacionadas mediante la funcidén de transferencia T,,. Si el objetivo es minimizar la
norma de orden 2 de esta funcién de transferencia, es decir minimizar / Tow /2, entonces
se esta considerando un control éptimo H.. En cambio, si se pretende minimizar [Tow !
se tratara de control éptimo H...

La solucién del control 6ptimo H, deriva directamente del problema LQG mediante una
adecuada eleccion de los pesos de la funcion de coste. La idea clave de esto esta en
que en el caso LQG se esta considerando que tanto el ruido de proceso como el de
medida tienen densidad espectral plana. De este modo, minimizar la potencia de ruido
a la salida de un sistema lineal, cuando el ruido a la entrada tiene densidad de potencia
constante, es equivalente a minimizar la norma de orden 2 de la funcién de
transferencia.

El disefio de controladores basados en norma-« tiene su punto de partida en 7987 a
raiz de un trabajo de Zames en el que estudiaba la minimizacién de funciones de
sensibilidad. Se empez6 estudiando soluciones frecuenciales, basadas en interpolacion
del tipo Nevanlinna-Pick y en métodos frecuenciales relacionados con factorizacion
espectral y norma de Hankel.

Fue en 71984 cuando Doyle presentd una solucion en el dominio temporal, espacio de
estado, y se relacion6 el problema de control éptimo H., con el problema de Nehari
(minima distancia de acuerdo al criterio de norma de Hankel). Este método propuesto
era computacionalmente costoso.

En 1989 se publica un articulo, [Do89], que cabe considerar el inicio de la hegemonia
de la solucién en el espacio de estado, frente a las soluciones frecuenciales que mas o
menos se habian ido desarrollando y perfeccionando en los afos anteriores. El método
propuesto en [Do89] permite el disefio de controladores subdptimos segun el criterio H.,
a partir de la resolucion de dos ecuaciones de Riccati, una correspondiente a un
controlador por realimentacion de estado y otra al observador (similitud con LQG). Al
decir controlador suboptimo significa que se disefia un controlador que haga que se
cumpla que / Tow /.. esté por debajo de una cota, y reduciendo sucesivamente esta cota
nos iremos aproximando al 6ptimo.

Parte de la importancia creciente del control éptimo por norma-wo cabe atribuirlo a la
validez de este criterio para ser aplicado en sistemas con incertidumbre, y relacionarlo
con criterios de estabilidad basados en normas, como el método de la pequena
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ganancia. Todo ello lo hace adecuado para resolver muchos problemas practicos
relacionados con Control Robusto (ver Capitulo V).

A nivel tedrico, en la década de los 90 se esta trabajando en la extension del control
optimo por norma infinita a sistemas no lineales. Actualmente, la teoria H, para
sistemas no lineales estd mucho menos desarrollada que para sistemas lineales, y es
una linea de investigacion abierta. También tienen mucho interés los denominados
criterios mixed H»H., que plantean optimizar la norma H, de un sistema, pero
manteniendo al mismo tiempo acotada su norma infinita. A continuacién se detallan
algunos trabajos representativos de lo que son las lineas de investigacion sobre la
tematica de norma infinita:

e En el articulo [Ba93], se estudia el aplicar a un sistema no lineal una realimentacion,
también no lineal, con la que se obtenga un sistema resultante que sea disipativo
e internamente estable. La utilidad de ello esta en su aplicacion como método
para estabilizar sistemas no lineales.

¢ La atenuacion de perturbaciones, mediante realimentacion de estado, en sistemas no
lineales es tratada en [Is92]. El controlador resultante es no lineal, y tiene en
cuenta la estabilidad interna del sistema en lazo cerrado. La obtencion de dicho
controlador no lineal obliga a resolver una ecuacion de Hamilton-Jacobi-Isaacs,
siendo computacionalmente costoso y no siempre posible.

e En [Sc92] se realimenta no linealmente un sistema no lineal, para minimizar su
ganancia L,. Para obtener el controlador adecuado a ello se ha de resolver una
desigualdad del tipo Hamilton-Jacobi-lsaacs.

e Una buena publicacion sobre optimizacion mixed H-/H., es [Zh94]. La idea de dicho
criterio mezcla consiste en disefiar un controlador que optimice un criterio H»
pero con la restriccion de que la norma-co del mismo esté por debajo de una
cota. Tiene interés en sistemas que se quieran disefar de acuerdo a la norma de
orden 2 (justificado por la presencia de ruido blanco gausiano) y a los que
ademas se quiere dar un cierto grado de robustez frente a algun tipo de
incertidumbre. La solucidon se obtiene de resolver dos ecuaciones de Riccati
acopladas, lo cual hace que sea costoso computacionalmente. Es un area activa
de investigacion.

e En [Sh95] se plantea y resuelve el problema de seguimiento (fracking) de acuerdo a
un criterio H.. Es decir, conseguir que la salida del sistema a controlar se
aproxime en lo posible a la senal de referencia externa. La solucién obtenida es
valida para sistemas lineales variantes, y se obtiene a partir de un criterio 6ptimo
que considera horizonte finito.
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¢ Una realimentacion no lineal de salida, para optimizar la ganancia L, de un sistema no
lineal, se estudia en [Is95]. El controlador se obtiene de resolver dos
desigualdades de Hamilton-Jacobi-Isaacs.
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IV.2.- Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dado un sistema, caracterizable por n ecuaciones diferenciales (ecuaciones de
estado), tal como el siguiente

X = f(x,u,t), ylacondicion inicial x(0)= x,

que se puede interpretar como un conjunto de ecuaciones de restriccion, que rigen el
funcionamiento de un sistema dinamico. El problema de optimizacion consistira en
hallar la sefial de control u optima (uep), en el sentido de que minimice una funcion de
coste del tipo

Coste= [, f ,(xut)d

lo cual, generalizado a una condicion inicial x(t), queda descrito asi

J=Jxut)=[" 1 (xut)

Jop=Jop)=mini J

La funcion de coste penaliza tanto las variables de estado x
como la propia sefial de control u. La solucion se puede obtener por diversos enfoques
tedricos, y lo que nos interesa en nuestro caso es solo el resultado final, que es un
conjunto de ecuaciones conocidas como ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman. Para
mas detalles, acudir a la referencia [An89].

En primer lugar, se define la denominada funcién Hamiltoniana del siguiente modo
H(x, pu )= f xu)+p(t)" fix

abreviado H = f0+pr

en donde se ha hecho uso, para su definicion, de una
funcién auxiliar p(t). Se demuestra que, en el caso de control 6ptimo se ha de cumplir la
ecuacion de Bellman, que se enuncia asi

_ aJDp
ot

=min{f(,(x,u,z)+[%) 1
" Ox
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o lo que es lo mismo, haciendo uso de la igualdad siguiente

0J
= l‘:_
pP=rp) P
entonces, la ecuacion de Bellman queda escrita de este otro modo
aJap_ .
o minf
Ademas, con el controlador optimo se cumple la siguiente

ecuacion de Hamilton-Jacobi

0J,

WP—"_H(XOI))”O[H p;l) =

siendo Uy Y Xop €l control y la trayectoria Optima,
respectivamente.

Desarrollando y compactando los resultados anteriores, se llega a la formulacién
conocida como minimo de Pontryagin, que consiste en una serie de condiciones
(ecuaciones) que ha de cumplir el control éptimo, y son las siguientes

. OH 0Jop . OH o0J,
X=—:7_; p=—2; p=_ — H(xoptiop V)=

o P P Hlxwu P

Ademas, se demuestra que
la senal de control u que minimiza la funcién de coste planteada es la misma que
minimiza la funcién Hamiltoniana, y por tanto se puede obtener de resolver esta
desigualdad

min { H }: H(xop)UOpJ p:t)

Hxupt)=H,,
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IV.2.1.- El problema LQR.

El regulador lineal cuadratico 6ptimo (Linear Quadratic Regulator) es quizas el
resultado mas conocido en teoria de optimizacion de sistemas dinamicos lineales. Las
ecuaciones de restriccion vienen dadas por las de un sistema lineal, expresado en
forma de variable de estado de este modo

x=Ax+B

donde x es el vector de las variables de estado y u el vector de la senal de
control. Se pretende conocer para qué sefial de control u se tiene el minimo de la
funcién de coste cuadratica siguiente

J = ,[51/ (x"Wix+u" W,u

donde se pondera tanto las variables de estado x como la propia sefal de control u. En
primer lugar se obtiene la funcién Hamiltoniana

H=Hx,pu)=x"w,x+u" w,utp (Ax+

cuyo minimo, en funcion de u, se puede obtener derivando e igualando a cero. De este
modo, la ley de control 6ptima es

Substituyendo el control 6ptimo en las ecuaciones previas, y haciendo uso de las
condiciones del minimo de Pontryagin, se tiene el sistema de ecuaciones siguiente

p

)'c=Ax-BW‘2’BT(3

p_ T, P
—_— x_ —_—
5= Wix-4 ( 2)
que escrito en forma matricial es equivalente a
N { A -BW}]BT}
) L, A"\ (4
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Si se definen unas matrices Q y R del modo indicado a continuacion, se compacta aun
mas las notacion

Pyl o |l /2
(2) O -4 (2)_

O=w,, R= BwjiB",

Para completar la solucidon del problema de optimizacion
planteado, es necesario resolver el sistema matricial anterior. Para ello, se define la
matriz de Riccati P del siguiente modo

o Y _payx

y al incorporar esta definicién al sistema anterior, se llega a que
la matriz P debe cumplir la ecuacién diferencial siguiente

-P=A"P+PA+Q+PRP; P(t,)=0,

O,R Ctricas y definidas positivas
conocida como ecuacion de Riccati diferencial.
Ademas, tanto el coste como el control o6ptimo
se pueden expresar en funcion de la solucién de dicha ecuacion P(t)

up=_W3iB " POx(t)=_K)x(1); Bu,(t)=R P(t) x()

Jop:ng(O)XO

Las siguientes igualdades se
obtienen mediante calculo diferencial
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i Px=x"A"Px+y"B"Px
xTPx:xTPAX‘I‘xTPBu

xTPx:_xTATPx—xTPAx—xTQx—xTP}

y de este modo

d(xTPx):

y T Px+x'Px+y Px=
t

=x" A" Px+y" B" Px+
+xTPAx+xTPBM-
-xTATPx-xTPAx-xTQx-xTPRPx:

T
= _.XT W] X+(_uop) WZ u +uT W2 (_uop)+u§p WZ Uo

e integrando se obtiene la igualdad
:_xTWI‘x_uTW2u+(u_uup)TW2(u_uop)

J:Jop_’_j;)/ (u-uop)T WZ(u'uop/

siendo y,,= W3 B" Px

que pone de manifiesto de qué modo repercuten en el
nivel de optimalidad las desviaciones de la sefal de control respecto a la sefial de
control 6ptima.

También es importante conocer la particularizacion de todo lo anterior para el caso de
funcién de coste con horizonte infinito, es decir cuando f es infinito, ya que en este caso
la ecuacion de Riccati a resolver es una ecuacion algebraica, tal como

A"P+PA+Q+PRP

que se relaciona con la matriz Hamiltoniana del siguiente modo
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La matriz Hamiltoniana la asociaremos a una ecuacion de Riccati algebraica (ARE), y
la matriz P sera la solucion de esta ecuacion.
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IV.2.2.- El problema LQG.

El regulador LQG (Linear Quadratic Gaussian) establece cual es la realimentacion
optima que aplicada a un sistema lineal contaminado con ruido blanco gausiano en su
salida (ruido de medida) y en su entrada (ruido de proceso). El problema es similar al
del control LQR, con el afiadido de la incertidumbre de las sefiales ruidosas.

Las ecuaciones de estado del sistema a optimizar son

x=Ax+Bu+l

y=Cx+v

en donde el efecto del ruido de proceso y del ruido de medida se ha incorporado al
sistema de ecuaciones mediante las senales wy v, respectivamente.

El objetivo es minimizar la siguiente funcion de coste

J:E{J.;;O(XT Wix"tu wou

gue es un criterio cuadratico medio con horizonte infinito. El operador E{} (esperanza)
aplicado a la integral anterior lo que hace es promediar estadisticamente la integral
cuadratica. Para obtener la realimentacion 6ptima se ha de disponer de la informacién
estadistica del ruido de proceso y del ruido de medida, que esta caracterizada por la
media y las correlaciones de las sefiales wy v, tal como

w@)| |0
E{vm}}_M

w(t) T ], | Rww 0
E{L(tj[wm v(r)]}—[ —

Se esta considerando que los ruidos de proceso y de medida estan incorrelados, y las
autocorrelaciones vienen dadas por funciones delta de Dirac. La realimentacion éptima
de la salida, en el sentido de minimizar el criterio anteriormente planteado, viene dado
por el principio de separacion, que establece que esta realimentacion optima se
descompone en un estimador de estado 6ptimo y un controlador 6ptimo LQR que
realimenta las variables de estado estimadas.

La estructura del estimador es

E=AE+Bu+K,(y-C
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siendo K. la solucién de la ecuacion de Riccati siguiente

. A" -C"R,.C

_F waFT -A
Ap,+pP, A"+ R, T"-P,C"RLC P,
K.=P,C"R;

El controlador 6ptimo es similar al obtenido en el problema LQR resuelto
anteriormente, es decir

A -B -1 T
PH=Ric({ W“ﬂ)

W, -A
A" Py+Py A+W,-Py BWi B Py
K:=W3iB' Pu
y finalmente, la realimentacion optima del estado éptimamente identificado sera
u=_Ke.c¢

En sintesis, se puede expresar la realimentacion éptima como un filtro de entrada y y
salida u, cuya transformada de Laplace viene dada por

U(s)=F(s)Y(s)

F(S){A-KGC-BKC}

_KC
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IV.3.- Ecuacion de Riccati y matriz Hamiltoniana.

La solucion al problema de optimizaciéon pasa muchas veces por la resolucion de una
o varias ecuaciones de Riccati algebraicas (ARE). Por ejemplo, es el caso visto en el
control cuadratico LQR y LQG, y también sera el caso en la optimizacion segun el
criterio de la norma-2 y de la norma-. Es por esto que interesa conocer las
condiciones y forma de la solucién de la ecuacion de Riccati asociada a una cierta
matriz Hamiltoniana.

Sea la matriz Hamiltoniana siguiente

{ j|
H
Q A

A, Q: R, c SRnxn ; H = ERzann ;

O, R son matrices _(tricas

y la ecuacion algebraica de Riccati (ARE) asociada a la
matriz H es

A"P+PA+PRP+Q =

Se define la matriz J como

y se puede comprobar que se cumple la relaciéon

J'HJ= JHJ=_

Consecuencia de lo anterior es que la matrices H y -H son
similares, y si A es un autovalor de H también lo sera -A. Por tanto los autovalores son
simétricos respecto al eje imaginario, y si no hay autovalores en el eje imaginario la
mitad de los autovalores seran estrictamente estables y la otra mitad estrictamente
inestables. Cada autovalor tendra asociado su autovector, y de este modo se define

A'(H)e "y sus autovectores en V"

A (H)e ~ ysus autovectoresen |~
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Los siguientes teoremas, cuya demostracion se halla en [Kn93] y en [Zh96],
establecen condiciones necesarias y suficientes de existencia de una solucién
estabilizable de una determinada ARE

Si se cumple que

i) H no tiene autovalores en el eje imaginario

ii) los subespacios V™ y Im L} son complementarios

entonces Juna eenica soluci®n P dela ARE

tal que P g8 Sgg{l%%l)é gﬁ%ﬁLR P)e =

i) H no tiene autovalores en el eje imaginario
ii)R>20 o R<0
iii) (A, R) es estabilizable
entonces Juna cenica soluci®n P dela ARE

A esta matriz P tal que Pes Ctrica y A((A+RP)e real y simétrica,
solucion B B estabilizable de

una ecuacion de Riccati algebraica, asociada a una matriz Hamiltoniana, la indicaremos
como P=Ric(H).
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IV.4.- Norma-2.

IV.4.1.- Definicion y computo.

Indudablemente, los criterios de optimizacion cuadraticos han sido y son los mas
empleados tanto en Procesado de sefial como en Teoria de Control. En parte, cabe
atribuir el motivo de este éxito a que su optimizacion suele conducir a soluciones
lineales, mas o menos implementables. Ademas, las funciones de coste cuadraticas
tienen una interpretacion fisica relacionada con magnitudes fisicas tan conocidas como
la energia y la potencia.

A continuacién, veremos como se define y minimiza la norma-2 de un sistema, y cual
es su relacion con un tipo concreto de criterio cuadratico. Consideremos un sistema

lineal y estrictamente estable, con una entrada y una salida (SISO), formulado en forma
de espacio de estado de este modo

x=Ax+tBu
y=Cx
estrictamente estable A(A)e =
donde el operador A(:) representa los autovalores de la matriz a la que se aplica. El

sistema anterior, formulado como funcién de transferencia en el dominio de Laplace
viene dado por

G=G(s)=C(sI-4)"

y su respuesta impulsional sera

g:g(l‘)zcem

El calculo de la norma de orden 2 del sistema anterior se puede realizar a partir de las
siguientes definiciones de los gramianos de controlabilidad y de observabilidad:

¢ Se define como gramiano de controlabilidad L. a la siguiente funcion

L.=[,e" BB ' di

que es posible obtener de un modo indirecto, ya que si se plantea la siguiente igualdad,
obtenida mediante derivacion,
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d(eAthtBTeA t) — AeAtBBT eATt+eAtBBTeATt

posteriormente integrando de 0 a «,
y teniendo en cuenta que para una matriz A estable se cumple que

se llega a las relaciones siguientes

-BR"=AL.+L. A"

siendo .= [, ¢"' B B" et dt

¢ De igual forma, el gramiano de observabilidad L, se
define y obtiene de un modo similar

dATt Tch
(e''C e):A

T T
dt TeA tCTCeAt+eAtCTCeA

integrando se obtiene-C"' C= 4" [, + L, A4

siendo [,,= feAT’CT Cetldt

Las anteriores definiciones de
gramiano de controlabilidad y
gramiano de observabilidad tienen interés en cuanto a su utilidad en el computo de la
norma de orden 2 de un sistema lineal. Si se define la norma-2 de un sistema lineal y
causal como la integral (entre los limite de 0 a « por motivos de causalidad) del
cuadrado de su respuesta impulsional, y esta expresion se relaciona con las
definiciones de gramianos ya expuestas, se obtiene

"W dt=[7Ce BB "' CTdt=[] B "' C" Ce'' Bdt

=CL.C"=B"L,B

que escrito con la simbologia
propia de normas es equivalente a
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1
g ,= G ,=(CL.C"):=(B"L
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V.4.2.- Minimizacién de la norma-2.

El objetivo que se pretende ahora es minimizar, mediante realimentacion u de una
medida y, la norma de orden 2 de la funcidn de transferencia que relaciona la entrada w
con la salida z de un sistema lineal.

Las ecuaciones de estado del sistema en cuestion son

x:AX+b1W,t+b

y=cxtdyw,
que por simplicidad consideraremos SISO. La sefales
Wy Y w, son el ruido de proceso y el de medida, respectivamente. El
sistema anterior también se puede representar asi

X=Ax+B,wt+B,u

y=C,x+Dyw
siendo
Wi
donde u es |a w= y Blz[b] 0]) BZ=b2; C2=c)' D21=[0 dZIseﬁaI a
w
realimentar, de g modo que se
consiga minimizar  la

funcién de coste de orden-2 siguiente
_ 2
J_ _Cx_2+_d12
que definiendo la variable z asi
z=C;x+tDpu

siendo

zZ= 1‘ C]= ; D12= ;
Z2 0 di

_ 2 2 _ 2_ T AT T ~T
entonces J=_z, ,t_z, 5= z ;=x C;Cixtu Di:

permite decir que lo que se
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pretende es reducir en lo posible el efecto de w en z, minimizando la norma 2 de la
funcion de transferencia que relaciona ambas.

De las definiciones anteriores, se sigue que se cumple la siguiente propiedad de
ortogonalidad

B, D% =0

que es equivalente a decir que el ruido de medida y el de proceso que
se consideran estan incorrelados. Una vez establecida una realimentacion de la salida y
a la sefal de control u, la relacion entre wy z se puede expresar mediante una funcién
de transferencia

z=T.V

Todas las ecuaciones anteriores se pueden compactar en un sistema
generalizado, obteniéndose en este caso

x| [ 4 B B,
z|=|C, 0 D
y C: D 0

Este problema de optimizacion de norma-2, tal como se ha planteado, se puede
demostrar que es similar al problema LQG resuelto en un apartado anterior. La
similaridad deriva de tomar el problema LQG y considerar estas funciones peso

W,=CiC,; W:=DpDip;

wazl; va=D21D§1;

y por tanto, la solucion se obtiene de resolver las dos ecuaciones de Riccati
correspondientes al bloque controlador y al bloque estimador, es decir
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controlador
K.= (D?z D[Z)_] By X

A X+X A+ClC,-X B,(D5H D) BS

estimador

K.~ YC;(DHD;)_I

siendo la realimentacién Optima,
segin el criteio de Y A"+AY+B,B/-YC5(D: D)’ C;Yminima norma-2, la
siguiente

u=_K.¢

E=AE+Bu+K,(v-C.

y el controlador optimo, en forma compacta, viene dado
por

U(s)=F(s)Y(s)

A'KeCZ_BZKc:|_1

F(S):{
-K.
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IV.5.- Norma-=.

IV.5.1.- Definicion y computo.

Los inicios de la teoria de control H., éptimo se remontan a un trabajo de Zames
presentado en 1981, en el que estudiaba, para un sistema lineal SISO, el disefio de un
controlador con el que se obtenia un sistema en lazo cerrado estable y que minimizaba
la norma infinita (el valor del pico) de la funcién de sensibilidad.

Este primer trabajo de Zames fue el inicio de un creciente interés en el desarrollo
tedrico y aplicacion del criterio de optimizacion de norma infinita en diferentes ambitos y
problemas. De entre las diferentes formulaciones del problema, la que tiene mas interés
en nuestro caso es la formulacién y solucion de lo que se conoce como problema
standard. Sea el esquema de la figura /V.2,

- QISTIIa
Generalizado

Nrantraladar -
Fig.IV.2: Estructura del problema standard.

en el que tanto el bloque del sistema generalizado como el del controlador son sistemas
lineales. El problema standard consiste en hallar el controlador para el cual la norma
infinita de la funcidon de transferencia entre la entrada w y la salida z tiene minima
norma infinita. Desde la década de los 80 se han publicado diversos trabajos
relacionados con la solucion de este problema, tanto desde un enfoque frecuencial
como desde el punto de vista de espacio de estado. La referencia basica a la solucion
en el espacio de estado del problema standard se encuentra en [Do89]. Una referencia
mas reciente es [Zh96].

Sea un sistema lineal y estrictamente estable, descrito en el espacio de estado, tal
como

x=Ax+Bu

y=Cx

estrictamente estable A(A)e =

y cuya funcion de transferencia es
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G=G(s)=C(sI-A4)"

entonces, se define la funcion de transferencia normalizada
por v de este modo

G,=y'CGI-4)'B=y"C

La matriz  Hamiltoniana asociada al sistema
normalizado anterior se construye a partir de sus parametros, siendo su expresion

u-| A4 BB
CTC _AT

y se puede comprobar que se cumple la siguiente propiedad
[Do89]

! 1+[0 BT (sI H)'I[jE
I S o -
1-G () G,(-) i (

Por tanto, de la igualdad anterior se deduce que
si la matriz H no tiene autovalores en el eje imaginario entonces se cumplira que

|G, (jw)#1 Vo

y, como ademas la funcién G(s) es estrictamente propia, es decir

G()=1

entonces se llega a la conclusion siguiente

si|G(jo)#1 Vo

entonces _G,_, <1y portanto_G__<)
es decir que, si la matriz Hamiltoniana no
tiene autovalores en el eje imaginario ello
significa que la funcion de transferencia G(s) tiene norma infinita inferior a .

De este modo, es posible obtener por aproximacion la norma-« de la funcidon de
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transferencia G(s) mediante el siguiente algoritmo iterativo:
i) Se toma un valor inicial de v.

ii) Se construye la matriz H, y se hallan sus autovalores.

i) Si algun autovalor de H esta en eje imaginario, se aumenta vy y se vuelve al paso ii).
Si no, se disminuye v y se vuelve al paso ii).

IV.5.2.- Ganancia L, de un sistema lineal.

En un sistema lineal, el concepto de norma infinita esta muy relacionado con lo que se
denomina ganancia de orden 2 o ganancia L,. Una demostracion directa de esto se
obtiene del teorema de Parseval.

Sea un sistema lineal, cuya relacion entrada salida se plantea en términos de una
convolucion tal como

y)=g®*x(

entonces, aplicando el teorema de Parseval siguen las siguientes
desigualdades

17y di= ZL 116G of | Xj o f do
T
V0 di<sup(1 G o )5~ 171 X o) do

v, S\sup(|1Gl o)) x_,

J_ <y

_x_2
que  demuestran - . que el cociente
entre las normas Si€ndoy=\sup(1GG o)) =sup(1GG©))=_G 4o orden 2 de la
salida y la entrada esta acotado por la
norma infinita de la funcion de

transferencia del sistema lineal. Usando teoria de optimizacion se puede llegar al
mismo resultado, e interesa conocer esta demostracion para desarrollos posteriores.
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Supongamos un sistema lineal en forma de variables de estado, tal como

cuya funcién de transferencia viene dada por

G(s)=C(s[-A)"F

Se define la siguiente funcién de coste

JO=["(y" y-r’u"wdt=["(x"c"Cx-u" y’u)

que consiste en una funcidn de coste cuadratica con horizonte infinito, y lo que se
quiere es maximizar respecto a u. Para ello, haciendo uso de la teoria de optimizacion
expuesta en un apartado previo, se plantea una funcién Hamiltoniana tal como

H=x"c"Cx-y"y u+p (Ax+1i

que debera ser maximizada respecto a u,
ya que el objetivo que se persigue es el de la optimizacion entendida como
maximizacion.

El maximo se puede hallar derivando respecto a u e igualando a cero, y se obtiene la
Uqgp (U que optimiza) y las igualdades siguientes

OH

a—u:-272u0p+BTP:
_B'p
Uop — 2 72
2 tratandose de una optimizacion con  horizonte
infinito, el valor del Hamiltoniano para la senal de control 6ptima

(asociada a la solucion P de la ecuacion de Riccati correspondiente) es
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T . 2. r T ~T —
p x-y uopuup+x C Cx=

siendo en este caso la matriz Hamiltoniana la siguiente

{A R}
H=
0 -4

y la ecuacion de Riccati algebraica correspondiente a la matriz Hamiltoniana anterior es

A"P+PA+Q+PRP:

Para cualquier otra u que no sea uy, se cumplira la desigualdad

pT)'c-;/zuTu-FxTCTCxS

y sabiendo que

Jop=Jop0)=x(t)" Px(t); p(t)=2Px

entonces : —2L=p"
se puede indicar asi
dJop 2T T
—Z vy uty y<i
i v Y
El signo del coste optimo Jgp también se puede evaluar. Se

substituye en la derivada del coste Optimo las expresiones ya conocidas, Yy
posteriormente se integra, obteniéndose

dJap —

x' (-Q+PRP)x
dt

Jo=["x"(O-PRP)xdt=x(t) Px
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y por tanto
sSiP20_J,(1)=0

En este caso, recordando que

Jop(©) [0 (Y y)dt-y [} (W wdt< J,(

se llega a la siguiente desigualdad en terminologia de normas

To(©)F v 3<y’ u 5+ J,(

2
>t

x(0) Px(o)+_y 1<y u_

Finalmente, si se considera que las condiciones iniciales son nulas, ya que se esta
evaluando la salida como consecuencia de una entrada y no de condiciones iniciales,
se obtendra

LSINY

Y

_y_j-}/z_u_jﬁ-x(oo)TPx(oo)SO_ <

LSINY

u

Los resultados anteriores  pueden
usarse para establecer una técnica sistematica de busqueda de la cota de la ganancia
L, de un sistema lineal. Se procedera del siguiente modo:

1.- Elegir un valor de v.

2.- Intentar resolver la ecuacion de Riccati correspondiente:

2.1.- Si tiene solucidn definida positiva: la v elegida cumple la desigualdad, por tanto se
disminuye el valor de v y se vuelve a testear (volver a 2.-).

2.2.- Si no: se aumenta v, y se vuelve a testear (volver a 2.-).
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IV.5.3.- Atenuacion de perturbaciones via realimentacion de estado.

El problema que ahora se plantea es el de hallar cual es la realimentacion éptima u
para que la norma infinita de una funcién de transferencia sea minima.

El sistema lineal que se considera es el siguiente

x=Ax+pB,w+pR

z=C;xtDpu
donde u es la sefal de control, y w es la perturbacion cuyo efecto en z
se quiere atenuar. Ademas, por simplicidad, consideraremos que u es un escalar, y zy
w son vectores. Al considerarse realimentacion de estado significa que se supone que
de algun modo las variables de estado del sistema x son accesibles.

Se plantea una funcion de coste a optimizar tal como

2

Juw)=[7 (" z-y’ wwdt=_z >3-y

y en este caso, optimizar significa hallar los valores de u y w 6ptimos en el sentido
siguiente

J(u op» W) < J(u op’ Wop) < J(u: Wop

Jop= I thopr Wop)
o lo que es lo mismo, se busca el valor de w para el
cual se maximiza la funcién de coste (la peor perturbacion), y el valor de u que minimiza
la funcion de coste (la mejor realimentacion).

El Hamiltoniano correspondiente a este problema de optimizacion es
H=_Cx+Dpu_5-y° w y+p (Ax+B,w:

y aplicando teoria de optimizacion se obtienen los correspondientes valores de uy w
que optimizan la funcion de coste, de acuerdo a lo planteado previamente

—
s =
s 3
(I
|
I
=
N~ N~
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donde R se ha definido asi
70
R:|:7/ ; R/i=Dp5Dp
0 R,

Por tanto, la solucién 6ptima se obtiene con estos valores de uy w

Wop = F1X, up=F2X

donde F; y F, se han definido como
1
F1=731TP; F.=-R/(B:P+Di,C),
La ecuacion algebraica de Riccati a
resolver es

ATP+PA+CIC,+y FIF,-FY R F.

y haciendo un cambio de variables, es
equivalente a

A=A4-B,R' D}, C,

Q=Ci(I-D: R/ D1,)C,

1
R=—B,B/-B:R/ B’
v
e ] iccati: A" P+P A+Q+ = ,

El  Hamiltoniano la ecuaci®n de Riccati: 4 P+PA+Q+PRP correspondiente  a
esta ultima ecuacion de Riccati
es

S 4
Q4
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Si se considera que la realimentacion es la 6ptima, es decir u=uop, pero que la sefial w
no lo es, entonces se obtiene la desigualdad

d
(T 2y (W S

Si ahora se integra de 0 a o, y se supone condiciones iniciales nulas, se debera
cumplir que

x(0) Px(o)+_z <y’

y finalmente se tiene

SiP20 y u=y,,

¢ 2 < 2 2 I .
enionces _z_,>y _W_, paracuaiquier w

Para evaluar la derivada del coste
optimo, primero se obtienen las
relaciones

_)'CTPX:xTATPX‘FWTB,TPX‘i‘uTBg

xTPX=xTPAx+xTPBIW+xTPf
y derivando y substituyendo

d(x" Px) _

" xTPx+xTPX:

=x"(A"P+PA)x+w B Px+x"PB,wty' BiPx+x"PB,u=
2
= X' CiCix-y x FiF;x+x FyR F:x+w Bl Px+x" PByw+y' By Px+y'
2 T 2 2
:_XTCfCI'x-}/ Wop Wop+u£pR1uop+7/ WTWZp—i_]/ W(Z)-pw—i_uTBng—i_xTPB

2 2 T
:_xrciclxdl_]/ WTW_J/ (W_Wop) (W_Wop)_‘_uZpRluop_‘_uTBng_l—xTPBZ

= 'ZTZ+7/2 WT W'7/2 (W-Wop)T (W-Wop)+(u -uop)T Rl(u 'uop)
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Integrando de fy a t;

x(tf)TPx(tf)‘x(to)TPx(to):_J.” (ZTZ']/2 w W)df"‘f;;engeu dt'72J’Z

to

y, particularizando los limites de integracion de 0 a « y considerando condiciones
iniciales nulas, se tiene

x(0) Px(o)+ z_5-y" _w 5= _el 3-y°

Finalmente, y recordando que se ha de cumplir que P>0, se llega a la desigualdad

2 2 2 R 2 2
Z_ Y W LS el ) e

De esta desigualdad se deduce que si la funcién de transferencia que relaciona el
error w-we, con el error u-uy, tiene norma-o menor o igual a v, es decir si

R 2 2 2
—T@xlew—mgj/ — _6141_2_7/ _ew_2£0

entonces
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y por tanto

La importancia de estas relaciones esta en que si no es posible acceder a
las variables de estado, sino que se han de obtener mediante un estimador, entonces el
estimador 6ptimo sera aquel que optimice la funcién de transferencia entre los errores
en wy en u. Esto se usara para resolver el problema de minimizacion de norma infinita
por realimentacién de la salida [Do89].
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IV.5.4.- Atenuacion de perturbaciones via realimentacion de la salida.

El problema que ahora se va a considerar consiste en establecer una realimentacion
de una sefal de medida, a partir de la cual se consiga reducir la norma-co de un
sistema. El sistema a optimizar, formulado en modo generalizado es

X A B Bz-
z|=|Cy 0 D
y C, Du 0

donde se considera que w es el vector de perturbaciones, que afecta directamente a las
variables de estado x y a la sefial medida que se ha de realimentar y. El efecto de la
perturbacion w en z debe ser minimizado de acuerdo al criterio de minimizar la norma-«
de la funcion de transferencia que relaciona w con z. Por simplicidad, se considera que
uy y son escalares, y w y z son vectores. El mecanismo de optimizacion sera
estableciendo la sefal de control u, en funcion de y, con la cual se obtiene un sistema
en lazo cerrado con minima norma infinita.

El sistema anterior es equivalente ha haber escrito

1

[

x=Ax+[B, Bz]{
Z:CIX+[DII D1z]l

y=aC: X+[D21 Dzz]

con D41y Dy nulos. La senal y es la salida medble a
realimentar, a partir de la cual se va a generar la seial de control u con la que minimizar
el efecto de la perturbacion w en z.

Se supone que Dys y D2, son nulos, lo que es equivalente a considerar que en la
variable a optimizar (z) no se considera efecto directo de perturbacion, y que la variable

que se realimenta (y) esta relacionada con u mediante una funcién de transferencia
estrictamente propia. Ademas, se ha de cumplir que

(A, B,) es estabilizable

(C,, A)es detectable

ademas de ciertas condiciones de rango de las matrices (ver [Zh96]).
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Se llega a la solucion de este problema a través de un extenso desarrollo tedrico, que
puede encontrarse en diversas referencias como [Do89], [Kn93] ,[Sh93] y [Zh96]. El
resultado final al que se llega es similar al del control 6ptimo LQG, es decir, el
controlador éptimo se puede descomponer en un controlador optimo propiamente mas
un estimador 6ptimo. La base de esto se justifica con el principio de separacion.

Para exponer el resultado final es necesario que se definan los Hamiltonianos
siguientes

" :|:A'32D12D1T2C1 7-ZB1BJT'le~)1zBE
'CITC~'1 '(A'Bzﬁul)ITZCI)2

;- (A-B/D;DZ]Cz)T 7_2C{C1'C§l~)21(
” 'é]ng -(A-B1D§1D21C;

donde se ha hecho uso de unas
variables auxiliares definidas asi

B,= BI(]_Dé-]EZ]DZ[/
61 =(-Di D, Dsz)C
D= (D} Dzz)_l

D> =(D2x D§1)_1

e Entonces, si y solo si se cumple que

i) X,=Ric(H,)>
ii)Y..= Ric(J.)z

existe el controlador subdptimo ) p(X - Yo) <y ‘K(s) con el que se cumple que

/Tzw /oo<Y [Do89].
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En la condicion iii) aparece el operador p(M), radio espectral, y aplicado a una matriz
consiste en: el mayor valor absoluto de entre los valores absolutos de los autovalores
de dicha matriz.

Cabe hacer las siguientes consideraciones respecto al controlador que se obtiene
como solucion del problema de optimizacién planteado:

e Para que el problema tenga solucién, ademas de cumplir las condiciones i) ii) y iii),
también es necesario que los diferentes vectores y matrices que aparecen en la
formulacion cumplan unas condiciones de dimension y rango (ver [Sh93] y
[Zh96]).

¢ El orden del controlador obtenido no supera al del sistema que se esta controlando.

e El controlador que se obtiene es suboptimo, ya que cumple la cota con desigualdad, y
no hay una condicion de unicidad de esta solucion: es decir, no es el unico
controlador que cumple esta cota. Para obtener el 6ptimo se debe ir reduciendo
v € ir obteniendo los subdptimos correspondientes, mientras sea posible. De
este modo, se llegaria al 6ptimo por aproximacion.

e En [Bh91] se ha realizado un estudio de como se produce esta aproximacion al
optimo. Matematicamente, se puede interpretar que el problema de optimizacion
es el de hallar el minimo valor de y para el cual se cumplen las tres condiciones
anteriores: i) ii) y iii). En dicho trabajo, [Bh91], se llega al resultado de que si se
disminuye demasiado v, la primera condicion que se deja de cumplir es la de
que las matrices X, y Y, sean semidefinidas positivas. Si todavia disminuye
mas, entonces estas matrices ya dejan de existir, es decir que no hay solucién
de las ecuaciones de Riccati correspondientes.

A continuacion se va a detallar como se obtiene el controlador correspondiente,
haciendo uso del principio de separacion: se descompone el controlador en una
realimentacion y un estimador.
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Recordando que, en el apartado anterior habiamos definido las funciones F; y F, asi

Fi=—==, F,=_Dn(ByX.*+DpC

entonces, se obtiene el siguiente controlador de estado que realimenta las variables de
estado identificadas

K.=D;:(B: Xt Dis(

u=_K.&
y el estimador de estado es

‘f:A§+B1W+32U+ZooKe(y'Cz4§'D21W)
tomando u=F, y w=F, &
se obtiene éE:A§+BzF1§+BzFz§+ZwKe()/-C2§-D21}

siendo K,=(Y.,C5+ D =77V X
g K.=(YoC2¥BiD2)Dsy ¥ Zo=(-y Y X controlador,

en forma compacta
queda formulado asi

K(S)=|:K” Kzz}

K2 0

Ki=A-B:Ke-ZoKeCo+y (B/B)-ZwK.Dx B

KIZ = Zoo Ke
K:=_K.
siendo todo el sistema en lazo
U(s)= K(s) Y(s
cerrado el =K 1) siguiente

IV.- Optimizacion de normas

V-1



SHE 5o

y, substituyendo cada variable por su expresion,

quedaria

é ZooKeC2 A'B2K3+}/-ZB]B?Xoo-ZooKe(CZ—'_}/_ZDZIB?XOO) f ZO(
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V.- CONTROL ROBUSTO Y NORMA INFINITA.

V.1. Introduccion.

La finalidad del control robusto es el disefio de sistemas de control en lazo cerrado
para controlar sistemas con incertidumbre. En un sistema existe incertidumbre cuando
no es conocido de un modo exacto un modelo del mismo, y por ello tampoco es posible
disenar de un modo exacto, matematicamente, el controlador mas apropiado.
Habitualmente, se caracteriza el sistema incierto mediante un término nominal mas otro
término que representa la desviacion respecto a dicho comportamiento nominal, y
generalmente esta desviacion no es conocida de un modo riguroso.

Por ejemplo, si se trata de incertidumbre debida a dinamica no modelada lineal, puede
ser sencillo conocer una cota de los valores maximos de desviacion de su respuesta
frecuencial. Y en este caso, el disefio del controlador robusto se sistematiza bastante.
En cambio, si es debida a dinamica no lineal, el planteamiento del problema ya no es
tan simple, existiendo diversidad de enfoques de como hallar el controlador adecuado.
Dos buenas referencias, que son una recopilacion de articulos publicados desde la
década de los 60, son [Do87] y [Do90].

A continuacion se expondran, en sintesis, las bases en que se fundamenta la
Teoria de Control Robusto, haciendo un especial énfasis en su relacion con la
optimizacion por norma infinita.

V.2.- Control Robusto e incertidumbre.

A un sistema del cual no se conoce de un modo exacto la descripcion matematica de
su comportamiento se le denomina incierto. Supongamos un sistema incierto, en el que
su relacion entrada-salida esta expresada mediante el funcional siguiente

P=p +Al

donde P, representa a lo que se denomina sistema nominal, que es el
término que se supone conocido, y generalmente lineal. En cambio, la desviacion
respecto al nominal, AP, es quasi-desconocida: no se tiene una descripcion matematica
exacta de la misma, pero si algun tipo de informacion. En el caso de una desviacion
debida a dinamica lineal, esta informacion podria ser la siguiente
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AP @)|<|W( @)

Yo

es decir, una cota de su respuesta frecuencial. En este
caso, se tendria una planta lineal incierta, pero con una acotacion de la incertidumbre
en el dominio frecuencial.

Los objetivos que persigue el control robusto son basicamente dos:

i) La estabilidad robusta, que establece las condiciones que se han de cumplir para que
el sistema incierto en lazo cerrado sea estable.

ii) El funcionamiento robusto, es decir, que el objetivo de control que nos hayamos
fijado se cumpla, pese a la incertidumbre.

Sea un sistema de control convencional, como el de la figura V.1

>‘K P

Fig.V.1: Sistema de control convencional.

donde P y K son funciones de transferencia asociadas a operadores lineales,
correspondientes al sistema incierto a controlar y al controlador, respectivamente.
Ademas, consideraremos que se dispone de un modelo de incertidumbre multiplicativo
de la planta [D092], tal como

P=p,(I1tA,

y con la incertidumbre acotada frecuencialmente por una funcion
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Wo, cumpliéndose entonces que

A @) <1 @)

Yo

Para establecer las condiciones de control robusto en el sistema de la figura V.7,
previamente es necesario definir, para el sistema incierto, las funciones de sensibilidad
S y de sensibilidad complementaria T, y para el sistema nominal S, y T,. Las
definiciones son las siguientes

sensibilidad — S = £- ;
x [I+PK
sensibilidad nominal — §,=
1+p, K
sensibilidad complementaria — T = y__PK
x I+PK
s . . P, K
sensibilidad nominal complementaria — T, =
1+p,i
Noétese que las funciones
anteriores cumplen que
S+T=1
SotT,=
Por tanto, un decremento de S ha de ser a costa de un incremento de T, y
viceversa. Y lo mismo cabe decir de So y de T,. Si lo que se pretende es

disefar un controlador que minimice S, lo cual seria equivalente a establecer una
condicion de seguimiento, se conseguira a cambio de un incremento de T, o lo que es
lo mismo a cambio de aumentar la sefial de control. Minimizar S se puede entender
como minimizar la norma infinita de su respuesta frecuencial, que seria como disenar
pensando en la frecuencia a la cual hay un mayor error de seguimiento. Por otro lado,
un valor elevado de T puede ser causa de inestabilidad, debido al efecto en el lazo
cerrado de la incertidumbre.

Generalmente, se plantea la minimizacion de W;S, donde W; es una funcién peso en
el dominio frecuencial, que lo que hace es penalizar de diferente modo aquellos
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margenes de frecuencia de la sensibilidad, segun interese insensibilizar mas o menos.

En la referencia [D092] se encuentra la demostracion de las condiciones de estabilidad
y funcionamiento robusto para el sistema lineal, con incertidumbre lineal multiplicativa,
de la figura V.1. Estas condiciones son:

i) Se tiene estabilidad robusta si y solo si

WZTO oo<

ii) Se tiene funcionamiento robusto y estable si y solo si

AW S\ HIWL T, -

La condicion ii) es la que debe cumplir el controlador robusto
para que el sistema en lazo cerrado sea estable y tenga un minimo error de
seguimiento, incluso en presencia de la cantidad de incertidumbre considerada
(incorporada en el disefio en W>). Ademas, al problema matematico planteado en ii) se
le denomina mixed sensitivy, ya que el disefo tiene en cuenta la minimizaciéon de una
mezcla de objetivos, generalmente la sensibilidad y otra funcion mas, que en este caso
es la sensibilidad complementaria. La solucién ha de ser un compromiso entre dos
objetivos contrapuestos.

A continuacién, se entrara en mas detalle de qué es la mixed sensitivity y su
resolucion matematica.

V.3.- Mixed Sensitivity.

Precisamente, el hecho de que los objetivos de la mixed sensitivity sean contrapuestos
es lo que hace que la obtencion del controlador adecuado no sea trivial.

Sin embargo, a través de una interpretacion de qué es lo que se pretende con la
mixed sensitivity, se llega a una formulacion de dicho problema que lo relaciona
directamente con el ya comentado problema standard en teoria de optimizacién de
norma infinita, cuyo planteamiento y resolucién han sido expuestas en el capitulo /V.

Vamos a relacionar ambos problemas. Notese que si se cumple la siguiente
desigualdad
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|:WI So:| .
T,
que es equivalente a (ver Apéndice I

WSS WL TS L <]

en cuyo caso, se esta cumpliendo la condicion i) que
asegura estabilidad, y ademas se tiene en cuenta la minimizacion de la funcién de
sensibilidad nominal. Sin embargo, la condicion ii) de funcionamiento robusto no se
cumple rigurosamente, aunque cuanto menor sea la norma infinita anterior mas cerca
se estara del funcionamiento robusto [D092]. De este modo, se enlaza el problema de
control robusto con el de optimizacion de norma infinita (el ya comentado problema
standard), y puede ser resuelto en el dominio del espacio de estado mediante el
método propuesto en [Do89], tal como se ha explicado en el apartado /V.5.4.

En la figura V.2 se puede ver una representacion grafica que simboliza el significado
del problema de mixed sensitivity

W1 921 W2 9:

+ u

erK Fo

Fig.vV.2: Rep?esentacién grafica de la mixed sensitivity.

\4

de donde se obtienen las siguientes relaciones matematicas

ZI=Wiw-W,;Po,i
ZZZWZPou

. .. y= W-Pou .
que escrito en forma matricial es equivalente a
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- W] -Wlpo
|: :|= 0 WZPO [

] 'Po

siendo W;y W, las funciones de peso relativas a sensibilidad y a
estabilidad, respectivamente, ya definidas anteriormente.

De este modo, el problema de disefio de controladores robustos para sistemas con
incertidumbre multiplicativa lineal ha quedado bien establecido, y su resolucion es
posible mediante optimizacion de norma infinita. El siguiente paso a dar es saber como
proceder cuando la incertidumbre es no lineal.

En la extensa y reciente literatura sobre la tematica de Control Robusto, también se ha
estudiado la robustez ante incertidumbre no lineal y/o variante. Sin embargo, los
resultados a los que se ha llegado son muy especificos a no linealidades de un
determinado tipo, y acotadas de las formas mas diversas. Esta no uniformidad, en el
caso de incertidumbre no lineal, hace que el disefno del controlador no esté tan
sistematizado como en el caso lineal.

A continuacién, se detallara algunas de las referencias mas interesantes del tema de
control robusto y mixed sensitivity. Algunos, estudian el caso de incertidumbre lineal y
otros de no lineal.

La sintesis de la aportacion de estos trabajos, cronolégicamente ordenados, es la
siguiente:

e En [Za63], Zames realizd un trabajo pionero en la tematica de control robusto no
lineal, al plantearse el estudio del siguiente sistema en lazo cerrado

I(-) %‘ L(s)

Fig.V.3: Sistema no lineal estudiado por Zames.
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en donde N(-) es una no linealidad estatica acotada sectorialmente, L(s) una funcion de
transferencia pasobanda de segundo orden y K una constante. La relacion
entrada salida se expresa mediante un funcional G, tal como

y=G)

siendo G = G,+AG

en donde el funcional nominal G, es lineal, ya que es la funcion de
transferencia en lazo cerrado aproximando la no
linealidad por una recta. A continuacion, Zames analizé la mejor realimentacion
constante K en el sentido de disminuir la diferencia entre el sistema obtenido G y
el que se obtendria sin no linealidad, G,, es decir minimizar AG. Para ello, hizo
servir el concepto de "ganancia de un sistema", con un planteamiento y
resultados similares a los de la teoria de la pequeia ganancia, y estableciendo
las bases de la teoria de control robusto.

e En [Za81], se plantea hallar un controlador K que haga que un sistema lineal en lazo
cerrado sea estable, y ademas se minimice la norma infinita de la sensibilidad S,
o lo que es lo mismo, el mayor valor de la respuesta frecuencial de S. Este
articulo fue el que popularizé el empleo de norma infinita en control robusto,
siendo pionero en el enfoque de lo que se denomina mixed sensitivity (ya
comentado anteriormente).

e En un articulo de J.P. Calvet y Y. Arkun (1989), incorporado a la recopilacion [Do90],
se aplica una realimentacién lineal a lo que denominan un sistema quasi-
linealizado. El sistema, primeramente es quasi-linealizado mediante linealizacion
entrada-estado. Quasi-linealizado significa que en el sistema resultante aparece
un término no lineal, a modo de perturbacién aditiva y acotada en su norma de
orden 2. A continuacion, se plantea una realimentacion lineal y se estudia la
estabilidad del lazo cerrado mediante funciones de Lyapunov.

e En [Ku90] se emplea mixed sensitivity en una aplicacion en automocion. En sistemas
de inyeccion de carburante, debido a cambios de temperatura se producen
también cambios en la viscosidad del combustible, lo cual implica variaciones en
la posicion del solenoide que regula la salida de carburante. Por tanto, se quiere
controlar, o sea insensibilizar, la posicidon de dicho solenoide frente a dichos
cambios de temperatura. Para ello, en primer lugar se realiza una identificacion
del sistema, trazando varios diagramas de Bode de la planta entre 0°C a 60°C.
Se toma el sistema nominal a 25°C, y a partir de éste se determina un modelo
de incertidumbre multiplicativo, considerando la dinamica incierta lineal.
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Finalmente, se disefa el controlador Optimo por norma infinita. El resultado
obtenido es correcto, mostrando una respuesta estable y robusta en el margen
de temperatura de 0°C a 60°C.

¢ En una publicacion de M. Fu (et al.), incorporada en [Bh91], se considera el problema

standard de minimizacion de norma infinita para un sistema con incertidumbre
variante con el tiempo y con perturbaciones externas. Se establece la
realimentacion que asegura una minima acotacion de la norma infinita a partir de
la solucion de ecuaciones de Riccati modificadas.

e La referencia [Li93] es un buen ejemplo de aplicacion de control robusto a un

problema concreto. En dicho articulo, se controla un péndulo invertido en el que
se considera incertidumbre debido a rozamiento no modelado. Es decir, que los
efectos no lineales de la planta no se modelan, pero se tiene en cuenta su
presencia y la minimizacion de su efecto. Esta no linealidad debida al rozamiento
es la incertidumbre a eliminar, y en este articulo se considera como si fuera una
incertidumbre lineal. El controlador se disefia mediante mixed sensitivity lineal,
aplicando optimizacion por norma infinita. Consecuencia de esto es que no todos
los controlador que se obtienen, para diferentes ponderaciones de la mixed
sensitivity, funcionan bien. Alguno de ellos incluso llega a inestabilizar el sistema
en lazo cerrado. Se puede decir que lo que se hace es considerar, por
simplicidad, la incertidumbre como lineal e ir obteniendo y probando diferentes
disenos de controladores, obtenidos de las distintas ponderaciones.

e En [C094] se aplica optimizacidon por norma infinita el control de las estructuras

flexibles que han de soportar cdmaras de TV sobre un vehiculo, en donde el
movimiento de la camara esta sujeto a perturbaciones externas imprevisibles
pero acotables, incertidumbre. Por medio de un giréscopo se obtiene una sefial
de error, que sirve de referencia a partir de la cual se compensan errores de
movimiento en dos ejes.

e El trabajo [Gu94] considera el problema standard de optimizacién de norma infinita via

realimentacion de variables de estado, pero considerando que la perturbacion w
depende no linealmente de la sefial de control, 0 sea una relacion del tipo
w=p(u). Se supone que esta relacién no lineal cumple una desigualdad asociada
a una forma cuadratica, y se emplea esta informacion para modificar la ecuacion
de Riccati que surge al plantear el problema standard, incluyéndose en dicha
ecuacion la matriz de la forma cuadratica que acota la no linealidad. Se
demuestra, que la realimentacién de estado resultante de esta ecuacion de
Riccati modificada, da lugar a un sistema en lazo cerrado con ganancia de
norma de orden 2, respecto a la perturbacion, acotada.

e En [Sh94] se busca un comportamiento robusto en lazo cerrado, mediante un

controlador lineal, para una planta y un controlador perturbados por dinamica
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incierta variable con el tiempo. Se entiende estabilidad como ganancia finita para
sefiales de energia finita. La estabilidad en lazo cerrado no se resuelve mediante
teorema de la pequefia ganancia, por considerarlo demasiado conservativo. Se
analiza la estabilidad de ganancia finita de norma /5, y se obtiene una condicion,
haciendo uso de los valores singulares, para la cual hay estabilidad robusta en
lazo cerrado.

e En [Su94] se considera la estabilizacion y funcionamiento robusto en sistemas con
incertidumbres paramétricas lineales, mediante un sistema de control por
modelo de referencia, con dos controladores, uno que actua a la entrada de la
planta y el otro en la sefal realimentada. En primer lugar se realiza una
realimentacion nominal, de acuerdo a la planta nominal y al sistema de
referencia deseado, y luego otra realimentacion correctora de la incertidumbre.
Se usa norma infinita para medir la diferencia entre los sistemas en lazo cerrado
nominal y perturbado con incertidumbre lineal. Luego, se plantea una estructura
fija de los controladores y se eligen sus parametros buscandose una norma
infinita del error minima.

En general, los trabajos que se han publicado sobre mixed sensitivity abordando la
problematica de la dinamica no lineal lo han hecho a partir de un planteamiento muy
abstracto y basado en que se cumplan unas condiciones matematicas muy especificas.
Esto es habitual en la mayoria de trabajos sobre la tematica de control robusto, y mas
aun en el caso de incertidumbre no lineal: se obtienen resultados basados en un
planteamiento que se basa en el cumplimiento de unas condiciones matematicas que,
en una aplicacion a un caso practico, dificilmente se cumpliran. Es mas, aunque se
quiera, en muchos casos es dificil determinar si se cumplen o no, con lo cual los
resultados que aportan estos articulos no dejan de ser resoluciones de complicados
ejercicios matematicos.

Con este capitulo se finaliza los temas relativos a bases tedricas y antecedentes.
A continuaciéon, se desarrollara el método de linealizacion propuesto, establecido a
partir del contenido de los capitulos anteriores.

El método se basara en un control por modelo de referencia que tenga en cuenta la
incertidumbre de las no linealidades. De la diferencia entre modelo y sistema no lineal
se obtendra una sefal de error. Realimentando linealmente este error, se quiere
disminuir el efecto de las no linealidades, que pueden ser interpretadas como
incertidumbre, y que deberan estar acotadas. Las bases teodricas relativas a modelado
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de sistemas no lineales pueden ser utiles para este propésito de separar parte lineal y
parte no lineal en el sistema a linealizar (Capitulo Il). Y la obtencién de cotas para no
linealidades se expone en el Capitulo Ill.

Una vez separada la parte no lineal y la lineal, se tendra un sistema incierto del tipo
multiplicativo. Y el siguiente paso sera el disefio del controlador lineal que atenue al
maximo la presencia de la incertidumbre en el sistema error. Este disefio se hara por
medio de la optimizacién de norma infinita (Capitulo IV). La estabilidad en lazo cerrado
guedara establecida por el Teorema de la Pequefia Ganancia (Capitulo III).
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VI.- LINEALIZACION MEDIANTE NORMA INFINITA.

VI.1.- Introduccién. Enunciado del problema.

Tal como se ha comentado en el capitulo 1V, existe una teoria de optimizacion de
ganancia L, aplicable a sistemas no lineales. Esta teoria estudia cual es el controlador
adecuado para minimizar dicha ganancia, o sea que minimice la relacion entre las
normas de orden 2 de la salida y de la entrada del sistema. En este sentido, la ganancia
L, de un sistema no lineal hace un papel similar a la norma infinita en sistemas lineales.
En las referencias [Ba93], [Is92] y [Sc92] se encuentran desarrollados los principios
basicos sobre el tema (ver capitulo /V).

Sin embargo, la realidad es que la teoria de optimizacién de ganancia L, aplicable a
sistemas no lineales, en la actualidad adolece de varios problemas:

e Esta poco desarrollada a nivel tedrico, no siendo sencillo ni sistematico el disefo del
controlador correspondiente.

¢ Es solo aplicable a tipos muy concretos de sistemas no lineales, de los que ademas
se debe conocer exactamente su formulacidon matematica, generalmente en
ecuaciones de estado.

e Su realizacién implica el uso de controladores no lineales , y en algunos casos
también de estimadores de estado no lineales, lo cual es una fuerte limitacion
desde un punto de vista practico.

El objetivo en esta Tesis es extender la teoria de norma infinita existente para
sistemas lineales, de modo que con ciertas modificaciones sea aplicable a sistemas no
lineales. Ademas, la finalidad que se busca con el método propuesto es la de
linealizacion. El método presentado se caracterizara por:

e Para establecer el objetivo de linealizacion se hara uso de un modelo de referencia
lineal, y de este modo se estara planteando un problema de seguimiento.

¢ El sistema no lineal debera ser particionado en un bloque lineal y otro no lineal. El
modelado mediante expansién en serie de Volterra puede ser util para este
proposito (ver apartado //.2). Ademas, de la parte no lineal se debera conocer
una cota de su ganancia L, mientras que la parte lineal ha de estar caracterizada
en formulacion de estado.
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e La parte lineal se estructurara de forma igual al conocido problema standard en teoria
de optimizacidbn de norma infinita, haciendo las no linealidades el papel de
perturbacioén (ver apartado /V.5).

¢ Finalmente, se disefiara el controlador 6ptimo (y lineal) que minimice el efecto de las
perturbaciones (no linealidades) en la parte lineal (ver apartado /V.5). Ademas,
usando el método de la pequefia ganancia se determinara la estabilidad del lazo
cerrado (ver apartado /11.4).

En la figura VI.1 puede verse el esquema de lo que es un sistema de control por
modelo de referencia en paralelo, que sera el que consideremos en lo sucesivo

Modelo de Ym
Referencia

(Lineal) - e

u, v +
— Sistema
no Lineal y
P

Controlador el

Fig.VI.1: Sistema de control por modelo de referencia.

En la figura VI.1, la sefal de error e es la diferencia entre el sistema lineal y el no
lineal. Entonces, el objetivo esta en disefar el controlador mas adecuado que haga que
este error sea minimo. La sefial que genera el controlador es v, y ésta sera la
excitacion, entrada, del sistema no lineal.

Supongamos que el sistema no lineal que se quiere linealizar puede ser caracterizado
por un conjunto de ecuaciones de estado, del siguiente modo

Xp=Ax, b p(V) b

yp:CxP
donde se considera un sistema SISO, y por tanto y, y v son
escalares. La sefal y, es la salida del sistema no lineal, y v
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su entrada. Ademas, las no linealidades estan modeladas por una funcion que depende
de la entrada v, siendo el término ¢(v) un funcional que las caracteriza
matematicamente. O sea, que las no linealidades estan expresadas en funciéon de la
entrada v del sistema no lineal.

El comportamiento no lineal que se ha modelado, se puede considerar como una
sefal de perturbacion w,, definida asi

wx = @(v)

y de este modo la formulacién total obtenida es la siguiente

XP:AXp+b1Wx+Z

yp:CxP

En el planteamiento estandarizado que se hace del
problema de optimizacién de norma infinita de un sistema lineal (ver capitulo /V),
se considera la existencia de una perturbacion (w) cuyo efecto se debe
minimizar. Si esta perturbacion es externa, no depende de ninguna variable del
sistema. En nuestro caso, ya que wy esta modelando no linealidades, diremos
que es una perturbacion interna.

Sin embargo, los resultados que se obtengan se pueden particularizar al caso en que
wy fuera un ruido. Es decir, que el enfoque del control por modelo de referencia
también es valido para cancelar ruido, no sélo no linealidades.

Ademas, también se puede distinguir entre no linealidades dependientes de la entrada
v 0 no linealidades dependientes de la salida y,. En este segundo caso, la
formulacion anterior seria con la wy siguiente

w.=0(y,

El siguiente sistema que se va a definir sera el modelo de referencia. Teniendo
presente que el objetivo esta en que la salida del sistema no lineal y, debe seguir a la
salida del sistema modelo y,,, el modelo de referencia lineal se buscara que sea lo mas
parecido a la componente lineal del sistema a linealizar. Con ello, se reducen esfuerzos
de la senal de control, cuya unica finalidad sera la de atenuar el efecto de las no
linealidades. Sin embargo, el planteamiento que se hara también sera valido en el caso
en que se quiera compensar dinamica no modelada lineal. En este caso, la presencia
de ésta debera también incorporarse a w.
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El modelo de referencia se formula como un sistema lineal, tal como

.X.:m:AXn1+b21

Y= CXm
donde se toma un modelo igual a la parte lineal del sistema no lineal, y
se considera que corresponde a una funcion de transferencia
estrictamente propia.

De este modo, se obtiene un sistema error, matematicamente caracterizado por las
ecuaciones siguientes

X=Xp~Xm

e:yp-ym

X=Ax+b,w,th,v-b,

. e=cCcXx .
en donde x son las variables de estado del sistema error, e es

su salida, y v la entrada. Igual que antes, w, es la
perturbacion, que ya se ha dicho que puede tener origen externo (ruidos o
interferencias) o interno (dinamica no lineal o la lineal que se aparte del modelo).
Ademas, en el caso de perturbacion interna, ésta puede depender bien de la entrada v
o bien de la salida y, del sistema no lineal.

Definiendo la senal v como

v=uty

se obtiene el sistema error siguiente

x: AX+bI Wx+b
e=cx
Por tanto, ya se tiene formulado matematicamente el  objetivo:
obtener la sefal de control u para la cual se tenga el menor error e. Enfocandolo como

una optimizaciéon por norma infinita, queda claro que lo que se querra es minimizar la
norma infinita de la funcién de transferencia que relaciona e con w,.
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Pero, en el caso en que wy tenga un origen interno, es decir que directa o
indirectamente tenga relacion con u, entonces se debe considerar que quizas se esté
obteniendo una norma pequefia a cambio de incrementar excesivamente la seial de
control u, y en consecuencia con peligro de incrementar la no linealidad e incluso de
inestabilizar.
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VI.2.- Atenuacioén éptima de perturbaciones externas.

Sea el sistema error obtenido en el apartado anterior, para el caso en que la
perturbacién wy es una sefial externa, y por tanto no depende de ninguna de las
variables del propio sistema.

Es decir, el problema que se plantea ahora es el de atenuar ruido en un sistema lineal
contaminado por una perturbacion externa, contando con ello con la ayuda de un
modelo de referencia limpio de perturbacion.

El sistema error formulado en espacio de estado es

x:AX+bIW,v+b

A continuacién, se ha de buscar un formulacién del problema de
modo que sea aplicable la teoria de minimizacion de normas de
acuerdo al criterio H... Para ello, en primer lugar se ha de definir el vector z asociado a
las variables a minimizar. La eleccién de z es

en donde la componente z; tiene en cuenta el propio error e, mientras
que z» penaliza el coste de la senal de control u, ponderada por un escalar gs. Se
puede reescribir lo anterior de este modo

B O e
Z_Mx g

siendo

— ¢ . — 0-
C1_{0] D= ﬂ1|

La sefal de realimentacion u se ha de obtener a partir de
una medida de la salida del sistema error e. Esta medida la denominaremos y, y se
supone que esta contaminada por un ruido de medida w,. Ademas, se incluira un
escalar B2 que ponderara este ruido de medida. De este modo, todo esto es formulado

asi
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yZCX+/82Wy:CZX+[0 ,Bz][wx}:Cx

Wy

siendo w= {Wﬂ

Wy

donde se ha definido el vector perturbacion w, que incluye los dos tipos de ruido
descritos: wy que hace el papel de ruido de proceso y w, que es un ruido de medida.

Todo lo anterior, si se escribe en la forma compactada presentada en el capitulo de
optimizacion de norma infinita (capitulo /V), queda representado en el sistema
generalizado siguiente

X A B, B,
z|=|Cy 0 D
y C, Dy 0

siendo
B]:[b] 0], 32:[0 bz
c 0
C,= 0 ;, D= B, N
. o C.=¢; DZI:[O ﬂz]f
El objetivo de optimizacion se ha de alcanzar
realimentando con un controlador lineal la senal

medida y. De este modo, la sefial de control u sera consecuencia de un filtraje
lineal de y, que expresado en terminologia de transformada de Laplace es
equivalente a

U(s)=K(s) Y(s)

donde U(s)= {u®)};, Y(is)= _{ y@)};

Siguiendo con el disefo, lo que se
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quiere es minimizar la ganancia cuadratica (norma infinita) entre los vectores de sefal w
y z. Es decir, hallar la realimentacion u para la que se cumple la desigualdad

2_ 2
Z_ Sy w

con el minimo valor de y. Como se esta considerando un sistema SISO
y ademas existe ortogonalidad entre C; y D+ (es inmediato comprobarlo), ello supone
que

2_ 2 2
z ,=_C/;x*tDpu_,=_C;x_,*+_,

Esta ortogonalidad es debida a que la variable
a controlar z tiene dos componentes: una parte dependiente de las variables de estado
x y otra que depende de u y que penaliza la sefal de control, y ambas son
independientes entre si.

Como se considera que el sistema es SISO (una entrada u y una salida e) y haciendo
uso de las definicion de C; y D, antes presentadas, la ecuacion anterior puede
reescribirse asi

2 2,2
Z_,=_e B

Por tanto, se quiere disefar el controlador con el que sea posible obtener la minima v
que cumpla la desigualdad siguiente

2 2 2 _ 2
_e tp _u Sy m

Tal como esta planteado el problema, ya es factible usar el método iterativo de
solucién del problema standard, expuesto en el apartado /V.5.4, para obtener el
controlador apropiado asociado a la minima v .

Particularizando las ecuaciones del apartado /V.5.4 al caso concreto que estamos
considerando, se tiene que
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Di»=(Di: D12)_1 = ([0 ,31] )_1 =

D> =(D2x Dgz)il = ([0 ﬂz]

0
ézz(l'é{ﬁ }[0 ﬁ]])C1=C1

1

5= Bi(I ’{0}[0 )
B, =Bi(l— = B,
1 BB ’
y ademas, se cumplen las
ortogonales siguientes
B, D5=0
D, C,=0
Las matrices Hamiltonianas obtenidas son

4 B/BI BB

X..= Ric( B
'CTC _AT
y
A" e cTC-
Y.= Ric( B
‘B1B]T 'A_

relaciones

Ahora, la dificultad que se plantea para obtener el controlador, viene dada por tener
que jugar con tres parametros de disefio, que son: la cota y, el peso 3s con que se
pondera la sefial de control y el peso 3, de la ponderacion de la incertidumbre en la
medida. Por tanto, es importante tener claro el efecto de cada uno de estos parametros
en el diseno del controlador, y elegirlos de modo adecuado. Es decir, vamos a tratar de
sistematizar en lo posible la obtencién del controlador mas adecuado. Para ello,
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haremos uso de las siguientes acciones:

i) ElI parametro g, afecta directamente en el disefio del observador, y tiene un efecto
similar al que ocurre cuando se disefia un observador de Luenberger [An89]: si
el ruido de medida se penaliza poco, el ancho de banda del controlador
aumenta. En cambio, penalizar mucho este ruido de medida tiene el efecto de
reducir dicho ancho de banda.

ii) Si, en un principio, se da a B2 un valor pequefio, ya que no consideramos la
presencia de ruido de medida, entonces la ecuacién de Riccati correspondiente
al disefo del observador tiene una soluciéon que tiende a la que se obtiene al
plantear el criterio de minimizacion de la norma de orden 2, y es independiente
de v. En este caso, matematicamente la matriz Hamiltoniana es

A e
Y. = Ric( B
-B; B]T 'A_

la cual es independiente de vy, por lo que no tendra intervencion en el algoritmo de
optimizacion. El controlador que se obtiene es

VL.- Linealizacion mediante norma infinita

VI-1



_[Ku|Ke
w27

siendo

T T
Kn=A-B2B2Xe ) 4 BiBIX. ZoKc Do
B, /4 /4
Kin=Z.K=(-7’Y.X.)' K.
B) X,
KZI = _Kc =_ - 2
B
K.= Youc
i) Entonces, se © B buscara el
minimo valor de vy para el
cual existe solucion de la

ecuacion de Riccati de la realimentacion de estado, y no hara falta comprobar la
del estimador ya que no depende de vy. Los parametros v y 3¢ seran los que
intervendran directamente en la busqueda de la realimentacion de estado
optima, teniendo en cuenta que hay un compromiso entre ambos parametros, ya
que aumentar uno obliga a disminuir el otro.

iv) Una vez se han obtenido unos valores concretos de ambos parametros, se procede
a ir incrementado el valor de B, hasta que sea posible, es decir mientras se
pueda resolver las ecuacion de Riccati correspondiente. Con esto, lo que se
hace es disminuir al maximo el ancho de banda del observador, sin afectar a la
solucion obtenida anteriormente.
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VL.3.- Atenuacién éptima de perturbaciones internas. Linealizacion.

En este apartado, se plantea qué ocurre cuando la perturbacién no es externa, sino de
origen interno. Este es el caso cuando w caracteriza la dinamica no lineal, o la lineal no
modelada. Y lo importante es saber de que modo se alterara el planteamiento hecho
respecto al caso de perturbaciones externas.

En general, una perturbacion de origen interno puede depender de varias de las

variables internas del sistema. En nuestro caso, se analizaran dos supuestos respecto
a la dinamica no lineal:

i) Un caso, que la no linealidad esté formulada en funcion de la entrada v del sistema no
lineal, y por tanto

wx = @(v)

y en este caso, el conjunto de ecuaciones a estudiar sera el siguiente

x:AX+bIW,v+b2

e=cx
X = V = u + I e .
i) Y el otro caso sera que esté we = (V) = 4 “formulada en funcion de la salida
Yp del sistema no lineal, y por tanto
w:=9(y,
y con este segundo planteamiento, al considerar que las no linealidades

estan formuladas dependientes de y, se obtienen las ecuaciones

x:AX+b]Wx+b2

wx:¢(yp):¢(y )

A la vista de este planteamiento, " los dos casos anteriores, queda
de manifiesto que se ha de disefar una realimentacion
(controlador) que optimice la norma infinita de la parte lineal, como ocurre en el caso de
la atenuacién de perturbaciones externas, pero ademas se ha de estudiar el efecto de
la realimentacion en las no linealidades, es decir en w.
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Podria darse el caso que se consiguiera disminuir la norma infinita del bloque lineal a
costa de aumentar excesivamente la no linealidad, e incluso a costa de inestabilizar el
sistema en lazo cerrado. Por tanto, el método de disefio a establecer debe minimizar la
norma infinita de la parte lineal y al mismo tiempo, mediante algun criterio de
estabilidad, asegurar que queda acotado el posible incremento de la no linealidad. De
este modo se mantendra la estabilidad en lazo cerrado.

En la figura VI.2 se puede ver, una representacion en diagrama de bloques del
sistema error al que se ha llegado, con la formulacion hecha del problema de
linealizacion en el caso en que la no linealidad depende de v. Se pone de manifiesto
que, la sefal de salida del controlador u actua en el sistema lineal, con la finalidad de
disminuir su norma infinita, y ademas afecta a la no linealidad.

Sistema

N Lineal
v

;2 u
Cantrnladanar I/

Fig.VI.2: Interconexion entre el bloque lineal y el no lineal.

El criterio de estabilidad que se emplearemos para determinar la estabilidad del
sistema de la figura VI.2 es el de la pequena ganancia. Es un criterio que se puede
establecer a partir de la norma inducida (ganancias de normas) del funcional que
caracteriza la no linealidad, y ademas permite determinar la estabilidad de un sistema
formado por la interconexion de varios subsistemas, con la unica informacion del
conocimiento de las cotas de la ganancia de la norma de orden p para cada subsistema
(ver 111.4.2).

Por tanto, el siguiente paso es incorporar el criterio de estabilidad de la pequefia
ganancia al sistema error obtenido anteriormente. Y con este propdsito, lo primero sera
obtener las normas inducidas del bloque lineal y del no lineal, tal como se hara en los
siguientes apartados.
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V1.3.1.- Cota del término lineal.

Tal como ya ha sido explicado, se considerara el termino lineal formulado como el
conocido problema standard en teoria de optimizacion de norma infinita, de este modo

x] [ 4 B B
z|=|C, 0 D
y C: D 0

siendo

Y el problema de optimizacion  ¢,=c¢ p,=[0 p,]consistra en  hallar la

realimentacion para la cual se cumple, con la menor vy, la
desigualdad
2 2
_Z_ LGSy w_
En la practica, en la busqueda del optimo es importante hacer uso de

la ponderaciones 31y B2. En el apartado VI.2 ya ha sido explicado un modo de realizar
esta busqueda, partiendo de un valor pequefio de 3, que luego se va incrementado.

Cabe tener presente las siguientes consideraciones:

e La ponderacion 34 lo que hace es penalizar en mayor o menor medida la magnitud de
la senal de control u, ya que tiene influencia directa en la norma infinita de la
funcién de transferencia que relaciona w con u, en lazo cerrado. Valores grandes
de B¢ haran que la sefal de control esté mas penalizada y por tanto que sea
menor dicha funcién de transferencia, o sea que se minimiza el mayor valor
posible de u.

En cambio, valores pequefios de B; permiten una senal de control u mayor. Si esto
ocurre, significa que u tendra mas influencia en el lazo cerrado, haciendo que la
norma infinita de la funcién que relaciona w con e disminuya, pero al aumentar u
en magnitud el peligro de inestabilidad es, a priori, mayor.
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¢ El valor de B, puede reducirse todo lo que se quiera, ya que en el problema que se
resuelve no se considera la presencia de incertidumbre en la medida de la sefial
de error a realimentar. Sin embargo, tiene interés no hacer demasiado pequena
esta B, para que exista una cierta proteccion frente a una posible presencia de
este tipo de incertidumbre.

El método de linealizacion expuesto consiste en ir hallando la v minima para los
diferentes valores de B; y B2 que convengan, y que se cumpla la condicion de
estabilidad.

En la practica es factible realizar una mejora a esto, que consistiria en ir buscando el
minimo de la norma infinita del sistema generalizado que se ha planteado, para
diferentes valores de Bsy B2, y a la vez obtener la norma infinita de la funcion de
transferencia que relaciona wy con cada uno de los términos del vector z (Que son e y
B1u), y asi conocer de que modo cada una de las componentes de z se ve afectada.

El problema numérico de obtener el controlador éptimo se resolvera programandolo
con MATLAB. Los datos del programa seran los parametros del sistema lineal
generalizado (que incorporan a 37y B2) y un valor propuesto de v, a partir del cual se
buscara el minimo.

Y a continuacién, cuando se ha obtenido el controlador asociado a este minimo, se
han de medir las normas infinita de cada una de las funciones de transferencia del
sistema en lazo cerrado, que relaciona wy con z. Es decir, midiendo, se obtendran las
siguientes cotas

_8_2 S }/e _WX_

—u_ZSj/u _Wx_
donde recordemos que e, Uy Wy son escalares.

Ademas, tal como se ha mostrado en el capitulo ///, estas cotas también sirven como
cota de la ganancia de las normas de orden 17 de las transformadas de Fourier, es decir
que también se cumplira que

—E_I S 76 _Wx_

—l]_lS yu _Wx_
siendo éstas unas relaciones que también se tendran en cuenta en
apartados posteriores.
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V1.3.2.- Cota del término no lineal.

Del término no lineal, caracterizado por

wx = @(v)

se debera disponer una relacién entre las normas de orden p de su entrada
(v) y su salida (wy), para poder incorporar este término al analisis de estabilidad
mediante el criterio de la pequefa sefial. Se consideraran dos posibilidades, que seran:
o bien tener acotada la relacién entre las normas de orden 2 de las sefales de salida y
de entrada, o bien tener acotada la relacién entre las normas de orden 7 de la
transformada de Fourier de las sefiales de salida y de entrada. Para cada uno de estos
casos, el problema queda particularizado de este modo:

i) Acotacidn de las norma de orden 2 de la salida respecto a la norma de orden 2 de la
entrada: En este caso, la relacion directa con el planteamiento tipico considerado
en la teoria de estabilidad por pequeina senal (ver capitulo /) se da cuando esta
acotacién es mediante una relacion lineal tal como

wr LSatar v

Y, si el término no lineal se puede modelar mediante una
expansion en serie de Volterra, entonces ya se mostro en el capitulo /// que era
posible obtener, a partir de los kernels, una relacion polindmica entre las normas
de orden 2 de entrada y salida, tal como

_Wx_> < ,0(_V_2)
siendo

_ 2
donde cada constante P(V-2)=Pot PV ot P V2Tt P 0 se obtiene de un

kernel.

i) Si se dispone de una cota de la ganancia entre normas de orden 1 de las
transformadas de Fourier, entonces las desigualdades son

W Saita, V
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Ademas, también era posible obtener una relacion polindmica a partir de la expansion
en serie de Volterra (ver capitulo //l), que la expresaremos asi

_Wx_] S p(_V_j)

siendo

POV _)=pytp, V_tp, V_i+.+p
Por tanto, los dos tipos de cota entre normas de entrada y de salida que se han
expuesto ha sido:
e bien una relacion lineal

e 0 bien una relacion polinémica (p(-)).

En este segundo caso, el polinomio relativo a la acotacion sera del tipo

P)=p,tpx+p,x ot py
siendo

. . x20
donde x es siempre positivo Pi ya que corresponde a una

norma. Y, si el polinomio ha sido sintetizado a partir de
una expansion en serie de Volterra, sus coeficientes seran todos positivos, ya que
provienen de acotaciones individuales de cada uno de los kernels, y por tanto sera una
funcion creciente.

También puede ser posible que los valores de x estén acotados dentro de un margen,
por ejemplo debido a una limitacién impuesta a las sefales de excitacion. Y en este
caso, el polinomio puede aproximarse, dentro de dicho margen, por una recta. Seria
una acotacion del tipo

PX)<a;tarx  parax < xysx

siendo

>0
- a2 =
en cuyo caso la estabilidad ! que se pueda establecer a
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través de esta aproximacion sera una estabilidad local, ya que solo seria valida dentro
de un margen de funcionamiento.
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VL1.3.3.- Cota del sistema global.

En los apartados anteriores se han analizado los bloques correspondientes a la parte
lineal y a la no lineal en que se ha descompuesto el sistema error, y se ha estudiado la
obtencion de normas inducidas asociadas a cada bloque.

El siguiente paso es relacionar entre si todos estos bloques, para obtener lo que han
de ser las cotas del sistema global en lazo cerrado. Y, en consecuencia, establecer:

e primero, si el sistema en lazo cerrado es estable
¢ y segundo, en cuanto se ha reducido el error entre el sistema lineal y el no lineal.
Distinguiremos entre no linealidades consideradas respecto a la entrada v, o bien

respecto a la salida y,, del sistema no lineal. En los siguientes apartados se
particularizaran los resultados para cada caso.

VI1.3.3.1.- No linealidad respecto a la entrada.

En este caso las ecuaciones del sistema error eran las siguientes

x:AX+b]Wx+b2

Wy = () = g(utu

y las desigualdades correspondientes a las relaciones
lineales entre las normas de orden 2 de la salida y la entrada de los
bloques que caracterizan la parte lineal y la parte no lineal, considerando la ausencia de
ruido de medida (w,=0), son

2 2 2 _ 2
e SHp u Sy _we

wr s%artar _ue_tas_

Si, con el propdsito de establecer una normalizacién, dividimos las desigualdades
anteriores por la norma de u., se obtiene
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Uce_ _Uc_ > Uc
Weo caitas Moy, _u
— 2
_Ue_ > _Uc_; _u

y haciendo un cambio de variables, para que sea mas cémoda la notacion, se llega a la
formulacion siguiente

L+pin<y’ I}

.fa.ta:l,

donde
_€_ _u_ _Wx_ artas_u.
I e T B 7 _
El objetivo, _Ue_; _Ue_; _Ue_; _Uuc_; disefio optimo,
es  hallar el maximo valor de
Iy, de entre los que cumplen las

desigualdades anteriores, ya que éste sera el valor mas grande de la norma de orden 2
de e, que recordemos que es el error entre el sistema no lineal y el modelo lineal. El
mayor valor de I es el peor caso de linealizacion, ya que es una medida de lo maximo
que puede apartarse el sistema no lineal del lineal.

Graficamente, el problema de optimizacion consiste en hallar el maximo valor de /y
sometido a las restricciones impuestas por las inecuaciones, se puede ver en la figura
V1.3
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(2)

region
intersectada

(1)

Fig.VI1.3: Region intersectada por las dos inecuaciones.

en donde se comprueba que el maximo pertenece a la region determinada por la
interseccion entre: la superficie de un cono, indicada por (1) en la figura VI3, y
matematicamente definida por

B+BIL=7I
y un volumen, indicado por (2), y matematicamente definido por

.<a.ta:l

Con la finalidad de hallar la expresion de este maximo, definiremos la variable k, que
nos permitira convertir la inecuacion anterior en una ecuacion, tal como

lz+k:ac+a21y kZ(

De este modo, el problema matematico es equivalente a encontrar el valor de /, que
maximiza una funciéon que depende de /,. Posteriormente, hallaremos el valor de k que
maximiza el resultado anterior. Es decir, se define la funcion f(:) a maximizar de este
modo

f)=1.
B+piE=yv (a.tasl,-k

y derivando respecto a /,, e igualando la derivada a cero, se obtiene
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0 0 2 2 2 .2
- =__ .t k) -
a1, az},(”“ @ely k) -Bily

2az72(as+azly-k)—2,8f]yzo

_a:r (ack)

[
o Bay

2
[
ac+a21y_k: ﬂzl z
v oa:

obteniéndose el valor maximo de /y siguiente

(l*)ZZyZ(ﬂ?ly )Z_ﬂleZﬂj_ﬁfj/zag a§74(ac_k)2:ﬂ57/2(ac—
Y as Y Yais  (Br-ady’) Br-azy

_7 Biack)

finalmente ([.)°
(Bi-az7’)

Ademas, se comprueba que es maximo para k=0, y por tanto para este valor se tiene
el maximo que acota al cociente entre las normas de orden 2 de la sefal error e y la
consigna uc, obteniéndose que

].< 7/ﬂ1ac _ /4 0(1+0(2_1/lc_

\/ﬂi‘aﬁj/z \/1_05572 _Uc_;
B
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Desnormalizando, la acotacién que se ha obtenido es

2
e < Yo +7a2_uc_

— =27 2.2 2 2
\/l_azﬂ’ \/1_0{27

2 2

Iy Iy

Y ademas, es sistematico deducir las cotas para el resto de normas de orden 2. Para
la sefal u, sabiendo que

piL=7"I

se obtiene l-=a.Ta:l

Yo
. B

Y para wy, el resultado es el siguiente

_Wx_, < (24

_Uc_; ]_7612

Iy

Por otro lado, y tal como se ha explicado en el apartado VI1.3.1, si se hace uso de la
informacion, medible, de las normas infinitas de las funciones de transferencia que
relacionan wy con cada uno de los términos de z, se llega al sistema de inecuaciones
siguiente
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e LSV, Wi,
U LSV, Wi,

Wx_zgal_i_az _u(,'_2+

en cuyo caso, despejando se — %2 -obtienen estas relaciones

a; a>
+ Ue

I-y,a: 1I-y,a>:"

_Wx_, <

u S j/llaI _j’_ 7““2
— A-yar I-y,an

— Ue_

e < Y.l 4 Vel2 ~
-y, o, 1-y,a:
y, de donde se deduce que la  condicion  suficiente
(criterio de la pequena ganancia) para que el
sistema total en lazo cerrado sea estable es

Ue

Yea:<I

Ademas, este resultado obtenido a partir de las cotas medidas es
igualmente valido si se realiza con la cota de la ganancia de las normas de orden 1 de
las transformadas de Fourier, 0 mas en general, con cualquier relacion entre normas en
las que la norma infinita sirva como cota de la ganancia.

Es mas, si se conoce que la cota correspondiente al término no lineal viene limitada
por una funcién o(-), las inecuaciones a resolver serian

_e_ S 7/() _WX_

_l/l_ S ]/u _Wx_

< Uty., )< u_+
donde /-/ puede ser la =" Pl UFuc JSP( U 0oma de orden 2 o la
norma de orden 71 de la transformada de Fourier, o
bien cualquier otra cuya ganancia esté acotada por la norma infinita. Resolver este
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sistema de inecuaciones entre normas implica hallar la solucion de este problema
matematico

hallar el m® ximo valor de _u_ que cumple

7up(_uc_+_u_)'_u_20

en funcionde y,

y se puede resolver por optimizacién numérica, para cada Jue/, teniendo en cuenta que
puede tener solucién o no. Si existe solucidbn acotada significa que el sistema es
estable, por estar la u acotada, en cuyo caso lo estaran también el resto de sefales del
sistema. También cabe considerar la posibilidad de que solo exista solucién en un
margen acotado de uc, lo cual significaria que es una solucion local: se habria obtenido
estabilidad y linealizacion en un margen de funcionamiento.
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VI1.3.3.2.- No linealidad respecto a la salida.

En este caso, el sistema es formulado de este modo

x:AX+bIW,t+b2

e=CcXx

wi=P(y, )=y,

y por tanto, las inecuaciones para el blogue lineal y el no lineal son

Wr_ sSartany, ue_Tar
donde vm es la norma infinita de la funcién de

transferencia del modelo de referencia lineal. Ademas,
se ha tomado, para la no linealidad, una cota lineal de la ganancia de orden 2.

Con la intencion de normalizar, se divide por la norma de u,

2 2 2
_C 2 _U_, 2 _Wx_,
> T 5 ' V4 2
_Uc_; _Uc_; _Ue_

_W,\:_2<a1+a27m_UC_z+a _€
— 2

Ue_ ) _Ue _u

y haciendo un cambio de variables se obtiene
L+BL<y I

.Za.Ta:l:

donde
_ _e_Z . — —u—Z . _ _Wx_> . — a1+a2 7/m _Uc
lx_ ’ ly_ s lz_—) ac_—
_Uc_; _Uc_; _Uce_; _Uce_;
A continuacion,
el objetivo es obtener las

correspondientes cotas en lazo cerrado, fundamentalmente la que relaciona la norma
de orden 2 de la sefal de error e con la norma de orden 2 de la consigna u.
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Buscaremos el maximo de /, a partir de la ecuaciones

B+B =91

Zz = ac + a: lx
y por tanto, igualando se obtiene

BB l=r (actasl,

Derivando respecto a |/, igualando a cero y despejando,
el resultado es

Ol

le al +ﬂ521y:27/2(ac+a21x)

y

ol

como =0_1,=0
siendo el resultado final
[=L%e
I-ya,

e < Yo +7/0{27m
- I-ya, 1-ya:;

R

Igual que en lo expuesto al considerar la no linealidad
respecto a la entrada, también en este caso se puede hacer uso de las cotas medidas,
es decir

e ZS}/G_W)C_

—u_ZS]/u _Wx_
lo cual conduce al sistema de inecuaciones
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e LSV, Wi,
U LSV, Wi,

we LSty an _ue s tas

y despejando, el resultado obtenido es

ai V2
_Wx_zg + m uc

]_7ea2 ]_yeaz_

< yual +7147/ma2

_u_,s _Ue_
I-ye a: I-ye a>
e < Yeli +7’e?’m062_u6_
I-y,a: 1-y,a:
Y este ultimo desarrollo es igualmente valido si se

considera la norma de orden 7 de las transformadas de Fourier (ver VI.3.7), siendo el
resultado

A I Vo2

X__ S _Uc_
= year 1-ya
U <L TiVn
— I-year I-y,ar T
, . ]-7/6 a: ]-J/e a:
Ademas, igual que se ha mostrado  cuando  se
consideraba la no linealidad respecto a la

entrada (ver VI.3.3.1), también en este caso se puede plantear una formulacién general
valida para cualquier norma que tenga como norma inducida la norma infinita, es decir
las inecuaciones
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e <y, we

u_ < }/“ Wy

we<p(_e_*y, u

lo cual implica resolver el problema siguiente

hallar el m®ximo valor de e que cumple

v.P(y, _u.t_ e )-_e 20

en funci®nde y.

que se puede resolver mediante optimizacion numérica. Si existe solucién acotada
significa que existira acotacion de normas, lo cual es una condicién suficiente de
estabilidad, y ademas el error e estara acotado. También es posible que sdélo exista
solucién en un cierto margen de valores de las normas, con lo que la solucion seria
local.
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VIl.- APLICACIONES.

VII.1.- Introduccion.

En el capitulo VI se ha desarrollado una metodologia de disefio de controladores para
sistemas con modelo de referencia, aplicable a la linealizacién de sistemas no lineales,
con las siguientes caracteristicas esenciales:

e Estructuracion del problema de linealizacién como un sistema de control por modelo
de referencia, haciendo uso de un sistema lineal a modo de modelo de
referencia.

e Diseno del controlador lineal aplicando teoria de optimizacién de norma infinita.

e Haciendo uso del criterio de la pequefia ganancia se comprueba la estabilidad del
sistema en lazo cerrado y ademas se determina una cota del error entre sistema
no lineal y lineal, dando ésto una medida de la linealizacién obtenida.

Ademas, el método propuesto no es solo valido para aplicaciones de linealizacion,
sino que también se puede emplear para eliminar dinamica no modelada lineal y para
eliminar la presencia de ruido interferente en un sistema. Es decir, en aquellas
aplicaciones en que se pretende que un sistema incierto siga a un modelo.

A continuacién, se mostrara una serie de ejemplos en los que se usaran varios de los
desarrollos expuestos y obtenidos en esta Tesis, con la finalidad de resolver diversos
problemas.
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VIl.2.- Cancelador de ruido externo.

El primer ejemplo que se va a desarrollar como aplicacién del método propuesto va a
consistir en cancelar, o mas bien atenuar, la presencia de ruido en un sistema.

Supongamos un sistema lineal, contaminado por una sefal externa wy que cabe

considerar como una interferencia, cuya respuesta viene dada por las siguientes
funciones de transferencia

Y o(8)=GplS) W) TG p(5)V(s)

que corresponde al sistema de la figura VII.1

= G,

v

Fig.VII.1: Sistema lineal contaminado externamente.

Por tanto, la salida del sistema esta formada por la contribucién de dos sefales. Una
es consecuencia de la entrada util, que pasa a través del sistema Gy, y la otra es
consecuencia de una entrada ruidosa. Este ruido de la entrada, wy, llega a la salida
después de ser filtrado por Gpw.

Expresado en formulacion de espacio de estado, seria equivalente a

.x':p: A.Xp+b1Wx+b2v
yp =c Xp
y en consecuencia, se han de cumplir las siguientes igualdades
Gpw(s) =cC (S I- A)_]b

Guls)=c(s1-4)"b,
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Vamos a plantear el cancelador de ruido con la siguiente idea: determinar un modelo
de referencia, libre de ruido, y obligar a que el sistema ruidoso se comporte como dicho
modelo. Es decir que, como modelo de referencia se va a elegir un sistema con las
mismas ecuaciones de estado que el anterior, pero sin el término ruidoso, o sea

xm: Axm+b2uc

ym:cx’"

donde u. es la sefal que se aplicaria directamente a la entrada del sistema
contaminado (v=u;) si no hubiera ruido. La sefal de error entre modelo y sistema
ruidoso se obtiene faciimente, resultando la siguiente formulacién

X=Xp~Xm
e=y,-y,=cx

x=Ax+p,weth,v-bru.

Ahora, eligiendo v=u+u. se llega a un sistema error con la estructura adecuada para
aplicar las técnicas expuestas en esta Tesis, es decir

x=Ax+p,w.thru

y con el objetivo de obtener la sefial de control (v) mas adecuada para reducir el efecto
del ruido. Esta sefal de control se generara realimentando el error e.

Para completar el ejemplo, se dara valores numéricos a las funciones de transferencia
anteriores, tales como

Y (8)= Gl )W)+ G pu(5) V(s)

s+3 s+1

GplS) = m Gpl(s)= m

lo que conduce a una formulacién en espacio de estado dada por
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-1 -1 1 0 I
X 1 0 -3 0 -I||«x
zZl=l 17 0 0 o0 ol|wl zz[ e] w{w
vl 1o 0o 0o o p P ‘
10 0 B, 0]
que corresponde una funcion de

transferencia matricial ya que el sistema error tiene tres entradas (wy, w, y u) y tres
salidas (z1, z2 y y).

-1 -1 1 0 1

1 0|-3 0 -1

C=6O= 1Tl 0 ¢

000 0 pB

100 B, ¢
Asi pues, el principal objetivo es la atenuacién del
efecto de wy en la salida del sistema, pero teniendo en

cuenta que también se ha de considerar la posible presencia de ruido de medida en la
sefal a realimentar y, lo cual significa que se ha de considerar w, en el disefio del
observador.

Se disefa la realimentacion 6ptima, en el sentido de obtener la minima y que cumple
la inecuacién

2 2 2
_Z_ LGSyt _ow_,

e+ _u_3<y v
Después de una fase de busqueda de posibles
soluciones, obtenidas a partir de diferentes valores de 37y B2 (siguiendo la metodologia
explicada en el capitulo VI) se acaba eligiendo 3/=0.5y B2=1, que corresponde a un
minimo valor de y de 1.4 y a un y. de 0.89. Para estos parametros el controlador
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obtenido es el siguiente

9.71 -0.56 | 7.57

K(s)= 1283 0.19 |-10.97 |_ 17.76s+12.97
-1.26 0.75 0 s +9.52s+5.34

A continuacion, haciendo uso de la transformada de Laplace, se buscaran las
funciones de transferencia, en lazo cerrado, entre las senales de entrada del sistema
ruidoso (uc y wy) y su salida (yp). En una primera etapa, obtenemos

V(s)=U(8)FU) =UdLs)+ K(5) E(s) = U )+ K() (Y ,(8)- Y ul

=U )T K(S)(Y ,(8)-G () U (5))

para llegar al resultado

Y o(8) =G o)W A)+ G () V(s) =

=Gl )WL) TG () U AS) TG p(8) K() (Y p(8) - G pu(8) U o
y por tanto

G pl5)

m WAs)+Gn(8)U (s

Y (s)=

La respuesta frecuencial de la funcién
de transferencia que afecta a la perturbacion wy, para los casos con y sin cancelador,
es
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o 1 1 1 1
o 2 4 (S 8 10

Fig.VIl.2: Respuesta frecuencial de la funcion de transferencia de la perturbacion, (a)
sin cancelador y (b) con cancelador.
Eje de ordenadas el médulo, y el de abscisas la frecuencia en radianes/segundo.
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en donde la curva (a) es en lazo abierto, siendo el maximo de la respuesta frecuencial
de 3.55. Y la curva (b) corresponde al sistema ruidoso con el sistema atenuador de
ruido incorporado. En este segundo caso, el maximo de la respuesta frecuencial de la
perturbacion es de 0.89, que corresponde a la respuesta del sistema error, y por tanto
ve=0.89.

Otro caso de interés, que difiere del anterior, es cuando las funciones de transferencia
de la senal y de la interferencia no coinciden en el valor de los polos, por ejemplo

s+3 st
s’ +2s5+2 25+l

Gpw(s) = pv
en cuyo caso, el sistema generalizado planteado
debe incluir todos estos polos, y por tanto aumenta en dimension. Se obtiene la
siguiente funcion de transferencia

para el sistema generalizado

2 -2 0 0|1 0 0

I 0 0 00 0 0

1 0 -1 -1 0 0 1

_ 0o o0 1 0|0 0 0

C=6O= T3 7T 1[0 0 ¢
0o 0 0 010 0 p

13 1 1|0 B, (

Ahora se procede al disefio del controlador

siguiendo la metodologia explicada en el capitulo VI, del siguiente modo:

i) En primer lugar, se ajusta 32 a un valor muy pequefio, de 0.01, para que no afecte al
diseno del controlador. Esto es equivalente a no considerar la presencia de ruido
de medida.

ii) A continuacion, se va dando valores a (s para obtener diferentes soluciones con
minima y. Estos valores corresponden a diferentes ponderaciones que se le da
a la sefal de control.

i) Finalmente, se elige 3/=0.5y y=0.5, y luego se procede a ir incrementando el valor
de B>, para de este modo disminuir el ancho de banda del controlador, mientras
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siga existiendo solucién con los valores prefijados de 31y y. El valor final al que
se llega es de B,=0.5. Otro criterio de eleccion de solucion podria ser el de
buscar la solucidén para la cual hay una minima vye, aunque ello puede ser a
coste de una excesiva sefal de control, por culpa de que v, sea excesivo.

Con el controlador elegido, se realizan simulaciones y medidas de la norma infinita de
la funcién de transferencia de la perturbacién, que en lazo cerrado es de y.=0.52 . En
lazo abierto era de 1.508 .

La funciéon de transferencia del controlador es

69.66 5°+164.3 s> +164.35+94.63
s'+315°+80.635°+1055+31.9

K(s)=_

y la figura VIL.3 es la respuesta frecuencial
de la funcién de transferencia correspondiente a la perturbacion, en lazo abierto y en
lazo cerrado

O 1 1 1 1
o 2 4 (= 8 10

Fig.VIl.3: Respuesta frecuencial de la funcién de transferencia de la perturbacion, (a)
sin controlador y (b) con el controlador.
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Se puede comprobar que el polo de mayor valor, que determina el ancho de banda, se
encuentra en -28.27 para el controlador obtenido con 3,=0.5. En cambio, el controlador
que corresponde a un parametro 3,=0.01 tiene el polo de alta frecuencia en -703.3, y al
utilizarlo en el sistema en lazo cerrado proporciona una y, de 0.45.

En la figura VIl.4 se representa la respuesta frecuencial de estos dos controladores,
obtenidos con diferente valor de la ponderacién del ruido de medida

°-55 20 v 50 =0 100
Fig.VIl.4: Respuesta frecuencial de los controladores obtenidos con g, de 0.01 (a) y
de 0.5 (b).

Eje de ordenadas el médulo, y en abscisas la frecuencia en radianes/segundo.
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La conclusién a la que se llega es que la mejora que se obtiene en la reduccién del
error, segun si 2=0.5 (v=0.52) o0 B»=0.01 (ve=0.45), es poca en relacién al incremento
en el ancho de banda y en la respuesta frecuencial del controlador. Cabe recordar que
un ancho de banda excesivo no es aconsejable ya que entonces el controlador es
menos inmune al ruido de medida.

De este modo, se ha visto la importancia de disefar el controlador después de una
etapa de analisis de las diferentes soluciones obtenidas con los diferentes pesos 37y

B2

Con este ejemplo, se ha mostrado la viabilidad de aplicar control por modelo

de referencia, con disefo del controlador mediante minimizacion de norma infinita, para
aplicaciones de cancelacion/atenuacion de perturbaciones externas. La informacion que
se requiere acerca del sistema ruidoso es la funcion de transferencia del camino de la
sefial y la del camino de la perturbacion. En cierto modo, el sistema de control
atenuador lo que hace es modificar esta funcion de transferencia de la perturbacion, y
reduce el pico de su respuesta frecuencial. Es decir, se minimiza el peor caso de
amplificaciéon de perturbaciones acotadas en energia o potencia.
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VIL.3.- Cancelador de dinamica lineal.

En este ejemplo se va a aplicar el método propuesto a la eliminacion de dinamica
lineal. Es decir, que dado un sistema nominal, del cual se producen variaciones
paramétricas, se quiere establecer un sistema de control por modelo de referencia tal
que el sistema realimentado sea inmune a estas variaciones, lo cual es como
considerar que se esta cancelando la dinamica lineal que difiere del sistema nominal: se
trata de un problema de insensibilizacion.

Consideremos un sistema lineal, cuya relacién entrada salida viene dada por su
funcién de transferencia, tal como

Yo(8)=G () V(s)

y ademas, resulta que esta funcion de transferencia no estd bien
definida debido a que sufre variaciones con la temperatura. Seria el mismo caso que el
problema expuesto en la referencia [Ku90], donde se muestra la dependencia con la
temperatura de un sistema de inyeccion de carburante.

Después de una etapa de identificacion del sistema, se conoce Gp(s) a estas
temperaturas

G(8)a0°C— G(s)

G(8)a 25°C —> Gs(s)

G ,(5)a60°C — Gals)

y la idea es insensibilizar el sistema nominal definido a la
temperatura de 25°C. En este caso, el sistema modelo de referencia queda establecido
asi

Yul8)=Gu(S)UL3)

Gu(S)= Gas(s)
El sistema a insensibilizar lo formularemos como una
incertidumbre multiplicativa que afecta a una funcion de
transferencia nominal, tal como
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Y o(8)=G () V()= Gul8) (1 GAs) V()

Go5)-Gul9) _G,(8) _,

Guls) Guls)
donde Gg(s) es una funcién obtenida del
error relativo entre la funcion de transferencia
a una cierta temperatura y la nominal.

siendo G (s) =

Entonces, se puede decir que el papel de perturbacion lo hace el término

GS)V(s)=W (s)

que se debe considerar como una perturbacion interna, no externa
como en la aplicacion desarrollada en VII.2, ya que esta wy depende de la propia sefial
de control u.

Ahora formulamos el error, y tomando v=u+u,, se obtiene

E(s)=Y ()Y u(8)= Guls) (U(s)+ G )V (s

El objetivo es establecer la
realimentacién adecuada para insensibilizar las variaciones del sistema cuando la
temperatura difiere de 25°C. El diagrama de bloques de todo el sistema es

Fig.VIL.5: Insensibilizacion del sistema con incertidumbre lineal
multiplicativa.

Haciendo uso de los mismos valores numéricos que en la referencia [Ku90], se tienen
las siguientes funciones de transferencia
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-1.76 107 s°+4.939010°s-3.137 9]0’
$>+98.34°+9.223e10°s+8.771e 10"

Go(s)=

5498 °+4.007 @ 10° s-4.444 |0’
$+93.72°+9.52e10°s+1.2140](°

Gs(s)=

2 2 5

Es de destacar el Gu(s)=— 4677 s -22'859.]0 S4- 2-05510 hecho de que el
sistema nominal, a 5" T91.53 5" +1.0058 910" s+1.762 ¢ 10"9500 tendra un cero
en el semiplano derecho, y esto
significa que Gg(s) va a tener un polo en el semiplano derecho. Sin embargo, como lo
que interesa de Gg(s) es su respuesta frecuencial, y esta claro que el conjunto
Gm(s)Ge(S) es estable, se puede considerar a G¢(s) como estable y tomar como norma
infinita el pico de su respuesta frecuencial.

El modulo de la respuesta frecuencial de los sistemas anteriores (a 0°C, 25°C y 60°C)
es

15

—10 1 L 1 L 1 L
10—1 1009 101 102

Fig.VII.6: Respuesta frecuencial a las temperaturas de 0°C, 25°C y 60 °C.
Eje de ordenadas en decibelios, y el de abscisas en radianes/segundo.
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Y en lazo cerrado, se puede comprobar que se obtiene la siguiente funcion de
transferencia

Gn(S) G(3)

Vo= Gl ULt T s

(Us)+U(s)

o también esta

Gp(S) - Gm(S)

T G KG9

U [

El sistema generalizado, con los valores numéricos anteriores, es

[-93 -9520 -121400 0 1

)i 0 0 0 0

B 1o 1 0 0 0
G=G(5)= 5.5 400 -444400 [0 0 0
0 0 010 0 B,

| 5.5 400 -444400 |0 B, 0
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Y ahora, se procede a disefiar el controlador. Después de varias pruebas de busqueda
de una buena solucion, se elige 31=0.2 y 32=0.2, que se corresponde a un minimo de
y=0.62. Ademas, con esta solucién se mide y.=0.577, y,=1.43 y el controlador que se
obtiene es

3.610]10°s°+3.9010" s+2.8e]0°
$+237010°7+1.0950 10" s+1.9e]

K(s)=

El médulo de Ia respuesta frecuencial

de todo el sistema en lazo cerrado, con las diferentes funciones de transferencia a 0°C,
25°Cy 60°C es

12 T T T T T T T 17T

10 |

o= 100 101 102
Fig.VIl.7: Respuesta del sistema realimentado, a las temperaturas de 0°C, 25°C y
60°C.

Eje de ordenadas en decibelios, y abscisas en radianes/segundo.
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En la figura VII.8 se representa el modulo de la respuesta frecuencial de Gg(s), a las
GulS)

temperaturas de 0°C y 60°C, junto al modulo de —>~——
1-K(s) Guls)

o 1 1 L1 1 1111 1 1 L1 11111 L1111 1 1 1 () ] AL L)
10—1 100 101 102 103 104
Fig.VII.8: Eje de ordenadas en escalado lineal, y abscisas en logaritmico.
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Por tanto, y recordando lo expuesto en el tema VI, en esta aplicacién se tendria las
siguientes relaciones entre normas

siendo

Gm
se puede ~/-K¢G, ~ comprobar, con
los resultados obtenidos, que
no se cumple la condicién suficiente de estabilidad ya que no se cumple

=y, =0577; y,=143; a,=_G._ .-

_Ge_oo 71,[ < !

En general, la condicion suficiente de estabilidad que establece el criterio de la
pequeia ganancia es bastante restrictiva. Es por esto que, para el caso que se esta
considerando, por tratarse de un sistema lineal, vamos a buscar otro planteamiento del
sistema en lazo cerrado, no tan restrictivo, al cual aplicarle de nuevo el criterio de la
pequefia ganancia. Por ejemplo, en el caso de esta aplicacion se cumplen las
siguientes igualdades

E(S) = GITI(S) GC(S)

T K(5) Gofs) (Us)+U L5)

U(s)= K(s) E(s)

y una condicion suficiente de estabilidad sera que
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GmGe K .
~1-KG,

<

En la figura VII.9 se ha representado el médulo de G}’”{—G K 35 alas temperaturas de

m

0°Cy 60°C

o 1 L1 11111 1 L1 11111 1 L1 11111 1 L1 11111

10—1 10° 101 102 103 104
Fig.VII.9: Eje de ordenadas en escalado lineal, y el de abscisas en logaritmico.
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con lo que, al ser menor que 1, se cumple la condicién suficiente de estabilidad.
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VIl.4.- Linealizacion de un péndulo.

La linealizacion del funcionamiento de un péndulo tiene interés en cuanto a que cabe
considerarlo como un problema benchmark con el que empezar a comprobar el
funcionamiento del método de linealizacion propuesto. La ecuacion diferencial del
péndulo a considerar es del tipo

y,tay, thsin(y,,

que escrita en formulacion de espacio de estado viene dada
por

x;=-ax;-bsin(x,)+
X2= X

. YV,~ X2 y
En este caso consideramos que se conoce la expansion en

serie de funcionales de Volterra de esta relacion entrada salida
[Sc80], tomando como entrada v y como salida y,. Los términos de la expansion hasta
el tercer orden son

Y, =P v)

$)=_{ HS)V(E) ]

1

H= o avs

$V)=_"{ Hi(sps05:)V(s)V(52)V(s5) }..

que también admite b la  representacion
matematica Hi(s15253) = Hi(s))Hi(s2) Hi(ss)H (st ssiguiente
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Y,=¢,(vtp()

ov)=_"{ Hi(sps0s:)V(s)V(s:)V(s3) H, -,

b
Hi(s15253) :g Hi(s))Hi(s:)Hilss)

y de este modo la no linealidad queda incorporada en el vector de perturbaciones

we | | 90
W: =
Wy n
Dando valores numéricos (a=b=1), se llega a un sistema no lineal
matematicamente caracterizado por las ecuaciones

. =10 I|x . .

y se tomara como modelo de Y [ ] ” referencia un sistema que se
corresponda con la parte lineal de la expansion en serie
funcional de Volterra, es decir que coincida con lo que es el primer kernel, tal como

[ 1
Xm ] 0 Xm 0

: . v, =10 x. . . :

Finalmente, se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones para caracterizar el error entre sistema no lineal y
sistema lineal
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e=[0 ]]x

donde la no linealidad wy viene dada por

we = @(V)
WAsipsnss)=Hs(sp5653:)V(si)V(s:)V
siendo

1

H= T

1
Hs(SpSz:S3):gH1(S1)H1(S2)H1(S3

El sistema lineal generalizado del
se ha de minimizar su ] norma infinita
dado por hs(titxts) :g h(t) hi(t2) hi(ts)

(-1 -1 1 0 1]

1 0 0 0 0
YI=lo 10 0 o0
Pl g 00 0 p,
Plo 10 p, 0]

en donde B/ Yy B2

que
viene

caracterizan los factores de

peso que se van a dar a la sefial de control u y al posible ruido (incertidumbre) de

medida w,, respectivamente.

Haciendo uso de los kernel de Volterra es posible obtener una cota de la relacion entre
las normas de orden 1 de las transformadas de Fourier de la entrada y de la salida. En

este caso se obtiene, para el kernel de orden 3
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1
_Hi(s1p5255)_, <g(1.155)3 <0.2

Como en esta aplicacion, la expansion en serie de
Volterra de la no linealidad que se esta considerando tiene infinitos términos, los
resultados obtenidos al tomar soélo hasta el kernel de orden 3 seran una aproximacion.
Légicamente, no es posible tomar todos los términos del polinomio. Sin embargo, la
bondad de esta aproximacion sera valida para valores pequefos de las normas, es
decir alrededor de cero, que es donde tiene mas interés. Esto se comprobara a
continuacion.

A partir de las normas inducidas de la parte lineal, para la sefal de control y la sefial
de error, se plantean las siguientes desigualdades

—E—I S 7/e _Wx_
—U_I = 7/11 —Wx_
y para la incertidumbre no lineal se tiene esta otra
_W._,sp

p=026(_U_,+_U._

La representacion grafica de las curvas definidas por las
ecuaciones  anteriores, se puede ver en la siguiente
ilustracion
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1.2 T . . T
w
X

’I -
o.8f .
O.8 |- -

(1)
o.4 (* -
o.2 J/ -
U
1
O 1 1 1 1
o 0.2 0.4 o.e o.8 1

Fig.VII.10: Interseccion entre las inecuaciones obtenidas del bloque lineal y del bloque
no lineal.

La curva (1) representa la recta definida por la ecuacion
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_Wx_] g —
Y

mientras que (2) es la representacion de o, obtenida del kernel de Volterra de tercer
orden. Ademas, la curva o esta representada para un valor concreto de /U, /4 (se ha
tomado de 0.6, y se ha considerado y,=7). Para valores mayores, la curva o se
desplazara hacia arriba, y por tanto también el punto de interseccion se movera. Este
punto de interseccion, indicado con (*), determina el valor maximo de las normas. Para
valores de /U/; elevados aparece otro punto de interseccion que caracteriza un
funcionamiento que no tiene suficiencia de la estabilidad.

También es cierto que si y, 0 /U, /; aumentan, el punto (*) se desplaza hacia la
derecha, y por tanto la cota superior de las normas aumenta. Es mas, a partir de ciertos
valores de y, 0 de JUe /4, el punto (*) puede desaparecer, con lo cual se pierde la zona
de estabilidad alrededor del cero.

En consecuencia, el sistema lineal se ha de diseinar de modo que para los valores
optimos de norma infinita exista un punto (*), lo cual sera una condicion suficiente de
existencia de una region de funcionamiento estable alrededor del punto de equilibrio
(normas nulas).

Segun la figura VII.10, del punto (*) se obtiene la cota u/y, y a partir de ésta

W, < W, , siendo w, <p( U _+ U,

E_ Sy, W,

Ahora, el siguiente paso seria hallar
diversos controladores que
minimizaran la norma infinita de la parte lineal, segun diversas ponderaciones de Ry
B2. De cada solucion se mediria ve Y vu Yy Se estableceria si existe 0 no la zona de
estabilidad suficiente. Luego, simulando se comprobaria la validez de la solucion: el
mayor peligro es que el sistema realimentado evolucione en la zona de interseccion que

existe a valores elevados, en cuyo caso el disefio no seria valido.

Sin embargo, el modo natural de abordar la linealizacion del péndulo es plantearlo
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considerando la no linealidad respecto a la salida, ya que es el modo natural como ésta
aparece en la formulaciéon, en vez de respecto a la entrada. Las ecuaciones
diferenciales del péndulo y del modelo de referencia eran

V,ty,+sin(y,)=u

. ym + ym + ym = Uc .
y la ecuacion del péndulo puede ser reescrita asi

j}p+yp+yp:u+uc+yp-s1

o en forma de funcion de transferencia

(haciendo uso, por comodidad, de una terminologia habitual en la literatura, que expresa con letras
minusculas relaciones en el dominio transformado)

= ! (uty.tw.); = !
- u(; Wx ) m -
Ve sSts+1 4 s s+
y en este caso el término no lineal viene
dado por
WX = yp - Sin(y‘
Representando graficamente wy (ordenadas) en funcion de Yy,

(abscisa) se obtiene
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30 T T T

—30 1 1 1
—20 —10 o 10 20

Fig.VIl.11: Representacion de la no linealidad, acotada sectorialmente.

donde la curva (1) es wy en funcion de y,, y la curva (2) muestra que la curva se puede
acotar por una recta tal como

lwel<a:ly,l, cong,=1.3
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lo que implica que se obtiene la cota de la ganancia de orden 2 siguiente

_Wx_2<a2_yp_2y a2:]'
y por tanto la condicién suficiente de estabilidad del
sistema en lazo cerrado sera que se cumpla la restriccion

Voo, <1_ y,<0.768
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A continuacion, procedemos al disefio del controlador. Después de una etapa de
busqueda de una buena solucién, nos quedamos con la que corresponde a los pesos
B1=0.1y B»=0.3, con la que se tiene una y minima de 0.4. La y. medida es de 0.34, por
lo que se cumple la condicion de estabilidad.

El controlador obtenido con estos parametros es el siguiente

84.735+89.87
s°+11.425+45.57

K(s)=-

y con este disefo, se realizan una serie de simulaciones,
con resultados satisfactorios.

En concreto, en las figuras VI.12 y VII.13 se muestran los resultados de simulacion
cuando la excitacion u; es una sefial cuadrada de amplitud 7 y frecuencia »=0.2 .

12 T T T T

—4 1 1 1 1

o 20 40 60 80 100
Fig.VII.12: (a) salida y, sin controlador, y (b) salida del modelo yn,.
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En la figura VII.12 se ve en la curva (a) la evolucion de la sefial y, en lazo abierto, y
como difiere claramente de la trayectoria y, que es la que marca el modelo de
referencia lineal. O sea, que la diferencia entre y, y ym es debida a la dinamica no lineal
del péndulo. En cambio, en la figura VII.13 se puede ver como el sistema de control
cancela bastante bien las no linealidades.

_1 _5 1 1 1 1
o 20 40 60 80 100

Fig.VI1.13: Salidas y, (con controlador) y yn,, practicamente superpuestas.
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En conclusién, con este ejemplo de aplicacién se ha mostrado la validez del método
de linealizaciéon propuesto. Con el sistema de control por modelo de referencia, con
controlador lineal que minimiza la norma infinita, lo que se hace es disminuir el pico de
la funcion de transferencia que afecta a las no linealidades. Légicamente, esto implica
atenuar las no linealidades, siempre y cuando la realimentacion no las haga aumentar.

Cabe remarcar, como ya se dijo en el capitulo VI, que el disefio a partir de los kernels
de Volterra conducen a una cota polindmica de la no linealidad, y esto hace que,
ademas de la zona de funcionamiento que corresponde a suficiencia de estabilidad
alrededor del punto cero, exista otra zona en la que no hay acotacion de las normas. En
consecuencia, solo mediante simulacién se acaba determinando si el disefio es valido o
no. Por tanto, el disefio mediante la cota polindmica, para el caso de no linealidad
respecto a la entrada, sigue estas pautas:

i) Determinar la v, maxima, para la cual existe la zona de suficiencia de la estabilidad
alrededor de cero. Es decir, asegurar su existencia.

i) Comprobar mediante simulacion si el sistema evoluciona en esta zona o no.
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VIL5.- Linealizacion de una etapa de potencia pasobanda.

En esta aplicacion se va a considerar el problema de linealizar una etapa de potencia
con respuesta frecuencial pasobanda. Por ejemplo, un amplificador de clase A consiste
en una etapa activa transistorizada, que realizara la amplificacion de sefal, seguida de
una etapa que limita en frecuencia, y que en parte elimina todos los arménicos que
caen fuera de lo que se considera banda de paso. De este modo, se asume que la
etapa de potencia pasobanda es modelable como una no linealidad estatica en
cascada con un filtro pasobanda, tal como se puede ver en la figura VIIl. 14

T
\

FE.VII.14: Modelo simplificado de una etapa de potencia pasobanda.

donde se distingue el bloque no lineal estatico ¢(-), que esta conectado a un bloque
lineal H(s) con respuesta frecuencial pasobanda. Ademas, consideraremos que la
respuesta de la parte no lineal estatica es matematicamente modelable, de un modo
aproximado, por una tangente hiperbdlica (ver Fig.VIl.15).

<)

a

Fig.VIL.15:  Funcién  tangente  hiperbdlica, acotada
sectorialmente.
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En la figura VII.15, la curva (1) representa la no linealidad y la (2) una recta que la
acota sectorialmente. Esta no linealidad, tangente hiperbdlica, admite la siguiente
expansion en serie de Taylor

3 5

2y
=J0tanh(v) 10(v-X+

f v)_10( T,

)

y por tanto, alrededor del paso por cero es
aproximable por una recta de pendiente 70, que es la consideracion de comportamiento
en pequena sefal que se hace en amplificadores, suponiendo que no exista distorsion
de cruce, como es el caso de un clase A. De este modo, la aproximacion linealizada es

S _10v()

El bloque lineal esta determinado por la funcion de transferencia
pasobanda siguiente

-2 -1
2s 1 0|

His)= = .
(s 212s+1 |2 OL

Con los datos de que disponemos, vamos a
replantear el problema de modo que quede
estructurado tal como se ha indicado en el capitulo VI, y de este modo poder aplicar el
método de linealizacion propuesto. El sistema total, particionado en un bloque no lineal
y otro lineal, se formula asi

2s

bloquelineal : y = 2.7
Ky S

blogque no lineal : f=10v+10w,

y por tanto
__ 20s v+
Y 2sel
w, = tanh(v)-v
El modelo de referencia se elige de modo que coincida en con la
parte lineal del sistema no lineal, es decir
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205
25+

En consecuencia, es inmediato llegar a la formulacion del sistema error

20s

= - -—_—— + ‘.
e yp Yo S2+2S+I(v Wi
y eligiendo
v=u-ty
se obtiene
SA2s+l "
El siguiente paso es encontrar una cota para algun tipo de

norma de la sefales v y wy, es decir de la entrada y la salida de la no linealidad,
respectivamente.

La representacion grafica de wy en funcion de v se halla en la figura VII. 16,
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-2

-2

—1

(@)

1

Fig.VII.16: Representacion grafica de la incertidumbre no lineal.

de donde se obtiene la desigualdad

Wx_2<_v_2 _ 0!2:1

Con todo esto, ya se tiene

planteado el

problema del
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modo indicado en el capitulo anterior, donde se exponia el método de linealizacion
propuesto, en este caso considerando la no linealidad respecto a la entrada.

El sistema lineal generalizado del que se ha de minimizar su norma infinita es

2 -1 10 1
z w , 1 0 0 0
L}} =G [ u} ; siendo G=G(s)= 20 010 0
0 010 0 ([
120 0|0 p,
En este caso, para el disefo del
mejor controlador vamos a proceder

de otro modo: lo que haremos sera tomar un valor fijo de 3,, y analizar las soluciones
gue se obtienen dando diferentes valores a 34, y hallando la correspondiente minima
cota y para cada caso, junto a ve Y vu.

Los resultados numeéricos obtenidos, para una B2=17 fija, se encuentran en la tabla
siguiente

B1 Y Ye Yu

0.1 1 0.197 0.98
0.5 1.1 0.518 0.948
1 1.5 0.961 0.903
1.5 1.7 0.909 0.909
2 21 1.044 0.895

donde se puede ver que al aumentar 3¢ (que es cuando se penaliza mas la sefal de
control) ocurre que vy, disminuye y a cambio ye. aumenta. Esto, cabe tomarlo como una
tendencia general y habitual (confirmado en multiples simulaciones), aunque en ciertos
casos no se cumple. Este es el caso de pasar de 31=1 a 31=1.5, en que la tendencia es
inversa.

Se elige implementar el controlador correspondiente a 3s=7, que al cumplirse que
vua2<1 significa que tenemos asegurada la estabilidad en lazo cerrado. Para este caso,
el controlador obtenido es
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K(s)= -71.02 s _| Ku | K
§*+75.57s+1 | K, | 0

-75.57 -1 3.026
K= 70 ;K= 0 ; K21:['23-47 0];

El sistema total, incluyendo sistema no lineal, modelo de referencia y controlador es

20 s Ym
sz+23+1
V]
c u 71.02 s y -25
82+ 7557 s +1 AN
Vv V— f 2s

* _/| 82+ 28 +1 Yp

Fig.VII.17: Sistema total: amplificador y linealizador.
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Y los resultados graficos de simulaciones tomando como sefial u; una sinusoide de
frecuencia w=1 y amplitud unitaria son

10 (a) — A (b) 7l

SROfeA f A

5_

—10 }

o 1 IO 2IO 30 40
Fig.VIl.18: Sefales y,, (a), ¥, (b) con controlador, y y, (c) sin controlador.
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—3 | -
_4 1 1 1

o 10 20 30 40
Fig.VIl.19: Sefales de error para la excitacion sinusoidal, (a) sin controlador y (b) con
controlador.

Y tomando como sefal u. una sefal cuadrada de frecuencia w=1 y amplitud unitaria
se obtiene
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15

10

(c)

—10}

—15

1 lO 210 310
Fig.VI1.20: Sefiales y,, (a), y, con controlador (b) y sin controlador y,, (c).

40
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(b)

/
/

1
—1 -
—2
—3 | .
_4 1 1 1

o 10 20 30 40
Fig.VIl.21: Sefiales de error con excitacion cuadrada, (a) sin controlador y (b) con

controlador.

Tal como ya se ha dicho, la linealizacion de amplificadores pasobanda tiene interés en
sistemas de radiocomunicaciones, ya que la presencia de no linealidades, entre otros
efectos, genera productos de intermodulacion y sefales fuera de la banda de trabajo.
Para ponderar esto, se suele hacer uso de dos tipos de medidas muy propias del
entorno de RF: el punto de compresion y el test de dos tonos. Emplearemos este tipo
de medidas para comparar el funcionamiento de la etapa de potencia pasobanda antes

VII.- Aplicaciones

VII-1



y después de ser linealizada.

La medida del punto de compresion se realiza con una sefial de excitacion sinusoide
de frecuencia w=1, y cuya amplitud se va aumentando hasta que la diferencia de
amplitud que tiene el armodnico principal y la que deberia tener caso de ser un sistema
lineal (que se puede obtener del modelo de referencia) sea de 7 dB.

Para el sistema no linealizado se llega al punto de compresién de 71 db con una
entrada de 0.717, mientras que con el sistema linealizado se llega a 7.27. Por tanto hay
una mejora de 4.63 db en el punto de compresion.

Para realizar el test de dos tonos, consideraremos una senal de excitacion tal como
u()=0.5sin( @, t)+0.5sin( @, 1)
a)1:0.9; a)zzl.l;

y los espectros obtenidos pueden verse en la figura
VIl.22, donde se aprecia que con el linealizador propuesto, existe una atenuacion de 6
dB en el armdnico mas proximo a la banda de paso (que es el mas interferente).

80 T T T

(Sl@)

40

20

(@]

o 1 2 3 4
Fig.VI1.22: Resultado del test de intermodulacion, sin (arriba) y con (abajo) linealizador.

VII.- Aplicaciones

VII-1



VII.- Aplicaciones

VII-1



En el apartado /1.5.3 se mostrd la viabilidad de los sistemas de control VS-MRAC
como canceladores de dinamica no lineal, es decir para linealizar. Aplicandolo a este
ejemplo que se esta considerando, con los siguientes valores numéricos

2s

=———— (10 tanh
Yo =355 (10 tanhy)
__ 20s
I 25t
y a partir de un sistema error que se formula, con v=ugtuc,
tal como
_ . 20s
S P AL
d =w,=tanh®w)-v
y ademas se puede comprobar que la funcion de
transferencia
20s
sS+2s+1

es estrictamente real y positiva. A continuacion se genera la sefal v de este modo

V:I/lc+ud
ud:-M Sgn(yp-ym)

conM =M=, [,|y,-y,ldt+u,ly,-

donde la funcién de uy es anular a la no
linealidad d. La cota de la no linealidad es estimada adaptativamente por M. De este
modo, el error tendera a cero, y la sefial uy acabara tendiendo a un valor determinado
por la acotacién de la no linealidad, aunque desconocido a priori.

Los resultados de las simulaciones, siendo la sefal u; una sinusoide de frecuencia
w=1y amplitud unitaria, y con us=1y u,=7 son
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—0.5 1 1 1
(@]

5 10 15 20
Fig.VII.23: Sefial de error obtenida con el sistema VS-MRAC.

En las figuras VII.23y VII.24 se observa el alto contenido en alta frecuencia tanto en la

sefal de error como en la sefal canceladora. Esto es debido a las continuas
conmutaciones instantaneas producidas por la funcion signo (chattering), pero
precisamente es esta instantaneidad la que hace, tedéricamente, que el sistema
funcione.

VII.- Aplicaciones

VII-1



—1.5 L L
(@] 5 10

Fig.VIl.24: Sefial de control ug.
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O 1
o 5 10 15 20

Fig.VII.25: La cota generada M (trazo discontinuo) y la cota real (trazo continuo).

A la vista de estas figuras, cabe decir que con el sistema linealizador basado en en
teoria VS-MRAC, el error es menor que con el basado en norma infinita, y por tanto
linealiza mejor. Incluso, el sistema es capaz de generar adaptativamente, y de forma
correcta, la cota de la perturbacion.
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Sin embargo, el gran inconveniente de los sistemas VS-MRAC esta en que la sefial de
control canceladora, u, tiene un gran contenido de alta frecuencia y de
discontinuidades. Ello es debido a que es generada a partir de una funcién signo.

A través de simulaciones, se comprueba que el buen funcionamiento del linealizador
VS-MRAC es muy dependiente de la buena calidad de las conmutaciones, es decir que
requiere conmutaciones instantaneas. Si no es asi, como es normal que ocurra, el buen
funcionamiento se degrada, e incluso se puede llegar a la inestabilidad.
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VIil.- CONCLUSIONES.

A lo largo de este trabajo se han estudiado y analizado varios aspectos relacionados
con los sistemas no lineales, y mas especificamemente con su linealizacién. Las
dificultades inherentes en el empleo de técnicas de analisis, modelado y control de
sistemas no lineales, son debidas en gran parte a lo poco sistematicas que son. Es por
ello que, en los primeros capitulos de esta Tesis se ha hecho una sintesis de métodos
de modelado, linealizacién y analisis de estabilidad aplicables a sistemas no lineales, a
modo de vision general y estado de la tematica.

Respecto a métodos de linealizacién basados en técnicas de control, cabe decir que
los que usan realimentacion de estado, en general, son dificiles de realizar en la
practica, ya que el disefio de observadores de estado no lineales es problematico.
Asimismo, también lo es el disefio y realizacién de controladores no lineales.

Es por esto que, uno de los planteamientos iniciales en el desarrollo del sistema de
control linealizador propuesto en esta Tesis fue que el controlador sea lineal y basado
en realimentacion de salida. Y otra consideracion, fue la de relacionar el problema de
linealizacion con los sistemas por modelo de referencia. Esto, es un modo claro y
directo de establecer el objetivo de disefio: el modelo sera el sistema lineal, al cual ha
de seguir el sistema no lineal. Consecuencia de este enfoque, se obtiene un sistema
error.

El sistema error se ha de estructurar de modo que las no linealidades se las pueda
considerar como perturbaciones (perturbaciones internas) que son procesadas por un
término lineal. Es decir, se ha de reestructurar el sistema error, y distinguir entre término
lineal y no lineal.

Una vez formulado adecuadamente este sistema error, se ha realizado un primer
trabajo consistente en cancelar la dinamica no lineal mediante un control adaptativo con
estructura variable (VS-MRAC), en el que ademas se obtiene adaptativamente la cota
requerida por este tipo de controladores. Se ha hecho una aportacion en el algoritmo
para obtener dicha cota. Este linealizador, a pesar de funcionar bien presenta el
problema de que requiere instantaneidad en las conmutaciones de la funcién signo con
la que se genera la sefal de control. La no instantaneidad supone una considerable
degradaciéon del funcionamiento. Ademas, el contenido frecuencial de la sefial de
control es excesivo en frecuencias elevadas.

El siguiente trabajo desarrollado en esta Tesis, y principal, en linealizacion, ha
consistido en abordar el disefio del controlador del sistema error minimizando la norma
infinita del termino lineal del mismo, y que es el que filtra al término no lineal. De este
modo, lo que se hace es disminuir el pico de la respuesta frecuencial de la funcion de
transferencia por la que la perturbacion interna, no linealidad, se manifiesta en la salida
del sistema error. Este controlador lineal es obtenido haciendo uso de los desarrollos
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tedricos hechos en los ultimos afios sobre control 6ptimo segun el criterio de minima
norma infinita.

Ademas, junto al disefo del controlador-linealizador se hace necesario el analisis de la
estabilidad en lazo cerrado, empleando para ello criterio de la pequeha ganancia. Aqui,
la mayor dificultad esta en hallar la norma inducida del termino no lineal. Se han hecho
aportaciones sobre como conseguirlo a partir de la expansién en serie de Volterra de
dicha no linealidad.

Al realizar aplicaciones practicas de linealizacion, con el método basado en norma
infinita, se ha llegado a las siguientes conclusiones:

e En el disefo del controlador es importante el analisis de las soluciones que se

obtienen con diferentes valores de los pesos de la funcion de coste. De este
modo, es posible obtener resultados en los que se va aumentando o
disminuyendo los efectos de la no linealidad en el error y en la sefial de control.
En principio, interesa reducir al maximo la norma infinita de la funcién de
transferencia que relaciona la perturbacion con la sefial error, pero no a costa de
una excesiva sefal de control.

¢ El criterio de estabilidad de la pequefia ganancia es restrictivo, lo cual en parte se

debe a que es una condicién suficiente de estabilidad. Se ha comprobado, en
alguna de las aplicaciones, que todo y no cumplirse la condicién de pequeia
ganancia, el sistema en lazo cerrado era estable. Sin embargo, generalmente en
sistemas no lineales inciertos este criterio de estabilidad es el Unico viable.

¢ Existe una dificultad practica para hallar cotas de la normas inducidas en sistemas no

lineales. Se ha presentado un método que lo permite, a partir de una expansion
en serie de Volterra de la no linealidad. Seria interesante el desarrollar mas
técnicas, analiticas o empiricas, con las que fuera posible la obtencion
sistematica de este tipo de cotas.

e Respecto a los resultados practicos obtenidos, simulaciones, cabe decir que son

mejores que los tedricos. Esto esta justificado por el hecho de que las relaciones
tedricas a las que se ha llegado se basan en condiciones suficientes y basadas
en hipdtesis de peor caso, por lo que pueden llegar a ser muy restrictivas.
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Las futuras lineas de investigacion sobre el método de linealizacion propuesto han de
ir orientadas a:

e Desarrollo e implementacién de métodos para la obtencion de normas inducidas en
sistemas no lineales, bien de un modo analitico o empirico (midiendo).

e Incorporar a la metodologia establecida las nuevas aportaciones que se vayan
haciendo en la teoria de optimizacién de norma infinita.

e Extension del método a sistemas discretos.
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IX.- APENDICES.

Apéndice I: Método directo de estabilidad de Lyapunov.

Sea un sistema no lineal, cuyas ecuaciones diferenciales vectoriales son

x=fitx) y fL0)=0,Yt=0

n

x=x(t)e_
a continuacion, se realizan las siguientes definiciones
relativas al sistema anterior:

¢ Al punto x=0 se le denomina punto de equilibrio.

¢ Un punto de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov si

si_ x(0) <r _ x(t) <RVt>0

rnR>0

Esto es equivalente a decir que, las variables de
estado solucion de la ecuacién diferencial, si parten de una condicién inicial
acotada evolucionan dentro de una region acotada del espacio de estado, sin
salirse de ella.

¢ Un punto de equilibrio es uniformemente estable si

si_x(t;) <r_ x(t) <RV 2

rnR>0

es decir, que se mantiene la condicion de estabilidad
independientemente del instante de tiempo en que se aplica la condicion inicial.

¢ Un punto de equilibrio es asintoticamente estable si es estable y ademas

si_x(0) <r _ x(t)_ —0cuandot— «

es decir que si las condiciones iniciales son un punto cercano al punto de equilibrio, el
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sistema converge a éste.

¢ Un punto de equilibrio es uniformemente asintéticamente estable si

si_x(t;) <r_ _x(t)_ —>0cuandot—> o, V¢,>0

¢ Una funcion escalar V(t,x) es definida positiva si existe una funcion «of(.) tal que

(i)a: _— ,debe ser continua y no decreciente
(i) a(V)>0siV>0,a(V)=0siV =0

i) Vit,x)>al x )six#0,V(t0)=0,Yt=>0

¢ Una funcion escalar V(t,x) es decrescent si existe una funcion g(.) tal que

(i) f: _— , debe ser continua y no decreciente
(i) BV)>0siV>0,p(V)=0siV =0

i) V(t, x) < V=0 ,
A este tipo de (VX< pl ) funciones

escalares V(t,x) se les denomina funciones de Lyapunov.

e Meétodo directo de estabilidad de Lyapunov: Establece que si para las variables de
estado x de un sistema se puede hallar una funcién escalar V(t,x) tal que

(i) V(t,x) es continuamente derivable y definida positiva

(i) V(t,x)<0Y >0

entonces el punto de equilibrio en x=0 es estable. Si también se cumple que

(i) V(t,x) es continuamente derivable, definida positiva y decrescent

(ii) - V(t,x) es positiva definida
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entonces la estabilidad es uniformemente asintética. Ademas, segun si las relaciones
anteriores son validas en todo el espacio de estado o en un entorno cerrado se
hablara de estabilidad global o local, respectivamente. El método directo de
Lyapunov es una condiciéon suficiente de estabilidad, que en general no tiene
que ser necesaria.

e Lema de Barbalat. Establece que, si una funcion diferenciable tiene un limite finito
cuando t—wx, y si su derivada primera es uniformemente continua, entonces esta
derivada ha de tender a cero cuando t—>.

Este lema se emplea en la obtencién de funciones de Lyapunov para disefiar sistemas
adaptativos. Matematicamente, si una funcion escalar cumple que

Vit,x)>0 yV(t,x)<0

y también que

V(t,x) es uniformemente continua en t

entonces

Vit,x)— 0 sit— o
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Apéndice II: Espacios normados.

Una norma, simbdlicamente representada como ||, definida en un espacio lineal X,
es una funcion de X en R que debe cumplir las siguientes condiciones:

i) Sélo el vector cero tiene norma cero.

x 20, VxeX,; ademas x =0 x=0

ii) Al multiplicar un vector por un escalar, la norma de este producto es la del vector
original multiplicada por la magnitud del mismo escalar.

ax =|la| x ,VxeX yVescalar a

i) La norma de la suma de dos vectores no es superior a la suma de las normas de
cada uno de los vectores (desigualdad triangular).

xty < x + y ,Vxye

A continuacion se detalla una serie de definiciones y conceptos habituales en el
ambito de los espacios normados:

e Secuencia de Cauchy. Una secuencia {x;} en un espacio normado X es una
secuencia de Cauchy si

Xn-Xm_—0 si n,m—o

es decir, que los elementos de la secuencia pueden estar
arbitrariamente proximos entre si.
e Convergencia: Se dice que una secuencia {X,} converge a un elemento fijo x si

_Xn~X_ ™

e Un espacio normado completo es aquel en el que toda secuencia de Cauchy en X
converge a un elemento en X.
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¢ A un espacio normado completo se le denomina espacio de Banach.

e Un producto interno <.,->, definido en un espacio X, debe cumplir las siguientes

propiedades
se define<e,0>: XxX —
()<xay+tfz>=a<xy>+p<
(i)<x,y>=<yx>
(ii)) < x,x>>0 six+0
¢ Un espacio de Hilbert es un espacio  normado
completo en el que se ha definido una norma
mediante un dondex,y,zeX y a,f€_ producto  interno.  Por
tanto, un espacio de Hilbert es también un
espacio de Banach.

e La norma de orden p de una funcion f(t) definida de R en R, dependiente de una
variable real t (por ejemplo el tiempo), se define asi

fooo
=T fde )y 1< p<oo

[
3

S_.=suplf®| p

Ademas, se dice que f(t) pertenece al espacio de
Lebesgue L, si

fi—-

) €1 (-o0,+00) si [ IIf(t) dt < oo

f(t) € L. si suplfit) <o

siendo el supremo sup /f(t) /1a menor cota superior del valor absoluto.

¢ La norma de orden p de una funcion F(s) definidas de C en C, como es el caso de las
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funciones que se manejan en el dominio transformado de Fourier o de Laplace,
se indica como /F /,, y su definicion es

F: -
] +o0 . V4 i
F_ =(—[ | Fjo) do)r 1<p<o
- 27

F_,=supl|F(o)| p=co

Ademas, una funcion F(s) pertenece al espacio real de Hardy RH, si

F: -

F(s) real, racional, analltica en Re{s}>0 y| F( )| finito

F&)eRH, si [ | Flo ) do<o

F(s)eRH . si _F_ ,=SuplF({o)|<x
Cabe aclarar ¢ que una
funcién F(s) se dice que es propia o estrictamente propia cuando

| F(0)|<o0 — propia

| F(©)|=0 — estrictamente propia
¢ Para vectores y matrices, la norma de orden 2 y la norma-« se particularizan asi
G(S) E _mxn
+o0 - . 2 —1
G_,=([[Y olfw)dw):
i=1

G _,=supo(Giw
siendo w
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o{A)=valor singular =\|1( A" A)
o(4)=el mayor (A)

A _ _
se cumple que Xz o(A) yque | 1,(4) L 0(A)
X

2
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