Parte I: Instrumentos matemdticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

1.3.1. Método clasico de resolucion de ecuaciones

1.3.1.1. Planteamiento general

Si partimos de la relacion funcional:

B

(% A,4,,..4, )

La solucion de esta ecuacion en el sentido clasico parte de que los a-cortes de X deben permitir
que:

B, ={yeR|yzf(x,al,...,an),ai eAiu,i=1,2,..,n,xeXa}

Por tanto, la solucion sera todo niimero borroso X cuyos a-cortes X, = [X1 (o), X? (OL)] permitan
que, por una parte:

Min {(x, a;, a,...,a,) sujeto a a;e [A1 (oc),Az(oc)], i=1,2,..,ny xe [X1 (oc),Xz(oc)] de ser el extremo

i i

inferior de B,, B'(o).

Max f(x, a;, a,...,a,) sujeto a a;€ [A%((l),A-z(Ot)], i=1,2,..n y xXe [Xl(oc),Xz(a)] debe ser el

1

extremo superior de B,, B*(a.). Ademas, se debe verificar que X sea un nimero borroso, es decir:
a) X'(0)< X*(o)Va
b) X'(o)< X'(a") y XA (o)> X () Va<a’.

Utilizando esta metodologia, en muchas ocasiones no existird solucién para la ecuacién que
pretendemos resolver. A continuacion analizamos las condiciones que requiere la existencia de

solucion en sentido clasico de las ecuaciones:

l

=B

>1
l

bl

J’_
®

>1

=B

denominadas por Kaufmann y Gupta (1985) como “desconvolucion de la suma” y

“desconvolucion del producto” respectivamente.

47



1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

1.3.1.2. Desconvolucion de la suma y del producto utilizando el concepto cldsico de resolucion

de ecuaciones borrosas.

En Kaufmann y Gupta (1985) se dan las condiciones para que exista solucion en sentido clasico

de X -es decir, que realmente se trate de un nimero borroso- para las ecuaciones A+X=B y

A®X =B donde:
A=z (0

= {x, U (y)}z {BOL = [Bl (OL),B2 (oc)]| 0<a< 1}

A, =[A" (@) A2 (@)] 0<a<l)

ool

En la ecuacién A ® X =B supondremos que sop(K) y sop(INB)e R ™. Si bien es un supuesto un

tanto restrictivo, en esta tesis no pretendemos analizar las condiciones de solucién de ecuaciones
borrosas en cualquier circunstancia, sino las de aquéllas que deberemos resolver en los problemas

econométricos que proponemos, y en nuestro caso siempre se cumplira dicha condicion.

Respecto a la desconvolucion de la suma, la ecuacion a resolver expresada a través de los o-
cortes es:

[A' (@), A%()]+ [X'(@), X*(e)] = [B'(cr), BY(e0)]

De esta forma, la solucion clasica indica que:
a) X'(a) =B'(a) - Al(a)
b) X*(a) = B*(a) - A*()

y es condicion necesaria para la existencia de solucion clasica que:

X! (o) < X*(o) Yae[0,1]

Y es condicion necesaria y suficiente para la existencia de dicha solucion que:
X'(a) < X'(a’), B'(a) - Al(a)<B'(a”) - Al(a0), a, o’ €[0,1], o< o’
X(0)=X4 (), B(a) - A% (0)>B*(a’) - A*(), o, o’ €[0,1], a< o’

Asi, el cumplimiento de la segunda condicion implica el cumplimiento automatico de la primera,

pero el de la primera no implica el cumplimiento automatico de la segunda.
Respecto a la desconvolucion del producto, la ecuacion a resolver, expresada a través de a-cortes
es:

[A' (o), A%(@)][X'(e0), X*(e)] = [B'(), B¥(w)]
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Parte I: Instrumentos matemdticos de la teoria de los subconjuntos borrosos

De esta forma, la solucion clasica es, bajo las restricciones impuestas a A y B:

a) X'(a) = il—(((;))
b) Xi(oy = (%)

A’(a)

Al igual que antes, la condicion necesaria para la existencia de solucion clasica es:

X'(a) < X} () Youe[0,1]

Y la condicion necesaria y suficiente:

1 1 '
X'(o) < X'(a"), es decir B (oc) < M o, a’€[0,1], a o’
Alla) Al(e)
2 2 1
XZ(a)ZXZ(a’) es decir iz(((;; > iz((z; a,a’€[0,1], o o’

Como en el caso de la desconvolucion de la suma, el cumplimiento de la segunda condicion
vuelve a implicar el cumplimiento automatico de la primera, pero el de la primera no implica el

cumplimiento de la segunda.

1.3.1.3. Desconvolucion de la suma y del producto utilizando el concepto cldsico de resolucion de
ecuaciones borrosas cuando los parametros que intervienen son numeros borrosos L-L de

Dubois y Prade

En Buckley y Qu (1990a) se analiza las condiciones que deben exigirse a los nimeros borrosos

A yB para que su solucion, X en sentido clasico sea un nimero borroso, es decir, para que

exista solucion en sentido clasico. De forma algo mas general, supondremos que A yB son

numeros borrosos L-L. de Dubois y Prade —la funcion forma a la derecha es idéntica a la funcion
forma a la izquierda-, lo cual no es tampoco excesivamente restrictivo, ya que los numeros
borrosos que usualmente se utilizan en la practica —triangulares, trapezoidales o gausianos- suelen
tener esta forma. Para simplificar la notacion supondremos, asimismo, que se trata de niimeros

borrosos cuyo niicleo es un Unico numero. Generalizar los resultados relajando esta tultima

hipotesis es sencillo. Asimismo, volvemos a suponer que sop(A), sop(ﬁ)e R" cuando

analicemos la desconvolucion del producto.
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1. Elementos basicos de la teoria de los subconjuntos borrosos

De esta forma, podemos expresar A y B como:

~

Az(aC’lA’rA)L y Ez(bCalBarB)L
a) Resolucion de A+X=B

Respecto a la desconvolucion de la suma, la ecuacion a resolver expresada a través de los a-
cortes es en este caso:

[ac - 1a L™ (a)ac + ra L (@) [X' (@), X*(e0)] = [be - I L (c),be + 15 L™ (00)]

De esta forma, la solucion clasica es:
1) X'(o0) = [be - Is L (00)] [ac - 1a L™ (00)] = b - ac — (Ig - 13)L " (a)
2) X*(a) = [be + 1rp L (a0)] -[ac + ra L™ (a0)] = be - ac + (1s - ta)L ()

La condicion necesaria para la existencia de solucion clasica es que X'(a) < X*(a) Vae[0,1], es
decir:

be - ac — (Ig - 1AL (a)<bc - ac + (15 - rA)L ()

y como L™ ()0, esta se reduce a:

1A + I'AﬁlB + 1B

Lo cual era de esperar, ya que si A+X=B, la amplitud de B, que es el nimero borroso
resultante de la suma de dos, A y X debe tener mayor amplitud —es mas incierto-, que uno de

sus sumandos, A .
Es condicion necesaria y suficiente para que exista solucion en sentido cléasico:
X'(o) < X'(a’) o, @’€[0,1], a< o’

X (o)=X4 () o, a’€[0,1], a< o’

Respecto a la primera condicion, la podemos escribir en este caso como:

be - ac — (Is - L)L (@)<be - ac — (I - 1)L (@)

es decir,

(Is - L)L (o) (Ig - 1)L (o)
y como L™ (a)>L"(a”), debe cumplirse que Ig>1,
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Respecto a la segunda condicion necesaria y suficiente queda escrita como:

be - ac + (g - o)L (00)=bc - ac + (15 - 1)L (@)

es decir,

(r5 - )L (00)> (v - 1A)L 7' (@0")
y como L'(a)>L" (), debe cumplirse que rg>ra

Estas dos condiciones también podian ser intuidas a priori. Como A+X=B,la amplitud de B,a
la izquierda (a la derecha) se halla como la suma de los radios izquierdos (derechos) de A y X.
Asi el radio izquierdo (derecho) de A debe ser inferior a los radios del nimero borroso resultante

de la suma, B. Asimismo, si existe solucion, X conserva la condicion de numero borroso L-L de

Dubois y Prade, el cual podremos escribir como:

X = (X lx, 1)L = (be - ac, I - 1a, 15 - 1)L

Obsérvese que el cumplimiento de la segunda condicién (necesaria y suficiente) implica el
cumplimiento automatico de la condicidon necesaria. Si rg>ra y 1g=1a = 15 + I 214 + 14, que era lo

que indicaba la condicion necesaria.

b) Resolucion de A® X =B

Respecto a la desconvolucion del producto, la ecuacién a resolver ya expresada a través de o-
cortes es:

[ac - 1a L (@),ac + ra L ()] [X' (@), X*(@)] = [be - I L (a),be + 13 L (a)]

De esta forma, la solucion clasica, bajo las restricciones impuestas a A y B - positividad y son

numeros L-L de Dubois y Prade con un soporte formado por un unico nimero real- se obtiene

como:
7l
a) X'(a) = be 1BL_I(OL)
ac —1,L7(a)
-1
b) X2(ar) = be + rBL_1 (a)
ac +r,L (a)

es decir, en este caso la solucidon no sera un nimero borroso L-L de Dubois y Prade.
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Es condicion necesaria para la existencia de solucion clasica que:

X'(a) < X} () Yoe[0,1]

Es decir,

b —lBL_l(oc)<bC +rBL_l (oc)
ac —IAL_1 ((x)_ ac +I’AL_1(OL)

0, alternativamente:

[bc —lBL_l((x)]- [ac +rAL_1 (a)]S[bC + rBL_1 (a)]- [ac —IAL_1 (a)],

que es equivalente a:

bel, +1, —acly +15 <L (a)[rAlB —1ArB]

Es condicion necesaria y suficiente que:
X'(a) < X' (o) &, a0’ €[0,1], a< o’

X (o)=X4 () o, a’€[0,1], a< o’

Quedando escritas las dos premisas en nuestro caso como:

be —1]3L_1((>L)<bC ~1,L" () b +rBL_1(oc)>bC + L7 (o)
ac —1,L(a) ac-1,LM(a') ~ ag+1, L7 (a) a+r, L7 ()

respecto a la primera premisa, podemos observar que exigimos que:

be — 1L (@) [ 1,17 (@) [be — 151" ()] fac — 1,7 (@0)]

y desarrollando esta ultima expresion obtenemos:

acly[L™()- L™ ()2 bel L (@) - L7 (o0)]

y como L (a)>L"(a’) > 0= L'(a)-L"'(a’) > 0, obtenemos que a.ly >b.l, , es decir, que se

Iy b
debe cumplir que 2 > -5

I, ac

Para la segunda premisa, el procedimiento a seguir es analogo. Asi, esta queda reescrita como:

[bc +rpL"! ((1)]- [ac +r,L7" (0,’)]2 [bc +rpL! (oc')]- [ac +1 L7 (oc)]
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y desarrollandola queda reducida a:

acly [L‘l (oc)— L (oc')]z bery [L_1 (oc) -L! ((1')]

y como L' (a)>L"(a’) > 0= L(at)-L"'(a’) > 0, obtenemos que a.ry >b.r,, es decir, que se

b
debe cumplir que k- I
LN Yo

Asimismo, el cumplimiento de esta segunda condicién que es necesaria y suficiente conlleva el

cumplimiento de la primera, aunque la afirmacion inversa no es cierta.
1.3.2. Método de resolucion de ecuaciones de Buckley y Qu

A continuacion resumimos el método de resolucion de ecuaciones borrosas propuesto en Buckley
y Qu (1991) y Buckley (1992b). Dicho concepto de solucion es aplicado posteriormente por
Buckley a la resolucion de sistemas de ecuaciones en Buckley (1991) y a determinadas
ecuaciones o sistemas de ecuaciones tipicos en economia como la TIR, las tablas input-output de

Leontieff etc. en Buckley (1992a).

Para aplicar este método de solucion de ecuaciones borrosas, deberemos partir de que una
relacion entre numeros borrosos B=f (X,Al,A 2o A ), viene inducida por una relacidon crisp
b=f(x, aj, a,...,a,), donde X y x son las incognitas, respectivamente. Su concepto de solucion, se
basa en tomar directamente la relacidon crisp implicita entre los parametros b, a;, a,,...,a, y la
incdgnita, x, es decir:

X:h(b5 ap, ag,... ,an)

De esta forma, dado que los parametros b, a;, a,,...a, vienen dados por niimeros borrosos, la
solucion propuesta para X es:

~ ~

X=h(B,A,.A,,..A, )

la cual puede ser evaluada a través del principio de extension de Zadeh. En concreto, si h(b, a;,

a,...,3,) €s una funcion continua en los soportes de B,A,A,,...,A,,, X serd un numero borroso

cuyos o-cortes son:

X, = [Xl(a),Xz(a)]z {x eR|x= h(b,al,...,an), a € Aiq ,1=12,..n,be Ba}
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Respecto a los a-cortes de la solucion propuesta, realizamos las siguientes consideraciones:

a) En primer lugar, la solucion de Buckley y Qu siempre existe. Para hallar los a-cortes de esta
solucion X =h(]§, Kl ,/1 ) ,...,Kn ), bastara con tener en cuenta las cuestiones apuntadas en el

apartado 1.2.2.3. respecto a la evaluacion de funciones de nimeros borrosos.

b) Si denominamos como Xg a los a-cortes que se obtienen aplicando el concepto clasico de

solucion de ecuaciones borrosas y X. a los que se obtienen aplicando el concepto de
solucion de Buckley y Qu, podemos observar que la solucidon clasica, si existe, esta
contenida dentro de la solucion analizada en este apartado, es decir, X X2 . Asi, podemos

entender que la solucion de Buckley y Qu es una aproximacion a la verdadera solucion de la
ecuacion borrosa, aproximacion, por otra parte, mas incierta que la solucidon original. En

nuestra opinion, creemos que, si se puede, es mejor utilizar la solucién clésica, ya que la

incertidumbre de X cuando se utiliza dicha solucion es menor que si se utiliza la solucion

propuesta en este apartado.

c) Respecto a la solucion con este concepto de:

~

A+X=B

podemos observar que los a-cortes de X son:

Xo=[X! (), X ()] = [BX(er) - A'(00), B'(c) - A%(a)]
siendo X un nimero L-L de Dubois y Prade si A y B lo son.

d) Respecto a la solucion con esta metodologia de:

A®X=B

los a-cortes que de X obtenemos, X, son:

XX (o), X ()] = B((Z)) i EZH

y X no es un nimero L-L de Dubois y Prade aunque A y B lo sean.
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