Parte IlI: Analisis de la determinacion de las primas en los seguros de vida y de la solvencia dinamica del asegurador

cuando los tipos de interés de valoracion vienen estimados a través de niimeros borrosos

CAPITULO 4:

FIJACION DE LAS PRIMAS Y ANALISIS DE LA VARIABLE BORROSO ALEATORIA

PERDIDA PARA DIVERSAS MODALIDADES DE ESTRUCTURAS ACTUARIALES BAJO

4.1.

LA HIPOTESIS DE UN UNICO ASEGURADO EN CARTERA

PLANTEAMIENTO GENERAL

4.1.1. Consideraciones previas

A continuacion analizaremos la fijacion de la prima tUnica pura, y posteriormente, recargada,

cuando las prestaciones que contemple vengan dadas por las estructuras actuariales unitarias

analizadas en el apartado 3. En concreto, analizaremos la fijacion de primas para:

a)

b)

d)

Capitales de fallecimiento con vencimiento en el afio actual. En este caso, esta estructura
corresponde a un seguro de fallecimiento renovable cada afio. el analisis de esta estructura
debe entenderse como la correspondiente a un seguro de vida entera o temporal pactado a
primas periodicas (al inicio de cada afio se paga una prima), siendo esta prima variable en

funcion de la probabilidad de fallecimiento del asegurado en cada uno de los afios.

Capital diferido. Se trata de un capital de supervivencia con vencimiento a t afios, siendo esta
la prestacion basica de la mayoria de seguros de ahorro a medio plazo que en muchas
ocasiones son comercializados por las entidades financieras como depdsitos a plazo.
También es la prestacion basica de algunos seguros de jubilacion, si la contraprestacion
contemplada para tal contingencia es un capital. Los seguros que toman esta forma en su
estado mas puro son los seguros dotales. Asimismo, supondremos que el vencimiento del
capital es t>0, ya que en otro caso no tiene sentido este tipo de cobertura: no existe fendmeno
financiero, ya que el capital devenga en el momento de contratacion, ni fenomeno aleatorio,

pues la probabilidad de cobro del capital es 1.

Seguros de fallecimiento temporales y vitalicios.

Seguros mixtos: En este caso se trata de una combinacién de un seguro capital diferido y un

seguro temporal, y suele ser la forma que toman habitualmente los depdsitos a plazo que ya

han sido mencionados o los planes de jubilacién con una prestacion de jubilacion en forma
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de capital, ya que en este caso el asegurado no corre el riesgo de perder toda la prima en caso
de fallecer antes del vencimiento del contrato. Nosotros contemplaremos unicamente el caso
en que el capital de fallecimiento sea igual al capital de supervivencia, es decir, la modalidad

comunmente conocida como 1x1.

¢) Rentas de supervivencia anticipadas. Este tipo de estructura, si es vitalicia, suele estar ligada,
en muchas ocasiones, a una renta destinada a cubrir la contingencia de jubilacion, siendo en
este caso diferidas si el asegurado no se ha jubilado, e inmediatas si dicha contingencia ha
acontecido, o en operaciones de vivienda-pension. Asimismo, si se busca obtener una renta
periodica invirtiendo una determinada cuantia monetaria, las rentas actuariales, temporales o
vitalicias también pueden ser buenos productos como alternativas a otros existentes en el
mercado como los depoésitos a plazo, bonos y obligaciones del estado, fondos de inversion

con rendimientos periddicos, etc.

Como ya comentamos en el apartado 1.5.2. de esta parte de la tesis, nuestro analisis se va a
centrar en el calculo de las primas tnicas correspondientes a las estructuras actuariales ya
descritas, desglosandose dentro de la misma, la prima pura del recargo de seguridad. En un
seguro ya iniciado, el calculo de la provision matematica a dotar para dicho contrato en el
momento de valoracion y el margen de seguridad que debe considerarse sobre las misma, para
asegurar cierto nivel de solvencia se realizard de forma analoga. Bastara con identificar la
provision matematica con la prima pura, y el margen de solvencia al recargo de seguridad que se

aplique al seguro para hacer frente a desviaciones de siniestralidad.
4.1.2. Determinacion de la prima pura unica

Como ya fue comentado en el apartado 2.5.2, definimos la variable borroso aleatoria pérdida para

el asegurador, que notamos como L, a la variable aleatoria cuyas realizaciones borrosas son la
diferencia entre el valor actual de las prestaciones que satisface el asegurador y de las primas que
se percibe en cada uno de los afios en los que puede fallecer el asegurado. En el supuesto de

primas Unicas, si suponemos que la prima unica puede venir dada a través de un nimero borroso
P, tal que:

P= {x/uﬁ(x)}z {Pa = [P1 (oc),Pz(oc)]/O <a< 1}

la variable borroso aleatoria pérdida vendra dada por:

L=Z-P
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donde Z es la variable borroso aleatoria que cuantifica el valor actual de las prestaciones que

contemple el contrato.

Asimismo, L puede ser caracterizada, para un nivel a, a través de las variables aleatorias inferior
y superior L'(a0) y L*(at):

L'(a) =Z'(ar) - P*(ar)

L*(a) =Z*(a) - P'(o)

donde Z'(a) y Z*(or) son variables aleatorias cuya forma dependeré de la estructura actuarial que

analicemos. En este apartado unicamente estudiaremos las estructuras ya descritas en el apartado

4.1.1.

Asimismo, y dado que P se convierte en una constante para cada nivel a para el que trabajemos
conL es facil comprobar que L cumple:

1) E[L] = E[Z] — P, siendo “-“ la sustraccién habitual para nimeros borrosos.

2) V[L]=V[z] y D[L]=D[Z]

3) VIILIFV[Z]y VILI=V[Z]
A partir de L, definimos como prima pura unica y borrosa, al nimero borroso ﬁp que hace que
la esperanza matermatica de la variable borroso aleatoria pérdida se anules, es decir, E[L] =0.De
esta forma, para hallar IN)p , deberemos plantear la ecuacion borrosa E[Z] - IN)p =0, la cual no tiene
solucion en sentido clasico. Pero si utilizamos el concepto de solucion de Buckley y Qu, podemos

identificar E[Z]z }N’P, de esta forma, los oa-cortes de IN)P se podran hallar como: Pp, = E[Z],,

siendo entonces la funcion de pertenencia de }N’p , Up (X)= ME[Z](X) .

Evidentemente, a la hora de fijar un precio del seguro de vida, el asegurador debera exigir al
asegurado una cuantia cierta con vencimiento en el momento actual. De esta forma

denominaremos como prima pura unica cierta y sin recargos, P,, a un valor nitido y representativo
de P, que proponemos hallar a través de su valor esperado. Dado que el intervalo esperado de la

prima pura a cobrar se calcularia, a partir de los a-cortes, como:

1 1
EI[P,]= [E‘[ﬁp],EZ[T)p 1= J' P! (a0) do, j P (o) dor
0 0
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entonces, para B[0,1], el valor esperado de la prima pura se hallaria:

EV[P,,BJ]=P =(1-pB)E'[B,]+BE[P, ]

El parametro 3 cuantifica la aversion al riesgo de interés de la compaiiia de seguros, de tal forma
que, a una mayor aversion al riesgo, se asigna una 3 mayor. Teniendo en cuenta que uno de los
objetivos de la compaifiia debe ser su solvencia, la prudencia le llevaria a considerar valores de [3

mayores que 0°5.

4.1.3. Determinacion de la funcion de distribucion y los cuantiles de la variable borroso
aleatoria pérdida si se cobra la prima pura unica, y determinacion del recargo a

aplicar para carteras de un unico asegurado

Tras haber cobrado la prima pura unica, P,, el asegurador puede definir, para el contrato que esta

analizando, una variable borroso aleatoria pérdida que notamos como L, a través de la cual

estudiaremos la probabilidad de pérdida (o de insuficiencia de las primas cobradas) si el

asegurado cobra Unicamente la prima pura unica P,. Asi, a través de L, determinaremos el

recargo a aplicar para asegurar un cierto nivel de solvencia. Evidentemente, podemos utilizar
otros criterios usuales en la practica actuarial para determinar dicho recargo, los cuales se basan
en la aplicacion de un porcentaje mas o menos arbitrario sobre la prima pura, la varianza o la
desviacion estandar de la variable aleatoria pérdida. Si bien, el camino que seguiremos no sera
éste, ya que consideramos que el que propondremos es conceptualmente mucho mas potente, a la
vez que los recargos son fijados de forma mucho mas fiable. Las herramientas que necesitamos

en el primer caso ya han sido proporcionadas y son:

a) Ya hemos propuesto como calcular Pp, por lo que el calculo del pertinente recargo es

inmediato una vez ha sido fijado el porcentaje que este supone sobre P,

b) Como ya hemos comentado en 1.2.1., sea cual sea la prima P cargada, la varianza o la
desviacion estandar de Feng de la variable borroso aleatoria pérdida para el asegurador sigue
siendo la del valor actual de las prestaciones que el contrato contemple. La forma de calculo
de estos parametros ha sido analizada en todos los casos que plantearemos en este apartado.
De esta forma, conociendo V'[Z] y D[Z], y determinando el porcentaje que sobre la
varianza o la desviacion estandar de Feng queremos recargar, el recargo de seguridad que

finalmente debe satisfacerse al asegurador se halla de forma inmediata.
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Ya hemos comentado que para el analisis que pretendemos llevar a cabo, deberemos partir de la

variable borroso aleatoria pérdida suponiéndose que se ha cobrado la prima pura. A dicha variable

borroso aleatoria la notaremos como L, con P =P,,. Al ser P, un numero crisp, que no es mas

que un caso particular de niimero borroso, su funcién caracteristica de dicha cuantia es

up[,(x)={1 *=F

, podemos hallar la variable borroso aleatoria pérdida ij como:
0 enotro caso

Siendo las variables aleatorias ciertas, inferior y superior, Llp(oc) y sz(oc), para un nivel de
presuncion a dado:

L'y(@) =Z'(a) - P,

L’y(o) =Z*(ar) — P,

Para esta variable borroso aleatoria se cumple que:

1) Oesop ]?Z[LP ] , siendo sop el soporte del nimero borroso.

2) VL, ]=V[z] y D[L, ]=D[Z]

3) V'[Le[=V'[Z] y D'[Lp]=D’[Z]
Asimismo para estudiar la funciéon de distribucion y los cuantiles de ip, recurriremos a su
representacion a través de las variables aleatorias inferior y superior que definen los extremos
inferiores y superiores de sus realizaciones. De forma general, podemos representar Llp(oc) y
sz(a) como:

L} (oc)z L'y, (oc) con yqy, te {0,1,...,w-x-1} y L% (oc)z L3, (oc) con ¢, te {0,1,...,w-x-1}

1 2 . . . .
donde L, (OL) y L% (oc) son los extremos inferiores y superiores respectivamente del o-corte del
numero borroso L, que se calcularia como la diferencia entre la t-ésima realizacion de la
variable borroso aleatoria Z y P,. Asimismo, serd de gran utilidad presentar las realizaciones de
L (a) y L3(a) en orden creciente. Es facil comprobar que en las estructuras que hemos
~ ol 1 2 2 e
analizado se cumple que si L', (a)<L) (a)=13, (a)<L% (). De esta forma, la ordenacion
realizada en una de las dos variables aleatorias que definen a L, para un nivel a es idéntica en la

otra, es decir, el nimero de orden que ocupe el extremo del a-corte —inferior o superior- de una
realizacion correspondiente a una de las variables aleatorias, sera el mismo que ocupe el otro

extremo dentro del conjunto de realizaciones de la otra variable aleatoria.
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A partir de las variables “pérdida” inferior y superior, podremos hallar, la funcion de distribucion
para un valor X, F[X], la cual indicar4 la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores
inferiores a X, P[fP <X]. Para un nivel a, el a-corte de F [X], que notaremos como F[X],, no

vendra dada por un conjunto convexo —un intervalo de confianza-, sino por una serie de

probabilidades discretas, ya que L_ es discreta. Asimismo, la funcion de distribucion inferior

p
vendra determinada por la variable aleatoria superior, y viceversa. Es evidente que, dadas dos
variables aleatorias x e y, que suponiéndolas discretas, cuyo campo de variacién ordenado en
orden creciente sea, {Xi}i-1.n ¥ {Vi}i=1..n respectivamente y con P[x=x;]=P[y=yi]=p;, si x; > y; Vi,
se cumple siempre que P[x < X] < P[y < X].

Por ejemplo, si disponemos de las variables aleatorias “x” e “y”, siendo las dos posibles
realizaciones de x {2, 3} y las de y {1, 2}, y en ambos casos las realizaciones son equiprobables
(es decir, con probabilidad 1/2), si tomamos un valor X =2’5, podemos observar que el valor de la
funcion de distribucion de la variable aleatoria con relizaciones menores (y) es P[y<2’5]=1. En
cambio, la probabilidad que acumula el valor X=25 a su izquierda en la variable aleatoria x es:

P[x<2’5]=1/2.

Asi, la funcion de distribucion superior para un nivel a, FZ[X](cx):P[Llp (OL)SX] y la funcion de

distribucién inferior para X, F'[X](c)= P[ sz (a)SX], vendran dadas por:

FZ[X](O‘): z g9x Y FI[X](OL)Z Z 1 9dx

vt/ Ly (a)<X vt/ L3 (a)<X

De forma que los a-cortes de la funcion de distribucion F[X], serdn un conjunto de valores

discretos cuyo envoltorio convexo es el intervalo [F'[X](a), F[X]()], tal como comentamos en

el apartado 3.6.3. de la primera parte de la tesis, siendo no obstante F [X] un subconjunto borroso
que cumple:
a) F[X]y < F[X], si a<a’, ya que Llpt (a)< Llpt (o) y szt (a)> szt (a') Wt, por lo que F'[X](a0)<
F'[X])(o) y F[X](e)> F[X](a)
b) 3 F[X];, ya que 3 Llp (I)S szt (1), que vendran definidas por las trayectorias de los intereses

de actualizacion superior e inferior, respectivamente, con el maximo nivel de verdad. De

forma que F[X] es un sunconjunto borroso normal. Sin embargo, no es un numero borroso,

ya que su funcién de pertenencia no esta definida en los reales.
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Por supuesto, la funcidon de pertenencia de F [X] podremos hallarla a través de F[X],, como:

Hix (x) = {Max a|x e F[X], }, con xe[0,1]

La funcién de distribucion de L po F [X] nos indicara cual es la probabilidad de que el asegurador

incurra en pérdidas si fija un recargo de seguridad X sobre la prima pura, P,. Evidentemente, esta
probabilidad no puede ser conocida con certeza, pues la suficiencia o no del recargo de cuantia X
dependera no tan solo del momento de fallecimiento del asegurado sino también de la trayectoria
que tomen los tipos de interés de actualizacion. Un comportamiento desfavorable de la mortalidad

puede ser compensado con un comportamiento favorable en el interés que se obtiene invirtiendo

las primas y viceversa. Asimismo, si X=0, F [0] nos indicara cual es la probabilidad de que la

prima pura, sin recargos, sea suficiente para cubrir las prestaciones del seguro.

Al concepto de funcion de distribucion, podemos asociar el concepto de cuantil, que no se trata
mas que de la funcion inversa de la funcion de distribucion. Asi, el 1-¢ cuantil de L, que
denominaremos como Q°, indicara la cuantia borrosa con que se debe recargar la prima pura,

para que el asegurador no sufra ninguna pérdida con una probabilidad £€[0,1].

De esta forma, y a pesar de que los a-cortes de la funcion de distribucion no vienen estrictamente
dados mediante un intervalo de confianza, los a-cortes del 1-€ percentil de L,, Qg , si lo seran,

tal como se muestra en los mencionados trabajos de Kruse y Meyer y de Frithwirth-Schnatter. De

esta forma para hallar Q¢ deberemos partir de F[X],, obteniéndose:

Q:, = [0 () Q> (@)

donde:
Q"(a)=inf X|F’[X](a)>1-& y Q*(a)=inf X|F'[X](at)>1-¢

Es decir, a partir de la inversa de la funcion de distribucion inferior, para un nivel o, que es la de

Li (a), obtendremos el extremo superior del correspondiente a-corte de Q° y viceversa.

Ya hemos comentado, en los seguros que analizaremos, que el extremo inferior del a-corte de la
variable aleatoria pérdida para el asegurador si el asegurado sobrevive tinicamente t afios enteros,
Llpt((x )Jocupa la misma posicion en la ordenacion sobre las realizaciones de la variable aleatoria

. . 1 . 2 . . .
inferior, L (o), que el extremo superior, L°(a), dentro de las realizaciones de la variable
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aleatoria superior sz (a). De esta forma, también podemos obtener para un nivel o los a-cortes

de QF, como los a-cortes de la realizacion L » Ly tal que sus extremos inferior y superior son:

Min L ()] D ,q, 21-gi=12

Vr|L, (o )<L (o)

Es decir, los o-cortes de la t-ésima realizacion de L,, L, que cumple la condicién anterior,

pueden ser identificados como Q°,, de forma que:

Q; =[Q" (@) Q™ (@)= [ (@) L, (0]

. .y .y e — € 1 1
y por tanto, si conociéramos la expresion analitica de M, (x), como L, = Q° ya que coinciden

sus o.-cortes, Hae (x): “fm (x)

Para acabar de determinar la prima a repercutir al asegurado, deberemos de fijar de forma nitida
el recargo a aplicar sobre P,, que denominaremos como Q° y se halla desfuzzyficando Q°. Como

siempre, proponemos el criterio del valor esperado. Dado que el intervalo esperado de Q° se

obtiene como:

1 1
ENQ 1= [B'1Q° 1. E*[Q°1]=| [ Q" (o) daw [ Q* (o) de
0 0

para un grado de aversion al riesgo al riesgo 3’ €[0,1], el recargo a aplicar Q° se obtiene a través

del valor esperado de (NT , de forma que:

EV|Q°, = Q° = (1-B) E'[Q° 1+ BE’[Q°]

Evidentemente, Q° no acumulara exactamente una probabilidad de 1-¢ 0 mas a su izquierda, sino
aproximadamente una igual o superior a 1-g. La probabilidad de pérdida para el asegurador tras
fijarse el recargo cierto sobre P,, Q°, vendra dada por el subconjunto borroso F [QF], para el

cual ya ha sido analizada la forma de calculo de sus a-cortes y su funcion de pertenencia.

De esta forma, la prima tnica recargada, Pg, a cobrar al asegurado para la que la probabilidad de
insolvencia en esa hipotética cartera compuesta por un unico asegurado sea “aproximadamente £”
se obtendra sumando la prima actuarialmente justa mas el recargo, es decir:

Pr=Pp+ Q"
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